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LAS ESTRUCTURAS SUGERIDAS POR LA MECA-
NICA CUANTICA Y SU INTERPRETACION FISICA

La Real Academia de Ciencias me ha hecho el honor de en-
comendarme el discurso de apertura de este curso. He pensado
que un tema que podria ser apropiado es el que le da titulo,
porque durante el curso anterior la Academia organizé un ciclo
de conferencias conmemorativo del primer cincuentenario de la me-
canica cuantica, en el que tomé parte activa pronunciando las que
tuvieron lugar en las sesiones de apertura (15 de enero) y de
clausura (7 de mayo). L.a segunda de estas conferencias estaba
dedicada a algunos aspectos matemadticos y filosdficos de la me-
canica cuantica, y ya en ella anunciaba que en otra posterior com-
pletaria las investigaciones entonces iniciadas. Puede considerar-
se la conferencia de hoy como una prolongacién de aquélla, a la
. que a lo largo de la actual designaremos con la abreviatura
A. M. F.

En A. M F. haclamos un andlisis critico de las relaciones
de incertidumbre de Heisenberg (R.I. H.) y de los experimen-
tos imaginarios disefiados por este ilustre fisico para establecer las
bases del indeterminismo de Ja mecanica cuantica. También ana-
lizdbamos las consecuencias fisicas y filoséficas que se desprenden
de los experimentos de difraccién de particulas por una y dos ren-
dijas e indicdbamos cédmo, a nuestro juicio, existe un nuevo tipo
de dependencia y convergencia estocdsticas en la mecanica cuan-
tica distintos de los de las probabilidades clasicas, y c6émo fracasa
el teorema de Bayes de las probabilidades de las causas o de las
hipétesis en la nueva fisica. Introduciamos el concepto de raiz
cuadrada compleja (r. c. c.) de una funcién de frecuencias (f. f.)
o de un vector de probabilidad (v. p.), mostrando asi la irreduc-
tibilidad de la ecuacién de Schrédinger (E. S.) a cualquier tipo
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de movimiento browniano, porque en la primera lo que evolu-
ciona en el tiempo es una r. c. c. de una f. f. ;mientras que en los.
fenémenos clasicos de propagacién del calor, de la difusion o del
movimiento browniano lo que evoluciona en el tiemepo es una f. f.

Prosiguiendo en el analisis del aparato matematico de la me-
canica cudntica y en su interpretacion fisica, en esta conferencia
nos hemos visto conducidos a plantear y resolver probabilidades.
en cadena en los espacios euclideos y de Hilbert, reales o com-
plejos, a distinguir entre indeterminismo de primera y de segun-
da especie, a introducir vectores de estado (v. e.) o de onda (v. 0.)
aleatorios, la operaciéon de superposicién d evectores en un es-
pacio de Banach, la asociacion de medidas definidas sobre una
c-algebra a un espacio vectorial dando nacimiento a espacios de
Hilbert contenidos unos en otros y que dan origen a estadisticas
no bayesianas. Analizamos las relaciones de implicacién entre la
E.S., las R. I. H. y las interferencias de probabilidades (I. P.)
Introducimos el concepto de cuadrado interno de una matriz, de
casthermiticidad y de r. c. ¢. de vectores y funciones de densidad,
que aplicamos a la descripcién de fenémenos de interferencia de
poblaciones (I. Pb.), apropiado a la mecanica cuantica relativista.

Concretando a la mecdnica cuantica, vamos a aplicar estos
resultados matematicos abstractos a hechos fundamentales de la
misma, como son : a) la reduccién o contraccién del paquete de
ondas ; b) las tres célebres paradojas de Einstein, Podolsky y
Rosen (E. P. R.), del «gaton de Schriodinger y del «amigo» de
Wigner.

La mecanica cuantica, tras una larga crisis de la fisica, que
duré aproximadamente un cuarto de siglo, ha logrado asentarse
muy sélidamente, y hoy parece que su reinado va a durar muchos
afios, tal es la perfeccmn de sus formalismos matematicos, la co-
herencia l6gica interna de que la ha dotado la interpretacién fisi-
ca y filoséfica «ortodoxan de la escuela de Copenhague (E. C.),
y sobre todo los éxitos practicos conseguidos no sélo en los labo-
ratorios, sino también en la industria. En A. M. F. compardba-
mos la revolucién cientifica que trajo la mecanica cuantica, com
la que tuvo lugar en los siglos xvr y xvit y dio origen a la ciencia
moderna, acabando con las fisicas aristotélica v medieval. Hoy
la compararemos con la crisis que sacudié a la fisica hacia la se-
gunda mitad del siglo x1X, menos conocida, o al menos de menor
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impacto sobre el gran publico, pero no por ello de menor impor-
tancia.

Ya de por si la palabra crisis cientifica ha dado lugar a mu-
chas polémicas. En lenguaje vulgar la palabra crisis tiene carac-
ter peyorativo, se refiere a algo malo ; asi, por ejemplo, cuando
se habla de crisis econdmica o de crisis de los valores morales.
Sin embargo, una crisis cientifica ,aun cuando también es deseo
general el superarla o salir de ella, no tiene consecuencias tan
desastrosas o regresivas. Algunos fildsofos se niegan a hablar de
crisis cientificas, y asi Lenin, en la primera década de nuestro
siglo, habla de fases de transicién en vez de crisis, y mas recien-
temente otro importante filésofo marxista, Althuser, en su Cours
de philosophie pour scientifiques, publicado en 1967, escribe : «En
sentido estricto no hay crisis cientifica, sino recomposiciones in-
ternas de una o varias ciencias, que plantean problemas a los.
hombres de ciencia.»

A pesar de los sorprendentes éxitos en la practica de la me-
cnica cudntica, no todo estd resuelto por ella, aun dejando de
lado ciertas partes de la fisica, como la de las particulas elemen-
tales que requieren algo mas que mecénica cudntica, todavia que-
dan muchos enigmas por aclarar, muchos «ignorabimus» vy, lo
que es mucho mas grave, contradicciones internas, que seguiran
haciendo correr rios de tinta. La existencia de contradicciones in-
ternas parece que es algo de lo que no puede librarse ninguna
doctrina cientifica o sistema filoséfico, si se hace excepcion de
la matematica pura, y aun eso habria que discutirlo. En la fisica
clasica, un edificio tedricamente tan légico y perfecto, aun antes
de entrar en crisis habia junto a enigmas inexplicados, tales como
naturaleza v materia de la fuerza, origen del movimiento (¥), el
origen de las inmensas cantidades de energia liberadas por las es-
trellas, etc., contradicciones internas tales como la existencia del
electrén —;cédmo es posible que puedan existir cargas eléctricas
del mismo signo tan concentradas, sin que exploten como conse-
cuencia de las fuerzas repulsivas coulombianas?—. la existencia
del éter como un fluido imponderable, sumamente sutil v rigido,
y ademads: inestable, en definitiva tan lleno de propiedades con-
tradictorias entre si.

(*) Sefialado por Du Bois Reymond en 1872 en su célebre discurso del «ignora-
bimus».



La existencia de estas contradicciones internas ocultas en la
fisica o en la tilosotia, parecen ser uno de los motores de su cons-
tante progreso y evolucion, y al ponerse de manitiesto, al salir a
la luz, producen la crisis cientifica, tase de transicion, recompo-
sicién interna o como quiera llamarse, que de vez en cuando apa-
recen en la historia de la ciencia. Habria que distinguir en la
ciencia (*) entre las fuerzas productoras del conocimiento (*¥*)
cientifico, que no permanecen estaticas, van desarrollandose en el
tiempo, son esencialmente dindmicas y las relaciones ideoldgicas
que en la mente humana regulan el proceso de adquisicidn de
nuevos conocimientos cientificos, de modo que llega un momento
en que el desarrollo de las fuerzas productoras del conocimiento
desborda o rompe el marco que se les ha quedado estrecho de las
relaciones productivas del conocimiento, y cuando esto sucede tie-
ne lugar la crisis cientifica, cuyo resultado es crear unas nuevas
relaciones productivas y ponerlas en linea con las fuerzas pro-
ductoras. Esto podria ser, a mi juicio, el bosquejo de una inter-
pretacion dialéctica de la historia de la ciencia, de un transporte
del materialismo histérico a la historia de la ciencia, considerada
ella misma como una ciencia.

Los fisicos cuanticos tienen a su disposicién una enorme can-
tidad de conocimientos que no tenian los fisicos clasicos, pero no
solamente de conocimientos, sino también de nuevos problemas
planteados ; de aqui que su filosofia sea mucho mas rica tanto
en cuestiones de fondo como de detalle que lo era la de la filoso-
fia clasica. Pero hay cuestiones que ya preocupaban al fisico cla-
sico y que siguen todavia preocupando al fisico cudntico, porque
son, pudiéramos decir, que eternas, entre ellas las relativas al
significado que hay que atribuir a palabras tales como existencia,
realidad, comprender, etc. ; por ejemplo, el libro de Jordan, Der
Naturwissenschaftler vor der religiosen F rage, publicado en
1968, contiene un capitulo que lleva por titulo ; Existen los dto-
mos en tealidad?, que cierra unos problemas, pero abre otros
relativos a jqué es existir? ; arranca de la polémica que hacia 1900
enfrenté a importantes cientificos sobre la existencia real de los
atomos, y concluye diciendo : «... tenemos hoy dia la posibilidad
de demostrar que los dtomos existen realmente». Pero fijémonos

(*) Algo parecido a lo que sucede en economia.
(**) Las que en otra ocasién he denominado fuerzas intelectomotrices.
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en los electrones, unos son libres y otros intraatémicos ; los pri-
meros tienen carga eléctrica, masa, spin, 'siempre los mismos ;
unas veces siguen las leyes de la mecanica clasica (*), como lo
prueban las totografias de sus trayectorias en la camara de Wil-
son ; otras las de la mecanica cuantica u ondulatoria, como prue-
ban las fotogratias de difraccién electronica por los cristales. Pero
en cuanto a los electrones intraatémicos parece que nunca siguen
las leyes de la mecanica clasica, que a éstos unicamente se les pue-
de asignar niveles de energia, solamente son susceptibles de saltos
cuanticos, pero carecen de trayectorias, no tiene sentido atribuir-
les velocidades y posiciones. Cabria preguntarse si es que real-
mente los electrones intraatémicos son iguales que los electrones
libres o no lo son, qué sentido hay que dar a la palabra igualdad,
si en el electrén intraatémico no existen muchas propiedades que
tiene el electrédn libre, se puede decir que son iguales, si en
el momento en que un electrén libre es captado por un atomo
ionizado, aquél pierde sus propiedades fisicas o al menos varias
de ellas, se puede decir que sigue siendo un electrén. La pregun-
ta que se nos echa encima es si la igualdad entre electrones libres
y electrones intraatémicos es una realidad o es solamente una hi-
potesis de trabajo. La intuicién, facultad humana a nivel macros-
copico, nos dice que si un individuo sale de un sitio, es porque
antes de salir estaba en ese sitio, y asi cuando el personaje bibli-
co Jonas sale vivo de dentro de la ballena, ello lleva implicito
que se supone, o mejor dicho que se admite, que antes de salir
estaba vivo en el interior de la ballena. Si los electrones salen del
interior del dtomo, al ionizarse éste se supone que es que antes
de salir estaban como tales electrones dentro del 4tomo. Pero ya
el fisice cudntico no admite este razonamiento intuitivo basado en
lo que sucede a nivel macroscépico, cuando considera el electrén
que abandona un nucleo atémico en el fendmeno de la desinte-
gracion radiactiva, aqui ya no se admite que el electrédn estaba
en el interior del nicleo antes de su desintegracién. Aparentemen-
te parece lo anterior un problema filoséfico, sin repercusién di-
recta sobre la ciencia propiamente dicha, pero no es asi: la acep-
tacion de la existencia de electrones en el interior del nicleo
atémice es ni mas ni menos que la hipétesis abandonada por con-

(*) Modificada por la relatividad cuando la velocidad del electrén es lo suficiente-
mente grande. '
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tradictoria de la constitucién protonoelectrénica de los nucleos,
que hace tiempo fue sustituida por la de la constitucién protono-
neutrénica. Pero hay mds; vamos a ver cémo se puede llegar a
una contradiccién logica, independientemente de ia tisica, con esta
manera de razonar. Cuando el neutrén se transforma en protén
emitiendo un electrén, no se admite que sea razédn suficiente para
que el electrén existiese en el neutrén antes de su emision, por-
que entonces por razén de simetria, cuando un protdn se trans-
forma en neutrén emitiendo un positrén, el positrén existiria en
el protdn antes de su emisién ; tendriamos, pues, que el neutrén
estaria formado por un protén y un electrén, pero a su vez este
protén estaria formado por un neutrén y un positrén, el cual neu-
trén a su vez estaria también formado por un protén y un elec-
trén, y asi sucesivamente hasta el infinito, lo que pone de mani-
fiesto el absurdo légico a que nos llevarfa en lo cuantico admitir
cémo un axioma que si un individuo sale de un sitio, es porque
previamente estaba en ese sitio antes de su salida. El absurdo
légico estd basado en la realidad del doble fenémeno de la trans-
formacién de un neutrén en un protén y de un protén en un neu-
trén con emision de un electrén o de un positron, respectivamen-
te. Creemos que este absurdo logico no habia sido sefialado todavia
por los fisicos cuanticos.

Incluso a nivel macroscdpico hay una disimetria, una diferen-
cia muy clara entre la entrada y la salida, cuando un individuo
entra en un sitio no lleva implicito que después de su entrada
permanezca é] mismo alli dentro, porque en eseé sitio donde entra
puede sufrir una transformacién que lo convierta en algo dis-
tmto.

Contrariamente a lo anterior, los fisicos clasicos acostumbran
a admitir, de acuerdo con nuestra intuicidén, que si un sistema se
descompone en dos subsistemas, éstos existian previamente en el
sistema antes de su descomposicién, creencia muy reforzada si
ademas el sistema primitivo se podia recomponer a partir de la
unién de los dos subsistemas en que se habia descompuesto. Esta
era al menos la forma de razonar de la quimica cldsica. Sin em-
bargo, un ilustre fisicoguimico, Ostwald, a fines del siglo xix,
antes de que no se supiera ni una palabra de mecdnica cuantica,
expuso en forma muv clara sus dudas sobre esto, planteando esta
cuestion trascendental, que a mi juicio queda resuelta con el ejem-
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plo del neutrén y del protén antes expuesto, que niega la vera-
cidad de lo que era evidente para los clasicos.

Mach y Ostwald iueron dos de los mas ilustres representantes
de la energética y por tanto adversarios del atomismo en la crisis
que agit6 a la fisica en la segunda mitad del siglo x1%, y a sus
escritos nos vamos a reterir ampliamente. En 1895, en la Revué
Générale des Sciences, tuvo lugar una interesante polémica entre
cientificos de las dos escuelas antecitadas, iniciada por la publica-
‘cién de un articulo de Ostwald, profesor por aquel entonces de
fisicoquimica en la Universidad de Leipzig, traducida al francés
con el titulo de EI fracaso del atomismo contempordneo, aun cuan-
do el titulo en aleman era La superacidn del materialismo cienti-
fico (Die uberwindung der wissenschaftlischen wmaterialismus),
que levant6 una gran indignacién por su contenido y lo preten-
cioso del titulo francés, extremo éste del que no era responsable
Ostwald, sino su traductor Lamotte. En la misma revista con-
testaron al articulo Le Cornu, vicepresidente de la Academia de
Ciencias de Paris, en tono fuertemente agresivo, y Brillouin, pro-
fesor en la Escuela Normal Superior, en tono muy cortés y co-
medido ; el articulo de este dltimo llevaba por titulo Exn favor de
la materia. Ostwald, en la misma revista, no contestd a Le Cornt,
pero si a Brillouin (¥*). Antes de entrar en la exposicién de los
hechos vamos a situar histéricamente la cuestion.

Hasta 1850, mas o menos, el mecanicismo se habia impuesto
en fisica, y asi Abel Rey, en su libro Theorie de la Physique chez
les physiciens contemporains, escribe : «La fisica cldsica hasta el
periodo contemporaneo tendia a ser una prolongacién de la me-
canica analitica de Lagrange... La mecdnica racional establecia,
por tanto, las condiciones necesarias y suficientes de la explicacién
fisica.» Y en otro pasaje de la misma obra : «Una mecdnica de-
finitiva, la mecanica analitica de Lagrange y una fisica comple-
tamente .construida sobre la mecdnica.» Pero hacia 1850, con el
abandono de la teorfa del caldrico v la formulacidn del segundo
principio de la termodindmica, el mecanicismo sufre un duro gol-
pe, porque la irreversibilidad de los fenémenos de transformacién
del calor en trabajo v la degradacién de la energia, es decir, la
disminucién de energfa utilizable no encuentra explicacién dentro

(*) En su contestaciéon Ostwald dice que hubiera preferido para su articulo el
titulo La reforma de la Fisica general.
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del marco de la mecanica racional. Hasta el umbral del siglo x1x
los fisicos ante el problema de ¢qué es el calor ? se dividen en dos
.grandes grupos : los. partidarios del calor-materia, o del calérico,
que son la mayoria, v los del. calor-movimiento, entre los que fi.
guran Davy y Rumford pero el nuevo derrotero - de la fisica lo
marca la oubhcacmn en 1824 de la memoria de Carnot, Sobre la
potencia mot’rz? del fuego y sobre las mdquinas capaces de des-
arrollar esta potencia, en la que hay que ver la fundacién de la
termodindmica. Esta memoria permaneci6 casi olvidada durante
veinte afios, hasta que William Thomson (lord Kelvin) en 1848
llamé la atencidén sobre la misma, diciendo : «En todo el dominio
de la ciencia no hay nada mds grande que la obra de Sadi Car-
not.» A pesar de que Carnot no abandoné la teoria del calérico
y expuso sus ideas en forma defectuosa, de acuerdo con la ter-
minologia errénea de su época, estableci6 en esta memoria las
bases del segundo principio de la termodinamica, llegando a con-
clusiones fundamentales, como son que el calor no produce tra-
bajo si no pasa de un foco caliente a otro frio, fundamento de las
maquinas térmicas, y que el rendimiento de una maquina térmica
no puede ser mayor que el de una maquina ideal de ciclo reversi-
ble (el ciclo de Carnot) constituido por dos isotérmicas y dos adia-
baticas, siendo independiente de la sustancia utilizada en el ciclo.
No obstante, el segundo principio de la termodindmica, casi des-
cubierto por Carnot, fue formulado correctamente por Clausius
hacia 1854 al mismo tiempo que definfa la entropia, demostrando
que mientras en las transformaciones reversibles la entropia per-
manece constante, por el contrario, en las transformaciones rea-
les irreversibles la entropfa aumenta; de aqui toda la filosofia
relativa a la degradacidén de la energia y la muerte térmica del
universo. En el interregno entre la memoria de Carnot y los tra-
bajos de Clausius, Mayor hacia 1840 descubre el prlmer principio
de la termodinamica, que es una extensién del principio de conser-
vacién de la energia. Aun cuando los fundadores de la termodi-
namica ~—Mayer, Carnot, lord Kelvin— no fueron energetistas,
el nacimiento de la termodindmica y el descubrimiento de las trans-
formaciones de una forma de energia en otra es el origen de la
energética, que pretende reducir la fisica al estudio de las trans-
formaciones de energia, de modo que la materia desaparece o al
menos su papel se limita al de simple contenedor de la energia.
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Entre los mds importantes energetistas se encuentran ilustres
cientificos, como Rankine, a quien se debe el nombre de energé-
tica ; Hertz, Kirchhoff, Mach, Ostwald, Duhem, etc. ; dentro de
esta linea de pensamiento estd la antecitada memoria de Ostwald,
que tuvo, como ya dijimos, una gran repercusién sobre el mundo
cientifico de fines del X1X ; en esta memoria junto a sus aspectos
concretos inmediatos, que hoy dia han perdido gran parte del in-
terés que despertd en su momento, contiene otros aspectos gene-
rales que conservan todo su vigor. '

Otswald define el materialismo cientifico (el mecanicismo)
como la doctrina que tiende a explicar los fenémenos naturales
mediante lcs conceptos de materia y movimiento ; considera que
la investigacién fisica se centra en buscar invariantes, es decir
magnitudes fisicas que permanecen invariables, cuando las demas
magnitudes varian, y asi la masa es uno de esos invariantes, pero
al mismo. tiempo considera que con el tiempo los fisicos han am-
pliado, cometiendo con ello un error, el concepto de masa, llegan-
do a confundirlo con el nueve de materia que es el ente portador
de todas las propiedades fisicas indisolublemente ligadas a la masa,
y de esta forma la ley de conservacién de la masa se ha convertido
en la ley de conservacién de la materia. Sefiala que esta manera
de actuar es completamente metafisica, textualmente escribe : «cada
vez que se ha buscado una representacién de estos fendémenos (se
refiere a los fisicos) se ha terminado por tropezar con una contra-
diccién. Esta contradiccién puede mantenerse oculta un tiempo
mas o menos largo, pero tarde o temprano estalla a plena luz y de
la teoria solo quedan pedazos». Compdrese esta cita de un ener-
getista, de un quimico alineado en el idealismo filoséfico, con la
version de una historia de la ciencia, de acuerdo con los supuestos
del materialismo dialéctico que hemos dado al principio de este
discurso.

Analiza Ostwald las dificultades que encierra el hipotético éter
para la explicacién de los fenémenos electromagnéticos y supone
gue Hertz renuncia a la hipétesis del éter, que lo sustituye por un
sistema de seis ecuaciones diferenciales, no hay pues necesidad de
buscar un sustratc material al simbolismo matematico, no hace
falta ninguna imagen de la realidad, las tnicas realidades existen-
tes son las magnitudes medibles, y lo que interesa, lo que hay que
investigar es la forma de deducir los valores numéricos de unas
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ciertas magnitudes fisicas cuando se nos dan los de otras. Obseér-
“vese lo proxima que estd esta actitud tilosética con la de muchos
tratados modernos de mecanica cudntica.

Escribe también Ostwald : «La materia es una invencién, bas-
tante imperfecta por otra parte, que nos hemos forjado para repre-
sentar lo que hay de permanente en todas las vicisitudes. La reali-
dad efectiva, vale decir la que tiene efecto sobre nosotros, es la
energian. Consideran todos estos fisicos que las sensaciones son
nuestra via de acceso al mundo exterior, nuestro unico medio de
lograr el conocimiento de este mundo. A mi entender tendrian que
haber ampliado estas sensaciones directas que experimentan los
4rganos de nuestros sentidos, con lo que pudiéramos llamar sen-
saciones indirectas que son las lecturas de las indicaciones de nues-
tros aparatos de medida, que son los efectos que en los mismos
deja el mundo exterior (sus sensaciones) ; para Jos energetistas, de
lo tnico que queda constancia es de intercambios de energia entre
el exterior y nuestros sentidos o nuestros aparatos de medida ; no
sentimos la materia, solamente sentimos cambios de energia, como
decia Pierre Curie : «yo veo la energian (¥).

Otro problema importante que plantea Ostwald es de si por
ejemplo el oxigeno y el hierro que se combinan para formar el éxido
férrico, todavia existen como tal oxigeno y hierro en el compuesto
quimico, después de perder todas sus propiedades organolépticas
y textualmente escribe : «jno resulta pues un contrasentido, o
poco menos, pretender que una sustancia definida todavia existe,
sin poseer ninguna de sus propiedades ?» Comparese esta pregunta -
con nuestras anteriores reflexiones sobre la identidad de los elec-
trones libres y de los intraatémicos.

Por aquella época se habla mucho de que la materia ha desapa-
recido, la termodinamica ha arruinado el mecanicismo en fisica, vy,
por tanto, es preciso abandonar el concepto de materia y recons-
truir el de movimiento. Aparte del texto antecitado por Ostwald,
Poincaré, en su libro La Ciencia y la Hipdtesis, pone por titulo
a su ultimo capitulo El fin de la materia que comienza asi : «Uno
de los descubrimientos mas asombrosos que los fisicos hayan anun-

(*) La opinién diametralmente opuesta es la de Lord Kelvin: «Si puedo hacer

un modelo mecanico comprendo; mientras no pueda hacer un modelo mecanico no
comprendo», expresiéon del mas puro mecanicismo.
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ciado estos ultimos afios es el de que la materia no existe. Apresu-
rémonos a decir que este descubrimiento no es detinitivon. La
argumentacion de Poincaré se basa en considerar la masa como la
propiedad fisica esencial de la materia, y esta masa se hace nula
(la masa real) para los electrones, segin las experiencias de Kauf-
man y los calculos de Abraham, se observa la tendencia a confun-
dir masa y materia ; y mas adelante cita un texto de Langevin :
«la materia setfa éter ‘licuado que ha perdido sus propiedades ;
cuando la materia se desplaza no seria esta masa licuada la que
caminarfa a través del éter, sino que la liquefaccién se extenderia:
progresivamente a nuevas porciones de éter, mientras que detras
las partes licuadas volverian a tomar su estado primitivo. Al mo-
verse la materia no conservaria su identidad». Obsérvese que para
que algo exista se le impone la conservacién de-su identidad, los
individuos se definen por lo que permanece constante en relacién
con lo que cambia.

Estos ataques a la materia suscitaron una viva reaccién. Como
ya dijimos, Brillouin replicé a Ostwald, para él la-ley de conser-
vacién de la materia es de origen experimental y mas general que
fa ley de conservacién de las masas. Tomando el ejemplo del xido
férrico, afirma que las propiedades del oxigeno y del hierro no
desaparecen tan completamente como quiere Ostwald pero lo que
es mas importante para asegurar la conservacion de los elementos
simples en el compuesto quimico, es que siempre que se trata de
descomponer una misma masa de 6xido férrico en hiérro y oxigeno
se obtienen las mismas masas de estos elementos. Lomparese la
argumentac*on ultima de Brillouin con lo que dl]lmOS anteriormen-
te sobre la existencia del electrén en el nicleo atdmico y los absur-
dos a que LOI’ldLICG El articulo de Brillouin no solamente va dirigido
et favor de la materia, sino también en favor de la libertad de
creacion de h1p0t651s lo que le ‘aproxima a la posicién de Poincaré,
para quien Io 1mportante no es que exista ésta o la otra cosa, sino
que todo ocurre como si existiera, al mismo tiempo que suponer
que una cosa existe facilite la explicacién, la haga mis clara, es
la teorfa de la comodidad de las hipdtesis. Una hlpotesxs aunque
pueda ser sacrificada, no se sacrifica si hace la exposicién mds
clara (¥).

(") Compirese con la doctrina de la economia- de pensamiento de Mach, de reduc

cion drastica de hipétesis y con la navaja de Occam de eliminacidén de entes no estric-
tamente necesarios.
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De la réplica de Le Cornu creo oportuno recoger un pasaje :
a un texto de Ostwald que dice : «tratar de dar cuenta por medio
de la mecénica de todos los tenémenos fisicos conocidos es una.
empresa vana que ha fracasado ante toda experiencia seria» con—
trapone la atirmacién totalmente contraria : «... en cada rama de.
ciencia en vias de transformacién, se mide el grado de avance y
la marcha del progreso por la proporcién de hechos representados.
por las concepciones mecanicas», lo que le aproxima sustituyendo
la geometria por la mecdnica a esa tendencia cientifica que se carac-
teriza por la nostaigia por la geometria sentida por las ciencias que.
quieren ser deductivas.

Los filésofos idealistas creyeron ver en la energética un duro
golpe al materialismo filosdfico, porque desde antiguo se atribuyd
un caracter materialista, incluso ateo al atomismo, y asi Gassen-
di (1592-1655) al resucitar el atomismo griego creyd conveniente:
reconciliarlo con la ideologia cristiana, trat6 de cristianizar a Demé--
crito al igual que Santo Tomas de Aquino habia cristianizado a.
Aristoteles. Los filosofos materialistas reaccionaron o bien enfren--
tandose a la energética, o bien como sucedié en Rusia con un grupo
importante, tratando de conciliar el materialismo dialéctico con el
«machismo» (de Mach, un energetista) ; ello fue el motivo prin-
cipal que incitd a Lenin a tomar partido en filosofia y a publicar
en 1908 su Materialismo y Empiriocriticismo ; con anterioridad a.
él, Engels habia escrito : «con cada nuevo descubrimiento, el ma-
terialismo debe asumir un nuevo aspecton, y esta directriz siguié
sin duda alguna Lenin en su libro antecitado. Trata de demostrar
que es imposible conciliar el machismo y el marxismo, distingue:
entre materia como concepto cientifico, transitorio y sujeto a los
accidentes asociados a la evolucién en el tiempo de los conoci-
mientos cientificos y materia como categoria filosofica eterna e
inmutable, de modo que al confundir el concepto cientifico de mate-
ria y en concreto una forma superada del mismo con la categoria
filosofica de materia, es cuando se llega con los empiriocriticistas
a la conclusidn, para él errdnea, de que la oposicién entre idealis-
mo y materialismo esta superada, y a la conclusién también errénea
de que la materia ha desaparecido.

Para Lenin como para Engels, Jos sistemas filoséficos se divi--
den en dos grandes grupos : idealistas y materialistas, lo que les
distingue es la solucién que dan al problema fundamental de las:
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relaciones del ser con el pensamiento, asi como la subordinacién
de esta cuestion a la objetividad del conocimiento ; Mach pondria.
en primer lugar esta segunda cuestién y como subordinada a ella
proclama a lo sume la identidad entre ser y pensamiento ; por el
contrario, los materialistas auténticos conceden la primacia al ser
sobre el pensamiento y subordinan a esta primera cuestion de las.
relaciones del ser con el pensamiento la de la objetividad del cono-
cimiento como cuestién secundaria. Concretamente escribe Lenin
en Materialismo y Ewmpunocriticismo : «; Hay que ir de las cosas.
a la sensacién y al pensamiento? ¢ O bien del pensamiento y de la.
sensacién a las cosas? Engels se mantiene en la primera linea, es.
decir en la materialista. I.a segunda, es decir la idealista, es la que:
sigue Mach». No hay que olvidar que dentro de una y otra escuela,
idealismo y materialismo, caben muchos matices y variantes ; los-
filésofos marxistas (leninistas o no) han sometido a un profundo
analisis las ideas filoséficas de Lenin, expuestas en su libro ante-
citado v en sus Cuadernos Filosdficos, obra posterior, encontrando:
contradicciones entre uno y otro, y algunos acusan a su primera.
filosofia de sensualismo, corregida posteriormente por él mismo.
Desde luego como ya hemos seflalado anteriormente es dificil no
encontrar contradicciones en un sistema filoséfico o dentro de la.
obra escrita de un mismo filésofo.

Para hacer mas clara la oposicién entre empiriocriticismo y
materialismo a continuacién reproducimos dos textos, el primero
de Mach de su Die Mechanik wn threr Entwicklung historich-
kritisch dargestellt y el segundo de Lenin ; dice Mach : «Las sen-
saciones no son simbolos de las cosas», mas bien la «cosa es un
simbolo mental para un complejo de sensaciones relativamente es—
tablen, es la doctrina de que los cuerpos son complejos de sensa—
ciones, de que la materia es algo impensable e incognoscible, que:
estd fuera de los limites de nuestro conocimiento, la materia es lo
desconocido, la nada. Escribe Lenin : «el materialismo consiste pre-
cisamente en admitir que la teoria es un calco, una copia aproxi-
mada de la realidad», es la célebre teorfa del pensamiento como
reflejo de las cosas, de acuerdo con la primacia del ser sobre el
pensamiento, la materia es una realidad objetiva que nos es dada
por nuestras sensaciones, para Lenin lo desconocido es lo todavia
no conocido.

Hoy dia las viejas discusiones entre energetistas y atomistas
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estan casi olvidadas, el progreso de la ciencia después de una época
de tlorecimiento de la energética, espemalmente aebida a sus éxiwos
en termodinamica (*), pareuo dar la razon a los atomistas con las
innumerables pruebas convincentes de la existencia real de los
Atomos, y con ello a los mecanicistas. Posteriormente la mecanica
cuantica ha supuesto el fin de la fisica mecanicista, como lleva por
titulo una publicacién de Philipp Frank. Si las hemos resucitado es
porque si en sus aspectos concretos han perdido interés, en sus as-
pectos mds generales siguen planteando cuestiones candentes (*¥).
aunque hoy se discuta con el empleo de otra terminologia. Por otra
parte creemos que la lectura de las anteriores paginas puede susci-
tar el interés por las posibles interpretaciones marxistas de la histo-
ria de la ciencia como un proceso dialéctico de contradicciones en
la adquisicién de nuevos conocimientos cientificos y de ideologias
determinadas que van quedando caducas, y que para ser superadas
requieren el nacimiento de nuevas ideologias. Los métodos de
adquisicién del conocimiento y las ideologias en que se encuadran
desempefian papeles, que como ya dijimos anteriormente, recuer-
dan los de las fuerzas y las relaciones de produccion en economia.

Es preocupacién fundamental de la E. C. eliminar los inobser-
vables y con ellos toda imagen metafisica de la fisica, existe pues
una fuerte vinculacién entre esta filosofia y la del positivismo 16gi-
co del circulo de Viena, y ambas se pueden considerar como here-
deras directas del empiriocriticismo, porque ya en Mach y demads
representantes de esta doctrina se manifiesta el deseo de ser anti-
metafisico, se acusa precisamente al materialismo de metafisico,
algunos lleoan a considerar la materia como un resto de realismo
medieval : P earson, un energetista, escribe en su Grammar of
Science, publicada en 1892, «la realidad de la ciencia es simbdlican,
forma de pensar muy parecida a la de un Eddington o un Heisen-
berg, se observa entre ellos como en la E. C. la tendencia a disol-
ver «la cosa en si» de Kant y de los fildsofos agndsticos en sim-
bolos, en puras sombras, la realidad se refugia en las matematicas,

. (*) No hay que olvidar que Maxwell, Boltzmann y Gibbs también hicieron progresar
notablemente la termodindmica sobre una base atomista, estableciendo la mecanica v
la termodinimica estadisticas clisicas. Pero més que los éxitos tebricos obtenidos con
la-hipo6tesis atémica, han sido las experiencias de laboratorio las que han convencido
a los fisicos de la existencia real de los atomos. :

(**) Algo parecido a lo que sucede con la modernizacién de las viejas discusiones
medievales entre realistas y nominalistas, la disputa de los universales.
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frente a la tendencia de transformar «la cosa en si» en «la cosa
para nosotros» de Engels y el materialismo dialéctico. Vamos a
reproducir un texto de Born (de la E. C.) que recuerda otro de
Ostwald a que antes hicimos referencia, dice Born en un articulo
sobre La realidad fisica {en Philosophy Quaterly, 1953): «Los
invariantes son los conceptos de los que la ciencia habla de la misma
forma que el lenguaje corriente habla de las «cosas», y a los que
asigna nombres». Obsérvese como para todos, la palabra metafi-
sica tiene un sentido peyorativo. Como por otra parte la existencia
de los dtomos, aunque para algunos sean poco mas que ecuaciones.
diferenciales, es basico en la nueva fisica, de acuerdo con una dia-
léctica hegeliana, podriamos decir que mecanicismo y energética
son la tesis y la antitesis, y que la sintesis de ambas, su superacion,
es la filosofia que nos ha traido la mecdnica cuantica.

Desde luego Bohr y Heisenberg (la E. C. en definitiva) creen
haber logrado su objetivo de construir una fisica desprovista de
metafisica, y en muchos aspectos parece conseguido este logro,
aunque a veces con el sacrificio de negar la existencia de los pro-
blemas que no pueden resolverse dentro de su éptica filosdfica.
Sin embargo, muchos fisicos vy filésofos de nuestros dias no creen
lo mismo, consideran que Heisenberg nos ha transmitido una ima-
gen metafisica del mundo (Landé, Popper), y como obviamente
no puede desecharse las matematicas de las R. I. H. han tratado
de, conservando éstas, modificar su interpretacién f'sica y su alcan-
ce filoséfico ; para Popper. a pesar de que Heisenberg quiere ser
un antimetafisico, su filosofia serfa una mezcla de positivismo y
trascendentalismc. Véase a estos aspectos A. M. F. ‘

Uno de los hechos que mas sorprendgn al estudiar la mecanica
cuantica es el uso abusivo de experimentos imaginarios (Gedanken
en aleman. thought en inglés) por fisicos tan antimetafisicos como
Einstein, Bohr y Heisenberg (¥). Popper, en su Logic of Scien-
tific Dzsco very (1958\ tltula uno de sus capitulos : «Sobre el uso
y abuso de experlmentos imaginarios, especialmente en la teorfa
cudntican, donde hace un profundo andlisis de esta clase de expe-
rimentos, distingue entre o que él denomina empleo critico, heuris-
tico y apo]ogetwo del experimento 1magmar10 considera legitimos

(*) En A. M. F. hemos analizado los diseflados por Heisenberg para establecer
sus relaciones de incertidumbre, y aqui mis adelante analizaremos otros experimentos
imaginarios.
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e incluso importantes los dos primeros, pero pone en guardia frente
al uso del tercero y considera que ha sido utilizado por los fisicos
cuénticos. En mi opinién el experimento imaginario es un inobser-
vable puro, es algo que no estd al alcance nuestro, que no puede
realizarse, por lo que discutir sobre sus resuitados es discutir no
sélo sobre algo que no se sabe sino que nunca podra saberse, es
reintroducir encubiertamente la metafisica en la fisica. Popper pone
como modelo del empleo critico del e‘<per1mento imaginario legi-
timo y lo considera como uno de los mas importantes en la historia
de la filosoffa natural, el utilizado por Galileo en sus Discorst intorno
@ due nove scienze (1638) para rebatir la doctrina aristotélica def
movimiento, pero a mi me parece que no se trata de un experi-
mento imaginario (¥), sino de un razonamiento estrictamente 16gi-
co y totalmente correcto, porque mas o menos el experimento ima-
ginario de Galileo consiste en lo siguiente : si se unen dos moévi-
les A y B, que se mueven con velocidades distintas, la de A mayor
que la de B, se obtiene un nuevo mévil C, cuya velocidad es in-
termedia entre las de A y B, porque A mas rapldo acelera a B
mas lento, o lo que es lo mismo, B frena a A ; pero la masa de C
(suma de las masas de A y B) es mayor que la de A, de donde se
sigue que C es mas lento que A, a pesar de tener mas masa que
€él, lo cual prueba la falsedad de la doctrina aristotélica del movi-
miento, que afirma que la velocidad es proporcional a la masa.
‘Obsérvese que lo que se ha hecho es partir de premisas contradic-
torias para llegar a una conclusién absurda, lo que es pura logica,
es una consecuencia de las leyes del pensamiento y no de la expe-
riencia ; se admite : a) que la velocidad es proporcional a la masa
{doctrina de Aristételes), b) que la masa es una propiedad aditiva,
es decir que la masa de C, unién de A y B, es la suma de las masas
de B y C, ¢) que la velocidad (como otras muchas propiedades fisi-
cas, la temperatura por ejemplo) es una propiedad «en median,

es decir que la velocidad de C es intermedia entre las de sus com-
ponentes B y C ; se sigue (légica pura) que una propiedad en media
(la velocidad) nunca puede ser proporcional a una propiedad aditi-
va (la masa) y que, por tanto, la doctrina aristotélica del movimien-
to encierra una contradiccién interna que la invalida Obsérvese
también que este experimento pretendidamente imaginario, como

(*) Porque puede realizarse, con lo que deja de ser imaginario para transformar-
se en real.
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ya dijimos anteriormente es real ; en otro pasaje de sus Discors,
Galileo describe su realizacién, que consiste en observar la caida
de cuerpos de masas muy distintas desde una gran altura y com-
probar que llegan al suelo casi al mismo tiempo, lo que si es una
comprcbacién experimental directa de que la velocidad no es pro-
porcional a la masa, pero no sélo Galileo sino que unos mil afios
antes el sabio bizantino Juan Filopdn ya hacia esta critica de Aris-
toteles, y unos cincuenta afios antes que Galileo, el holandés Stevin,
en 1586, hacia otro tanto.

Se puede demostrar a partir de la E. S, las R.I.H. v a
partir de éstas las I. P., de acuerdo con el siguiente esquema :

E.S =R.I. H =1 P. (1)

pero vamos a demostrar que este esquema no es irreversible, es
decir que los anteriores signos de implicacién no pueden ser sus-
tituidos por signos de equivalencia ; vamos a ver cémo se pueden
construir algebras de probabilidades en que se cumplan I. P., y
no existan R. I. H.; y después otras en que se cumplan las
R. I. H., haya 1. P. y sin embargo no tengan ninguna relacion

con la E. S.

Sea E un espacio vectorial dotado de producto interno {pro-
ducto escalar de vectores), por tanto normado, definido bien sea
sobre R (cuerpo de los nimeros reales) o sobre C {cuerpo de
los nimeros complejos), el cuerpo de base de E es indiferente,
asi como el nimero de dimensiones, por lo que en lo sucesivo
supondremos que E es un espacio de Hilbert complejo v sepa-
rable ; entonces a todo vector x de E de norma la unidad (nor-
malizado) y a todo operador hermitico (autoadjunto) A de E,-com-
pleto, de espectro discreto y sin valores propios multiples, se puede
hacer corresponder una distribucién discreta (¥) de probabilidades

ip.4 definida por :

i)n = { Cn 12 = ‘ <*5V; y-‘n> 1'2 (2)

(*) Si el espectro es continuo, la teoria es casi igual, la distribucién de probabi-
lidades es continua. Si el espectro tiene valores propios miltiples (degenerados) la
teoria se puede rehacer con una ligera modificacidn.
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siendo los y» los vectores propios normalizados de A, los cuales
como .es sabido forman un sistema ortonormal compieto, y por
tanto se cumple que :

chyn: Z]C" =1 3

n =1

Dos operadores A y B conmutativos dan origen a la misma
distribucién de probabilidad, por tener los mismos vectores pro-
pros. Por tanto, E y # conjunto de todos los operadores de E
de la naturaleza antes especificada, son tales que todo vector uni-
tario de E y todo elemento del espacio cociente A /R respecto
a la relacién de equivalencia :

ARB<=>AB=BA 4y

definen un conjunto de distribuciones de probabilidad. Si x varia
en el tiempo, permaneciendo normalizado, se define de esta ma-
nera un proceso estocastico ; pero también A puede depender del
tiempo y si varia con el tiempo permaneciendo en &, a todo vector
normalizado de E se puede asociar una distribucién de probabi-
lidades. con lo que se tiene una segunda forma de definir un pro-
ceso estocastico. Consideraremos la primera.

Ahora bien, a Ay «x podemos asignar un variable aleatoria
(v.a.) & cuyos valores numéricos sean los valores propios (rea-
les) a, de A, correspondientes a las probabilidades p« del mismo

subindice. Se tiene entonces para los valores medios las expre-
siones

ml

=0 AX) = (Z ¥ Dty € V) = T ooy | ¢, |2 6y,
y también

A* = (&, A"x); o = A* — (A) (6)
la dltima expresién para la varianza o®
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- Como hemos supuesto E complejo, de la desigualdad de
Schwartz se sigue que

| [AB] Q)

Gy Op =2

1
2
siendo

[AB] = AB—BA. ®

La demostracién la omitimos, porque es la misma que se ex-
pone en muchos tratados de mecanica cudantica, cuando se toma
por E el espacio I.* de las funciones complejas de cuadrado su-
mable, ya que la demostracién depende de la forma general de
la antecitada desigualdad de Schwartz, y no de la forma particu-
lar que toma esta desigualdad para L*. Ahora si hemos de des-
tacar que la (7) no se cumple para un E real.

Si x, vector que define el proceso estocastico varia en el tiem-
po de modo que el valor mdio de [A B] permanezca constante,
entonces también el primer miembro de (7) permanece constante,
siendo condicion suficiente que se cumpla la

AB—BA =71l ' (9)

en donde I es el operador unidad (I A = A T = A), e la uni-
dad imaginaria. En este caso se cumple que

Ga Op 2> L (10)

2

que son unas relaciones de indeterminacién de las del tipo de Hei-
senberg. Insistimos, pues, que para que existan R.I. H. es
preciso que el cuerpo de base de E sea C; si es R no hay
R. 1. H. ‘

Si tomamos como vector x un vector propio de A, entonces
la v.a. correspondiente se ha transformado en un nimero cier-
to, que es el valor propio de A correspondiente a dicho vector
propio, porque, por ejemplo, si es el y:, por (2) se tiene que

Py = l <3’1, 3’1> 12 =1 A‘ (11)
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y en este caso se cumple por (10) la

6 = 0 ==> 65 = X (12)

la dltima exige que el espectro de B tenga un numero infinito de
valores propios, porque una distribuciéon de probabilidades dis-
creta finita tene también varianza finita. Se sigue que en un es-
pacio vectorial de producto interno y dimensién finita no hay
R.I. H.; pero aun hay mds y es que si el conjunto de valores
propios de A y B (que da la dimensién de E) es infinito nume-
rable (A y B son matrices), entonces se puede demostrar direc-
tamente, como haremos a continuacién, que no puede cumplirse
la (9); se tiene, pues, que para que sean posibles R. 1. H., E
ha de ser un espacio de Hilbert (o prehilbertiano al menos), y
solamente se cumplen para operadores de espectro continuo, por
tanto en espacios euclideos, aunque sean complejos, no hay
R.I. H.

Se puede dar una demosrracién directa que es como sigue :
supongamos ahora que E es un espacio euclideo complejo, A y
B matrices hermiticas ; vamos a demostrar que la (9) conduce
a una contradiccién ; se tiene que por ser A hermitica, existe
una matriz unitaria U, tal que la matriz U* A U es diagonal (U*
es la adjunta de U, que por ser unitaria es también su inversa),
por tanto de (9) se sigue que

U+(AB—BA)U=riU*TU =ril (13)

pero el primer miembro se puede escribir

UrAUU*BU—-U+*+BUUFAU=DB —BD=riI (14

eu donde por D) representamos una matriz diagonal. Vamos a ver
como esta ultima (14) es imposible ; se escribe

n 0 ... 0oy, ... by e, L e,
0 Wy oenene 0 ............ B R Rl | I IR (15)
6 0 ... L fl Hoveveneennicdl el e
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o lo que es lo mismo

............................ = || oo T (%) (16)

porque el primer elemento diagonal (todos los elementos diagona-
les) son nulos. Lo que demuestra directamente la imposibilidad
de R. 1. H. en espacios euclideos complejos, y como la demos-
tracién anterior es‘independiente de las dimensiones del espacio,
se sigue que la demostracién es valida para matrices u operadores
de espectro discreto en el espacio de Hilbert.

Por la importancia de la cuestién, vamos a dar una segunda
demostracién directa de la no existencia de R.I. H. en los ca-
sos anteriores. Vamos a demostrar que si €scogemos como vector
x un vector propio de A (estado puro), por ejemplo el y:, en-
tonces se cumple que

[AB] = (3, (AB—B A)y,) = 0  an

si escogemos como sistema de referencia en el espacio euclideo
{(ejes coordenados) los vectores propios de A ,se tiene

biy eenen. Y, by,
BAy, =By, —a | 0 ~ 1721'3’1 (**)  (18)
........... | o boy Vs

siendo a; el valor propio de A correspondiente a y.. Por otra
parte es

b” ...... v, b11 ¥,
AB:),'I — ....: ...... (). — A b21':vl o
s 0 bar ¥
£y 0 ...... 0 H “ b“ Y. l Ay b11 yl“
0 O 1l fl b2 31 || | #a 01 31 (19)
” 0 0 ... Ly “ bnl' 3'1" Ly b.nl Vi

() y (**) Las a son los valores propios de A..
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y de aqui al restar

——r—
(23 — al‘) ba1 Y1 (20)
(ot — m:) buy 31 "
que al multiplicar escalarmente por el vector y.
[ :0...0] (21)

se obtiene 0 ,lo que demuestra (17) y por tanto la no existencia
de R. 1. H. en espacios euclideos complejos, y como también
ahora la demostracién es independiente del nimero de dimensio-
nes del espacio, se sigue que para operadores discretos en el es-
pacio de Hilbert tampoco existen R. I. H.; nos parece que es-
tas demostraciones y conclusiones nos son propias y no las he-
mos encotrado en la literatura cudntica. Hemos representado por
la misma letra el vector y. y su componente porque no hay con-
fusién en ello.

Vamos a ver cdmo incluso en espacios euclideos complejos se
pueden obtener I. P., a pesar de que en ellos no hay R.I. H.;
sean x e y dos vectores normalizados de E ; llamamos superpo-
sicion de x e y a su suma seguida de renormalizacién, es decir,
al vector

_ETY (22)
2+ 5l

el cual, evidentemente, es también normalizado. La superposicién
se puede extender a cualquier numero de vectores y ademas afec-
tar a éstos de pesos de superposicién complejos, de modo que el
conjunto de vectores i, ..., xm, dotados de los pesos ¢, ..., cm,
les corresponde, por superposicion, el vector normalizado

Clxl + ...+ Cm Xm

23)
ey + oo+ Cutm ||

Este concepto matematico de superposicién es el que fisica-
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mente se traduce en I.P., porque, por ejemplo, para el valor
medio del operador A (3), el vector (22) da

1
ST @+ 3 AW+ ¥ (24)
e + v :
obviamente distinto del que da la media aritmética de los valores
medios de A para x e y, que es

1
5 o AL+ 3, Aw). (%) (25)

Vamos a demostrar que la superposicién es la adicién de un
grupo conmutativo {abeliano) G que vamos a construir ahora.
Sea E’ el conjunto de los vectores normalizados de E, que como
es sabido no es un subespacio vectorial ; sea 0 el vector nulo de
E y hagamos el convenio de que /0 sigue siendo 6 : sea R* el
conjunto de los nimeros reales positivos, entonces el conjunto G,
que es el producto cartesiano directo R*U {0} x E"U {b} con el
convenio anteriormente adoptado para 0, tiene estructura de
grupo para la adicién definida por

@0+ Gy =(or byl SEE2T) )
fex + byl .

si consideramos equivalentes entre si todos los elementos de la
forma (a, 0) para a cualquier nimero real positivo o el cero. El
elemento neutro de G es el (a, 8) (*¥) porque
1 by
@0+ b3) =( 103 0] = vy @7

ya que
ioyll=0blyl=r¢ (28)
(*) Véase A. M. F.: ahi reside la diferencia entre superposicién y mezcla de

estados cuanticos.
(**) Y también el (0, #) siendo x cualquier vector de E’.
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Se cumplen los cuatro axiomas del grupo, porque I) es ce-
rrado, ya que el segundo miembro de (26) pertenece a G); II) la
ley de composicidén es asociativa porque

(a,x)+(b,y)+(c,g):(”ax+by“) ax + by )

fax+by]

(29)

+(c,z)=(];a,x+by+cg||, 6x + byt )

far + by 4+ cz

ITI) existe elemento neutro que es el (a, 8) (*), como hemos de-
mostrado anteriormente en {27); IV) existe el elemento inverso

del (a, x) que es el (¢, — x) porque

(@ %) + (@, — x) = ( las—axi, -

ax —ax
uax—axn)

z( 0, ﬁ) ~ (0, 0) (30)

por el convenio de equivalencia que hicimos anteriormente. De
(29) se sigue que G es abeliano. Obsérvese que todos los elemen-
tos de G tienen una representacién unica salvo el elemento neu-
tro, que es el (R*UIN{ 0) v el (0, E).

Hay la posibilidad de introducir otro concepto matematico
distinto al de superposicion, que es el de mezcla. Si al conjun-

to -de vectores normalizados x., ..., x» le asignamos los pesos
g, ..., gmn, que son las componentes de un vector de probabi-
lidad,

.20, ..,¢,.2>0; g, + ... F gu=1 (31}

a cada operador A de E, perteneciente a A, se le puede asociar

una distribucién de probabilidades { p{ definida por
Pr = @y Pur + oo F+ Qo Pum (32)

en la que cada una de las p con dos subindices del segundo miem-
bro son las definidas en (2) para A y cada uno de los vectores.

(*) Y el (0,2) siendo # cualquier vector de E’.
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%i, ..., xn. Por ejemplo, el valor medio A para la mezcla de
estos valores vale

A= '8 <v1f1, A.ZV1> + e + Gn <xm» A-'Vm> (*) (33)

Asl como la superposicidn de vectores de E da un nuevo vec-
tor de E también normalizado, por el contrario, la distribucion
de probabilidades resultante de una mezcla no puede obtenerse
como resultante de la distribucién de probabilidades correspon-
diente a un solo vector, resultado éste muy importante que dis-
tingue esencialmente entre s{ las dos operaciones matematicas de
superposicién y de mezcla, asi como su significacién fisica. Ob-
sérvese que la superposicién, tal como la hemos definido, depende
de la norma y no del producto interno, por lo que esta operacién
y sus consecuencias (existencia del grupo G) puede extenderse a
cualquier espacio vectorial normado y por tanto a un espacio de
Banach ; por el contrario, la mezcla depende de los productos in-
ternos y solamente se puede definir en espacios en los que exis-
tan éstos, como es el caso de los de Hilbert.

En las probqbilidades clasicas el concepto de mezcla tiene una
interpretacién bien definida, mientras que son desconocidas para
ellas el concepto de superposicién. El comportamiento en lo ma-
croscopico es analogo al de las mezclas, mientras que en la micro-
fisica se da uno u otro caso (superposicién o mezcla), segin que
existan o no interacciones entre las poblaciones que se funden en
una sola, existan o no I. P.

Estos hechos son debidos a que en los procesos estocdsticos
macroscoplcos (propagacién del calor, fenémenos de difusién fi-
sica, emigracién de una poblacion viva, evolucién en el tiempo
de una epidemia) las ecuaciones matemadticas que los rigen de-
terminan la evolucién en el tiempo de un v.p. o de una f.f.
(caso continuo), mientras que en las nuevas matemdticas que es-
tamos considerando, o que evoluciona en el tiempo es la r. c. c.
de un v. p. o de una f. f. (véase A. M. F.).

Recordamos que llamamos en A. M. F. r.c. c. de un vector
(*) Y lo mismo para cualquier momento o para la varianza.
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de probabilidad p, de componente {p.{ a un vector ¢ de C*, cu-
yas componentes {g¢.| son definidas por

g=Np<=>|q>="11; 310> = Pu (34)

mientras que las amplitudes de las ¢ estdn bien definidas, sus fa-
ses quedan indeterminadas.

Llamamos raiz cuadrada real (r.c.r.) de p, a un vector q de
componentes reales, tales que

G = P15 s Gn® = Pa (35)

las cuales quedan indeterminadas respecto al signo. Son ejemplos
de componentes de la r.c.r. de un v. p. las coordenadas de un
punto de una circunferencia o esfera ordinarias de radio la uni-
dad, y en general de una esfera de radio la unidad en un espacio
euclideo o incluso de Hilbert reales ; si los espacios anteriores son
complejos, las antedichas coordenadas son las componentes de la
r.c.c. de un v. p.

Se tiene entonces que si un punto se mueve sobre una circun-
ferencia o sobre una esfera de radio la unidad con un movimien-
to que bien sea cierto o aleatorio {(movimiento browniano) define
un proceso estocastico asociado a la evolucién en el tiempo de
una r.c.c. de un v.p.; los cuadrados de las proyecciones del
movil sobre un par de didmetros rectangulares definen una distri-
bucion de probabilidades binomial que varia con el movimiento
del punto. Si consideramos la familia de todas las cdnicas concén-
tricas con la circunferencia (excluidas las circunferencias) para
cada posicién del mévil v para cada subfamilia de cénicas coaxia-
les se hace corresponder una distribucién de probabilidades bino-
mial cuyos términos son los cuadrados de las proyecciones del
moévil sobre los ejes comunes a todas las cénicas de la subfamilia,
v a cada cénica se puede asociar una v. a., cuya distribucién de
probabilidades es la antedicha, siendo los valores numéricos los de
los semiejes por ejemplo. Si sustituimos lacircunferencia por una
esfera, entonces la distribucién de probabilidades es trinomial,
sus términos son los cuadrados de las proyecciones del mévil so-
bre un triedro trirrectingulo, y el papel de la familia de cénicas
concéntricas lo desempefian las cuddricas concéntricas (excluidas
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las de revolucién) v el de la subfamilia de cénicas coaxiales lo des-
empefia el de cuddricas coaxiales. Estos procesos estocasticos tie-
nen, pues, lugar en cualquier nimero de dimensiones, el papel
de las cénicas y cuddricas es similar al de los operadores hermi-
ticos A de A antes considerados, y se excluyen circunferencias y
cuddricas de revolucién por corresponder al caso de valores pro-
pios multiples de los A.

La superposicién de puntos sobre la circunferencia o la esfera
consiste en la suma geométrica de los mismos, es decir, la adicién
de los vectores que unen el centro con los puntos, considerados
como libres y localizada la resultante en el centro, seguido de la
determinacién de la interseccién de esta resultante con la circun-
ferencia o la esfera, que da el resultado de la superposiciéon (¥) ; si
se afiade al conjunto de puntos de la circunferencia o de la esfera
st centro como elemento neutro en la superposicién, se define el
grupo que antes llamamos G para la superposicién asi definida
como adicién.

Se tiene un modo de visualizar hasta en el plano o en el es-
pacio ordinario procesos estocasticos sin R. 1. H. y con I. P.,
como consecuencia de la superposicidon, pero también se pueden
imaginar modelos de procesos estocdsticos muy concretos que go-
cen de las mismas propiedades, que son las que he denominado
probabilidades en cadena en los espacios euclideos o de Hilbert,
complejos (o reales); si se multiplica la r.c.c. (o la r.c.r.) de
un v. p. por una matriz unitaria (u ortogonal), como este produc-
to conserva el médulo {la norma) del vector, se obtiene otra
r.c.c. (o r.c. r) de un v.p.; que denominamos probabilidad
en cadena, que tiene propledades muy distintas de las de Mar-
kov ; por de pronto carecen de la propiedad ergédica y por su-
perposicién pueden haber I. P., cosa que no sucede nunca con
las de Markov ; las matrices unitarias (u ortogonales) desempefian
aqui el papel (Ie las estocasticas en las de Markov.

Si

dv i

= ——H,. (3
dt 7 g S _ <6.)

es una ecuacion diferencial abstracta en un espacio complejo de

(*) Asociando este radio vector al médulo de la resultante.
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Hilbert, en la que H es una matriz hermitica, se conserva el
médulo (la norma) de! vector x, es decir :

[#lle =1=>[#l =1 (37

luego se conserva constantemente como r.c.c. de un v.p.,
como vamos a demostrar ahora. Multipliquemos internamente a.
la derecha y a la izquierda por x, ambos miembros de (86), se:
obtienen las

dx
dt

dx 2 .
<'d_f:“:x>=<—‘TH:x>: <x>

Y= (x, — - Hr) (@38
7

y sumando miembro a miembro se obtiene

dx dx d d
— ) Ly, — ) = v, vy = —— 2 =
(@) + o ——) T > " IER
(=L Ha )+ o, ——Ha) | = — 2 (Huw, ) +
4 7 ¥
4t Ha) =0 (39):
,

por ser H hermitico, lo que prueba (37).

La E. S. es un caso particular de (86) cuando el espacio de:
Hilbert es L?, H el hamiltoniano, » = h/2 = (h constante de
Planck) y la diferencial del primer miembro una derivada parcial.

Obsérvese como nuestra demostracién anterior es mucho mas
general que la particular de la E. S.; tal como viene expuesta.
en los tratados de mecanica cuantica.

En el caso de (36) llamamos integral primera a un operador-
hermitico A de &A cuyo valor medio se conserva constante en el
tiempo, es decir, para el que se cumple que

—= =0 (40),



si A depende del tiempo (puede no depender), la (40) se escribe

dA d dx dA dx
—_— == 5 A = 5 A ) 3 A
oy vy @ Ax) =~ v) + ¥ ®) + A% A
(41)
y en virtud de (36) se deduce de la anterior la que sigue :
dA  —i ix i .
Tt—= 5 (Hx,Aﬂ‘) + 'Et— +—;—<W,AH.¢"> (42):
y de aqui la
dA  dA i -\ S—
= AH—HA)x) = = [AH ()
(43)
que si A es independiente del tiempo se simplifica en la
dA i
L W < 44
o = A H] (44)

por tanto la nulidad del segundo miembro de (43), o (44)), en
caso de que A es independiente del tiempo (no depende explicita--
mente del tiempo) es la condicién necesaria y suficiente para que
A sea una integral primera.

St Ay H conmutan y A es independiente del tiempo, es

[A H] = 0= — =0 (45)

y como también conmutan cualquier potencia de A y H, se sigue
que en ese caso particular todos los momentos de la v.a. aso-
ciada a A permanecen constantes, esto es, la distribucién de pro-
babilidades asociada a A y x es independiente del tiempo.

(") Se deduce que la derivada respecto al tiempo del valor medio de A (primer

miembro de (43) es distinta del valor medio de la derivada (primer sumando del se-
gundo miembro de (43)).
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"En el caso en que el tiempo es una variable discreta (proba-
bilidad en cadena en el espacio de Hilbert) en vez de la (36) se
tiene la ecuacién abstracta en diferencias finitas :

Zn = H K1 (46)

siendo H una matriz unitaria si el espacio de Hilbert es complejo
(ortogonal si es real), y la definicién de integral primera, inva-
riancia en el tiempo del valor medio de A se escribe

(s A ) = <H’»x-n—1y AHw,_,) = <xn—1: HtAHx,_,) (47)

cuya constancia en el tiempo se cumple si

A=H+AH (48)

y como H* es la inversa de H, multiplicando a la derecha por
H* se obtiene

AHY = H+A (¥ @9

que es la condicién necesaria y suficiente para que A sea una
integral primera, es decir, que A conmute con la adjunta de H y
en ese caso conmuta también cualquier potencia de A.

De (7) v (44), aplicada la primera a H y a una integral pri-
mera A, se sigue que

WA 7
‘ - ey (50)
dt

en donde el cociente que figura en su primer miembro tiene las
dimensiones de un tiempo ; su significado es el tiempo que tarda
en variar A en oa cuando su velocidad de cambio es constante e
igual al primer miembro de (44). De (50) se sigue que

dA '
GH—O GA<m:>—d“t—-—0. (51)

(*) Multiplicando en (48) a la izquierda por H se demuestra que A y H conmutan.
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Vamos a ver cémo se pasa de lo discreto (46) a lo conti-
nuo (36) ; si en (46) hacemos los cambios

n—>1t; #w+l——st+dt; H=ILI+Mdt (52)

se obtiene

2 +d)=T+Md)a@ =20+ Mar)dt —=>
ax '

=M L (53)

>

pero la inversa de I + M dt es | —M dt porque en su pro-
ducto se desprecia el término en d¢* por ser un infinitésimo de
segundo orden. Ahora bien, la adjunta de la primera de ellas es
I + M*dt, v como son matrices unitarias, la inversa y la ad-
junta han de ser iguales, lo que exige que

I+ Midt=I—Mdt=>M=—M=>M=:iH (54)

siendo H hermitica, lo que muestra como el paso de lo discreto
a lo continuo lleva de (46) a (36). En ambas, la H puede de-
pender o no del tiempo.

Si el espacio de Hilbert es real en vez de complejo (¥), en-
tonces hay ligeros cambios ; la ecuacidén diferencial abstracta que
rige la evolucién en el tiempo del vector normalizado x en vez
de la {36) es la

dx

7 (55)

siendo H una matriz antisimétrica para asegurar la invariancia de
x; porque entonces multiplicando internamente a la izquierda y
a la derecha ambos miembros de (55) por x y sumando se ob-
tiene

d d .o, B
o (¥, xy = 7 el =<(Hax 2) + (v, Ha) =
={r,( H + H)x) =0 (56)

(*) Recordemos que en el campo real la hermiticidad es simetria. -
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porque por ser H antisimétrica es igual a su traspuesta H* cam-

biada de signo. Tanto la demostracién de la invariancia de A
como el paso de lo discreto a lo continuo es igual para espacios
reales que complejos. Se sigue que un sistema de n ecuaciones
diferenciales lineales reales, de matriz antisimétrica, define un
proceso estocdstico en el que las probabilidades son los cuadra-
dos de las soluciones del sistema. Insistimos de nuevo que en los
-espacios reales no hay R. I. H. por la imposibilidad de que se
cumplan las (7), pero si 1. P.

Para poner en linea las teorfas matemadticas anteriores con el
lenguaje de la mecdnica cudntica, a los vectores normalizados x
les llamaremos indiferentemente vectores de estado (v. e.) o vec-
tores de onda (v.o.).

Un hecho sorprendente de la nueva fisica es la reduccién o
-contraccién del paquete de ondas. Consiste en que bruscamente
por el hecho de realizar una observacién sobre un sistema mi-
croscopico, de medir una variable fisica de operador A, la fun-
cién de onda (el v. e.) pasa a ser un vector propio de A y el valor
de la medida de A es el valor propio correspondiente. Inmedia-
tamente después de la medida, el nuevo v.e. vuelve de nuevo
a evolucionar en el tiempo de acuerdo con la E. S.; es como si
€l tiempo se comenzara a medir a partir del instante de la medi-
«da, siendo ahora el valor inicial del v. e. el del dicho vector pro-
pio de A. Sobre el significado de la reduccién del paquete de
condas se ha discutido mucho ; supone una modificacién instan-
tanea de todo el sistema microscdpico, modificacién que se pro-
paga con velocidad infinita, superior a la velocidad de la luz, lo
que parece estar en contradiccién con los resultados de la teoria
de la relatividad. Algunos fisicos, entre ellos Heisenberg, trata
de evitar esta contradiccién diciendo que esta velocidad de pro-
pagacién de la perturbacién del sistema microscépico no es sus-
ceptible de transmitir una sefial fisica, a diferencia de lo que
sucede con la de la luz, por lo que aunque sea una velocidad su-
praluminica no entra en contradiccién con la relatividad, porque
no modifica la estructura del espacio-tiempo implicito en la rela-
tividad Otros fisicos opinan que esta velocidad infinita que lleva
consigo la reduccién del paquete de ondas se refiere a la de un
proceso mental mediante el cual adquirimos conocimiento o in-
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formacién sobre el sistema. Incluso algunos fisicos llevan muy
lejos esta categoria subjetiva de la reduccién del paquete de on-
«das, creen que no hay tal reduccién, hasta que los resultados de
la observacién han entrado en la conciencia del observador ; asi.
opina, por ejemplo, Wigner, no sin levantar asperas criticas por
parte de algunos fisicos como, por ejemplo, Landé en su libro
New Foundations of Quantum Mechanics. No hay duda alguna
de que la introducciéon de la conciencia en la filosofia mecano-
cudntica vuelve de nuevo a introducir palabras cuyo significado
no estd del todo preciso y a resucitar viejas polémicas ; ya Engels
en su Anti-Diihring, en torno a la pregunta de squé es la con-
ciencia ?, escribe : «Ahora el idealismo ha sido desbancado de su
dltimo reducto, la filosoffa de la historia ; es ahora cuando una
-concepcién materialista de la historia ha sido propuesta, y el mé-
todo descubierto es explicar la conciencia del hombre por su ser,
en lugar de como se hacia hasta ahora, su ser por su conciencia»,
poniendo asi de manifiesto por primera vez las profundas diferen-
cias que separan al materialismo dialéctico de las restantes escue-
las filosdficas respecto a esta cuestién. Avenarius, un importante
-empiriocriticista. a fines del siglo x1x, daba gran importancia al
‘papel de la conciencia humana en la teoria del conocimiento.

El cambio instantaneo, propagandose con velocidad infinita,
-de las condiciones de un sistema fisico no es exclusivo de la mi-
crofisica, existia ya en la macrofisica, todos los fenémenos de tipo
impulsivo, por ejemplo las vibraciones en placas o varillas por
-efecto de una percusién, los cambios instantaneos de velocidad
de los sélidos en movimiento por efecto de un choque, son ejem-
plos de fuerzas que obran durante intervalos de tiempo infinite-
simales con intensidades infinitamente grande; como caso limite
‘transmiten un impulso mecdnico finito en un tiempo cero. Bajo
-este aspecto, en mi opinién. la reduccién del paquete de ondas
-es de la misma naturaleza ; la diferencia mds profunda entre la
microfisica y la macrofisica consiste en que en la primera la re-
duccidn del paquete de ondas es efecto de la observacién, que en
virtud de ella el observador pasa a ser actor del fenémeno fisico,
en vez de ser sélo espectador, que el ejercicio de la funcién de
conocer perturba aquello que va a ser conocido ; ahora bien, es
el ejercicio de esta funcién de conocer lo que causa perturbacién
Yy no el conocimiento mismo quien produce la deformacién del
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mundo fisico que nos rodea, que nos es conocido, no es la accion
de la mente humana lo que deforma la realidad, la idea la que
obra sobre la cosa, sino que es la manera fisica mediante la cual
se adquiere el conocimiento del mundo fisico lo que lo deforma,
es un profeso fisico y no un proceso mental quien obra sobre lo
que existe ; son cosas (nuestros medios de observacion) las que
interactian con cosas (los sistemas observados) y no ideas las
que actuan sobre las cosas. Creemos que de este modo se puede
intentar conciliar los supuestos del materialismo dialéctico con las.
concepciones mecanocuanticas.

Discutian los fisicos clasicos si los colores de la luz blanca pre-
existian en ésta antes de ser descompuesta espectralmente por un
prisma, y discuten ahora los fisicos cudnticos sobre si el valor de
una variable fisica es anterior a la medida, o se produce en el acto
de la medida ; analogamente a lo que discutiamos antes sobre si
el electrén liberado en un atomo por ionizacidén preexistia en el
atomo antes de la colisién que lo ionizd o si se crea en el mismo
momento de su liberacién. En parte estas discusiones son de ca-
racter un poco metafisico ; lo esencial es que la medida del valor
de una variable fisica modifica las probabilidades de los valores
que se obtendran en la medida posterior de otra variable fisica
y que a su vez esta modificacion de probabilidades depende del
resultado concreto de la medida de la primera variable. En lo
~macroscopico hay una neta diferencia entre las dos operaciones
fisicas de medir y de seleccionar, las medidas se realizan di-
rectamente, en lo microscdpico las medidas son indirectas y las
experiencias tienen [ugar sobre fenémenos masivos, en los que
intervienen gran numero de particulas, ya que las experiencias
individuales sobre particulas son en términos macroscopicos desde
el momento en que dejan huella sobre nuestros sentidos ; si so-
mos sensibles a ellas es porque son a nuestra escala de dimen-
siones.

Como ya hemos dicho, se abusa de los experimentos imagina-
rios, que son inobservables y que por tanto debieran de ser eli-
minados del razonar fisico, al menos dentro del marco ortodoxo
de la mecdnica cuantica, si se quiere ser consecuente con una ac-
titud integralmente antimetafisica. No tiene sentido hablar de ex-
perimentos en los que las particulas materiales o los fotones inci-
den sobre una pantalla por ondas de intensidad tan débil, que se
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puede admitir que llegan uno a uno a la pantalla, y entonces las
franjas de interferencia serfan consecuencia de la continuacidn
muy prolongada en el tiempo del experimento, como si una par-
ticula pudiera interferir consigo mismo. En la mecdnica cldsica
de fluidos una molécula individual es una particula y muchas mo-
léculas son un medio continuo, una pluralidad en la que se ha
borrado, ha desaparecido el individuo ; se pasa asi de lo discreto
a lo continuo sin saber cémo, pero también sin ambigiliedad en
los calculos matematicos, cuando los fendmenos fisicos se rigen
por ecuaciones diferenciales o en derivadas parciales el medio es
continuo, y cuando se rigen por los métodos de la mecanica o la
termodindmica estadisticas el medio es discreto, esta formado por
un numero enormemente grande de particulas. Asimismo, po-
driamos decir que una particula cuantica individual es una par-
ticula y que muchas particulas son una onda; sin embargo, el
dualismo onda-particula nos indica que ni las particulas son par-
ticulas, ni las ondas son ondas al estilo que nos es familiar, sin
que aboguemos por esa abstraccién hibrida de la «ondicula» ; las
particulas tienen una propiedad en lo cudntico que no tienen las
clasicas v es la que se deduce de las I. P., es el hecho de que
partculas sobre particulas pueden dar nada, que es el equivalente
de la fisica clasica de que luz mas luz puede dar oscuridad. Por
otra parte, las ondas que algunos fisicos no interpretan como en-
tes materiales, susceptibles de recibir un puntapié como dira
Landé, recordando la refutacién por el Dr. Johnson del idealis-
mo de Berkeley, cuando demostraba la existencia de una piedra
dandola un puntapié, han de ser desde luego interpretadas como
ondas de probabilidad, de acuerdo con la hipdtesis estadistica de
Born, pero no son funciones de probabilidad como las clésicas,
porque pueden interferir entre ellas, pueden reaccionar entre si,
la fusién de poblaciones cudnticas puede hacerse por superposi-
cion de las funciones de onda (cuando hay interacciones entre las
poblaciones) y entonces existen I. P., o por mezcla {cuando no
hay interacciones entre las poblaciones), mientras que las pobla-
ciones clasicas solamente se funden entre si, no sélo con conser-
vacién del tamafio de la poblacidn, sino también de la indivi-
dualidad anterior de sus miembros, respetando sus origenes de
procedencia ; como ya sefialamos en A. M. F la estadistica cuan-
tica no es bayesiana, mientras que la cldsica si lo es. En lo cla-
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sico, si dos particulas procedentes de distintas fuentes inciden
por separado en un mismo lugar del espacio, también inciden
cuando lo hacen conjuntamente, mientras que en lo cudntico ya
no sucede esto ; las probabilidades de presencia en el espacio no
se median entre si, sino que unas veces se refuerzan y otras se
debilitan hasta poder anularse, son las I. P.

Junto a la solucién ecléctica «ortodoxan de la E.C. conden-
sada en el principio de complementariedad que sintetiza ondas y
particulas, estd a un lado la teoria que solamente reconoce la rea-
lidad de las ondas y para la que las particulas son meras apa-
riencias (Schridinger), v al otro la teoria para la que las par-
ticulas son las Unicas realidades y las ondas no son mas que
listas bien ordenadas de probabilidades (Landé). Para Landé
hay una neta disimetria entre materia y radiacién; para él los
campos electromagnéticos son lo real y los fotones lo aparente,
mientras que las particulas son lo real y las ondas de probabi-
lidad carecen de existencia real, no son susceptibles de recibir
un puntapié. En mi opinién no es asi; las ondas son entes rea-
les, si por ente real o por cosa entendemos lo que modifica o
puede ser modificado por las cosas ; las ondas de probabilidad no
se: asemejan a las tablas de mortalidad de una compatfiia de segu-
ros como opina Landé, porque mientras que la muerte de un ase-
gurado no produce un Colapso de la tabla de mortalidad, lo que
le pasa a las particulas si influye sobre la onda de probablhdad
cuando las particulas inciden sobre una pantalla provista de una
serie de rendijas estrechas vy paralelas, las figuras de difraccion
que se obtienen difieren segtn se tapen o no algunas rendijas, se
ejerce como una accién a distancia entre rendijas, las particulas
que atraviesan una rendija no pueden ignorar en su comporta-
miento al difractarse, a las que han atravesado otras rendijas, al
tapar o destapar rendijas estamos propirando nuntapiés a las ondas
de probabilidad, al igual que hacemos con las particulas cuando
las obligainos a atravesar campos eléctricos o magnéticos o a co-
lisionar unas con otras (véase A. M. F.). Er lo macroscépico
se pueden comprobar experimentalmente distribuciones de pro-
babilidad repitiendo en el tiempo un gran nimero de sucesos indi-
viduales, mientras que en lo microscépico no existe esta posibi-
lidad de verificacién de sucesos individuales ; las distribuciones
de probabilidad han de comprobarse realizando sucesos colectivos
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en que interviene un gran numero de individuos, es algo pareci-
do a la diferencia que existe entre echar un solo dado un gran
niimero de veces y echar un gran nimero de dados una sola vez,
con el efecto ademds de que los dados interfieren entre si (I. P.).
Existe una neta diferencia entre los conceptos cldsico y cuantico
de particula ; por eso dijimos anteriormente que las particulas
cuanticas 1o se comportan como las que nos son familiares.

El indeterminismo de la mecanica cudntica es atenuado por-
que la distribucién de probabilidades evoluciona en forma deter-
minista, su r.c. c. sigue una ecuacién en derivadas parciales que
es la E. S., mientras que el comportamiento de las particulas es
aleatorio (indeterminado) porque esta asociado a la f.f. cuya
r.c.c. es la funcién de onda. Podriamos calificar este indeter-
minismo como de primera especie, porque junto al indeterminis-
mo que existe siempre asociado a la probabilidad, hay determi-
nismo para la probabilidad. Pero puede imaginarse también un
indeterminismo mds fuerte, que llamaremos de segunda especie
cuando también la distribucién de probabilidades (el v.e.) evo-
luciona en forma indeterminada de acuerdo con un proceso esto-
castico. Es el caso, por ejemplo, de un punto que se mueve so-
bre una circunferencia o una esfera de radio la unidad (¥) con un
movimiento aleatorio (por ejemplo, un movimiento browniano) ;
entonces la distribucién de probabilidades binomial o trinomial,
cuyos términos son los cuadrados de las coordenadas cartesianas
ortogonales del mévil, evolucionan probabilisticamente, es decir,
la propia probabilidad evoluciona en el tiempo de acuerdo con un
proceso estocastico. Otro ejemplo interesante seria el siguiente :
supongamos seis matrices unitarias y un vector normalizado de
un espacio euclieo complejo de n dimensiones ; cada una de las
seis matrices define una probabilidad en cadena {ecuacién (46)),
de modo que los términos de la distribucién de probabilidades
multinomial asoctada son los cuadrados de los moédulos de las
componentes del dicho vector, que evoluciona en cuanto a la pro-
babilidad en forma determinista, pero si en cada transicién (paso
de n—1 a n en el subindice de la (46)) se escoge la matriz uni-
taria de entre las seis al azar, por ejemplo arrojando un dado y

(™ El ntmero de dimensiones del espacio euclideo puede ser cualquiera, y puede
ser complejo.
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escogiendo la matriz que lleva el mismo nimero de orden que la
puntuacién del dado que ha salido, entonces la probabilidad evo-
luciona en forma indeterminada. Son ejemplos de indeterminismo
de segunda especie.

Vamos a ver cudl es el significado de la reduccién del paquete
de ondas en el ejemplo anterior del proceso estocastico asociado
al movimiento de un punto sobre una esfera. A medida que el
punto se mueve de forma continua, el v.e. (la distribucién de
probabilidades) va evolucionando en el tiempo de forma continua,
pero en un instante dado, el equivalente al de la medida en me-
canica cuantica el moévil salta de su posicién sobre la esfera a
otra bruscamente, se produce una discontinuidad en el movimien-
to y a partir del salto el mévil sigue moviéndose en forma conti-
nua de acuerdo con la misma ley del movimiento que llevaba ; a
un observador le pareceria que el mévil se mueve sobre la esfera
con un movimiento continuo salpicado de discontinuidades, de
saltos bruscos e instantaneos de posicion, que son las sucesivas
reducciones del paquete de ondas. El v. e. es el radio cuyo ex-
tremo es el movil.

Cuando hacia la segunda mitad del siglo x1x se introdujo el
concepto de entropia, se la calificé de un no sé qué, porque no
hiere nuestros sentidos, como por ejemplo lo hacen la luz el so-
nido o el calor; pero adquiri6 carta de naturaleza por poseer la
cualidad esencial para que un concepto fisico se admita, y es el
de que represente una magnitud mensurable, se supo que en las
transformaciones irreversibles en un sistma cerrado la entropia va
aumentando ; realmente tode lo que es mensurable ejerce accidn
sobre nuestros sentidos, tiene capacidad de producir sensaciones,
y asi la entropia es algo tangible o visible, cuando sentimos la
tendencia a uniformizarse las temperaturas en el contacto de focos
frios y calientes, o a homogeneizarse las mezclas entre si. Hov la
entropfa es un concepto que ha saltado de la fisica a otras ciencias,
es lo opuesto a la cantidad de informacién, cuanto mds entropia
menos informacién, es una medida del desorden, cuanto menos
orden menos informacién. Hay fenémenos distintos de los de la
termodindmica o de la difusién, en los que la entropia no va en
aumento, sino que puede disminuir con el tiempo, el paso del
tiempo va aumentando la cantidad de informacién, son los siguien-
tes : en un proceso regido por una cadena de Markov en virtud
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de la propiedad ergédica, cualquiera que sea la distribucién final
de probabilidades, se tiende asintéticamente en el tiempo a una
distribucién final de probabilidades que es siempre la misma, inde-
pendiente por tanto de la inicial ; si la matriz de las probabilidades
de transicién es biestocastica entonces la distribucién final de pro-
babilidades es uniforme (entropia maxima), la entropia va aumen-
tando con el tiempo. Sila matriz es biestocastica las sumas de los
€lementos de cualquier fila o columna son iguales a la unidad, y
como ambas tienen un elemento comun, resulta que las sumas de
los elementos de cualqu1er fila o columna excluido el elemento
que les es comuin, son iguales, cuyo significado probabilistico es
.que las probabilidades de salida y entrada del sistema en cualquier
estado son iguales ; esta es pues, en mi opinién, la condicién para
que un sistema probabilistico markoviano evolucione en el tiempo
con aumento de la entropia, un caso particular es cuando la matriz
de Markov es simétrica y entonces la probabilidad de transicién
de un estado a otro es igual a la del segundo estado al primero,
cualesquiera que sean éstos. Es sabido que en caso de matriz no
biestocastica, la distribucién final de probabilidades no es uniforme,

por tanto el sistema puede evolucionar con disminucién de la en-
tropia.

" Decfamos anteriormente que lo importante no era discutir sobre
si los valores de las variables mecanocudnticas preexisten antes de
ser medidas, o si se producen en el acto de la medida, sino el
‘hecho de que medir estos valores, preexistan o no, perturba ins-
tantdneamente el sistema medido, reduce el paquete de ondas, es
decir cambia bruscamente la funcién de onda de lo que era antes
de la medida a ser el vector propio correspondiente al valor propio
-que ha puesto de relieve la medida. Esta reduccién del paquete de
ondas se puede efectuar en todas las estructuras matemdticas que
nos han sido sugeridas por la mecdnica cuéntica, y cuya teoria mds
general hemos expuesto en las paginas anteriores. Es obvio que el
sistema se halla extendido éspa’cialmente y que la perturbacién se
ha ‘extendido por todo el espacio ocupado por el sistema con una
velocidad infinita, pero en nuestra opinién esta propagacién instan-
tanea de la perturbacxon es en lo que a su rapidez se refiere ana-
loga ala de la iniciacién de las vibraciones de una placa o membrana
ctiando recibe una percusidn, o al cambio de velocidad de una pelo-
ta cuande choca con la pared En lo cudntico medir y seleccionar

45



tienden a confundirse como operaciones fisicas ; cuando se obliga
a unas partlculas a pasar por una rendija practicada en una panta-
lla, se estd seleccionando a las particulas, pero al mismo tiempo se.
esta midiendo su posicién con un cierto error experimental que es.
el de la anchura de la rendija. Lo que sucede es que si de una
poblacién de particulas que tienen una distribucién estadistica en
cuanto a los posibles valores que nuestros aparatos de medida.
pueden dar para un conjunto de variables fisicas (hay convergen-
cia en probabilidad de las curvas representativas de la f. f. de la.
probabilidad y de la funcién estadistica de reparticién empirica,
cuando el nimero de particulas tiende a infinito), se escoge una.
muestra, una subpoblacién (los valores del nimero de particulas.
de estas subpoblaciones son también muy grandes) de acuerdo con
un criterio de seleccién definido por una cierta distribucién esta—
distica del valor de una sola variable fisica, automaticamente que-
dan determinadas las distribuciones estadisticas de las restantes
variables fisicas, de acuerdo con las reglas de reduccién del paquete-
de ondas y de las R. 1. H., es decir que si por ejemplo escoge-
mos la subpoblacién que pasa a través de una rendija (seleccion
en la posicién) hemos efectuado al mismo t1empo una seleccién en
cuanto al momento, de acuerdo con este nuevo tlpo de dependenc1a
estocastica que a mi juicio ha introducido la mecanica cudntica y-
que era desconocido en la clasica (véase A. M. F.); no se puede
seleccionar arbitrariamente en cuanto a dos subpoblaciones simul-
taneamente respecto a dos variables fisicas (a menos que sus opera--
dores sean conmutativos), y si en el ejemplo anterior, después de
haber seleccionado respecto a la posicién (paso a través de la ren-
dija), seleccionasemos respecto al momento, volverfamos a hacer
de nuevo una seleccién respecto a la posicién (por el hecho de haber
seleccionado respecto al momento) totalmente independiente de la
que hicimos primero, es decir las selecciones o las medidas (reduc--
ciones de los paquetes de ondas) son con pérdida de memoria.
Pero hay més, si se realizan dos selecciones de subpoblaciones por
separado, se obtlenen resultados que fundidos al estilo clasico,
arrojan un resultado distinto de si se realizan conjuntamente las:
dos selecciones, es decir se realiza una seleccién simultdnea de las
dos subpoblaciones, y en ese caso las particulas seleccionadas se
olvidan de a cudl de las dos supoblaciones pertenecian, que es la
causa de las I. P. y del caricter no bayesiano de esta estadistica:
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nada familiar (véase A. M. F.). En resumen si se selecciona res-
pecto a una variable fisica se selecciona respecto a las restantes,
es decir si se selecciona respecto a la posicién, se selecciona res-
pecto al momento y viceversa.

Si A, B, C, ..., son operadores herm’ticos de E, pertenecien-
tes a A, cada par de ellos, A y B, define una matriz unitaria a
partir de sus vectores propios {x.{ e {y.{, cuyo término gene-
ral es el :

(A, B) = || o 250 | 7)
se tiene que :

@A A =1, (A, B)=@B, A AC)=(AB)@®BC). 68

En el caso del espacio ordinario las matrices (57) son las de
las transformaciones de coordenadas cartesianas ortogonales, es.
decir sus términos son los cosenos directores de los ejes.

Llamamos cuadrado interno de una matriz a otra matriz cuyos.
términos son los cuadrados de los médulos de los términos de la
primera, y las representamos por un exponente 2 en la parte supe-
rior derecha. Se tiene que :

(A, B) = [ o) 7] =3B, A) (59)

debido a la segunda (58) .Ademas :
(A, C) F (A, B) (B, €) (60)

es decir el cuadrado interno del producto de dos matrices es dis-
tinto del producto de los cuadrados internos de los factores.
Se cumple la igualdad simbdlica :

Y1 &y
=®B) (61y

Yn Fn

porque las componentes de los vectores columnas, son vectores,
se trata pues de vectores columna simbdlicos.

Las matrices (59) son biestocasticas, por ser {(57) unitarias, hay
por tanto probabilidades en cadena de Markov asociadas a las (59)
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cuya significacién fisica es la siguiente : el término géneral de (59)
es la probabilidad de que habiendo una medida del operador A,
dado el valor propio a; correspondiente al vector propio x;, una
medida posterior de la variable fisica representada por el operador B
dé como resultado el valor propio f: correspondiente al vector
propio ¥:. De la dltima (58) y de (60) se sigue que las medidas de
la variable fisica representada por el operador C después de haber
medido la representada por el operador A y el B sucesivamente
no se calculan de acuerdo con las reglas de las cadenas markovia-
nas. Obsérvese que como consecuencia de (59) hay simetria entre
las probabilidades de transicién de los estados puros de A a los
de B y de los de B a los de A. es decir que es igual la probabilidad
de que una medida de B de el valor 3: después de que la medida
de A haya dado el valor aj, a la probabilidad de que una medida
de A de el valor a; después de que una medida de B haya dado
el valor B..

Existe la posibilidad de considerar v. e. aleatorios en vez de
ciertos, que para los valores medios (no para las fluctuaciones)
tienen el mismo efecto que la mezcla de v. e. ; supongamos m vec-

tores normalizados x., ..., x» que obedecen a ecuaciones del
tipo {(36) con los H iguales o distintos para algunos Hi, ..., Hn,
podemos considerar que el v. e. tiene las probabilidades g, ..., gn

de ser uno de los x anteriores, entonces para los valores medios
se obtiene la misma expresién que para la mezcla (33) ; pero hay
una notable diferencia con el caso anterior, porque antes se mez-
claban los efectos de todos los x, mientras que ahora actda sola-
mente un x, pero como v. a., se trata de una v. a. bivariante for-
mada por una v. a. que con las probabilidades g corresponde a
cudl de los v. e. x es el v. e. de la evolucién del sistema, y la
otra v. a. es la especifica de las distribuciones ‘de probabilidades
asociadas a este v. e. del sistema y a los operadores A de E per-
tenecientes a A ; hay por tanto una mayor riqueza de problemas,
relativos a probabilidades condicionales, inversas, etc., propios de
las v. a. bivariantes. Vamos a ver un ejemplo de este campo mas
vasto de posibilidades ; supongamos dos v. e. x e v, y dos siste-
mas U y V, tales que existe la probabilidad 1/2 de que U sea des-
crito por x y V por ¥, y la probabilidad también 1/2 del caso con-
trario de que U sea descrito por 7, y V por x'; entonces si existe
un ‘medio para comprobar si'U es descrito por ejemplo por x,
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automdticamente se tiene la certeza de que V es descrito por y,
se puede adquirir informacién sobre V (informacién restringida a
cudl es su v. e.) mediante manipulaciones con U que conduzcan
a la determinacién de su v. e., por tanto sin manipular V, pero
como todo esto Unicamente atafie a la aleatoriedad de los v. e., ala
primera componente de la v. a. bivariante a que antes hicimos refe-
rencia, no suponen en ningun caso reduccién del paquete de ondas,
que solamente tiene lugar cuando se opera sobre los A de A, que
son la segunda componente de la v. a. bivariante. Esta introduc-
cién de v. e. aclara en mi opinién la E. P. R., que vamos a ana-
lizar a continuacion.

Hay un tipo de paradojas muy importante en la mecanica
cuantica como son la de Einstein, Podolsky y Rosen publicada en
Physical Review en 19835, y rebatida o al menos contestada por
Bohr en el mismo afio y en la misma revista, la del «gato» de
Schrédinger publicada también en 1935 en Natiirwissenschaften,
y la del «amigon de Wigner en 1962 en « The Scientist Speculates».
Estas tres paradojas han hecho correr rios de tinta, y no van con-
tra el caracter verdadero de la mecanica cuantica sino contra su
caracter de teorfa completa. Las de Schrédinger y ngner intro-
ducen elementos no fisicos como son la muerte o supervivencia de
un ser vivo la primera y la conciencia la segunda, la E. P. R. pa-
rece ser mas importante y solamente hace referencias a considera-
ciones estrictamente fisicas.

La paradoja de Schrédinger consite en que un gato se encie-
rra en una camara de gas, con la indicacién de que debe de ser
protegido contra su propia interferencia, en un contador Geiger
se introduce una cantidad muy pequefia de sustancia radiactiva de
modo que al cabo de una hora haya iguales probabilidades de que
se desintegre o no un atomo ; si al cabo de la hora se desintegra
un atomo se pone en funcionamiento la cdmara de gas y el gato
muere, la funcién de onda del sistema se expresa por partes iguales
de gato vivo o muerto ; lo que realmente se persigue es que un
suceso cuantico (microfisico) desencadene un proceso clasico (ma-
crofisico) directamente ohservable, y de aqui por la observacién
directa de lo macrofisico, sin perturbar al sistema microfisico, se
obtiene informacién sobre él mismo, pero en mi opinidén lo que
se esta haciendo es una observacién, una medida, sobre el sistema
microfisico, indirecta como todas ellas, porque la accién ejercida
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por el suceso cudntico, si tiene lugar, sobre el sistema macrofisico,
perturba al sistema microfisico ; la puesta en marcha de la camara
de gas desempeiia el papel de un aparato de medida, la visién de
la muerte o supervivencia del gato es como la lectura en un aparato
de medida, no es nunca la lectura lo que perturba, que en detiniti-
va es la entrada en la conciencia del observador de la intormacién,
la adquisicidén de un conocimiento por la mente humana, sino que
lo que perturba al objeto observado es el medio que se utiliza para
que el aparato de medida sefiale esa lectura, para adquirir ese
conocimiento o informacion.

Einstein, Podolsky y Rosen comienzan por afirmar su creen-
cia en una realidad fisica que no depende de nuestra observacion,
que a priori nos es desconocida, y que precisamente Ja misién de la
ciencia es averiguar cudles son sus propiedades ; reconocen que no
es facil dar una definicion s1gn1f1cat1va (operacional) de la realidad
fisica, pero que sin embargo si se pueden reconocer sin ambigiie-
dad algunos elementos de la realidad fisica y para ello proponen el
siguiente criterio : «Si sin perturbar de ninguna manera un sistema
se puede predecir con certidumbre el valor de una magnitud fisica
del mismo, entonces existe verdaderamente un elemento de la rea-
lidad fisica, que corresponde a esta magnitud». Criterio que apli-
can al siguiente caso concreto : sea una particula de spin 0, que en
un instante dado se desintegra en dos particulas U y V, con con-
servacién del spin, entonces si una de ellas tiene el spin 1/2 la otra
tendra — 1/2; transcurrido suficiente tiempo para que las dos par-
ticulas estén suficientemente alejadas en el espacio, y por ende
puedan ser consideradas como independientes (sin interacciones),
entonces si un observador mide el spin de V y halla por ejemplo
el valor 1/2, con su medida perturba el estado de V, pero no el
de U, que es independiente de V, pero por la conservacién del
spin, puede predecir con toda exactitud que el resultado de la me-
rida del spin de U ha de arrojar necesariamente el valor — 1/2, con
lo que se puede afirmar que existe un sustrato real para el spin de
ambas particulas antes de toda medida, y deducen el caricter in-
completo de la mecdnica cudntica, la cual no proporciona una des-
cripcién completa de la realidad fisica de los sistemas individuales,
sino que solamente describe las propiedades estadisticas de los con-
juntos de sistemas.

La refutacién hecha por Bohr es una modificacién de los con-
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ceptos tradicionales de la filosofia natural, basada mas bien en una
preferencia por unos puntos de vista dotados de posibilidad 16-
gica, pero en modo alguno es totaimente convincente, y Eins-
tein, aun admitiendo la posibilidad légica y la coherencia in-
terna de la argumentacién de Bohr, se reafirma en sus propias
creencias en la realidad fisica opuestas a las de la E. C. ; hasta la
E. P.R., los experimentos imaginarios sobre una particula habian
llevado a la necesidad de soldar entre si, formando un todo indi-
viso, observador y sistema observado, dando realidad a este todo
y negandosela a sus partes separadas, pero la E. P. R. es un
experimentc imaginario sobre dos particulas en vez de una, y no
basta con la anterior actitud, sino que la E. C. se ve obligada a
radicalizar mds su actitud, ya no solamente hay que soldar obser-
vador y sistema observado, ya no basta con considerar que la
observacién vuelve borroso a lo observado, sino que también se
vuelve borroso (desenfocada la imagen) el marco de referencia o
sistema de coordenadas en que el observador encaja la represen-
tacién que éi se hace de la realidad fisica, o sino se quiere emplear
esta palabra, de los fendmenos. Bohr, refiriéndose a la E. P. R.
en la revista antes citada, reconoce que no hay perturbacién meca-
nica del sistema {particula) U cuando se efectiia la medicién sobre V,
pero hay «una influencia sobre las condiciones mismas que definen
los tipos posibles de predicciones relativas al comportamiento futu-
ro del sistema», y prosigue «... estas condiciones constituyen un
elemento inherente a la descripcién de todo fendmeno al cual el
término de «realidad fisica» pueda ser dado», y de aqui deduce que
el argumento de los autores de la E. P. R. no justifica su conclu-
sion. Obsérvese pues como Bohr tiende a formar la realidad fisica
a base de fenémenos v soldar en un todo observador, objeto obser-
vado y marco en que se encuadra todo ello, y que estos tltimos
(no solo el objeto observado como ocurria en el experimento del
microscopio de Heisenberg) se vuelven borrosos por el acto de la
observacién. Algunos fisicos y fildsofos creen que Bohr escamotea
los problemas

En mi opinién la E. P. R. hay que enfocarla mediante el em-
pleo de v. e. aleatorios y la subsiguiente introduccién de la v. a.
bivariante a que hicimos referencia anteriormente, tanto U como V
no son descritos por v. e. clertos o por mezclas de v. e., sino
por v. e. aleatorios, de modo que si U tiene el spin 1/2 su v. e.
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es x* y V tiene entonces spin — 1/2 y v.e. x7; siendo x*
y, #” independientes, y si U uene el spln — 1/2, entonces tiene
elv.e.x”y Velspin1/2yelv. e x*. No hav, por tanto, reduc-
cion del paquete de ondas transmltlendose de la medida del spin
de V a U, sino certeza en cudl es el spin de U cuando se mide
el spin de'V, consecuencia de la conservacién del spin y del origen
comin de U y V como subsistemas resultantes de la fragmentacién
de un sistema que los reunia y cuyo spin era (. No es lo mismo
medir el spin, que la posicién o el momento ; no es lo mismo una
mezcla de v. e., que la aleatoriedad de los v. e. requeridos para la
descripcion de sistemas fisicos ; el sistema U y el V no son descritos.
por la mezcla de dos v. e. en iguales proporciones, sino por este
nuevo concepto de v. e. aleatorio, es decir por un solo v. e. que
puede tomar con igual probabilidad dos valores distintos de v. e.

La E. P. R. ha sido planteada también cuando lo que se mide
no es el spin, sino otra variabie fisica como por ejemplo la posicidn
o el momento ; es tema sobre el que ha insistido varias veces Eins-
tein, entre ellas en sendas cartas hechas ptblicas a Popper en no-
viembre de 1935 y a Born en abril de 1948, en la que le incluye
un articulo sobre «Mecanica Cuantica y Realidad», la argumenta-
cidén es mas o menos en los siguientes términos : se considera un
sistema que consta de dos subsistemas U y V, los cuales interac-
tian entre si durante un tiempo limitado, después se separan y se
independizan ; la ecuacién de Schrodinger da Ja funcién de onda
del sistema total antes y después de la interaccién, y si después
de la interaccién se efectiia una medida de la posicién o del momento
del subsistema V, la ecuacién de Schrodinger nos da la funcién de
onda del subsistema U, la cual sera distinta segin que hayamos
medido bien sea la posicién o el momento de V ; supone Einstein
como, por lo que él llama «principio de contlgmdad» (*), el estado
fisico de U ha de ser independiente de la eleccién hecha de la varia-
ble fisica de V que ha sido medida, se sigue que al mismo estado
fisico de U pertenecen dos funciones de onda distintas, y puesto
que para que una descripcién de un estado fisico sea completa debe
de ser Unica, se sigue que la funcién de onda no es una descrip-
cién completa. Einstein considera incompatibles el principio de con-

(*y El principio de contigiiidad expresa la independencia entre -dos objetos fisicos

muy alejados en el espacio, o lo que es lo mismo que la influencia externa sobre uno
de ellos no tiene influencia directa sobre el otro.
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tigliildad que para él es un axioma, porque su negacion equivale a
negar la existencia de sistemas cerrados o casi cerrados y en con-
secuencia la postulacion de leyes fisicas verificables por la expe-
riencia, con Ja tesis de la mecdnica cudntica de que una particula
no tiene ni momento ni posicidén bien definidas antes de la medida,

y que los valores exactos de estas variables fisicas se producen en
el acto de su medida como consecuencia de la interaccién descono-
cida entre la particula y el aparato de medida ; Einstein se siente
inclinado a creer que la descripcién de la realidad por la mecanica
cudntica es incompleta e indirecta y proclama su esperanza de que
algin dia serd reemplazada por otra descripcién completa y directa.

Born ha rebatido el razonamiento de Einstein, en carta también
publicada, negando el principio de contigiiidad como verdad evi-
dente, definiendo la coherencia como la propiedad que tienen los.
objetos separados en el espacio de no ser independientes si han
tenido un origen comun, vy aduce un ejemplo claro y convincente
extraido de la 6ptica clasica, relativo a que cuando un rayo de luz
se divide en dos (por reflexidn, doble refraccién, etc.), que siguen
distintos caminos, se puede deducir que las direcciones de polari-
zacién de ambos rayos son perpendiculares entre si, y, por tanto,
de una medicién efectuada en una parte del espacio se puede dedu-
cir el estado fisico en otra parte muy alejada del primero.

En mi opinién existe una diferencia entre medir el spin, o me-
dir la posicién o el momento ; en el primer caso (el spin es un ope-
rador de espectro discreto con solo dos valores propios) se aclara
la E. P. R. mediante la introduccién de los v. e. aleatcrios, como
explicamos anteriormente ; en el segundo caso (operadores de es-
pectro continuo), el criterio de independencia entre dos sistemas mi-
croscopicos no se basa en la distancia que los separa en el espacio,
ni en el tiempo transcurrido desde la desintegracién del sistema
total primitivo (o de cualquier otra interaccion entre los subsiste-
mas parciales, por ejemplo un choque) del que los actuales son los
fragmentos en que se desintegrd, sino de la estructura del v. e.
que describe el sistema total (conjunto de los dos sistemas), siem-
pre que una medida sobre el uno dé informacién sobre el otro, es
que sigue subsistiendo tal interaccién, por separados que estén en
el espacio. La interaccién entre sistemas en lo cudntico es conse-
cuencia del v. e. que describe el estado fisico ; por efemplo el prin-
cipio de exclusién de Pauli, segtn el cual es imposible que dos par-
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ticulas de spin impar (fermiones) tengan los mismos nimeros cuan-
ticos, es consecuencia de la interaccion entre ellas, expresada en este
caso por la antisimetria de la funcién de onda, es la forma que en
lo cuantico toma el principio de la impenetrabilidad de los cuerpos.

Hay otro experimento imaginario, que a mi juicio es aclarado
por la introduccién de v. e. aleatorios ; consiste en un espejo semi-
transparente que refleja parte de la luz y deja pasar a su través
{transmite al otro lado del espejo) otra parte, de modo que las pro-
babilidades de que un fotén atraviese el espejo o sea reflejado por
él son iguales. Si un fotén llega al espejo, antes de que se sepa si
es o no reflejado las posibilidades de que esto suceda o no
valen 1/2; si experimentalmente se comprueba que ha sido refle-
jado, instantaneamente y de modo discontinuo estas probabilidades
pasan a ser 1 y 0 (reduccién del paquete de ondas). Heisenberg
analiza este experimento en su libro Die physikalischen Prinzipien
der Quantentheorie, y textualmente dice : «Mediante el experimen-
to (esto es la medicién por la cual encontramos el fotén reflejado)
se ejerce cierto tipo de acci6n fisica (una reduccion del paquete de
ondas) desde el lugar que se ha encontrado la mitad reflejada del
paquete ondas a otro lugar, todo lo distante que queramos, en que
acontece estar la otra mitad del paquete», mas adelante agrega que
esta accion fisica se propaga con velocidad superior a la de la luz,
pero que como no puede ser utilizada para la transmision de sefia-
les no contradice a la teorfa de la relatividad. Para unos fisicos esta
reduccién del paquete de ondas es un proceso mental que se pro-
duce con la velocidad del pensamiento, porque para ellos la pala-
bra' «estado» significa estado de conocimiento de un observador,
las ondas de probabilidad son para ellos ondas de expectativas ;
para otros fisicos la reduccién del paquete de ondas es un proceso
fisico propagandose por el espacio ; para ellos, «estado» significa
estado fisico de un obieto ; algunos llegan a materializar la funcién
de onda como describiende un medio material continuo en el espa-
cio y el tiempo (Schrédinger), o como un fluido en el que habria
fuerzas cudnticas hipotéticas que determinan su movimiento (Bohm).
En mi opinién la materializacién de las ondas de probabilidad no
hay que buscarla en un retorno al cartesianismo o al mecanicismo,
sino en su capacidad de modificar y ser modificadas por las cosas,
modificaciones que tienen capacidad de producir sensaciones sobre
nuestros aparatos de medida.
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Respecto a este experimento imaginario del espejo semitrans-
parente, en mi opinién hay que describir el estado tisico median-
te v. e. aleatorios, porque el ser o no ser retlejado es un operador
de espectro discreto con dos valores propios (como el spin), que
son ser retlejado y ser transmitido, no hay pues para ellos reduc-
cién de! paquete de ondas, porque el v. e. que describe el fotén no
es la mezcla en partes iguales de los v. e. x* (ser transmitido) yx~
(ser reflejado), sino un v. e. aleatorio que puede tomar los valo-
res x* y 2~ con probabilidades iguales, el experimento que permite
comprobasr que el fotén ha sido reflejado transforma el v. e. aleato-
rio en un v. e. cierto {el 7), da a la v. e. ser o no ser reflejado
(que no es una v. a. cuantica como lo es la posicién o el momento)
un valor preciso.

La mecanica cuantica relativista plantea nuevos problemas,
entre ellos el de la propia existencia de una particula debido a la
posibilidad de la transformacién reciproca entre energia y materia ;
la existencia es una propiedad fisica, como pueda serlo la posicién
o la velocidad ; deja de ser un elemento estable y permanente,
como o son la masa, la carga o el spin. Existen para las particulas
relativistas y en especial para los fotones, fendmenos de interfe-
rencias de poblaciones (I. Pb.) que son algo- diferentes de las
I. P., de que nos hemos ocupado hasta ahora, propias de todas
las particulas cudnticas.

Llamamos funcién de densidad (f. d.) a una funcién real de
variable real no negativa, e integrable (pertenece pues a L), masa
asociada, al valor de la integral y r. c. c. dela f. d. a una funcién
tal que el cuadrado de su médulo es igual a la anterior (su ampli-
tud estd univocamente determinada y su fase queda indetermina-
da), se sigue que toda funcién de cuadrado sumable (perteneciente
a L*) eslar.c. c deunaf d;las I. Pb. consiste en que la
suma de dos r. c. c. de dos £ d. es lar c. c. deuna f. d. que no
es la suma de las dos f. d. anteriores, con lo que el tamafio de
la poblacidn plerde su cardcter de aditividad cuando -se pasa de lo
clasico a lo cudntico relativista. -Obsérvese la diferencia entre la
adicién y la superposicién de funciones de cuadrado sumable, ope-
racidn ésta ultima especifica de la mecanica cudntica no relativista ;
Ia primera produce I. Pb. v la secunda solamente 1. P. : las defl—
niciones anteriores son también validas para lo discreto, llamamos
vector de densidad (v. d.) a un vector de R”, cuyas componentes
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son no negativas, y masa asociada al v. d. a la suma de todas sus
componentes ; la r.c.c. de un v. d. es un vector de C”, tal que
el cuadrado del médulo de cualquiera de sus componentes es igual
a la componente del mismo nombre del v. d. ; el producto de v. d.
por matrices estocdsticas conserva la masa, y transforma al v. d.
en otro v. d., mientras que el producto de la r. c. c. de un v. d.
por matrices unitarias da nuevos r. c. ¢c. de v. d. con conserva-
ci6n de las masas de éstos. Respecto a .esta curiosa aritmética de
los fotones, remitimos al lector a mi libro Grandes Problemas de
la Filosofiu Cientifica.

Cuando el espacio de Hilbert es 1.* no solamente a cada vector
normalizado de L* y a cada operador hermitico A de L* pertene-
clente A, hay asociada una distribucién de probabiiidades como
vimos anteriormente, sino también a x, que ahora es una fun-
cién de cuadrado sumable normalizada, hay asociada una distribu-
<i6n de probabilidades, cuya f. f. es esta funcién. Esta propiedad
se pierde cuando consideramos un espacio de Hilbert distinto de L?
pero se puede recuperar si se puede proceder de la siguiente ma-
nera : sea E un espacio vectorial, I un conjunto, & una o-algebra
de partes de F, para todo miembro de F: de & se puede definir
un producto interno de E, que denotamos por :

Vo, Vy€eE: (&3 (¥ (62)

{con lo que E es seminormado al menos), que goce de la s-aditi-
vidad respecto a los miembros de &, es decir que :
Vl,V]GN/anFI=¢ <,’I7,y> o =2<%3’>F"

” n=1

(63)

no=

y ademas (62) para F hace de E un espacio de Hilbert ; en ese caso
todo vector x de E normalizado define una distribucién de proba-
bilidad en & y una v. a. & tales que:

ProbEFeF) =[x, o] =1 (64)

(*) En realidad debiéramos llamarle semiproducto interno porque sustituimos el
axioma ‘ .
(x,x) =0 <> x =0 (elemento neutro) (63a)
por el
x =606 => {x,x) =0. ‘ (63b)
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el caso particular de L* es cuando & es la s-dlgebra de los bore-
lianos en R, y (62) la integral

f F ) % @) d o (65)

Fi
siendo | (x) y © (x) funciones de cuadrado sumable.

En mi memoria: «La convergenc1a integral en la mecanica
cudntica y la generalizacién de los espacios de Hilbert» (publicada
en la revista de la Academia en 1969), ya expuse mi opinioén de
que la fundamentacién de la mecdnica cudntica requiere ampliar el
espacio de Hilbert completandolo con la topologfa de la conver-
gencia integral alli definida (y también en mi libro Diccionario de
Matemdtica Moderna). La convergencia integral consiste en lo
siguiente : si B es la s-dlgebra de los borelianos en R, f (x) per-
tenece a L?, asi como la sucesién {fx (x){, se dice que esta suce-
sién converge integralmente a f {x) si se cumple que :

< &,
(66)

VE-e&;,vs>o; INN#>N: f(|f(.x) P fa@) ) dx

La topologia de la convergencia integral se extiende sin mas
a cualquier L, y también a I’ ; por ejemplo para I, si § x:{, asi como
la sucesién de sucesiones {xi.| pertenecen a I, se dice que la ulti-
ma converge integralmente a la primera si se cumple que :

m
E — Kin

Vm,Ve>0,AN/NVNn>N:

<< s (67)

Lo anterior es independiente del nimero de variables, y de si
el espacio es real o complejo, igual que lo que vamos a exponer
a continuacién, pero para mayor facilidad tipografica nos limitare-
mos a funciones complejas de una sola variable real y omitiremos
los limites de fa integral. Sila sucesién de funciones }@» (x)] es tal
que :

o

D e (9) 9%, () =5 (x —) (68)

n=1
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en donde la & es la distribucidn' delta de Dirac, entonces bajo
condiciones muy generales una funcién f(x) es desarrollable en
serie de las @, porque :

fx) = f FO)3r—y)dy = f FO) 3 @) oh () dy =

=§:a‘n Qn ("1") (69)
siendo
4 = f F ) o () dy (70)

aun cuando las @ no sean ortogonales ni normalizadas ; la f (x) no
tiene porque ser de cuadrado sumable. Si:

f o () 0¥ () d & = By (1)

en donde las deltas son los simbolos de Kronecker, se cum-
ple que:

flf(m) 1d=f

o lo que es lo mismo ser f(x) de cuadrado sumable y ser conver-
gente la dltima serie son proposmones equivalentes.

Si en vez de una sucesién discreta de ¢ como antes, se trata de
una sucesién continua ¢ (x, a), con a variando de — o a + o
entonces si se cumple la :

n ("'V)

9 ©
do = >a,? (72)

f:;- (,:r, 7.) cp‘* (y, wa) da =3 (.x - :V) (73)

una funcidén f (%) bajo condiciones muy generales es desarrollable
en integral de la ¢, porque : '

F () = f fdy f e 0ot (1, 9) du = [ a (), ds (14)
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siendo :

0 () = f F ) et (3, 5) dy | (1)

es decir, la integrai {74) es invertible.
Si ademas se cumple que :

f ¢ @ 5) ot (1, 8) dw = 5 (2 —P) (76)

(que es la equivalente en el caso continuo de las (71) (*), entonces
se cumple que :

{ I () |2dx’=:fdx[fa @) o (@, .c,.)dafa* ®  (x, zg)dwg]=
| '=Ua-<a>a*<p>dud@ fqacx,ano*(x,-.a)dx-e

=ffa (@) a* B)3 (e —B) da dB_:f | a(x) |* dw (17

ser f(x) y a (a) de cuadrado, sumable son proposiciones equiva-
lentes, asi como estar las dos normalizadas. Ademas se demuestra
en forma parecida que :

f j@ g @ ds= o @)

Por tanto, @ (x, @)y @ * (x, a) transforman funciones de cuadra-
do sumable en funciones de cuadrado sumable con conservacién
de la norma y del producto interno, transforman pues un sistema
ortonormal completo en un sistema ortonormal completo. Si se
cumplen (73) y (76) a las funciones ¢ las llamamos r. c. c. de la
distribucién delta de Dirac (véase mi Diccionario de Matemdtica
Moderna). Obsérvese que :

o (r, @) = ¢ (o, %) = [(8) <= (76)] (19)
(*) (13) es la equivalente en el caso continuo de la (68).
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es decir la simetria de la ¢ implica la equivalencia entre (73) y (76).
Si se cumple la (73) y la (76) no, entonces son validas las férmu-
las (74) y (75), no hace falta que f {x) sea de cuadrado sumable.

Puede ocurrir que :

ffw, Gpde ) S (80)

=0

en el primer caso se puede normalizar la ¢ multiplicdindola por
el oportuno coeficiente de normalizacion, las ¢ (x, «) pertene-
cen a L* y forman una base continua de dicho espacio. Si se cum-
ple la segunda (80) las ¢ (x, a) no pertenecen a L*, pero siguen
formando una base continua de dicho espacio, es decir las funcio-
nes de I.* son desarroiladas en integral (combinacion lineal de una
base continua) de la ¢ (x, a). Este calculo simbdlico con inte-
grales adquiere rigor matematico con la teoria constructiva que
hemos dado de la distribucién delta de Dirac.

Estos resultados los habfamos obtenido en memorias publicadas
en la revista de la Academia (véase también mi Fisica Matemd-
tica), pero ahora vamos a ver cémo nos llevan al concepto que
denominamos de casihermiticidad que se presenta en L* y en la
mecanica cuantica. En ésta, dos operadores fundamentales son la
multiplicacién por la misma variable real x (posicién de la par-
ticula) y el :

h d
T 92xi da

By

(momento de la particula).

El espectro del operador x es continuo, su funcién propia
esla 0 (x —a)y su valor propio a, la cual no pertenece a L* por
nc cumplir la primera (80), pero forma una base continua de L*
por cumplir (73) y (76).

El espectro del operador (81) es continuo, siendo su valor pro-
pio p y su funcién propia

ard

co—5tss (82)
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donde ¢ es un coeficiente que asegura el cumplimiento de {73)
y (76), no pertenece a L* porque no cumple la primera (80), pero
st forma una base continua. De la relacién :

fe._i(x—-}')“dv;(_:;_.)ﬁs(ﬂ‘"‘y) ™ (83)

00

se sigue que el cumplimiento de (73) y (76) por parte de (82) exige
que ¢ valga 1/ h. La funcién de onda ¢ (x) puede desarrollar-
se en integral de la funcién (82) con el anterior valor de ¢ :

1 _ 2w px
! = = — ¢ d 84:
Y () as e h PTo(p)dp (84)
integral que es invertible :
o) = [ty @ da (5)
ey

por lo visto anteriormente. Se sigue pues que

Lo () I? (86)
es la f. f. del momento de la particula, mientras que

RACIRE (87)

lo es de la posicién, porque el desarrollo de ¢ (x) en integral de
la funcién propia del operador x es :

Y () = f V)3 @—a)da () (89)

Obsérvese que las f. f. de la posicién y del momento son trans-
formadas de Fourier una de otra, y por tanto las R. I. H. se
pueden demostrar directamente a partir de las propiedades mate-

(*) Véase la demostraciéon en mi libro Ecuaciones diferenciales y matrices.
(**) Estos resultados son vilidos para funciones de varias variables.
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maticas de estas transformadas como se hace en la teoria de la
informacién con la anchura de la banda espectral y la duracion de
la emisién de una sefial, sin necesidad de recurrir a la no conmu-
tabilidad de los operadores. férmulas (7) a (10); como ya indi-
camos en A. M. F., en uno de los célebres experimentos imagi-
narios de Heisenberg para establecer sus R. I. H., se hace un
uso tacito de esta incertidumbre de la teoria de la informacién.

Obsérvese también como los dos operadores de multiplicacién
por x y de derivacién no estan definidos en todo L?, porque :

x f (x)€ L>
fwer =) df@ o, (39)
dx

como por ejemplo sucede con las dos funciones :

1 : '
€12; e TaWrel? (90)

v 1+ 2
para las que :
¢ L (e-"a~ 14 ¢ L2 (91)

VA dx

y ademds como vimos anteriormente sus funciones propias no
pertenecen a L*. Por esta razén a los operadores multiplicacién
por x y (81) propongo llamarlos casihermiticos, de acuerdo con
la siguiente definicién de casihermiticidad para un espacio abstrac-
to de Hilbert H : si H es a su vez un subespacio vectorial del
espacio vectorial E, y si A es un operador lineal definido en E
o al menos en H con valores en E, si se cumple que :

Vo, Vy€H/Ar, Ay€H: (v, Ay) = (Ax,y) (92)

entonces le llamamos casithermitico Se distingue de un operador
hermitico B en H, en que para este dltimo se cumple que : '

VieH: BreH 93)
los vectores propios de un operador hermitico completo pertene-
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cen a H y los de uno casihermitico no, porque sino seria hermitico,
ya que al poder expresarse todo vector de H como combinacién
lineal de vectores propios del dicho operador, todo vector de H
se transformaria en otro vector de H, por la aplicacién del ope-
rador.

~ Voiviendo de nuevo a (36), en el caso en que H que es hermi-
tico es independiente del tiempo, y la ecuacion diferencial es ordi-
naria o en derivadas parciales, es solucién de la misma el v. e. :

X = Uy e ¥t 94)

siendo v» y wm un vector propio de H y su correspondiente valor
propio. Si H es completo y no degenerado, la soluciéon mas general

de (36) es la:
X =ZdpUp € ¥t (93)

siendo las v y las w los vectores y los valores propios de H, omi-
timos los limites en la sigma, porque es independiente del nimero
finito o infinito numerable de dimensiones del espacio. Compa-
rando (95) con (3) y con el mismo significado para las letras que
alli se tiene que :

Cn = (& Yu) = Z Ay (Un, Yu) € ' “m'/". (96)

Pasando a los complejos conjugados, y teniendo en cuenta las
definiciones y propiedades de las (57), a (96) se le puede dar la
fcrma vectorial :

c* = (A, H) AKX gl WE/T o )% piw it/ (H, A) c¥ (97)

que expresan las relaciones entre las coordenadas del v.e. x
en los sistemas de referencia de los vectores propios de A (c) y
de H (L). El conocimiento de las ¢ determina en cada instante el
de las A y viceversa.

En (36) adoptamos para x la representacién en el sistema de
referencia de los vectores propios de H, lo denotaremos por s,
si denotamos por xa su representacidn en A, por (61) se tiene que :

wun = (A, H)wa == 2, = (H, A) 7a. (98)
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Supongamos que A es independiente del tiempo, sustituyendo.
la primera (98) en (36) se obtiene :

d xy (A H) N :——————H(A H).n:1>
dt at ¥
‘Z”A = 1 H A HA, H) s, (99)
t 7

La matriz del segundo miembro es hermitica, por serlo H, y
por ser adjuntas las dos matrices que multiplican a H a la izquier-
da y a la derecha. Los valores propios de la matriz del segundo.
miembro de la Ultima (99) son los mismos que los de H, por ser
inversas (ya que son unitarias) los dos factores de H. En cuanto.

al valor medio A (5) se obtiene :

A = (o A wg) = (A, H) 20, A (A, H) ) =
= (&, (H, A) A (A, H) 7). (*) (100)

Este método es extensible a (46) y (55).

Obsérvese que en estas estructuras matematicas, que engloban
ala E. S. como un caso particular, los nimeros complejos jue-
gan un papel muy importante, porque lo que evoluciona en el
tiempo no son magnitudes reales sino complejas, no evolucio-
nanf. f. o v. p., sino r. c. c. de f. f. o v. p., v en el caso de las
particulas relativistas, evolucionan en el tiempo r. c. c. de f. d. y
no f. d.; en la fisica cldsica los nimeros complejos intervienen a
veces, pero siempre como auxiliares en el calculo, como es bien
sabido por los ingenieros electricistas, otro ejemplo distinto del
muy conocido de la electrotecnia, es en la teorfa matemdtica de
la polarizacién de la luz, donde los nimeros complejos sirven para
distinguir la luz reflejada de la refractada ; pero en fisica cudntica
los numeros complejos estan en la esencia del fenémeno fisico son
los responsables de las R. I. H. y delas I. P. y I. Pb. (aun cuan-
do estas dos ultimas se podrian producir en un espacio real, no
complejo).

Hemes procurado condensar al méximo nuestras investigacio-
nes sobre las estructuras matematicas relativas a procesos estocds-

(*) Por ser adjuntas las matrices (H, A) y (A, H).
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ticos en espacios de Hilbert, que nos han sido sugeridas en un
intento de generalizar las especificas de la mecdnica cuantica, y
entre otras cosas, mostrar cémo se puede materializar en movi-
mientos sobre esferas problemas probabilisticos con propiedades.
de I. P.; el desarrollo de esta conferencia nos llevaria a redactar
toda una monografia, que de momento nos vemos obligados a apla-
zar, ya que al no pertenecer a la plantilla de ningtn centro de inves-
tigacién, otras ocupaciones llenan nuestro tiempo ; no obstante no
renunciamos a volver sobre estos temas cuando nos sea posible.

En resumen en la mecdnica cudntica en la descripcién de los
fendmenos fisicos no solamente fallan nuestras representaciones en
el espacio-tiempo, sino también nuestras ideas sobre la probabili-
dad vy la inferencia estadistica, como consecuencia de las I. P. la
probabilidad pierde su propiedad «en median. No se pueden negar
los grandes éxitos de la mecédnica cudntica en la teoria y en la
préactica de la fisica, su riqueza en problemas filoséficos y matema-
ticos, sus enormes posibilidades de aprovechamiento en quimica,
biologia, etc.; perc no se debe de olvidar que contiene enigmas,
encierra contradicciones internas que cuando salgan a la superficie
haran estallar la teorfa en pedazos, como antes ocurriera con la
fisica clasica, consecuencia del proceso dialéctico del pensamiento,
que va haciendo cada vez mas fiel el reflejo en la mente humana
del mundo externo de la materia, que va transformando la «cosa
en si» misteriosa y casi inaccesible en la «cosa para nosotros»
practica vy manejable.

SIGNIFICADO DE LAS ABREVIATURAS

R. I. H. : relaciones de incertidumbre de Heisenberg.
I. P. : interferencias de probabilidades.

I. Pb. : interferencias de poblaciones.

v. a. : variable aleatoria.

f. f. : funcién de frecuencia.

f. d. : tuncién de densidad.

v. p. : vector de probabilidad.

v. d. : vector de densidad.

v. e.: vector de estado.
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v. 0. : vector de onda.

r. c. c.: raiz cuadrada compleja.

r. c. r.: raiz cuadrada real.

E. S.: ecuaciéon de Schrodinger.

E. C. : escuela de Copenhague.

A. M. F.: mi conferencia titulada «Algunos aspectos matemati-
cos y filosdficos de la Mecanica Cuantica».

66



BiIBLIOGRAFIA

Los libros del autor en relacién con este tema son los siguientes:
para los aspectos filoséficos:

A) Filosofia de las Matemdticas.

B) Teoria de la Investigacion Matemdtica.

C) Diddctica v Dialéctica Matemdticas.

D) Grandes Problemas de la Filosofia Cientifica.
los tres primeros editadog por Dossat, y el cuarto por Editora Nacional.

Para los aspectos fisicos:

E) Fisica Maiemdiica.
F) Fisica Fundamental.
G) Mecanica v Cdlculo Tensorial.

H) Problemas de Mecanica (dos tomos)
log cuatro editadog por Dossat.

Para los aspectos matematicos:

1) Ecuaciones Diferenciales y Matrices, editado por Dossat.

J) Diccionario de Matemdtica Moderna, editado por la Editora
Nacional.

Para los aspectos estadisticos:

K) Cdleulo de Probabilidades v Procesos Estocdsticos, editado por
Paraninfo.

L) Lineas de investigacion en los Procesos Estocdsticos y el Mo-
vimiento Browmiano, editado por el Instituto de Espafia.

LL) Estadistica Tedricay Aplicada, en colaboracién con el Dr. Juan
Miguel Soler, editade por la Universidad Nacional de Educacién a Dis-
tancia,

Respecto a la conferencia varias veces citada en el texto: Algunos
aspectos matemdticos y filosdficos de la Mecdnica Cudntica, est incluida
en el volumen dedicado al cincuentenario de la Mecinica Cuéntica, publi-
cado por la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales,

67



