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DISCURSO

DEL

EXCMO. SR. D. DARIO MARAVALL CASESNOVES
TEMA:

LA ECONOMIA Y LA SOCIOLOGIA COMO MOTORES
DE LA INVESTIGACION MATEMATICA



Excmo. Sr.,
Excmos Sres. Académicos,

Sras., Sres.:

Cuando me hLicistéis el alto honor de traerme a esta Real Acade-
mia, para que os acompafiara en vuestras tareas cientificas, segura-
mente lo hicistéis pensando en mi entrega apasionada al estudio de
las matematicas, y no en mis pobres y escasos méritos. Al tener no-
ticia de mi eleccién senti gran alegria, pero al mismo tiempo un gran
temor, porque aterra la enorme responsabilidad de sentarse al lado
de tantos maestros y de suceder a aquellos que en tiempos pasados
fueron el orgullo de la Ciencia espafiola. No puedo ofreceros ni pro-
meteros grandes cosas, pero lo que si os prometo es seguir como
hasta ahora, totalmente consagrado a la investigacién matemitica,
gue espero siga siendo el norte de mi vida. Muchas gracias por vues-
tra conflanza en mi.

=

Fue mi predecesor en esta medalla ntimero 5 el Excmo. Sr. don
Manuel Velasco de Pando, gran matemitico y gran ingeniero. No
tuve el honor de conocerle personalmente, pero si le conoci a través
de sus numerosas y prestigiosas publicaciones cientificas y técnicas,
algunas de las cuales he estudiado con deleite y sumo interés. Grande
ha sido la influencia que ha ejercido a través de su obra escrita sobre
varias generaciones de ingenieros.

Don Manuel Velasco de Pando fue figura destacada en el Cuerpo
Nacional de Ingenieros Industriales, en el que llegé a la cispide, a
presidente del Consejo Superior de Industria, drgano consultivo el
mas alto en su rama. En su vida profesional desempefié cargos de
gran responsabilidad y prestigio, y en todos ellos realizé una labor
digna del recuerdo y del elogio.

Si bien es cierto que su labor profesional justifica muy sobradamen-
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te toda una vida ejemplar de gran ingeniero, atn mayor es, si cabe, el
mérito de su labor de investigacién cientifica, la cual se condensa en
una larga serie de publicaciones a lo largo de cuarenta afos, entre
las que destacan las siguientes: «Piezas cargadas normalmente a su
planoy, «Solucién general del problema eldsticon, «Placa elastica em-
potradan, «Placa circular con carga cualquieran, «Placa continua sobre
apoyos aisladosy, «Nuevo método para resolver las ecuaciones inte-
gralesy, «Arcos circulares y elipticos cargados normalmente a su
planoy», y los libros: «Elasticidad y resistencia de materialesy, «Re-
pertorio de funciones», «Plasticidad, nueva teoria .y aplicacionesy,
«Maquinas herramientasy, etc., etc.; por esta labor la Elasticidad,
la Resistencia de Materiales v la Construccién le son fuertemente
deudoras. Pero es el caso que no solamente en estas multiples ramas
de la. Fisica y de la Matemditica aplicadas a la Ingenieria fue im-
portante su obra, sino que también lo fue en otros campos de la Ma-
tematica méas puros, tales como las ecuaciones integrales y las fun-
ciones trascendentes superiores. Destacan sus publicaciones por su
elegancia en el estilo, su exactitud y rigor en las demostraciones,
junto a una gran claridad y belleza en la exposicion.

Su fama de ingeniero y matemitico traspasé las fronteras, y fue
elegido corresponsal de varias Academias extranjeras, y oficial de
la Academia de Francia. Asi como de su obra de mafemitico y de
ingeniero podria seguir hablindoos largamente con conocimiento
directo de las fuentes, siento mucho -no poder hacer lo mismo de
su personalidad humana, porque, como dije anteriormente, la vida
no nos dio ocasién de conocernos personalmente. Pero a través de
amigos y colegas comunes, he podido hacerme una imagen de cémo
fue D. Manuel Velasco de Pando, y si puedo deciros que, aparte
de ser un gran matematico e ingeniero, fue algo que todavia es més
importante: un hombre muy bueno.

Fue elegido para esta misma medalla, aunque no llegd a tomar
posesién, el Excmo. Sr. D. Ramén Iribarren Cavanilles, insigne in-
geriiero y prestigioso matemAtico, catedritico de Puertos de la Es-
cuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, figura destacada
en un claustro, famoso por las relevantes personalidades que han
desfilado por él, en una ya larga tradicién de celebridad cientifica y
técnica. Autor de importantes obras -de ingenieria en el grupo de
puertos de Gipiizcoa, y en América del Sur y Africa portuguesa, y
de muy conocidas y famosas publicaciones de Hidromecinica y Me-
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canica Elistica, entre las que destacan las siguientes: «Cilculo de
diques verticalesy, «Obras de abrigo en los puertos», «Cilculo de los
diques de escollera», «Violentas presiones producidas por la rotura
de las olas», y otras muchas. Algunas de las cuales he estudiado con
gran satisfaccidn.

i Descansen ¢n paz los dos sabios!
Pasemos al tema de nuestro discurso.



La investigacién matematica se mueve animada por dos grandes
fuentes de energia: umna, interna, procede de las propias matemati-
cas; la otra, externa, procede de otras ciencias. Entre éstas ha sido
la Fisica la mis importante, con diferencia aplastante respecto a las
demas, pero el trascurso del tiempo ha traido consigo que cada vez
sea mayor el ndmero de ciencias que actlan como motores de la in-
vestigacién matematica, Nos proponemos examinar el papel desem-
pefiado por la Economia y la Sociologia en el origen de esta fuerza
que pudiéramos llamar intelectomotriz.

Decia Volterra en su discurso de elogio con motivo de la muerte
de Poincaré, que «las relaciones de la Fisica con las MatemAticas
son tan antiguas como ellas mismas», Seguramente que esta opiniém
era compartida por todos los fisicos y matemiticos de su tiempo.
Desde entonces hasta nuestros dias, esta idea del enlace entre Fisi-
ca y Matematicas, que llega en muchas ocasiones hasta la casi fu-
siébn de ambas ciericias, ha trascendido del mundo de los cientificos
al del hombre de la calle, y una vez en ella se ha propagado con laj
misma rapidez que las ondas que el viento produce en el trigo, de
que nos hablaba ILeonardo. La idea de que no es posible la Fisica sin
las Matematicas, ha llegado a dejar de ser una idea para convertirse
en una creencia, en el sentido de Ortega. En nuestros dias, expre-
siones como: «los tensores conocen la Fisica mejor que los fisicosy,
de Langevin, no expresan ya ideas, sino creencias.

No es igual el estado de las relaciones de la Matemitica con otras
ciencias ; los contactos son mucho menores tanto en intensidad como
en extension, las ventajas del empleo del método matematico no son
gerieralmente reconocidas y en muchos casos discutidas y negadas’y
v asi Allen comienza la introduccién de su «Economia matemaiticay,
diciendo: (Ya cuestién de si las técnicas matemAticas pueden o deben
ser usadas en economia, es muy discutida». Al igual que la materia
ofrece una resistencia a la penetracién de la radiacién que depende
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de 14 naturaleza de una y otra, asimismo la mente humana ofrece una
resistencia a la penetracion de las ideas nuevas, variable con la origi-
nalidad de éstas y con la capacidad intelectual del individuo. Aun
cuando no todo, si mucho de lo que se dice del individuo puede de-
cirse de la colectividad, y en el hecho de que las Matematicas son
Aridas y dificiles para muchos hombres, radica el curioso fenémeno
de la lenta penetracién de la Matemdtica en las otras ciencias. con
la notable excepcion de la Fisica.

I.a matematizacion de la ciencia ha sido lenta, pero continua, has-
ta llegar a constituir una de las caracteristicas fundamentales de nues-
tra época, ya no solamente la Fisica, sino que también la Quimica,
la Geologia, la Biologia, la Economia, la Sociologia, hasta la Gra-
méitica usan cada vez con mayor intensidad los métodos matemati-
cos, y en algunas de sus partes se hallan tan impregnadas, tan em-
papadas de férmulas y razonamientos matemdticos, como puedan es-
tarlo la Mecanica o la Electricidad. Las Matematicas se han vuelto
con respecto a las demés ciencias més agresivas que cualquiera de
los grandes imperios de la Historia. El tab(i de la incompresiéon de
las MatemAticas se ha roto, méis que roto ha saltado en mil pedazos,
vy en la formacién de los futuros cientificos la ensefianza matemitica
juega un papel cada vez mis importante en todos los palses civili-
-zados.

Gibs dijo que la Matematica era un 1en<rua]e y desde entonces se
ha repetido con monétona insistencia; aun cuando se me diga que
no es el lenguaje ordinario en que suele hablar el pueblo con su ve-
cino, como decia Gonzalo de Berceo, no me parece que sea solamen-
te un lenguaje, es mis bien todo un modo de pensamiento, una ma-
nera de razonar muy especial, una forma de plantear los problemas,
de preguntar por el ser de las cosas, que ofrece al hombre la mixima
seguridad en la certeza de los conocimientos adquiridos, y la maxi-
ma precisién en los limites de lo verdadero, y en la confianza racio-
nal que podemos depositar en nuestro saber. Pero, ademis, lo que
es también muy importante, es el método matemaético, uno de los
mas potentes en el acceso al mundo de lo desconocido, utia de las
guias mas eficaces de ese eterno caminar por un laberinto, que es
€l aprender de los humanos.

Cuando Russell define con humor, pero con conviccién, a las Ma-
tematicas como la ciencia ‘que no sabe de lo que trata, ni si lo que
dice es verdad o mentira, se refiere con ello a que se parte de ciertos
postulados, que se admiten como verdaderos, y mediante ciertas ope-
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raciones conocidas y bien definidas, que actfian sobre elementos de
naturaleza desconocida, se va obteniendo una cadena de teoremas que
constitiyen una teoria matematica dada. Al ser los elementos de na-
turaleza desconocida, es por lo que Russell dice que las Matematicas
no saben de qué tratan, y por ser los teoremas verdaderos, fiica y
exclusivamente, si los postulados lo son, es por lo que dice que ni
siquiera saben si lo que dicen es verdad. Eddington ha radicalizado
esta actitud de Russell, es atin mas extremista cuando defirie la teo-
ria de grupos como la «supermatematica», porque ademis de cum-
plir las mismas condiciones que las restantes teorias matematicas para
la definicién de Russell, tiene ademis una caracteristica esencial que
la distingué, y es que ni siquiera conoce la naturaleza de las opera-
ciones que se efectfian sobre los elementos a los que se aplican, que
también son desconocidos. Cuando Eddington escribia sobre esta ma-
teria, los fisicos o, mejor dicho, la mayoria de ellos, creian en la po-
sibilidad de encerrar todos los conocimientos de la Fisica, a pesar de
su aterradora amplitud, en los estrechos moldes de la teoria de gru-
pos, tarea mis sobrehumana que la de encerrar todo el agua del mar
en una botella. Es una constante histérico-cultural que periédicamen-
te, aun antes de comenzar los fendmenos propios de la barbarie de
la especializacién, los mas grandes cientificos y filésofos preten-
den encérrar el todo en una de sus partes, un conjunto en uno de
sus subconjuntos; parece como si el fanatismo y la supersticién es-
tuviesen anclados en lo mas profundo de la mente humana, con tal
fuerza y vitalidad que ni el mis grande talento es capaz de desarrai-
orarlo, como si fuesen la huella indeleble, la rem1n1scenc1a imborra-
ble que ha dejado en la mente del hombre su paso previo por formas
mas pr1m1t1vas en tiempos remotos.

Creo que las Matemiticas saben de lo que tratan, y si lo que di-
cen es verdad o mentira, como ha sefialado muy agudamente el pro-
fesor Navarro Borrds en un fino analisis de la frase de Russell;
cluso llegan a delimitar con toda precisién los contornos de su ver:
dad, dentro de qué limites y en qué determiradas condiciones son
verdaderos sus teoremas y proposiciones, y cudndo dejan de serlo,
al modificarse los factores que condicionan su verdad, No tratan los
matematicos con verdades absolutas, sino con verdades relativas, con
verdades condicionales ; otra tarea, y en extremo diticil, es hallar las
correspondencias los isomorfismos entre el universo puro de los ma-
tematicos y los mdltiples universos de sus aplicaciones, porque esa
tarea llega a confundirse con la pregunta por el sér, la pregunta por
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la cosa, lo cual ya es hacer Metafisica. Por mucho que los cientifi-
cos y filésofos del positivismo 16gico hayan pretendido y sigan pre-
tendiendo despojar de Metafisica a la Ciencia, a la Filosofia y a la
Logica, el llegar a dejarla totalmente desnuda de Metafisica es tarea
practicamente imposible, son posiciones asintéticas a las que se tlen-
de, pero que no se alcanzan nunca, por muy sutiles que sean las redes
del Positivismo, siempre dejan algtin resquicio para que se filtre algo
de Metafisica; en el mundo de la mente el eliminar del todo la Meta-
fisica es algo tan dificil como lo es en el mundo de la materia, €l con-
seguir el vacio o la temperatura del cero absoluto.

En la intima colaboracién entre las Matemiticas y las restantes
ciencias se da uno de los ejemplos mas claros y notables de simbiosis
intelectual.

Simplificacion, abstraccién, generalizacidén y, posteriormente, con-
cretizacion; he ahi las etapas que sigue el pensamiento cientifico
en su viaje de ida y vuelta, desde el campo de cualquier ciencia al de
las MatemAticas. Muchos cientificos acusan a los modelos mateméa-
ticos de demasiado simplistas, para poder dar cuenta de la tremenda
complicacién de los fendmenos de la naturaleza o de la vida huma-
na, pero es el hecho que aun con modelos muy simplistas, casi inge-
nuos en su sencillez, se puede encontrar la explicacion de impor-
tantes leyes de las ciencias de la materia y del comportamiento, e
incluso predecir nuevas; al igual que en politica no hay que olvidar
el viejo lema de «divide y vencerids», en el empleo del método mate-
mitico en la investigacién cientifica hay que decir simplifica si quie-
res vencer, pero tampoco hay que olvidar que la simplificaciéon no es
un proeeso estatico, sino dinamico; estd en un constante devenir,
ese devenir, ese fluir de la simplificacién es la quintaesencia del
método de las aproximaciones sucesivas; mediante una cadena de
simplificaciones se va subiendo por la escalera de la complejidad, y
asi se va perfeccionando, refinando y progresando en el saber. La
simplificacién es la modestia del investigador, es un fijarse limites,
un restringirse en sus ambiciones, pero tiene su .recompensa en su
alta productividad cientifica.

Las fronteras entre las diversas ciencias no estan trazadas de ma-
nera clara y distinta al estilo cartesiano, sino que se solapan entre
si, interfieren unas con otras, se funden entre si ofreciendo un as-
pecto de continuidad, de modo que si bien es cierto que cada ciencia
tiene un ntcleo claramente diferenciado, tiene también una corteza
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que resulta dificil precisar si pertenece a ella o pertenece ya a otra;
muchas veces es dificil reconocer si un fenémeno es econdmico o
social, fisico o quimico. Toda ciencia tiene sus ciencias auxiliares y
es a su vez auxiliar de otras ciencias, y esta relacion de ayudantia
es tan fuerte que con relativa frecuencia un progreso en la ciencia
auxiliar perfecciona la ciencia fundamental, infinitamente mas que
un progreso de ella misma ; asi, por ejemplo, un progreso de la Qui-
mica o de la Genética puede arrastrar consigo un progreso de la Fi-
totecnia, mucho mas grande que un progreso de la propia Fitotec-
nia ; asimismo, un avance en las técnicas estadisticas puede arrastrar
consigo un avance de la Sociologia, mucho mayor que un avance de
la propia Sociologia. Este hacer progresar una ciencia desde fuera de
ella, a veces con mas fuerza que desde dentro de la misma; es un
factor cultural que no debe de ser olvidado por los rectores de la
politica cientifica v de la organizacidén de la ensefianza y de la inves-
tigacién.

‘Tras esta breve irtrodtccidon, vamos a intentar entrar de lleno en
el tema de nuestro discurso, que no es otro méis que el de hacer una
Hamada de atencidén hacla el anilisis de las estructuras matematicas
propias de la Economia y de la Sociologia, haciendo especial hinca-
pié sobre aquellas partes de la Matematica que encuentran aplicac’én
en dichas ciencias y no en la Fisica, que, como es sabido, es la mas
mateméitica de las ciencias, después, naturalmente, de las propias Ma-
teméaticas. Ineluso queremos sefialar la existencia de nuevas estruc-
turas matematicas sugeridas por la Sociologia y la Economia, como
son, por ejemplo, las oscilaciones teleoldgicas y los espacios aleato-
riales, asi como sus repercusiones sobre la Ldgica.

En resumen, queremos destacar como los problemas socioecond-
micos pueden ser utilizados como instrumentos de la investigacion
matematica, ‘

Economia y Sociologia, aunque ciencias claramente diferenciadas,
estin fuertemente asociadas mediante problemas a caballo sobre am-
bas, problemas que podemos denominar socioeconémicos. El grado
de matematizacién conseguido por la Economia es mucho mayor que
el de la Sociologia; los libros y trabajos de investigacién sobre te-
mas econémicos utilizan el método y el lenguaje matemitico con
mayor profusiéon que los que versan sobre temas sociolégicos; la
econometria es mas métrica que la sociometria ; con palabras de Papp
nos atrevemos a decir que los economistas han sentido «la nostal-
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gia de la geometriay mucho mas fuertemente que los sociélogos. Pero
es forzoso reconocer que hoy por hoy, aun en los paises mas ade-
lantados, las descripciones matematicas de los problemas econdmi-
cos estan en franca minoria frente a las descripciones literarias; en
parte es debido a que atin existen campos de la Economia inaccesibles.
a la Matematica, y en parte a la gran dificultad que presenta el apren-
dizaje de las teorias y métodos mateméiticos mas adelantados, que
son los realmente importantes en las aplicaciones: y la influencia
de este factor se realza, porque por afectar tan de cerca a la vida
diaria, muy pocos son los hombres que no se interesan, apasionan y
polemizan por cuestiones de conomia; es una de esas escasas cien-
cias en las que los grandes torneos ideolégicos que, como en todas,
se entablan entre sus especialistas, trascienden fuera de ese reducido
circulo de personas con suficiente fuerza para enzarzar en el mismo
a los hombres de la calle. Muy dificil es que dos hombres rifian por
si es verdadera o no tal o cual teoria fisica o quimica, pero por des-
gracia con harta frecuencia, y a veces brutalmente, rifien cuando
de teorias econdmicas se trata. '

Existen analogias entre fendmenos fisicos, biolégicos y econéd-
micos, Concretamente, la teoria del equilibrio econdémico desarrolla-
da inicialmente por Walras y Pareto, y perfeccionada posteriormente
por Hicks y Samuelson, utiliza un formalismo matematico de la mis-
ma naturaleza que la teoria matemitica de la lucha por la existencia,
desarrollada por Volterra, que es la base de la biosociologia, y estd
inspirada en las ideas cientificas de Darwin. Hemos atribuido a Wal-
ras y Pareto la paternidad de esta teoria, por seguir las normas es-
tablecidas por los historiadores de la Ciencia, pero no seria justo
silenciar el grar precedente de Cournot, que en 1838, en su libro
«Investigaciones sobre los principios matematicos de la teoria de las
riquezasy, iniciaba la teoria de la lucha econdmica y establecia los
conceptos de equilibrio y estabilidad. Es curioso seflalar que, a pesar
de su interés, la segunda edicién de este libro tuvo lugar ciento diez
afios después de la primera.

El problema del equilibrio biolégico esti intimamente ligado at
problema matematico de que un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden admita posiciones de equilibrio y el equilibrio sea
estable. La solucidn de este problema matematico tiene interés en
Biologia porque permite explicar la existencia de fluctuaciones en
las poblaciones de algunos seres vivos.
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El problema se plantea en los siguientes términos matemdticos =
sean &, ..., 4, los nimeros de individuos de » especies distintas que
componen una asociaciéon bioldgica; su evolucién en el tiempo es
regida por el sistema de ecuaciones diferenciales:

&= (xi_. ¥ 1=1L2,.,n [1]
en las que se supone que las funciones f,, ..., f, son desarrollables
en serie de Taylor. El sistema admite posiciones de equilibrio si
existen n constantes positivas q,, ..., @,, tales que

f; (al,...,an) =0; i=1,2 ..,n 21

pero el equilibrio, en principio, puede ser estable o inestable; para
estudiar su estabilidad se linealiza el sistema [1] y se obtiene un sis-
tema de n ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes:

< . . o >‘bf‘,> 31
—Zfijyj: y,-=-”,-—ai: fij-—[—b-;;_]x,—' 3T

4 =y, ..., Xy = a,
s=1 . 1 1 ”

y si la ecuacidon caracteristica del sistema [3] tiene todas sus raices
con las partes reales negativas o nulas, el equilibrio es estable y
existen fluctuaciones (pequefios movimientos) en torno a la posicion
de equilibrio.

Por esta razon ese enorme interés que tiene para todos los fisi-
cos los métodos para establecer las condiciones necesarias y sufi-
cientes para que una ecuacioén algebraica de grado %, tengan todas.
sus ‘raices las partes reales nulas o negatlvas, debe de tenerlo tam-
bién para los biosocidlogos.

Las ecuaciones [3] permiten una definicién matemdtica del con-
cepto biosocial de parasitismo generalizado, susceptible por tanto
de medicién numérica. La especie x; se dird que es parasita de la 4,
si en [3] es f;; menor que cero, porque un incremento de la prime-
ra, causa una disminucién-en la segunda; si ambas,f;; v f;, son ma-
yores que cero, las dos especies estin en simbiosis. A

La simbiosis puede ser considerada como un parasitismo negativo.
En todos los casos la intensidad de éste viene medida por el valor
absoluto de los f;;. Puede haber casos en que existan varias posicio-
nes de equilibrio, si [1] tiene mas de una solucién que cumpla las
condiciones de estabilidad, e mncluso se puede dar el caso (tedricamen-
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te al menos) de que el parasitismo positivo o negativo de unas espe-
<ies con otras pueda cambiar de valor absoluto y de signo también,
por cambiar el valor de los coeficientes f,; de una posicién de equi-
librio a otra. Una especie #; se dird que es parisita de si misma o
mno, segun que f;; sea negativo o no.

En realidad el parasitismo ordinario de los bidlogos corresponde
al caso en que f;; es mayor que cero y f;; menor que cero; entonces
es cuando la especie &, es parasita de la x;.

Lo anterior es una idea esquematica de la teoria matemética del
parasitismo, fenémeno clave de la Biosociologia. Antes de seguir
adelante, queremos hacer una observacién sobre la importancia de
utilizar medios matematicos mas refinados en las aplicaciones; cuan-
do el uso de la integral de Lebesgue pasd de las Matematicas puras
a las aplicadas, muchos investigadores que manejaban la matemati-
ca con maestria y absoluto dominio de la misma, pero que no eran
matematicos puros, se preguntaban si valia la pena sustituir la in-
tegral de Riemann por la de Lebesgue; es la pregunta que surge
siempre, de si vale la pena dejar las sendas viejas por las nuevas; hoy
nadie duda ya de efectuar dicha sustitucién. Pues volvamos con esta
idea a lo que expusimos anteriormente ; hicimos la hipotesis excesi-
vamente restringida de que las funciones del [1] fuesen desarrolla-
bles en serie de Taylor; en realidad no hace falta tanto, basta con
que sean diferenciables en el sentido de Stolz-Fréchet (monodiferen-
ciables). Incluso si son bidiferenciables y en general n-diferenciables,
se puede construir por el método de las aproximaciones sucesivas,
mediante una superposicién de pequefios movimientos, una descripciéon
cada vez mis aproximada de las fluctuaciones en torno a las posicio-
nes de equilibrio. De esta forma el concepto de diferenciabilidad de
Stolz-Fréchet, en sustitucién de la propiedad de tener derivadas, que
tan fecundo es en la topologia de las funciones convexas, puede ser
de aplicacién a la biosociologia.

Fasemos ahora de este problema biosocial a un problema socio-
econdémico, cuyo formalismo matemditico es el mismo. Hablabamos
de que existian analogias entre fenémenos econémicos y bioldgicos,
por ejemplo entre la lucha por la existencia de los seres vivos y la
competencia industrial de la economia capitalista. Algunas de estas
ideas todavia no estan maduras para poder tomar forma matemética,
pero otras si; es un hecho que un amplio sector de economistas, ins-
pirandose en las ideas de Marx, admiten que como consecuencia de
1a estructura interna de la economia capitalista, se produce en el tras-
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curso del tiempo una disminucién del niimero de pequefios capitalis-
tas que pasan a engrosar la clase proletaria, fenémeno que a la larga
produce el colapso de la sociedad capitalista. A este fendémeno se le
podria denominar la muerte por proletarizacion del capitalismo, por
analogia con el fendmeno fisico descubierto por aquel entonces, que
inspira las directrices de la Filosofia natural de la segunda mitad del
siglo x1x; «la muerte térmica del universon, consecuencia del segun-
do principio de la Termodinamica. Existe un nexo entre el determi-
nismo de Laplace, el evolucionismo de Darwin, el marxismo y las
ideas filoséficas implicitas en el segundo principio de la Termodi-
namica.

El problema de la estabilidad de la sociedad capitalista parece que
debe de plantearse en los siguientes términos: agrupadas las perso-
nas econdmicas en clases, el tamafio de éstas (o nltmero de personas
que lo componen) satisfacen ecuaciones diferenciales del tipo {1].
Asl es que si no hay aniquilacién de unas clases por otras, el tama-
fio de ellas ha de fluctuar alrededor de valores medios, siendo por
tanto equivalente, desde el punto de vista mateméatico, este proble-
ana al antes descrito para las asociaciones bioldgicas. Si, por ejemplo,
nos limitamos al caso de dos clases, grandes y pequefios capitalistas,
Jas [3] se simplifican en las

o=f v +f Y V= ,F+f,y {4]
cuya ecuacién caracteristica y soluciones son las

pZ_P(f11.+ fzzv)l—{_fllfzz—flzfi’.l = 0’
¥=Ae*coswt; y=DBe % cos(ut+ g) (51

siendo
—2a=f,+[,<0; —de=(,—f,2+4f,F, <0 [6]

las condiciones de estabilidad.

Con la terminologia que hemos adoptado en el caso de las asocia-
ciones bioldgicas, si f,, es mayor que cero, y f, por tanto, menor
que cero, y es parasito de #, mientras que x presenta parasitismo
negativo frente a y, empleando un simil biolégico podemos decir que
los grandes capitalistas devoran a los pequefios. ' ' '

Por tanto, siempre que se cumplan las condiciones [6], el fené-
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meno de la concentracion del] capital no es monotdnico, idea clave
de la concepcién marxista de la sociologia, sitio que los nfimeros de
grandes y pequefos capitalistas oscilaran alrededor de sus valores
medios. En estas condiciones la economia pasa alternativamente por
periodos de depresion y prosperidad, estd dotada de estabilidad y
para que se rompa esta estabilidad, es preciso una presiéon extrafia
al mundo de la economia; puede romperse, pongo por caso, COmMo
consecuencia de la desesperacién de las clases proletarias en las épo-
cas de depresién. En cierto modo se puede decir que no es la eco-
nomia el motor de las grandes conmociones histéricas, sino que, por
el contrario, son las presiones extraecondmicas las que pueden de-
terminar la ruptura violenta del equilibrio de la economia capitalista.
Como veremos mas adelante, al igual que en el problema biosocial
antes considerado, la introduccién de la herencia modifica la técnica
matematica a emplear, pero no las conclusiones antes expuestas.

Insistimos en que para que se dé la hipotesis antimarxista de la
estabilidad de la sociedad capitalista, es preciso que se cumplan las
condiciones [6]; cuando éstas no se cumplen, entonces se da la hi-
potesis marxista del colapso final de la economia capitalista. Como
los valores de las f de las [4], [5] y [6] dependen de la composicién
de cada sociedad, y pueden variar de una a otra, e incluso para una.
misma sociedad varian de una posicion de equilibrio a otra, en prin-
cipio no hay razén que se oponga a que a veces se dé la hipédtesis
marxista de la inestabilidad de la sociedad capitalista, v a veces la
hipdtesis contraria de la estabilidad,

De modo que en este caso el marxismo arrastra consigo dos hi-
potesis simultineas, que son la de que se cumplan las ecuaciones [4]
y no se cumplan las desigualdades [6]. Se observa la semejanza en-
tre los formalismos utilizados para el planteamiento analitico del fe-
noémeno biosocial de la lucha por la existencia, y del fenémeno socio-
econémico de la competencia industrial en la ecotiomia capitalista.
También se extiende este formalismo matematico a otros fendmenos
sociales, que se dan en ciertas sociedades humanas primitivas o sal-
vajes, cuando ésta se halla dividida en castas, de modo que los ca-
samientos dentro de la sociedad obedecen a ciertas reglas dictadas
por la ley, la tradicién o cualquier otra causa, la existencia de posi-
ciones de equilibrio en la composicién de cada casta y la estabilidad
del mismo, hay que enfocarlo de la misma manera que en las situa-
ciones antes descritas. Hasta ahora nos hemos limitado a una con-
cepcidn puramente determinista de estos fendmenos; mais adelante
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los enfocaremos. desde la 6ptica de una concepcién probabilista y
veremos cémo ello cornduce al nacimiento de nuevas estructuras ma-
temiticas sugeridas por la Economia y la Biologia y que no habian.
surgido hasta el momento en la Fisica.

Por otra parte, las teorias econdémicas del multiplicador-acelera--
dor, tales como se presentan en los diversos modelos de la Macro-
economia, del crecimiento econémico, de la inversion acumulada, de:
los ciclos de «stocksy de capitales (inventarios) o en los modelos ba--
sicos de los distintos tipo de politicas de estabilizacién econémica,.
utilizan el mismo formalismo matemitico que las teorias fisicas de-
los circuitos eléctricos y de los servomecanismos. Constituyen la pri--
mera aplicacién importante de la Cibernética a la Economia. El efec-
to multiplicador tan conocido de los economistas, matematicamente:
es el efecto realimentador (feeding), tan conocido de los fisicos y de-
los ingenieros electricistas. '

" Las formulaciones matematicas de la economia keynesiana ofrecen;
dificultades tecnoldgicas y dificultades matemdaticas propiamente di--
chas; las primeras se refieren fundamentalmente al problema de la.
agregacion, que cae de lleno dentro de la Econometria, cuya fina--
lidad es reducir un gran nfimero de variables en relaciéon de oferta y-
demanda, a unas pocas variables, tales como consumo, ahorro, in-
versién, renta nacional, etc., ligadas entre si mediante relaciones que-
han de cumplirse unas ex-ante (como consecuencia de planes), y-
otras ex-post (como consecuencia de lo que sucede). Por -ejemplo,.
la renta nacional es la agregacidn expresada en dinero de todas las.
cantidades realmente pagadas a todos los factores de produccién,
tales como salarios, sueldos, beneficios, reservas de las empresas y-
cualesquiera otra fortnas de ingresos, pero también es igual a la pro--
duccién nacional, que es la agregacién expresada en dinero de la:
producciéon neta de la agricultura y de todas las industrias produc-
toras de bienes y servicios. La produccién es simultaneamente pro--
ducida y distribuida, de modo que cuando se considera la economia.
nacional en toda su amplitud, renta y produccién resultan iguales.
ex-post.

En esta parte de la Economia se utilizan dos técnicas matematicas, .
que son: el andlisis continuo y el analisis discreto. Segin el primero, .
el tiempo varia en forma continua, y segtn el dltimo, el tiempo va--
ria discontinuamerte, de modo que los diversos instantes del tiempo-
se pueden numerar. Las demis magnitudes econdmicas, tales como-
precios, cantidades de bienes o de factores de la produccién, son fun--
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ciones del tiempo. En muchos problemas de Economia, Sociologia,
Fisica, etc., el planteamiento analitico del mismo corduce a una ecua-
<ién diferencial de orden n:

fle, 2,27, .., 4" =0 [7]

en la que f es una funcién desarrollable en serie de Taylor, Existen
-posiciones de equilibrio cuando existen valores constantes de la fun-
cién x, que son solucién de la ecuacidn diferencial [7], se tiene en-
tonces que toda raiz de la ecuacidn

f(@a,0,0,..,0)=0 (8]

es solucién de [7]. Para estudiar la estabilidad del equilibrio, se des-
arrolla [T] en serie de Taylor, y detenemos el desarrollo en los tér-
mirios lineales; para simplificar los cilculos conviene hacer el cam-
bio de variable de ¥ a y = x — a, con lo que se obtiene:

flx, #, .02 = f(a,0,..,0) +Z £,y =0;
=1

of
fi:( bxt“)z:a,z‘:(),...,z":o o]

y teniendo en cuenta la [8], la ecuacién no lineal [T] queda lineali-
zada en la

b

fyi=0 107

i=1

«que es una ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes de
orden n. Si las raices de la ecuacién caracteristica tienen sus partes
reales nulas ¢ negativas, el equilibrio es estable, por ser la solucién
-obtenida compatible con el desarrollo en serie de Taylor y la deten-
cién del mismo en los términos lineales. '

En correspondencia con lo anterior, cuando se utiliza el anilisis
discreto en vez del continuo, el planteamiento analitico de muchos pro-
blemas de Economia y Sociologia (en Fisica es muy raro) conduce
@ una ecuacién en diferencias finitas de orden #, no lineal:

F 2y, ) = 0 [11)
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en la que se supone que f es también desarrollable en serie de Tay-
lor. I.a existencia de posiciones de equilibrio y su estabilidad se in-
vestiga en forma homdloga a la anterior, de modo que existe una
posicién de equilibrio, si # = ¢ constante, es solucién de [11], o
sea, que todas las raices de la ecuacion

f(a,a,..,a)=0 | (123

son posiciones de equilibrio. Para investigar la estabilidad del equi-
librio se procede como en el caso anterior, se desarrolla en serie de
Taylor la [11] en torno al punto # = a y se rctienen solamente los
términos lineales, de modo que después de hacer el cambio de va-
riables de ¥ —a por v, la ecuacién no lineal [11] queda linealiza-
da en la

" d
N fia =0 f= (_f,_) . : (131
izo 0%, s

= =F ,=a

Para que el equilibrio sea estable, es precisa que las raices de la
ecuacién caracteristica de la [13] tengan sus moédulos inferiores a
la unidad. Si » representa, por ejemplo, el capital disponible de una
persona o emptesa, puede tomar valores negativos, y haber estabi-
lidad siempre que sus oscilaciones estén acotadas, porque en los
periodos en que el capital es negativo se puede remediar la situacién
recurriendo al crédito, cosa que no es posible si las oscilaciones no
estin acotadas, porque entonces el crédito concedido tendria que cre-
cer mas alld de todo limite. Si, por el contrario, & representa el ta-
mafio de una poblacién, como ésta no puede tomar valores negativos,
en cuanto se dé uno de estos valores, por pequefio que sea, se rompe
la estabilidad del sistema evolutivo, por extincién de la poblacién, a
menos que se pueda recurrir a la compensacién de estos valores ne-
gativos de la poblacién mediante inmigracién. Como ya hicimos ob-
servar anteriormente, puede haber mas de una posicién de equilibrio,
pudiende haber estabilidad para unas e inestabilidad para otras. Llama
la atencién el hecho de que en la mayoria de los modelos matema-
ticos utilizados en esta clase de problemas de economia, se hacen
hipétesis de linealidad, que son fuertemente restrictivas y que no co-
rresponden a la realidad econodmica; sin embargo, estas restriccio-
nes son mis bien aparentes, debido a lo que acabamos de exponer,
es decir, que aun «uando los modelos matemaiticos sean expresables
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Por ecuaciones no lineales, si existen posiciones de equilibrio esta-
ble, la descripcién del fendmeno mediante pequefios movimientos es
-gobradamente aproximada, o lo que es lo mismo, la linealizacién del
problema, que no es lineal, es posible.

Cuando la inversién es autdnoma, es decir, fija 6 dada a priori,
si se incrementa ésta con la parte del gasto de consumo que no de-
pende de la renta, se obtiene lo que se llama gasto autdénomo total,
y si la propension marginal del consumo es constante (estd compren-
dido entre cero y la unidad), entonces la renta de equilibrio es pro-
porcional, con factor de proporcionalidad mayor que la unidad, al
gasto- auténomo total. Se dice entonces que la inversién engendra
una multiplicacién de la renta a través del multiplicador. Pero junto
a la inversidén autdnoma. existe una inversién inducida, debida a los
cambios en la produccién, porque si bien es verdad que la inversién
influye sobre la produccién, también es cierto que la produccién in-
fluye sobre la inversién, porque todo aumento en la produccién su-
pore un aumento en los equipos de capital. Esta relacién entre in-
version inducida y los cambios en la produccién constituye el prin-
<cipio de aceleracién ; este principio ha sido muy utilizado en la teoria
de los ciclos econémicos (Clark, Frisch, Harrod, Lundberg, Knox),
asi como las combmaciones del multiplicador y del acelerador (Sa-
muelson, Hicks, etc.), utilizando relaciones lineales. ;

Vamos a ver cémo se pueden deducir multiplicadores y acelera-
dores, de una teoria general que presenta una gran analogia con la
teoria matemdtica del parasitismo que antes hemos descrito. Sea un
problema de naturaleza desconocida, cuyo planteamiento matemAati-
co conduce a un sistema de ecuaciones en diferencias finitas de pri-
mer orden, no lineales:

Ty, =F @, .5y i=12.,n [14]

existen posiciones de equilibrio, para los valores de #, iguales a las
raices de las ecuaciones

a, =f (al, e@); o i=12, W [15]

y para investigar !a estabilidad del equilibrio, comio en ocasiones an-
teriores, desarrolladas en serie de Taylor las [14], teniendo en cuen-
ta las [15], después de efectuar los cambios de variable de la »— ¢

22



a las v, y si detenemos el desarrollo en serie en los términos lineales,
queda entonces linealizado el sistema no lineal [14] en el

” . b]ﬁi
ity = 2 fip s Ty = ( ) {167
xlt:al,,,_,xnl=an

j=1 0%y,

que lo es de # ecuaciones en diferencias finitas de primer orden, de
coeficientes constantes. El equilibrio serd estable si las raices dé la
ecuacidn caracteristica en », que resulta de igualar a cero el deter-
minante :

1, i=j

Wy —rd;ll =05 9;= 0, itj

[17]

tienen sus mddulos inferiores a la unidad. Por 3, representamos los
conocidos simbolos de Kronecker.

Si la ecuacidén caracteristica tiene una raiz igual a la unidad, en
cuyo caso valores constantes de las y son soluciones de [16], es de-
cir, existen dos posiciones de equilibrio infinitamente préximas, y si
ademdis se cumplen las dos relaciones

i
0<f,<1l; —

>1 [18]

i

entonces la variable y; engendra por multiplicacién a la g, a través
del multiplicador representado por la fraccién de [18].

Si f;; v fi; son simultineamente mayores que cero, entonces exis-
te un principio de aceleracién entre las dos variables y; e y,, relacion
que es aniloga a la de simbiosis de los bidlogos, tal como la defi-
nimos anteriormente en las ecuaciones [1] a [3]. En el caso continuo
el acelerador requiere que se cumplan las mismas condiciones.

Cuando existe equilibrio y éste es estable, la linealizacién da una
descripcidon muy aproximada de la realidad econdmica, pero si se
desea obtener una mayor informacién del comportamiento econémi-
co, entonces es necesario recurrir a los métodos mucho mas dificiles
de las Matematicas no lineales.

Rocard ha mostrado la analogia entre los ciclos econdmicos y los
osciladores mecénicos con movimiento de rodadura, y ohserva que
cuando se habla peyorativamente del «carro del Estado», no se trata
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solamente de una metafora, sino que hay un trasfondo de analogia
de estructura matematica. Como *fiodelos mas notables de oscilacio-
nes no lineales en Economia estdn los de Godwin y Kalecki, muy
notable este Gltimo por ser anterior a Keynes y utilizar por primera
vez ecuaciones mixtas diferenciales y en diferencias finitas; en ellos
existen efectos de umbral que recuerdan los de la Biofisica y Psico-
fisica. También son no lineales las oscilaciones de relajacién que he-
mos encontrado en series estadisticas temporales, en economias di-
rigidas, tales como las relativas a los cocientes de los precios de los
articulos libres por los de los intervenidos, pues mientras los prime-
ros varian en forma mis continua, los dltimos varian en forma fuer-
temente discontinua, cada vez que tiene lugar una revision oficial
del precio. También son oscilaciones de relajacién las de variacién
de la deuda en el curso de la amortizacién de un empréstito, una vez
corregido el efecto de tendencia.

El concepto de herencia ha sido introducido por primera vez en la’
Ciercia por Volterra, vy el planteamiento matematico de los fendéme-
nos hereditarios conduce a ecuaciones integrales e integrodiferencia-
les, en sustitucién de las ecuaciones diferenciales y en derivadas par-
ciales clasicas de los fendmenos no hereditarios. Pudiéramos decir
que la herencia dota de memoria a la naturaleza, ésta se acuerda de
de lo que ha sido para tenerlo en cuenta en lo que ha de ser; por
primera vez los cientificos consideran que la historia de la materia
influye en su evolucién futura.

Fero la herencia que con Volterra y los matematicos de su es-
cuela se muestra tan fecunda en el campo de la Fisica y de la Bio-
logia, no se limita solamente a estas ciencias, sino que invade el
campo de otras, concretamente de la Economia. Los efectos de re-
tardo (los lags) distribuidos en el tiempo, tan conocidos por los eco-
nomistas, no son en definitiva mas que fendémeros hereditarios. Es.
a través de los mismos como a las-transformadas de Laplace y de
Fourier en particular, y a la teoria de las transformaciones integra-
les en general} les espera un brillante porvenir en la economia ma-
tematica, Interviener quizds por primera vez en las aplicaciones de
las Matematicas ecuaciones integrales en las que la funcién incog-
dita aparece bajo el signo .de la integral mfltiple ; cadenas recurren-
tes de ecuaciones integrales e integrodiferenciales.

También surgen en Economia problemas relativos a la existencia
y resolucidn de un nuevo tipo de ecuaciones funcionales, que deno-
minamos ecuaciones sumatorias. que estin con las ecuaciones en di-
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ferencias finitas en la misma relacion que las ecuaciones integrales
con las ecuaciones diferenciales. Y asi como en Economia las ecua
ciones integrales traducen al lenguaje matematico un efecto de re-
tardo distribuido en el tiempo de manera continua, por el contrario
las ecuaciones sumatorias interpretan un efecto de retardo distribui
do en el tiempo de manera discontinua.

Vamos a describir un proceso funcional matemditico que se pre-
senta en Economia y no en Fisica, que lamamos ecuaciones G-in-
tegrales, siguiendo la misma linea lingiiistica segtn la cual hemos.
Namado G-topologias y G-algebras a las topologias y algebras li~
neales generalizadas.

Las ecuaciones del tipo de la

”

ary'.(t)+ S i K (a)y (t—o)do =0 {197 -
Z 0

r=9 s=0

son resolubles mediante exponenciales:.
y = et [20}
en la que el exponente es raiz de la ecuacién

”

Dl ﬁ P () =0 {21y
s==90

r==0

donde las L son las transformadas de Iaplace de las K, y no hace
falta que las K sean funciones; pueden ser distribuciones, con tal
de que tengan transformada de Laplace. Es particularmente intere-
sante el caso de que el nfimero de raices de la ecuacién [21] con la
condicion de pertenecer al campo de convergencia de las transfor-
madas de' Laplace L, que son las tmicas utilizables, es finito. La
ecuacion [21] es trascendente y generaliza la ecuacidén caracteristica
de las ecuaciones lineales diferenciales de coeficientes constantes, que
es algebraica. En algunos casos estas ecuaciories son susceptibles de
transformarse por un ntmero finito de derivaciones, integraciones y
eliminaciones algebraicas en ecuaciones diferenciales lineales, pero
en la mavor parte de los casos no. La parte integral de [19] descri-
be un fendémeno hereditario o de retardo, y cuando sus soluciones
son oscilantes, las podemos llamar oscilaciones hereditarias, las cua-
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les presentan diferencias dignas de destacarse respecto a las clasicas,
€OMOo som:

a) Pueden existir soluciones en niimero infinito numerable.

&) Pueden presentarse discontinuidades en las soluciones.

¢) Pueden no existir oscilaciones libres ,por no tener solucién
1a ecuacion homogénea y existir, en cambio, oscilaciones forzadas,
por tenerla la ecuacién completa,

Por tanto, estas oscilaciones, aun cuando presentan muchas pro-
piedades comunes a las lineales, no coirciden con ellas; forman una
nueva clase de oscilaciones, que también obedece al principio de su-
perposicion.

Cuando el nfimero de raices de la ecuacion [21] utilizables, es de-
cir, pertenecientes al campo de convergencia de todas las transfor-
madas de Laplace L es finito, la [19] es equivalente a una ecuacién
diferencial lineal, v la ecuacién que resulta de completar la [197 sus-
tituyendo en el seguindo miembro cero por una funcién f (¢), es equi-
valente a una ecuacién diferencial completa, cuyo segundo miembro
no es f(¢), sino otra funcién F (7),, que se deduce de ella mediante
reglas conocidas. A [19] la hemos llamado ecuacién G-integral, por- .
que cuando las K no son funciones, sino que son distribuciones, -en-
tonces no son ecuaciones integrales ordinarias, sino ecuaciones’ in-
tegrales generalizadas.

Si en [197 se sustituye bajo el signo integral t — s por ¢t + s, la
parte integral ya no representa un efecto de retardo, sino un efecto
de adelanto; no se trata ya de un fendémeno hereditario, sino de un
fenomeno teleoldgico, porque es el futuro el que influye sobre la con-
figuracién actual del sistema en el presente. Este hecho no tiene
aplicacién en Fisica, porque es un supuesto ticito de la misma, la
independencia del presente respecto al futuro; pero, sin embargo,
fenémenos de esta naturaleza pueden presentarse en Economia y So-
ciologia, en que afectan a individuos que actan siguiendo una fina-
lidad, que siguen un comportamiento teleolégico, va sea de maﬁera
inconsciente como los animales, o segfin un libre albedrio como los
hombres En las ciencias histéricas, esta clase de ecuaciones integro-
diferenciales se amoldan a las ideas filoséficas expuestas por Dilthey ;
¢s como si el futuro influyese sobre el presente, de modo que en cada
instante el sistema se olvidase del pasado y evolucionase en perse-
cucién de un fin, ‘ ‘

Las [19] admiten miltiples y muy variadas generalizaciones, como
son el cambio de los limites de la integral por otras constantes, dis-
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tintas de infinito y cero; el paso a los sistemas, incluso de infinitas
ecuaciones, siendo particularmente interesante el caso particular de
cadenas recurrentes, bien sean finitas o infinitas; de ecuaciones in-
tegrales multiples, en cuyo caso hay que utilizar las transformadas
de Laplace de varias variables; las ecuaciones integrodiferenciales en
derivadas parciales, las cuales surgen o de agregar un término correc-
tivo a las ecuaciones en derivadas parciales clasicas, expresivo de
la accién de la herencia sobre la evolucidén temporal del sistema, o de
agregar un término correctivo expresivo de la accién perturbadora
que en un instante dado se ejerce en un punto del sistema por las
deformaciones sufridas en los restantes puntos del sistema. De for-
ma que en este ltimo caso no puede hablarse de herencia en el tiem-
po, en el sentido de una influencia de los estados ancestrales por los
que ha pasado el sistema sobre su configuracién en el preserte, sino
mas bien de una herencia en el espacio, de una especie de nccién a
distancia mediante la cual la configuracidén, que en una cierta regién
del espacio adopta el sistema, influye sobre la que adopta en cual-
quier otra parte; en una interaccidén entre elementos de un mismo
sistema, expresable por una funcién de las diferencias absolutas de
coordenadas. Y asi los problemas clasicos de la propagacién del ca-
lor y de la cuerda vibrante son susceptibles de estas generalizacio-
nes que dan origen a largos desarrollos matematicos.

Al hablar de las ecuaciones integrales, me viene a la memoria un
recuerdo que ne puedo dejar de mencionar, por si puede servir de
consejo a los estudiantes que me escuchan, consejo que me permito
por la {inica autoridad que sobre ellos me da el haber vivido mas,
porque vivir es una de las formas mis importantes de aprender. Cuan-
do se comienza el estudio de una nueva materia, es muy importante
acertar en la eleccién de un buen libro, que a la vez que ensefie con ri-
gor y profundidad, despierte en nosotros ese magnetismo irresistible
que nos arrastra dentro de la Ciencia en busca de nuevos problemas,
que constituye la vocacién de todo investigador. Como més o menos
diria Ortega, vivir es un constante decidir; cuando leo un libro he
decidido previamente no estar leyendo otro, y si para cada cual la
vida tiene las horas contadas, decidir bien es de radical importancia.
A mi, en particular, cuando empecé el estudio de las ecuaciones in-
tegrales, me cupo la suerte de decidir bien; escogi como mentor el
libro, por tantos conceptos magistral, del profesor Navarro Borras,
y desde que tomé aquella decisién se desperté en mi la vocacién hacia
ese importante campo de la investigacién -matematica.
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También en el analisis discreto, al igual que en el continuo, se
pueden expresar matematicamente los efectos hereditarios y teleolé-
gicos, pasando de las ecuaciones en diferencias finitas a las ecuacio-
nes sumatorias, que estin con aquéllas en la misma relaciéon que las
ecuiaciones integrales lo estin con las ecuaciones diferenciales, de las
que es un ejemplo la

=]
BT+ G By ot Gt D B3, =0 w22

=0

que es resoluble por la exponencial :
y, =17t {231

siendo # raiz de la ecuacidén trascendente:

1 .
a0+alr+...+anr"+g(w)=0 ’ [24}

P

que desempefla el mismo papel que la ecuacién caracteristica de las
ecuaciones en diferencias finitas lineales y de coeficientes constantes,
que es algebraica. La funcién g (») es la funcién generatriz correspon-
diente a la serie de las b, serie que puede ser divergente, basta con
que tenga funcién generatriz. El caso de ser la serie divergente es
para el anilisis discreto el homoélogo del caso de las distribuciones
(que no son funciones) para el analisis continuo. Es particularmente
interesante el caso en que el nimero de raices de la ecuacién [24] es
finito, porque entonces la ecuacién [22] es equivalente a una ecua-
cién en diferencias finitas, lineal, homogénea y de coeficientes cons-
tantes ; y la que resulta de completar a [22] mediante la sustitucién
del cero del segundo miembro por una funcién f(¢) es equivalente
a una ecuacién lineal completa, cuyo segundo miembro resulta de
sustituir f () por otra funcién F (¢) mediante reglas conocidas. Las
ecuaciones sumatorias obedecen al principio de superposicién y pue-
den darse en ellas efectos de resonancia, son generalizables en varias
direcciones: aumentando el nimero de variables independientes, por
el paso a sistemas que incluye como caso particular el de las cadenas
recurrentes finitas e infinitas. También como en el anilisis continuo
puede haber efecto teleolégico en vez de hereditario. Puede darse el
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caso de ecuaciones mixtas diferenciales y en diferencias finitas, o mix-
tas de integrales y sumatorias, todas ellas se caracterizan por el em-
pleo de un operador lienal L., cuyas funciones propias son las expo-
nenciales, de modo que: ‘ '

L g ePt = ePt L (p) {25]

en la que L () es una funcion.

Esta caracteristica comfin permite formular una axiomatica de
las teorias del equilibrio econémico y social, de modo que para el
primero en condiciones de competencia perfecta, cuando ningln su-
jeto econémico (productor, consumidor o intermediario) puede in-
fluir directamente en los precios, adopta la siguiente forma:

a) Los precios de todos los bienes, servicios y factores de pro-
duccion, que intervienen en el mercado, son funciones del tiempo,
tepresentables por integrales de Laplace.

b) Las ofertas y demandas son expresables ex-ante, mediante
funciones diferenciables (en el sentido de Stolz-Frechet) de los pre-
«cios, y de operadores lineales definidos en el espacio de los precios,
cuyas funciones propias son las exponenciales.

¢) Las demandas y ofertas, para cada bien, servicio o factor de
la produccién son iguales ex-post.

Dentro- de esta axiomitica se puede desarrollar la teoria de la
estabilidad del equilibrio y de los pequefios movimientos, que hemos
descrito antes, cuando solamente intervenian los operadores deriva-
cién y de diferencias finitas. De esta naturaleza son los operadores
definidos por los primeros miembros de [19] y [22], que hacen in-
tervenir los efectos de retardo, y de adelanto si se quiere, distribui-
dos de manera continua y discontinua, en el juego de la oferta y de
1a demanda.

Cuando en el mercado existen intermediarios, la descripcidn de
su mecanismo encaja dentro de la axiomatica anterior. Supuesto un
solo producto y # — 1 intermediarios entre productor y consumidor,
€l mercado se fracciona en » submercados que forman una particién
del mercado total, entendiendo la particién en el sentido de la teoria
de conjuntos, en cada uno de estos submercados existe un precio,
en general diferente, para el mismo producto, de modo que si hay
ausencia total de comunicacién entre los distintos submercados, las
ofertas vy demandas en cada uno de ellos son funciones ex-ante del
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precio en el mismo, y en los adyacentes anterior y posterior respec-
tivamente, y son iguales también ex-ante la demanda en un submer-
cado y la oferta en el siguiente e iguales ex-post la oferta y la de-
manda en el mismo submercado. Asi es que si numeramos desde
1 hasta #, al productor, al primer intermediario, y asi sucesivamente
hasta el # — 1 intermediario, y el consumidor, éste tiltimo sélo in-
terviene en el enésimo submercado como comprador, mientras que
el productor solamente interviene en el primer submercado como ven-
dedor, y el emésimo intermediario en los submercados m y m + 1
como comprador y vendedor respectivamente. Si lamamos pm, S, ¥
D, al precio, la oferta y la demanda en elsubmercado emésimo, ex-
ante se dan las relaciones:

S, =£ (L p); Dl=f2(L2.P1;L’2p2)=Sz;...; ,
D”_,l = f" & —1 Pn—l’ le—l 2 =S,; Dn = fn+1 (L, 2,) [26]

y ex-post se cumplen las igualdades:
fo=t, = =t (271

en las que los L son operadores de la naturaleza antes descrita.

La axiomatica anterior solamente ofrece una visién parcial del
comportamiento econ6mico como vamos a intentar explicar ahora.
Se habla muy frecuentemente de estabilidad del equilibrio a lo Walras
y a lo Marshall, como actitudes fenomenoldgicas distintas, que en
el planteamiento matematico conducen a ecuaciones distintas y como
es natural a resultados también distintos. Esquematicamente el mo-
delo de Walras se basa en que si el precio de un producto es dema-
siado bajo, la demanda excede a la oferta y el precio tiende al equi-
librio, que matematicamente se expresa diciendo que oferta S y de-
manda D son funciones del precio p, ligadas por la ecuacidén diferen-
cial:

dp
dt

=—A[S(M—D @] [28]

en la que X es una constante que representa la velocidad de reaccidn
del precio ante un déficit de la oferta con respecto a la demanda.
Por el contrario, el modelo de Marshall esquematicamente se basa
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en que si la cantidad ofrecida por la venta es demasiado pequefia, los
compradores ofrecen precios mas altos, de los que los vendedores
esperaban, por lo que la oferta aumenta, y tiende hacia el equilibrio,
que mateméticamente se expresa diciendo que los precios ofrecidos
por los compradores ¢ y los esperados por los vendedores p, son fun-
ciones de la cantidad de producto X ofrecida, ligados por la ecua-
cion diferencial:

T = AP — (XN [29F

en la que X es una constante, que representa la velocidad de reacciéon
de la cantidad ofrecida-ante una inferioridad del precio ofrecido por
los vendedores respecto al precio esperado por los compradores. A
primera vista parece que existe una disimetria entre oferta y deman-
da en el modelo de Marshall, jugando la primera un papel privilegia~
do, mientras que en el modelo de Walras existe simetria entre oferta
y demanda; entonces cabria la posibilidad de un tercer modelo tam-
bién disimétrico entre oferta y demanda, en el que la demanda jugase:
el papel privilegiado, lo enunciariamos diciendo que si la cantidad
demandada para la compra es demasiado grande, los vendedores pi-
den precios mas altos de los que los compradores esperaban, por lo
que la demanda disminuye y tiende hacia el equilibrio, que matema-
ticamente se expresa diciendo que los precios ofrecidos por los com-
pradores ¢ y los esperados por los vendedores p, son funciones de
la cantidad de producto Y demandada, ligados por la ecuacion dife-
rencial que resulta de sustituir X por Y en la {29] y en la que 1 es
una constante que representa la velocidad de reaccién de la cantidad
demandada, ante una superioridad del precio ofrecido por los com-
pradores respecto al precio esperado por los vendedores. Obsérvese
que mientras las diferencia en el planteamiento matematico entre los:
modelos de Walras y de Marshall es grande, dando cabida a la posi-
bilidad de tener que juzgar como estable, un mismo equilibrio de
mercado en uno de los modelos.y como inestable en el otro, por el
contrario la diferencia entre el modelo de Walras y el que hemos lla-
mado tercer modelo, radica tinicamente en un analisis de las motiva~
ciones del mercado, en el supuesto psicolégico de asignar bien sea
a la cantidad ofrecida o a la demandada el factor determinante del
comportamiento del mercado. El tercer modelo no ha sido sefialado,.
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seguramente, porque como casi todas las escuelas econémicas han
florecido principalmente en paises superdesarrollados en los que la
industria es mucho mis importante que la agricultura ; en el mercado
de productos industriales (frigorificos, automéviles, etc.) la oferta
estiy fuertemente centralizada y planificada, mientras que la demanda
es multitudinaria, amorfa y bastante desordenada, por lo que la aten-
<ién de los tedricos ha sido atraida mis hacia la cantidad ofrecida
que hacia la demandada. Por el contario, en el mercado de los pro-
ductos agricolas (naramjas, cereales, remolacha azucarera, etc.) su-
cede al revés, es la demanda la que estd concentrada en pocas manos,
la que es intencionada y planificada, mientras que la oferta, que co-
rresponde a los agricultores, es por lo general dispersa y fuerte-
mente individualizada, es pues en los problemas de la economia agra-
ria y no en los de la industrial, en los que la atencidn del tedrico es
atraida hacia la cantidad demandada en vez de hacia la cantidad ofre-
cida. ‘

" Deciamos que la diferencia entre el modelo de Walras y el terce-
ro es sbélo aparente, porque no se basa en el mecanismo de actuacién,
que es lo econdmicamente observable, ni en su planteamiento mate-
matico, sino solamente en su descripcién lingiiistica, en un anilisis
de la psicologia del comportamiento de los compradores y vendedo-
res. El tercer modelo es reductible al de Marshall, y no supone no-
vedad respecto al mismo, al menos desde el punto de vista econd-
mico; juzgamos preferible sustituir en la descripcién de Marshall
las cantidades ofrecidas, por las ventas, que son iguales a las com-
pras, de este modo se pueden considerar como duvales las dos maneras
de razonar a lo Walras y a lo Marshall, la segunda resulta en defini-
tiva de cambiar los ejes de coordenadas, de permutar entre si absci-
sas vy ordenadas en las curvas familiares de la oferta y la demanda,
de modo que mientras para la escuela de Walras, las abscisas son
los precios y las ordenadas son respectivamente las cantidades ofre-
cidas y demandadas, para la escuela de Marshall se cambiarian dichas
curvas por las de los precios de vendedores y compradores, siendo
las abscisas las ventas (o las compras) y las ordenadas los precios de
los vendedores y de los compradores. En el equilibrio tanto para una
como para otra escuela, se hacen iguales las demandas (compras) y
las ofertas (ventas), asi como los precios de vendedores y compra-
dores (precio de equilibrio, que es el efectivo). Dada una represen-
tacién particular cualquiera de las curvas familiares de la oferta y la
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demanda, se obtiene mediante reglas conocidas de la Geometria Ana-
litica, las homdlogas curvas marshallianas. Nos hemos permitido mo-
dificar 1a letra en la formulacién de la manera de pensar de Marshall,
porque creemos que se conserva el espiritu y se rompe asi la aparen-
te disimetria entre oferta y demanda, al mismo tiempo que se resalta
la existencia de un principio de dualidad en Economia. Pero insisti-
mos, en que ambas formas duales de razonar, no conducen a un mis-
mo resultado, no interpretan una misma realidad econémica, sino
dos realidades distintas, con resultados concretos distintos.

En resumen, la posicidén walrasiana considera tres series de varia-
bles econdmicas, que son: las ofertas, las demandas y los precios;
la posicion marshalliana considera tres series de variables econdmi-
cas, que son: las ventas, que son iguales a las compras, los precios
que estan dispuestos a aceptar los vendedores y los precios que estin
dispuestos a pagar los compradores. Esto en cuanto al nimero de va-
riables econdmicas, pero en cuanto a las relaciones que las ligan entre
si, en la posicién walrasiana se admite que las ofertas y demandas
son expresables ex-ante en funcidén de los precios, y que ambas se
hacen iguales ex-post; en la posiciéon marshalliana se admite que los
precios de vendedores y compradores son expresables ex-ante en fun-
cién de las ventas (iguales a las compras) y que dichos precios se
hacen iguales ex-post.

Es claro que la axiomatica que enunciamos anteriormente, seguia
la linea de pensamiento walrasiano, pero que también se puede enun-
ciar una axiomAtica para la linea de pensamiento que sigue a Mar-
shall, cuya formulacién seria la siguiente:

a) Las ventas, iguales a las compras, de todos los bienes, servi-
cios y factores de produccién que intervienen en el mercado, son fun-
ciones del tiempo, representables por integrales de ILaplace.

b) Los precios que estin dispuestos a pagar los compradores, y
los precios que estin dispuestos a aceptar los vendedores, son ex-
presables ex-ante, mediante funciones diferenciables (en el sentido
de Stolz-Frechet) de las ventas, y de operadores lineales definidos
en el espacio de las ventas, cuyas funciones propias son las expo-
nenciales,

¢) Los precios de compradores y vendedores, para cada bien,
servicio o factor de la produccién, son iguales ex-post.

‘A mi me parece que estas dos axiométicas son solamente visio-
nes de un aspecto parcial del equilibrio econémico y de la dindmica
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econdémica ; son secciones trienedimensionales del universo econdmi-
co, que es cuadrienedimensional. Al decir que el universo econdémi-
co es cuadrienedimensional, queremos expresar el hecho de que a
nuestro juicio son cuatro las series de variables econémicas, que son:
las ofertas, las demandas, los precios de los vendedores y los precios
de los compradores. Existen 2 » relaciones funcionales ex-ante entre
dichas cuatro series de variables, que constituyen las ecuaciones de
estructura del mercado, y otras 2n relaciones ex-post, validas para
todos los mercados, que son las igualdades entre oferta y demanda
de un lado, y precios del vendedor y del comprador por otro, para
cada bien, servicio o factor de la produccién, a las cuales podemos
llamar ecuaciones universales, porque son validas para todo merca-
do en condiciones de competencia perfecta. Al igual que los espacios
de la Geometria y de la Fisica poseen sus propias ecuaciones de es-
tructura, que son variables de unos a otros, y los caracterizan e indi-
vidualizan, asimismo se comportan en la FEconomia las ecuaciones
de estructura de los mercados, variables de unos a otros, que los de-
finen y los distinguen entre si.

.La axiomatica cuadrienedimensional de la estitica y dinamica eco-
noémicas quedaria formulada de la siguiente manera:

a) Las cantidades demandadas y ofrecidas, de cada bien, servi-
cio o factor de la produccién, asi como los precios de los mismos
que estan dispuestos a pagar los compradores y a aceptar los ven-
dedores, son funciones del tiempo, representables por integrales de
Laplace. '

b) Existen 2# relaciones funcionales, diferenciables en el senti-
do de Stolz-Frechet, enunciables ex-ante, entre las 4 # variables eco-
némicas antedichas y operadores lineales definidos en dicho espacio
cuadrienedimensional, cuyas funciones propias son las exponenciales.

¢) Las ofertas y demandas, asi como los precios de vendedores
y compradores para cada bien, servicio o factor de la produccién,
son iguales ex-post.

A las relaciones funcionales ex-ante le llamamos ecuaciones de
estructura del mercado, v a las igualdades ex-post, ecuaciones uni-
versales.

Puede haber ex-ante mas de un valor numérico distinto para las
cantidades demandadas y ofrecidas, asi como para los precios ofre-
cidos y pedidos de una misma mercancia, incluido el trabajo, con
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tal de que concurran en el mercado mas de un comprador y de un ven-
dedor.

Dos de las infinitas maneras de reducir a tres series, las cuatro-
series de variables econdmicas, o lo que es lo mismo dos secciones.
trienedimensionales del universo cuadridimensional de la Economia,.
da origen a los panoramas parciales que del mundo econdémico ofre--
cen las concepciones de Walras y de Marshall.

Hasta ahora nos hemos ocupado exclusivameste de un enfoque-
estrictamente funcional de la estitica y dinimica econdmicas, pero-
también es posible, aunque mas dificil, concebirlas estocisticamente..
La ley de la oferta y la demanda, al igual que la ley de gravitaciom:
universal, el principio de la conservacién de la energia o las relacio-
nes de incertidumbre de la Mecanica Cuantica, son leyes de origen:
empirico ; los cientificos las han extraido de la experiencia, al obser-
var que los fendmenos naturales, en su comportamiento, se ajustan:
a las normas seflaladas por dichas leyes. Una vez extraidas de la
experiencia, se las despoja de su cardcter empirico primitivo, y pasan:
a constituir uno de los sillares sobre los que se asienta la Ciencia,
en su intento de estructuracién hipotético-deductiva al modo de la.
Geometria, que desde los griegos es el modelo inalcanzable de toda.
Ciencia Natural.

Sin duda alguna los hechos que a grandes rasgos explica la ley-
de la oferta y la demanda son ciertos, pero lo que no es del todo-
aceptable en el estado actual de la Ciencia, es la interpretacién fun--
cional que de la misma se hace, se pretende establecer un enlace ri--
gido, estrictamente determinista entre la oferta y la demanda de un:
lado, y el precio de otro, despreciando asi el caricter marcadamente-
aleatorio de los fendémenos econdmicos, y se utiliza la teoria de las.
ecuaciones diferenciales y de las ecuaciones integrales, como instru--
mento matematico de la Economia, las cuales pertenecen a las ma--
nifestaciones mis puras del determinismo cientifico.

Adoptando este punto de vista determinista, no existe ninguna di--
ficultad en definir como precio de equilibrio fijo, aquél para el que la.
oferta y la demanda se hacen iguales, el que corresponde al punto:
de interseccién de las ya familiares curvas de la oferta y la demanda,.
porque cualquier otro precio que se fije, no puede ser de equilbrio,.
es lo que traduce el hecho vulgar tan conocido e innegable, de que-
si la demanda es mayor que la oferta sube el precio, y en caso con--
trario, baja. '
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Que este hecho vulgar es dierto estd fuera de toda duda, enuncia-
do asi a grandes rasgos, sobradamente se ha experimentado en la
vida ordinaria, pero lo que no es licito hacer cientificamente es pa-
sar de este hecho, por muy general que sea, a la ley determinista de
1a oferta y la demanda, contradice las reglas de la inferencia estadis-
‘tica y de la logica de laboratorio. Es necesario introducir en la mis-
‘ma un elemento aleatorio, que falta en la concepcién clisica de la
Economia, y que estd mas de acuerdo con el indeterminismo econé-
‘mico, con la incertidumbre que gobierna la evolucién de los precios
'y mercados, y que este indeterminismo sea absoluto, y con ello que-
remos decir que no sea un indeterminismo aparente, resultado esta-
-distico global de la actuacién de variables ocultas, permaneciendo
-estas variables ocultas deterrr}ﬁnistas, cual sucede en la concepcion
-clasica de la mecanica estadistica (estadistica de Maxwell-Boltzmann),

“en la que el indeterminismo final aparece como resultado de la accién
acumulativa de causas muy numerosas y complejas, de tal modo que
-pequefias variaciones en las czondiciones iniciales producen grandes
variaciones en los resultados |finales, de acuerdo con la concepcién
-clasica de Poincaré sobre la probabilidad. En el caso de los fenéme-
nos econémicos, las variables ocultas serian la demanda individual
-de cada comprador v la oferta individual de cada vendedor ; pero no,
el indeterminismo econémico es anilogo al de la Mecdnica Cuéantica,
:al indeterminismo que viene implicito en las relaciones de incerti-
-dumbre de Heisenberg, que yace en el substrato de la naturaleza;
‘no existen en Economia tales|variables ocultas, sino que estin tam-
‘bién sujetas a incertidumbre, ni siquiera las demandas y ofertas indi-
-viduales son totalmente previsibles, sino que son también elementos
-aleatorios.

A cada precio no corresponde una oferta o una demanda globa-
Tes, que estén ligadas al precio por relacién de efecto o causa; la
ley de causalidad no rige del ?todo en Economia; al igual que en la
-nueva Fisica, subsiste una causalidad débil, lo que en Estadistica se
llama correlacidn, entre el preicio de un lado y la oferta de otro, que
s positiva, y entre el precio y la demanda que es negativa; esto es
'lo que debe de inferirse del hecho vulgar y cotidiano a que antes ha-
.clamos referencia. La expresién en términos probabilisticos de la ley
«de la oferta y de la demanda, se puede dar asi: existe una correlacion
-positiva entre el precio y la oferta, y una correlacién negativa entre
2l precio y la demanda. Las familiares curvas de la oferta y de la de-
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manda son los valores medios o esperanzas matematicas de la ofer-
ta y de la demanda, y las abscisas los precios.

En la concepcidn estocistica y dentro del supuesto de un universo
econoémico cuadrienedimensional, la axiomatica requiere dos axiomas,
uno de estructura y otro universal, el primero propio de cada mer-
cado en condiciones de competencia perfecta. Estos axiomas serian
los siguientes:

a) Existe una distribucion de probabilidad de las variables alea-
torias que son las ofertas, demandas, precios de los vendedores y pre-
cios de los compradores, para cada bien, factor de la produccién o
servicio, enunciable ex-ante en cada mercado (axioma de estructura).

b) Las demandas y las ofertas, para cada bien, servicio o factor
de la produccidén, y también los precios de los vendedores y de los
compradores, se hacen iguales ex-post (axioma universal). También
es valido aqui lo dicho en el caso determinista respecto a la posible
existencia de mas de un solo valor ex-ante para las cuatro variables
econdmicas correspondientes a una misma mercancia.

De modo que en el caso de un solo producto, si f(#, v, 2, v) es
la distribucién de frecuencia de las cuatro variables aleatorias deman-
da, oferta, precio del comprador y precio del vendedor, conocida ex-
ante, como consecuencia de las igualdades que se cumplen ex-post
entre demanda y oferta de un lado, y entre precios de vendedores y
compradores, se deduce de ella la distribucién de frecuencia biva-
riante :

f& %, 5 2

[ f fr,x,2,2)dxdz
e T

de las dos variables aleatorias ventas (iguales a compras) y precio
de equilibrio, de modo que estas dos magnitudes econdémicas no soun
ciertas, sino aleatorias.

303

Tanto en la concepcién funcional como en la estocistica, hemos
admitido la estacionariedad del mercado, que se traduce matemitica-
mente por el hecho de no figurar el tiempo explicitamente en las rela-
ciones funcionales ex-ante o en la distribucién de probabilidad ex-
ante.

I.a Matematica Financiera se halla intimamente ligada a la Eco-
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nomia ; en un principio se limité a ser un calculo comercial estricto,
-pero hoy ha ampliado su horizonte a través de sus mdltiples e intere-
-santes aplicaciones al cilculo econdmico, concretamente a la elabo-
tacién y ejecucién de los criterios de seleccién de las inversiones,
problema de gran actualidad, por ser basico en el establecimiento de
-politicas financieras y econdmicas racionales u 6ptimas. Al nacimien-
to del calculo comercial estd ligado el nacimiento del algebra, que se
remonta al matematico irabe Mohammed Ibn Musa (muerto hacia
el 850), mis conocido por el sobrenombre de Al-Khowarizmi, autor
del libro titulado «al-jebr w’almuquabala», de donde deriva nuestro
nombre de algebra. Este libro, aunque escrito sin simbolos ni abre-
viaturas, expresando todas las operaciones a efectuar mediante pa-
Tabras, contiene nuevas reglas algebraicas importantes; estaba espe-
cialmente dedicado a los ejecutores testamentarios, comerciantes, ban-
queros y agrimensores. Asi como los problemas propios de los juegos
de azar desempefiaron un papel importante en ¢l nacimiento del Calcu-
1o de Probabilidades, concretamente los problemas de repartimientos,
consistentes en que cuando el juego tenia que interrumpirse, los ju-
gadores debian de repartirse el dinero, equitativamente con arreglo
a sus posibilidades de ganar, si el juego no se hubiese interrumpido ;
pues, asimismo, los problemas relativos a las herencias, a veces muy
dificiles de resolver para el no matemitico, desempefiaron un papel
importante en el nacimiento del Algebra. La resolucién de estos pro-
blemas era desconocida para los sutiles juristas romanos.

Al hablar de los primeros problemas de matematica comercial, no
podemos dejar de evocar el nombre de Fibonacci, a quien debemos
los occidentales el conocimiento del dlgebra y del sistema aritmético
hindd, por su libro «Abbacusy, escrito hacia 1200, porque si hay ma-
nuscritos anteriores a esa fecha son debidos a arabes y judios espa-
ficles, v no pertenecen al mundo cristiano. Aun cuando Fibonacci
rechazaba las raices negativas, dio un paso muy importante, al inter-
pretar un nfmero negativo en un problema comercial, como pérdida
de dinero en vez de ganancia. Nos llevaria muy lejos de nuestro tema
analizar dos de las contribuciones méis importantes de Fibonacci,
como son su célebre sucesidn, impregnada de espiritu mistico, y su
identidad para la suma de dos cuadrados; hasta cinco siglos mas
tarde no aparecen identidades del mismo tipo como las de Euler para
la suma de cuatro cuadrados, y la de Degen para la suma de ocho
cuadrados. Las tres identidades de Fibonacci, Euler y Degen estan
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relacionadas con los ntimeros complejos, los cuaternios y el algebra
de Cayley de ocho unidades basicas, respectivamente. Esquemética-
mente podemos afirmar que la identidad de Fibonacci esta en el ori-
gen de la teoria de la composicién de las formas binarias cuadraticas
de Gauss, la cual es el precedente que llevé a Dedekind a la creacion
de los ideales, que dan una generalizacién inmediata de formas espe-
ciales de grado n con # variables. Es curioso sefialar que las obras
de Fibonacci no son menos notables por lo que no contienen que
por lo que contienen; en una época en que las ciencias matematicas
eran cultivadas para ser aplicadas a la magia y a la astrologia, no se
encuentran en sus obras ningtin indicio de ciencias ocultas.

También se debe a Fibonacei, al no poder resolver un problema
algebraico, el primer intento de buscar una prueba de imposibilidad,
tarea que no vuelve a repetirse en el Algebra hasta el siglo x1x.

El calculo financiero y comercial ha servido de siempre para un
gran despliegue de ingenio; dentro del campo de la mateméitica ele-
mental plantea problemas, algunos de una gran dificultad y belleza
se les ha encontrado soluciones realmente elegantes, Comprende tres
partes fundamentales, que son: la teoria de la capitalizacién y del in-
terés, la teoria de las rentas, y la teoria de la amortizacién. En un
principio solamente la capitalizacién simple para plazos de tiempos
cortos, y la capitalizaciéon compuesta, para plazos largos, tenian in-
terés; pero con la aparicién de la inestabilidad econémica, la infla-
cién, la disminucién del poder adquisitivo del dinero y otros fenéme-
nos econdmicos, han adquirido interés otros procesos de capitaliza-
cién mas complejos, que antiguamente hubieran parecido meras elu-
cubraciones teéricas, desprovistas de significado practico. Las diver-
sas clases de rentas, de términos constantes y variables, anticipadas,
inmediatas y diferidas, con toda su secuela de problema de fraccio-
namiento y conversién de rentas, aun permaneciendo dentro del cam-
po de la matemdtica elemental, son complicados. La teoria de la amor-
tizaciéon comprende dos partes, la relativa a los préstamos indivisi-
bles, y la de los préstamos divididos en titulos o empréstitos. Las
posibilidades de concepcién de planes de amortizacién distintos para
un préstamo son casi ilimitadas, y la casuistica que se encuentra en
la prictica es enorme; en el caso de los empréstitos depende del
desembolso que deben de hacer los suscriptores, los intereses que
percibe la obligacién, el plazo y la forma de reembolso, etc. La teo-
ria se complica cuando se tiene en cuenta la influencia que ejercen

39-



los impuestos en la modificacién de los tantos de interés efectivos
para prestamistas y prestatarios, v los problemas que nacen por cau-
sas juridicas, tales como los relativos al cilculo de usufructos y nudas
propiedades. '

Un problema interesante es el de la teoria general de los emprés-
titos con obligaciones reembolsables a precios variables, con los in-
tereses anticipados total o parcialmente, y privadas o no de los inte-
reses correspondientes al aflo en que se amortizan; y también la
teoria general de los empréstitos de rendimiento constante, de los
que es un caso particular el conocido modelo de Lenzi, todo lo cual
se resuelve por medio de la matemdtica elemental, pero con mucho
ingenio.

Como cierre del cilculo mercantil cldsico se halla la teoria gene-
ral de los regimenes de capitalizacién continua escindibles y no es-
cindibles, de las rentas discretas y continuas, y de los diversos planes
de amortizacién discreta y continua en dichos regimenes generales,
La capitalizacién simple y compuesta son los prototipos de dos gran-
des clases de regimenes de capitalizacién que reciben respectivamen-
te los nombres de no escindibles y de escindibles. El nombre de es-
cindibles fue dado por Cantelli para aquellos que gozan de la pro-
piedad de que el monto de una peseta (esa misma peseta mis sus
intereses) en el intervalo de tiempo de ¢, a ¢,; M (¢, ¢,) goza de la
propiedad de que:

M (ty t,) = M (4, ) M (2, 1) (311

para cualquier terna de nfimeros ¢, ¢,, t,, dispuestos en orden cre-
ciente. A su vez tanto la capitalizacién simple como la compuesta
son estacionarias, es decir que el monto de una peseta depende sola-
mente de la duracién de la imposicidén, pero existen casos mas gene--
rales en que esta condicién no se da, como por ejemplo cuando el Es-
tado obliga a Institutos de Crédito a pagar intereses variables de.
afio en aflo, en cuyo caso para calcular el monto de una peseta no:
basta con conocer la duracién de la imposicién, sino que depende
también de la fecha en que se hizo la imposicion.

A la prictica comercial y financiera hay que agradecer que se man--
tuviera vivo el interés por las Matematicas durante la larga noche
medieval. Pero tampoco todo fue oscuro durante el medioevo, pues-
desde los afios veinte con el vigoroso renacer de la Légica, v la apa-
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ricién de las légicas modales y multivalentes, se despertd el interés
y con ello una nueva valoracién de lo que Bell ha llamado «el anali
sis submatematico», del que fueron campeones, entre otros: el arzo-
bispo Hildeberto, Abelardo, Guillermo de Champeaux (siglos x1 y
x11) y sobre todos Santo Tomas de Aquino (1227-1274). En 1936 Mi-
chalski descubrié que Guillermo de Occam (1270-1349) utiliz6 una
l6gica trivalente en lugar de la aristotélica.

La revisién de los fundamentos de la matemAtica financiera ha
de hacerse a la luz del dlgebra y la topologia, que son los dos aspec-
tos duales, antes complementarios que competitivos, con que se ofre-
ce la matemditica moderna a la mirada del cientifico. Un analisis a la.
vez muy profundo y sutil de las estructuras algebraicas ha sido hecho

por el profesor Ancochea en su discurso de ingreso en esta Aca-
demia.

Como ejemplos de métodos matematicos modernos altamente efi-
cientes en la investigacién de la matematica financiera, figuran los
procesos estocasticos y las distribuciones, que como es sabido som
uno de los tltimos objetos mateméticos. La amortizacién de una
sola obligacién y también Ja de un lote de obligaciones, son procesos
estocasticos markovianos, porque son sin memoria (no hereditarios);
en ellos el conocimiento del pasado no aporta ninguna informacién
para la prediccién del porvenir, pero como cadenas no son markovia-
nas, porque no son homogéneas en el tiempo. Estudiadas estas pro-
balidades en cadena mediante el empleo de las matrices, permiten re-
solver toda clase de problemas sobre usufructos y nudas propiedades
no solamente de las obligaciones atn vivientes, sino también de las
ya amortizadas, mediante la inversién en el tiempo del proceso esto-
castico. Se encuentra en el curso de estas investigaciones, que en la
determinacién del tanto de interés efectivo del obligacionista surge unm
interesante algoritmo, que es el de la media aritmética de variables
aleatorias en nfimero aleatorio.

Ttalia ha contado siempre con una escuela floreciente de matema-
ticos financieros, cuyo origen se remonta a la Edad Media, de la
que destacan en nuestro tiempo, entre otros, los nombres de Cante-
i, Lenzi, Sibirani, Insolera, Finetti, quienes han contribuido no so-
lamente a dar rigor a los fundamentos cientificos, sino también a la
creaciéon de un lenguaje elegante. Pero como los tantos de interés
v de descuento son distribuciones en vez de funciones, como el prin-
cipio genético del rédito en su forma mas general viene expresado
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por una ecuacién entre distribuciones, nos parece que una construc-
cién rigurosa y axiomatica de la MatemAtica financiera requiere el
empleo de la teoria de las distribuciones. Esquematicamente, el pro-
blema de la amortizacién consiste en que el acreedor presta el capital
C, en el instante ¢, y pacta con el deudor su amortizacién mediante
n cuotas «, ..., , en los instantes ¢,, ..., t,; dos modalidades de
pacto son posibles: a) la amortizacién progresiva, b) la igualdad de
Tos valores de C v de las o« en un instante cualquiera T. Ahora bien,
si el régimen de capitalizacién es escindible rige el principio de la
equivalencia financiera, en virtud del cual el resultado del segundo
método es independiente del valor particular de T (resultado «a prio-
1in) v se.demuestra que es el mismo que se obtiene mediante el em-
pleo del primer método (resultado «a posteriorin). Si por el contrario
el régimen de capitalizacion no es escindible (caso de la capitalizacion
simple, por ejemplo) entonces los resultados de ambos métodos son
distintos ; el del primero es tnico, y el del segundo tiene, a su vez,
una solucién distinta para cada valor particular de T, existe pues una
infinidad de soluciones distintas dotada de la potencia del continuo.

Algunos autores como Sibirani, por ejemplo, utilizan tres méto-
dos y los colocan en un plano de igualdad, pero de estos tres uno es
el progresivo, y los otros dos son dos casos particulares del segundo
método antes descrito, que es mis general ya que como acabamos
de decir tiene infinitas soluciones, Incluso si la funcién de descuento
1o es la conjugada de la funcién de capitalizacidn, es posible un ter-
cer criterio de amortizaciéon que pudiéramos llamar regresivo por ser
€l dual del progresivo. Se demuestra la posibilidad de reducir toda
amortizacién discreta con los intereses vencidos o anticipados total
o parcialmente, a la amortizacién ordinaria en capitalizacién com-
puesta de tanto variable. Anilogamente, para la amortizacion conti-
nua se demuestra que se pueden reducir todos los casos al de una
«capitalizacion escindible.

Mediante la teoria de las distribuciones se puede construir una
teorla unitaria de la amortizacién que englobe dentro de si la amor-
tizacion discreta y continua, que muestra analogias muy fuertes con
el Calculo de Probabilidades, pudiendo darse Ios cuatro casos que
resultan de considerar la amortizacién continua o discreta, y el régi-
men de capitalizacién continuo o discreto, de los cuales el de la amor-
tizacién continua en régimen de capitalizacién discreto creemos que
no habia sido tenido en cuenta atn por Ia Matematica financiera.
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Y ya fuera de los limites de la MatemAitica financiera, como con-
secuencia de sus problemas, surgen ecuaciones G-diferenciales linea-
les, cuyos coeficientes son distribuciones, las cuales son G-limites (en
el sentido de las G-Topologias) de ecuaciones diferenciales lineales,
v las soluciones de las primeras son O-limites (en el sentido de la 0-
Topologia u ordinaria) de las funciones soluciones de las dltimas;
se llega, pues, a funciones a través de distribuciones. Se demuestra
que las ecuaciones en diferencias finitas de coeficientes variables son
G-limites de ecuaciones diferenciales lineales, siendo las soluciones
de las primeras 0O-limites de las soluciones de las {iltimas. Es induda-
ble que a través de las distribuciones, precisamente de las distribu-
ciones que pudiéramos llamar analiticas que son quizis las tnicas
que forman un espacio métrico dotado de la topologia de la métrica,
se opera una fusién del continuo y del discontinuo.

El espacio de las leyes financieras es el espacio producto de los
espacios de las funciones de descuento y de capitalizacién. Este flti-
mo es a su vez el espacio de las funciones exponenciales cuyos ex-
ponentes pertenecen al espacio producto del conjunto de los nfume-
ros reales positivos y del espacio de las funciones de distribucién del
calculo de probabilidades. E! espacio de las funciones de descuento
es el espacio producto del conjunto de los némeros reales negativos
por el espacio de las funciones de distribucién del cdlculo de proba-
bilidades. De las definiciones de uno y otro se sigue que son espacios
-tdpolégicos homeomorfos para el homeomorfismo que consiste en
tomar la inversa y permutar dos variables; a las funciones de capita-
lizacién y de descuento homoélogas en este homeomorfismo las Hama-
mos conjugadas.

Es claro entonces, que el espacio de los tantos del interés es el
producto del conjunto de los nlimeros reales positivos por el espacio
de las distribuciones de frecuencia del calculo de probabilidades, y el
espacio de los tantos de descuento es el espacio producto del conjun-
to de los nfimeros reales negativos por el espacio de las distribucio-
nes de frecuencia del cilculo de probabilidades.

Pero es interesante que también se puede definir el espacio de las
funciones de capitalizacién como la suma de la unidad y del producto
de un ntimero real positivo por una funcién de distribucién del calcu-
lo de probabilidades. Si se compara esta definicién con la anterior
se observa, que ésta nace de generalizar la capitalizacién simple,
mientras que la anterior nace de generalizar la capitalizacién com-
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puesta, también pone de relieve la existencia de un homeomorfismo,
que pudiéramos Hlamar financiero, interno al espacio topolégico de
las funciones de capitalizacién.

Se pueden definir seis operaciones fundamentales sobre las leyes
financieras, que son la adicién y la multiplicacién ordinarias y redu-
cidas, el producto financiero y la suma financiera, de las cuales hasta
ahora solamente ha sido utilizada la del producto financiero.

La multiplicacién y la suma ordinaria, como sus nombres indi-
can, tienen por funcién de capitalizacién el producto y la suma ordi-
naria de funciones de capitalizacién. La multiplicacién y la adicidn
reducidas, se definen mediante las férmulas:

L=14 (L, —1..(L,—1; L=L +L+.+L —n+1l [32]

Las funciones de capitalizacién son para las cuatro operaciones
anteriores un semigrupo conmutativo, en el que es valida la regla
de simplificacién, pero solamente hay elemento neutro en el caso
de la multiplicacién ordinaria y de la adicién reducida, que es la uni-
dad (tanto del interés nulo). Por tanto, solamente respecto a estas
dos dltimas operaciones, pueden construirse espacios aleatoriales a
partir de las funciones de capitalizacién.

De estas cuatro operaciones tienen una clara interpretacién finan-
ciera la adicién ordinaria, gue corresponde al monto de n pesetas,
impuesta cada una durante el mismo intervalo de tiempo, en regime-
nes de capitalizacién distintos. La generalizacién de las operaciones
anteriores y la profundizacién en su estudio lleva al empleo de suce-
siones hiortogonales en el espacio de Hilbert, que generalizan en éI
los triedros suplementarios del espacio euclideo ordinario.

El producto financiero corsiste en la aplicacién en intervalos su-
cesivos de tiempo, de distintos regimenes de capitalizacidén, y apli-
cado de manera continua e infinitesimal engendra un régimen de ca-
pitalizacion estacionario (dependiente solamente de la duracién de la
imposicién) y cuando el régimen de capitalizacién generador del pro-
ducto financiero es estacionario se obtiene el conocido teorema de
que engendra la capitalizacién compuesta. La suma financiera con-
siste en efectuar la operacidén anterior solamente para los intereses,
y también cuando se aplica de manera infinitesimal y continua engen-
dra un régimen de capitalizacién estacionario, y cuando el régimen
de capitalizacién generador de la suma financiera es estacionario, se
engendra la capitalizacién simp'e.
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Las anteriores operaciones, convenientemente modificadas, son ex-
tensibles a las funciones de descuento. Dos fendémenos econdémicos,
que son equivalentes a la modificacién del tanto del interés, son lz
lusién monetarig sefialada por Fisher y lo que pudiéramos llamar
lusién demografico-financiera, que consiste en la falsa creencia de
.que una empresa estd haciendo producir el capital, cuando en reali-
dad lo estd consumiendo, debido a la disminucién del poder adquisi-
tivo del dinero con el tiempo, v la segunda en la falsa creencia de
que el Estado estd desarrollando econémicamente al pails, cuando en
realidad estd destruyendo la riqueza, debido a la simultaneidad de la
disminucién del poder adquisitive del dinero y del aumento de la po-
blacién con el tiempo. Cuando se da este fenémeno se puede decir
que el Estado practica una politica econémica malthusiana, dando a
este adjetivo un sentido distinto del que le dan otros economistas,
cuando con ello se refieren al hecho de que un monopolio mantenga
la produccién por debajo de sus posibilidades, con objeto de aumen-
tar sus beneficios, o cuando, como ha sucedido con el café, se destru-
ye parte de la produccién para evitar la caida de los precios. El tra-
tamiento matemitico de estos fenémenos lleva a una modificacién
del tanto del interés en el clculo del «good-willy de las inversiones,
cuando se practica una politica econémica de rentabilidad, y en el
calculo del tiempo de recuperacién (pay-out») cuando se practica una
politica de liquidez, ello independientemente de que se utilicen uni-
dades monetarias como en la economia capitalista o «trabajo conge-
lado» como en la economia soviética, en cuyo caso el homélogo del
«pay-outy es el «srok okupamoestin de los economistas rusos.

Al igual que se pueden definir las operaciones con variables alea-
torias a partir de las operaciones con variables ciertas, mediante la
funcién caracteristica, cuando se trata de capitales aleatorios, es pre-
ciso un postulado de equivalencia financiera, que utilice la funcién
caracteristica. Si C es un capital aleatorio disponible en el tiempo ¢,
v si £ es un capital aleatorio disponible en el tiempo aleatorio =, sien-
do M (v, ) y A (¢, m) las funciones de capitalizacién y de descuento,
v f (¢, v) la distribucidén de frecuencia de ¢ en el tiempo =, la funcién
<aracteristica de C es la ¢ (g, ¢) definida por: '

¢(2,t)=f aé [f‘?-”EM‘”'”f(S,n)dn+fe““”"’”f(&n)dn]>[33]
0 12

—
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de la que por un cilculo, no dificil, se deduce que el valor medio de
C tnicamente es proporcional al valor medio de £, cuando  es una
variable aleatoria independiente del tiempo aleatorio 4.

ILlevada a estas alturas la matematica financiera, creemos que
deja de ser valido el juicio emitido por Bell en su «Historia de las
Matematicasy cuando dice: «... la inundacién de aritméticas comer-
ciales que han salido de las imprentas de todo el mundo a partir del
siglo xv... no han aportado nada importante al desarrollo de las ma-
temAticasy.

Hay que distinguir entre amortizacién econdémica y amortizacién
contable, la primera es un sustitutivo del lenguaje de la actualizacién
en el cilculo de inversiones, mientras que la segunda estd dirigida a
aumentar los beneficios de la empresa, disminuyendo los impuestos
que la gravan mediante una. contabilidad éptima que aproveche al
maximo los recursos que permiten las leyes fiscales vigentes. No se
trata de burlar los impuestos, 'sino de que en algunos paises sus leyes
fiscales, con objeto de estimular una determinada politica econémica
o financiera, autorizan diversos métodos de amortizaciéon contable:
lineal, uniformemente progresiva y exponencial en el caso de los Es-
tados Unidos, y segtin se utilice uno u otro de dichos métodos, se
obtienen valores distintos para los impuestos que ha de satisfacer la
empresa, lo que cambia sus beneficios. Los diversos métodos segui-
dos encajan dentro de un caso general de programacién lineal muy
particular.

La Matematica Actuarial esta intimamente ligada con la Finan-
ciera; hay fuertes analogias, por ejemplo, entre el montante demo-
grafico-financiero y el descuento vitalicio de un lado, y la teoria del
descuento de otro, entre la ley del envejecimiento uniforme para las
funciones biométricas gompertzianas y para los sistemas financieros
unificables, etc.; en paralelo a la teoria unitaria de la amortizaciéon
de que antes hablamos, se puede desarrollar una teoria unitaria del
seguro que unifica los seguros discretos y el seguro continuo en
régimen de capitalizacién general, extendiendo la descomposicién
de la prima en prima de riesgo y de ahorro, a cualquier régimen
de capitalizacién, descomposicién homéloga a la que generaliza el
usufructo y la nuda propiedad en la teoria unitaria de la amortiza-
cién. Una de las posibles aplicaciones practicas es el calculo de la
péliza de un seguro libre de la ilusién monetaria. ‘ ‘

Aplicando l1a [33] a la teoria del seguro, se puede calcular la fun-
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cién caracteristica de la reserva de una poliza considerada como una
variable aleatoria, y mientras que para el valor medio se obtiene el
mismo resultado por el método prospectivo que por el retrospectivo,.
el resultado es distinto para el calculo de la funcién caracteristica.
Dei estudio de las rentas aleatorias, surge el de la adicién de varia-
bles aleatorias en ntimero aleatorio, cuando la ley de probabilidad
es variable que generaliza el caso en que la ley de probabilidad es
constante, que conduce a las transformaciones funcionales para las
funciones caracteristicas de la suma:

z log 5 (1
D p Lo = ¢( ) 2 Puon ® 34]
n=0

n=0

en las que p, y ¢ (¢) son las probabilidades y la funcién caracteristi-
ca del ntimero aleatorio de sumandos y las ¢ (£) las funciones carac-
teristicas de los sumandos aleatorios, constante para la de la derecha
y variables para la de la izquierda. Estas transformaciones funciona-
les se generalizan, cuando se sustituye el ntmero de sumandos por
una variable aleatoria positiva, en cuyo easo la primera [34] queda
la misma y la segunda se transforma en la

[1@eunds ' 1353
¢

su estudio puede conducir a muy largos desarrollos matematicos,
pues todas ellas son absolutamente convergentes, por ejemplo para
la [35] se demostraria tomando mdédulos, asi:

fo(t; 2] <1;

ff(xwa;x)dx\sf F® et 0 da| <
0 0
< f&Edr =1, . [367
J

El estudio puede efectuarse, bien sea considerando como nicleo
de la transformacion funcional la ¢ o la ¢, 0 1a f o las p, respectiva-
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mente. Sia la fraccién de la primera [34] se le suma s, o bajo el sig-
no de suma se introduce ™, o bajo el signo de la integral se intro-
duce €%, respectivamente, se obtiene entonces la funcidén caracte-
ristica de la distribucién conjunta de la suma y del ntmero de suman-
dos. A la operacién definida por la [35] se le puede Hlamar integra-
cién de una variable aleatoria en un intervalo aleatorio.

Se observa que las ecuaciones en diferencias finitas desempefian
un papel muy importante tanto en las Mateméticas financiera y ac-
tuarial, como en la Economia matematica, pero no solamente las
ordinarias, sino también las que tienen lugar entre operadores. Dada
una ley de composicién externa en un conjunto E, para un conjunto
de operadores Q que forman un semigrupo, se puede definir una ecua-
cién en, diferencias finitas dada por

veE LeQ; ¥, =L, x¥, [87]
cuya solucién es:

Yy =1, w9 =(L,_ - L)y, [38]

Si Q es un espacio de limites de Frechet, un espacio .£* con la
notacién de Kuratowski, se pueden estudiar las propiedades asinto-
ticas de las ecuaciones en diferencias finitas operacionales [35], basta
pues con que el espacio Q sea pseudotopoldgico. Para que sea posi-
ble el paso directo de las ecuaciones en diferencias finitas a ecuacio-
nes diferenciales operacionales, se requiere ya una topologia, porque
han de estar definidos el logaritmo y la exponencial de operadores,
y la integral.

Tres tipos importantes de ecuaciones en diferencias finitas son
los siguientes:

Lad ) =ay@ +0@; Lav®=v(A)o@;
log ?, (t1’ s B) log ¢, (t1’ cees B)

1 ]

D*¢(t1’ ..‘,tn)=1p ( ) (po (tl,..,, tn)
£39]

La primera corresponde a las ecuaciones en diferencias finitas or-
dinarias, las a son nfimeros reales'y las ¢ (&) y ¢ (#) funciones rea-
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les de variable real. Los operadores forman un grupo conmutativo
y se puede definir un espacio aleatorial de 1.* especie.

En la segunda [39] las A representan matrices y las ¢ (t) v ¢ (£)
funciones caracteristicas de variables aleatorias enedimensionales.

Por ¢ (5 representamos simboélicamente la funcién de » variables
& (¢, ..., ). Sirven para describir los saldos en el movimiento alea-
torio de una cuenta corriente, son el instrumento matematico de la
teoria de las rentas aleatorias.

En la tercera [39] las ¢ y las ¢ son funciones caracteristicas de
variables aleatorias enedimensionales. Tanto en este caso como en
el anterior los operadores forman un semigrupo no conmutativo con
elemento neutro y para el que es valido la regla de simplificacién tan-
to a la derecha como a la izquierda. Se pueden construir espacios
aleatoriales de 2.* especie, pero no de 1.*; en el dltimo caso incluso
hay que modificar el semigrupo de los aleatores. La tltima [89] sirve
para describir la evolucidn aleatoria en el tiempo de las castas en que
se halla dividida una sociedad humana. Se observa cémo las mate-
maticas de la Sociologia son mucho més dificiles que las de la Eco-
nomiu.

Los dos espacios de operadores L de las dos primeras [39] son
topolégicos, y existen para ellos ecuaciones diferenciales en corres-
pondencia con las ecuaciones en diferencias finitas, las primeras son
ordinarias y las segundas operacionales. El espacio L de las lti-
mas [39] es pseudotopoldgico, no se pueden definir en él ecuaciones
diferenciales, por método directo, sino indirectamente.

- Weil y Bush han estudiado las reglas de matrimonio y la estruc-
tura social de varias sociedades salvajes y primitivas, mediante el
empleo del caleulo matricial y de las ecuaciones en diferencias finitas
ordinarias, lo que Ginicamente permite plantear y resolver problemas
de valores medios, mientras que las ecuaciones en diferencias finitas
operacionales para las funciones caracteristicas del tipo de las dos
filtimas [87] permiten plantear y resolver también problemas de dis-
persién y correlacién; a partir de ellas se obtienen para los momen-
tos de 4rdenes sucesivos ecuaciones en diferencias finitas ordinarias.

La supervivencia y mortalidad de un lote de cabezas, se comporta
de manera similar a la amortizacién de un lote de obligaciones, y la
feoria clasica se puede sustituir con ventaja por el empleo de cade-
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nas no markovianas como el que hemos descrito, para el caso de las
obligaciones, pero mas sencillas.

Las cadenas de Markov son muy ftiles en la programacién de
créditos, como muestra de lo cual damos un ejemplo esquematico:
supongamos una empresa que realiza sus ventas por campaflas y que
el crédito que concede lo es por un cierto ntmero de unidades de
tiempo, que vamos a llamar periodos; para fijar las ideas suponga-
mos »n periodos. Cada unidad monetaria de crédito puede encontrar-
se en los siguientes estados: haber sido devuelta al acreedor, encon-
trarse en poder de un cliente deudor en los periodos 1, 2, ..., #, o ser
incobrable al final de los » periodos, correspondiendo a dichos esta-
dos se define una matriz de probabilidades de transicién. Fijada una
tasa del interés se pueden calcular las pérdidas por el crédito conce-
dido, actualizando el valor de las devoluciones en los # periodos.
Siempre que a una cadena de Markov se asocia una matriz de ganan-
cias se transforma un problema puramente probabilistico en un pro-
blema econémico, definido por un vector de ganancias; los factores
de actualizacién transforman las series divergentes en convergentes,
pero incluso sin actualizar, si se sustituye el vector de ganancias por
un vector de ganancias medias se transforman series divergentes en
sumables con el criterio de Césaro. Toda esta clase de problemas
puede plantearse para cadenas no markovianas, pero entonces la so-
lucién es mas dificil, las férmulas finales mas complicadas, pero no
obstante se puede desarrollar una teoria de las cadenas no markovia-
nas absorbentes.

Orr y Miller en «Quaterly Economics Journaly han desarrollado
un modelo de mercado de capitales en relacién con la financiacién de
empresas, utilizando el problema de la ruina del jugador. Admiten la
existencia de un suelo y un techo para la caja da la empresa, de modo
que cuando se supera el techo, el empresario retira el exceso sobre
un nivel medio para invertirlo fuera de la empresa, y cuando alcanza
el suelo aporta la diferencia entre éste y el nivel medio, con fondos
procedentes de fuera de la empresa. Se puede generalizar el modelo
de Orr y Miller utilizando un modelo que generaliza a su vez el pro-
blema de la ruina del jugador, en el que se supone que dos jugadores
A y B; apuestan en un juego en el que A tiene las probabilida-
des p,, Py .., pa de ganar 1,2, ..., ¢ pesetas, y las probabilidades
Pos Poys - Py de no ganar ni perder, o de perder 1, ..., b, pesetas
respectivamente. El juego se termina cuando las reservas de A som
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inferiores a & pesetas o lds de B inferiores a a pesetas. Es curioso
que el planteamiento matemitico de este problema conduce a ecua-
ciones en diferencias finitas lineales y de coeficientes constartes, cuyor
segundo miembro es una delta de Kronecker. Son las homdlogas de
las ecuaciones diferenciales que describen las oscilaciones impulsivas:
en los circuitos eléctricos por parésitos, y en las conducciones de agua
por golpes de ariete, para las que la delta de Dirac juega el mismor
papel que para las anteriores, las deltas de Kronecker,

Los procesos estocdsticos son muy apropiados para describir las.
distribuciones de la renta y la dinimica de poblaciones, emigracio-
nes, movilidad social. Como caso curioso sefialaremos que surgem
variables aleatorias singulares de funcidén caracteristica no igual a la
unidad en el punto cero, que significa que tiene una probabilidad no-
nula de valer infinito, en el problema de Galton de la extincién de
un apellido y en el de extincién de una poblacién cuando la natalidad
es menor que la mortalidad. En el caso mas complicado de un pro-
ceso estocistico bidimensional de natalidad y mortalidad, si la pri-
mera supera a la segunda, ctiando el tiempo tiende a infinito, los ni-
meros de nacidos y de muertos tienen una probabilidad no nula de
ser infinitos, y la probabilidad complementaria, de seguir una distri-
bueidn de probabilidad finita, convergiendo en este fltimo caso el
ntmero de nacidos al de muertos. Estas variables aleatorias singu-
lares se comportan respecto a la convergencia de probabilidad de
manera distinta a las ordinarias, y mientras que se presentan en De-
mografia y Sociologia, no se presentan en Fisica.

Los procesos estocdsticos son también muy adecuados para des—
cribir cuantitativamente los hechos de la Medicina estadmtma, muy
relacionada con lo social.

Al hablar de Economia y Sociologia matematica no se debe omi-
tir los juegos de estrategia, las programaciones lineal y dinimica, el
analisis secuencial y en general la teoria de la decisién, pero nosotros.
vamos a incurrir en esta omisién, porque un estudio miuty profundo-
y detallado sobre los procesos de decisién ha sido hecho por el pro--
fesor Rios en su discurso de ingreso en esta Academla, estudio que-
ha prolongado en posteriores publicaciones. La teorfa de grafos, con
todo lo qué le es afin: organigramas, arboles, relaciones de domi-
nacién (expresadas por las llamadas matrices sociométricas), redes:
de comunicacidn, etc., son de aplicacién no ya sélo en Economia y
Sociologia, sino en actividades muy préximas, tales como son la or—
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ganizacién cientifica del trabajo y del trafico. Toda esta sutil trama
de simpatias, de influencias de unas personas sobre otras, de la co-
municacién humana y del anilisis jerarquico, que no son expresables
en la forma cuantitativa de la matematica tradicional, han encontra-
do su medio de expresién idéneo en esta nueva matemadtica de rela-
ciones que es la teoria de los grafos. En otras ocasiones nos hemos
ocupado de las fuertes interacciones eatre desarrollo matematico y
las formas sociales y politicas, ahora solamente sefialaremos que es
curioso que la teoria de grafos, tan importante para la organizacién
clentifica de la policia, no se fha desarrollado en el siglo x1x, en la
época célebre de las sociedades secretas y de las comnspiraciones ro-
ménticas, sino mucho mas tarde. Como ejemplo curioso dentro de
este campo, se puede citar el de la teoria mateméitica de las coalicio-
nes electorales, que permite definir en términos de la teoria de con-
juntos la figura del dictador y del derecho de veto, el voto acumula-
tivo, y dar una medida del poder electoral de un individuo o grupo
de individuos, como cociente entre el nimero de coaliciones en las
que es clave y el niimero total de coaliciones posibles. Por ser clave
€n una coalicién, se entiende que si el individuo o grupo de indivi-
-duos se retira de la coalicién, ésta deja de ser mayoritaria. Obsérvese
1a analogia entre la medida del poder electoral, que es debida a Shubik
y Shapley, y la definicién clisica de probabilidad de Laplace como
cociente entre el nfimero de casos favorables y el ntimero total de
:casos posibles.

Se encuentran ejemplos muy notables de aplicacién de los grafos
a.las Ciencias humanas en el libro del profesor Ballestero.

Los economistas utilizan cada vez con més frecuencia el anilisis
dimensional, pero no sé si para las dimensiones de las magnitudes
econdmicas se ha realizado una obra tan importante como la reali-
zada por el profesor Palacios para las magnitudes fisicas. Me parece
que el analisis dimensional en Economia no es solamiente una forma
elegante de hablar, sino que ya va siendo un instrumento eficaz gde
investigacién, mamixe después de la publicacion del libro de Jong
sobre esta materia. Por el contrario, me parece atin muy rudimenta-
rio el empleo del principio de la minima accién en Economia.

La teoria de la produccién y el andlisis marginalista tienen, apar-
te de su interés intrinseco muy grande, un interés histérico, porque
es seguramente la primera aplicacién importante no solamente del
método matematico, sino también del razonamiento mateméitico en
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Economia. El anilisis marginalista es comipatible con el determinis-
mo v el indeterminismo. En el dltimo caso se emplea el cilculo com=+
parativo de esperanzas matematicas, y en el primero los métodos de
las funciones de n variables y de las formas cuadraticas, cuya con-
secuencia méas importante es el cilculo de los efectos de sustitucién
entre bienes y factores de la produccidén, que ha sido llevado a una
forma muy perfecta por Hicks. Con el advenimiento de la programa-
cidén lineal se ha desarrollado el andlisis de las actividades econdémi-
cas, cuyos dos aspectos fundamentales son escoger los programas
optimos cuando los factores son fijos y los precios de lo productos
dados, y cuando las proporciones de la demanda son fijas; es un ins-
trumento muy adecuado para estudiar la conveniencia de la fusién
de empresas, de la adquisicion de patentes, de la especializacién (efec-
to Ricardo) en el problema directo; y en el dual para determinar los
llamados precios contables, como son el coste de la mano de obra
fija, la renta de la tierra, la tasa interna del interés o precio por et
uso del capital invertido en los factores adquiridos.

Muy relacionada con la anterior estd la teoria de la utilidad que
arranca de Pareto y ha sido axiomatizada en forma muy perfecta por
Wold en su «Analisis de la Demanda», como ejemplo de sus conse:
cuencias, se puede citar el efecto Slutsky, que consiste en que el efec~
to del cambio de un precio aislado sobre la demanda tiene dos com-
ponentes, una es un efecto de renta, en virtud del cual el humento
del precio corresponde a una reduccién de la renta del consumidor
y por tanto a una reduccién de la demanda de los bienes superiores
y un aumento de la demanda de los bienes inferiores. La otra com-
ponente es un efecto de sustitucién clisico. Como consecuencia de
lo anterior a veces para bienes inferiores y niveles bajos de renta;
se da la paradoja de Giffen que consiste en que un aumento del pre-
cio de un bien inferior hace que aumente su demanda en vez de dis-
minuir. Se utilizan los mismos métodos matematicos antes citados,
tanto en la teoria aislada de la demanda como en la teoria conjunta
del consumo y de la produccién. Son caracteristicos de la teoria de
la utilidad los mapas de indiferencia y la independencia respecto a
la métrica utilizada, ello nos hace suponer que quizis llegue el dia
en que en esta parte de la Economia matemitica encuentren aplica-
cidén los espacios «ecartizadosy (no métricos) en los que no puede
definirse una distancia, pero si un «ecarty o desviacién, que toma sus
valores en un conjunto ordenado.
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Intimamente ligada a la teoria de la utilidad se encuentra la teo:
ria del riesgo, que arranca de la paradoja de San Petesburgo de Ber
noulli y de su definicién de «esperanza moral», hasta adquirir recien-
temente una forma axiomética muy rigurosa y parecida a la de la
teoria de la utilidad ; en ella se tiende a establecer un equilibrio entre
la maximizacién del valor medio, que mide el beneficio, y la minimi-
zacién de la varianza, que mide el riesgo, cuando se enfocan los pro-
‘blemas con la éptica del inversionista prudente, que es lo usual; pero
también se pueden enfocar con la 6ptica del inversionista jugador y
entonces se busca un equilibrio entre las maximizaciones del valor
‘medio y de la varianza: se presenta asi una dualidad en la represen-
‘tacién grafica de los mapas de indiferencia, segtin se adopte una u
-otra 6ptica. Una de las mas brillantes exposiciones de la teoria del
riesgo se encuentra en el libro de Markowitz «Portfolio Selectiony,
-que escrito para las necesidades de la economia capitalista, han sido
adoptados sus criterios a la economia socialista.

Llegamos por este camino a las fronteras de una teoria matema-
tica de las emociones, que pudiéramos llamar Noofisica, tomando este
neologismo de la filosofia de Teilhard de Chardin que llama «noos-
feray a la capa del pensamiento reflexivo. La cual separa la teoria
de las sensaciones (Biofisica y Psicofisica), de las ciencias humanas.

Analizar las repercusiones que sobre la Légica tiene el creciente
proceso de relativizacidén de la verdad, que lleva consigo las nuevas
formas del pensamiento matematico, nos llevaria muy lejos, pero si
quiero concluir este discurso sefialando la crisis que se apunta en los
principios de contradiccién y de identidad. Desde que se descubrie-
ron las estructuras topoldgicas de las 16gicas bivalente, intuicionista
de Brouwer-Heyting y modal de Lewis (la estructura algebraica era
conocida con anterioridad), estaba abierto el camino a una 16gica
relativista dual de la institucionista, en la que se mantiene el princi-
pio del tercero excluido y se sacrifica el principio de contradiccion.
En ella aun cuando para las proposiciones simples no vale el princi-
pio de contradiccién, se pueden construir proposiciones compuestas
absolutamente verdaderas, para las que si vale, cuya negacién es
falsa. La debilidad en el principio de identidad estriba en el empleo
de la palabra todoe en sus leyes méas importantes, que si no ofrece di-
ficultades en las definiciones predicativas, si las ofrece en las definicio-
nes constructivas, para las que a veces carece de significado opera-
cional.



Hemos designado por & (#) la distribucién no schwartziana:

1/_1 e=ax® = . 40]

®
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a->0 a>0

que se distingue de la distribucién schwartziana delta de Dirac, que
es la misma [40] cuando se sustituye cero por infinito en el limite,
en que para esta {ltima existe el G-limite (limite generalizado), pero
no el 0-limite (limite ordinario), mientras que para la primera existe
el G-limite que es distinto del 0-limite que vale cero. Hechos pareci-
dos los hay en el Cilculo de Probabilidades y en los espacios de Hil-
bert y de Banach generalizados, definidos por espacios cocientes de
espacios de sticesiones en espacios ordinarios de Hilbert y de Banach,
para una cierta relacién de equivalencia, con un cambio-de la topo-
logia que ya no es la de la norma. Por ejemplo, el cero del espa-
cio de Hilbert se disocia en un subespacio G 0, del que todos los
puntos tienen sus coordenadas nulas, pero que son distintos entre
si en su comportamiento respecto al espacio dual de las aplicacio-
nes lineales y continuas sobre el cuerpo de los nfimeros complejos.
Hechos como éste y como el expresado por [40] nos autorizan a
decir mitad en broma y mitad en serio que no siempre cero es igual
a cero.

Como curiosidad vamos a sefialar una analogia entre la Matema-
tica y el lenguaje. De las tres expresiones del lenguaje ordinario:
«saber todo de nadax, «saber nada de todo» y «saber nada de nadap,
solamente tiene sentido la Gltima; las dos primeras, aunque usadas,
parecen metaforas. Y asi Bernard Shaw define al especialista como
una persona que sabe cada vez mas sobre cada vez menos, hasta
llegar a saber todo de nada; decia en mi libro «Teoria de la inves-
tigacién matemdtican, al tratar de especializacién y enciclopedismo,
que parafraseando a Bernard Shaw se puede definir al enciclopedista
como una persona que cada vez sabe menos sobre cada vez mas,
hasta llegar a saber nada de todo. La expresién, la @inica con autén-
tico sentido, «saber nada de nada» seria la imagen del sumo igno-
rante; e incluso cabe una cuarta expresién, también con sentido,
que es «saber todo de todow, que es la imagen del omnisciente. Te-
nemos pues que las cuatro expresiones anteriores: definiciones de
los casos extremos del especialista, del enciclopédico, del ignorante
v del omnisciente son las homodlogas de cuatro objetos matemati-
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cos, que son las distribuciones delta de Dirac, sigma [40], el con-
junto vacio y el universo del algebra de Boole, claramente diferen-
ciados entre si, perfectamente definidos y conocidos por sus pro-
piedades.

Algunas de las ideas que acabamos de exponer las hemos dado
forma matemdtica, a unas en memorias y libros ya publicados, y a
otras en memorias todavia inéditas.
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Al concederme por primera vez la Seccién de Exactas de la Aca-
demiz el honor de contestar a un nuevo académico, constituyd para
mj especial satisfaccién que éste fuera un antiguo amigo, el ingenie-
ro D. Dario Maravall Casesnoves.

Sin duda Maravall se hace acreedor a la simpatia y el afecto ge-
neral por esa su cualidad mis saliente de modestia no fingida. Atn
recucrdo la expresién inconfundible de su gesto cuando me comu-
nico, casi asustado, que nuestro eminente compafiero Navarro Bo-
rras habia decidido proponerle para la vacante que acababa de pro-
ducirse. Su bondad, su talento ordenado, su capacidad de trabajo,
hacen de él una auténtica vocacion hacia las tareas académicas, que
no podiamos perder, y por esto hoy le tenemos entre nosotros. y yo
paso a hacer, siguiendo la costumbre tradi¢ional, su elogio acadé-
mico. '

Anuncio, desde ahora, mi propésito de evitar en estas notas bio-
graficas el empleo de adjetivos encomiisticos que tantas veces tra-
tan de convertir en oro lo que sélo es oropel.

Al terminar Maravall el bachillerato con premio extraordinario,
en 1940 decide hacerse ingeniero agrénomo, y al afio siguiente de
haber tomado esta decisién cursa el primer afic en la Escuela, Se dice
que no ha habido otro caso tan rapido de ingreso, antes de la refor-
ma de la ensefianza técnica, en una época en que la resolucion de
probiemas de matemiticas era la clave del ingreso. Simultineamente,
arrastrado por su aficién a la Matematica, estudié la carrera de Cien-
cias Exactas, y al terminarla fue becario durante dos afios en el Ins-
tituto «Jorge Juany de Matematicas, del C.S. I. C.

Tras seis afios en Salamanca, que le pusieron en estrecho contac-
to con los problemas técnicos y econdmicos de la agricultura provin-
cial, vino a Madrid, estando primero en la Seccién de Ordenaciéon y
Fomento de la Produccién Agraria y después en el 1. N. ‘Ib. A., de-
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dicandose fundamentalmente a la investigacién de la MatemAtica apli-
cada a la Agricultura, la Estadistica v la Economia.

Doctor Ingenero Agronomo y Doctor en Ciencias Exactas, ganéd
por oposicion la catedra de Fisica de la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Agrénomos de Madrid, que desempefia en la actualidad,

Cuando la Escuela de Estadistica de la Universidad de Madrid
organizo6, seguramente por primera vez en Espafia, las ensefianzas de
Estadistica aplicada a la Flslca, fue designado Maravall profesor de
dicha asignatura.

Ha desempefiado otras actividades docentes aparte de las especifi-
cas de las catedras antes mencionadas, tales como las de dictar va-
rios seminarios y ciclos de conferencias sobre diversos aspectos de
la Matematica Pura y Aplicada en la Universidad de Verano de San-
tander, Escuela de Ingenieros Agrénomos, Consejo Superior de In-
vestigaciones Cientificas, Instituto de Investigaciones Agrondmicas,
Instituto de Ingenieros Civiles, Colegios Mayores Universitarios; etc-

Aun cuando su actividad profesional y docente ha sido variada,
siempre ha tenido como norte buscar nuevos campos para ta aplica-
cién de las mateméiticas y nuevas fuentes de problemas matematicos,
siendo su preocupacién constante las estructuras matematicas yacen-
tes en el fondo de los problemas reales de! mundo material o de la
actividad humana. De manera que aunque en apariencia resulten a
veces muy distanciadas entre si las esferas de su actividad investigado-
ra, existe un denominador comin, en forma de estructura matemati-
ca que le da coherencia y unidad.

No solamente le ha preocupado la investigacion, sino también la
didactica v la ensefianza de la Matematica ; es miembro de la Comi-
sién Nacional de Matematicas Aplicadas. Fue designado por la Aso-
ciacién Espafiola para el Progreso de las Ciencias para estudiar las
relaciones entre la Universidad y las Escuelas de Irngenieros, y tam-
bién para redactar el informe sobre el estado actual de la Estadistica
aplicada a la Biologia, para el Congreso de Oporto, que fue publica-
do en los Anales del mismo. ‘

A fines de 1963, la O. C. D. E. proyecté un Seminario interna-
cional de Matematicas Aplicadas, y con tal motivo en los distintos
palses miembros de la misma se formaron Comisiories Nacionales de
Matematicas Aplicadas, formando Maravall parte de la espafiola. Las
distintas Comisiones Nacionales, durante 1964 prepararon volumino-
sos vy documentados informes sobre miltiples aspectos de la forma-
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cidén matematica de los ingenieros. A cada nacién se le encomendo
un informe monografico especifico, correspondiendo a Espafia el re-
ferente a Estadistica y Calculo de Probabilidades. La Comisién espa-
flola nos encomendd a Maravall y a mi la redaccion de dicho informe
monogréfico especifico. La lectura de este informe en la Asamblea
plenaria de Paris, celebrada en enero de 1965, fue muy satisfactoria,
pues se acordd su publicacién, traducido al inglés y francés.

La obra realizada hasta la fecha por el profesor Maravall se com-
pone de diez libros y ocherita y ocho memorias y trabajos de investi-
gacion sobre Matematicas Puras y Aplicadas y Fisica.

Sus trabajos sobre la Teoria de la Relatividad comienzan con la
solucién de las ecuaciones de campo para medios dotados de sime-
tria cilindrica, en el caso de fluidos, particulas independientes y del
vacio. ‘Al hablar de simetria cilindrica se refiere a las tres coordena-
das espaciales, independientemente de la coordenada temporal, a di-
ferencia de Levi Civita y otros autores, que al hablar de simetria ci-
lindrica se refieren a una simetria hipercilindrica en el espacio de
cuatro dimensiones, desempefiando el tiempo el papel de coordena-
da angulo polar. Trabajos que prolongé con los de resoluciéon de las
ecuaciones de campo en el interior y en el exterior de esferas huecas
o macizas dotadas de spin o pulsatiles. En todos ellos el problema
fundamental es el cilculo del elemento lineal, que define la métrica
10 euclidea del espacio-tiempo. Siguiendo en esta linea de pensamien-
to, combina los resultados de la relatividad general respecto a la exis-
tencia de un universo finito, y un tiempo de expansiéon del mismo
también finito, con las relaciones de incertidumbre de Heisenberg
de la Mecanica cuantica, relativas a la segunda cuantificacién de la
funcion de onda del electrén para establecer un modelo-de Cosmolo-
gla cuantica y relativista a la vez, con creacién permanente de mate-
ria, y que introduce la constante de Flanck en el cilculo del radio
del universo y del tiempo de expansion.

La filtima etapa de la teoria de la relatividad es la construccion
de una teoria unitaria de la gravitacién y del electromagnetismo, pro-
blema que todavia no ha sido resuelto en forma unanimemente acep-
tada. Existen diversos ensayos, de los que el primero es el de Weyl,
caracterizado por una geometria mis general que la de Riemann. en
la que no es invariante el sistema de aforo. Posteriormente se han
concebido otros ensayos, v uno de ellos es el debido a Maravall, que
se caracteriza porque se mantiene la invarianza del sistema de aforo
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v la métrica riemanniana, pero se cambia la definicion de paralelis-
mo de Levi Civita, que permite elaborar un calculo diferencial ab-
soluto mas general que el clisico; en ambos la operacién de dife-
renciacién de pseudotensores coincide, pero no asi la de los tensores,
porque mientras en el clasico esta operacién depende tinicamente de
las coordenadas del punto del espacio en que estid localizado el ten-
sor, en el nuevo depende también de la direccién segtin la cual se
efectiia.

Sus trabajos de Matematicas aplicadas a la Ingenieria se refieren
a la teoria de las oscilaciones eléctricas y mecanicas y de los acopla-
mientos giroscépicos, entre los que destacan una teoria de las auto-
oscilaciones de flexidn-traccién, que tienen interés desde el punto
de vista del Ingeniero Agrénomo, porque pueden ser la causa de
ciertos efectos catastréficos, tales como la ruptura de los enganches
de los arados a los tractores y, en general, de piezas que suficiente-
mente calculadas para resistir las tracciones que tienen que soportar,
se rompen por flexioén, como consecuencia de una flexidén supletoria
inducida por la traccidn, ya sea por resonancia, o por entrar en ré-
gimen de autooscilaciéon. Dentro de la agronomia, pero en un campo
muy alejado del anterior, como consecuencia de unos trabajos prac-
ticos que le enconmendé la Camara Agricola de Madrid, relativos al
catastro, encontré una analogia de tipo formal matemAtico entre una
amplia gama de fendémenos fisicos y otra mais restringida de fenéme-
nos econométricos, consisterite en la presencia de oscilaciones de re-
lajacién en series estadisticas temporales, de la misma naturaleza que
las que se encuentran en la variacién del nivel de agua en un vaso de
Téantalo y de la variacion del niimero de «agujerosy (deficiencias de
electrones) en la pantalla fotoeléctrica del iconoscopio de Zworykin.

Sus trabajos sobre las ecuaciones diferenciales se refieren a las
oscilaciones hereditarias y teleolégicas, que se diferencian de las li-
neales clasicas en algunas propiedades, tales como las siguientes:
pueden existir soluciones en néimero infinito numerable ; pueden pre-
sentarse discontinuidades en las soluciones; pueden no existir osci-
laciones libres y si forzadas, Las soluciones al igunal que en el caso
de las oscilaciones lineales son exponenciales, cuyos exponentes Sor
las raices de una ecuacién trascendente en vez de algebraica. Les dio
el nombre de teleol6gicas, porque en ellas es el futuro el que con-
diciona la configuracién del presente y no el pasado. Ha extendido
-estas investigaciones a sistemas de ecunaciones integrales, y a las ecua-
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clones integrodiferenciales en derivadas parciales. También se ha ocu-
pado de las oscilaciones fraccionarias, asi llamadas porque son solu-
ciones de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes,.
pero de orden fraccionario en vez de entero, y ha demostrado que
para ellas las funciones de error integral de variable real y compleja
desempeflan un papel anilogo al de las funciones exponencial y tri-
gonométrica en las oscilaciones lineales clasicas.

Sus trabajos sobre procesos estocisticos y el movimiento brow-
niano y sus aplicaciones son numerosos. Ha encontrado nuevas pro-
piedades ‘de la adiciéon de variables aleatorias en ntmero aleatorio y
de la adicién de vectores aleatorios en espacios enedimensionales, asi
como de la estabilidad de sus leyes de probabilidad y de las transfor-
madas integrales a ellos asociadas. Como consecuercia de la resolu-
cién de estos problemas ha encontrado propiedades de funciones tras-
cedentes superiores dificiles de obtener por via directa: poniendo de
relieve cémo en esta parte de las probabilidades las funciones de Bes-
sel desemepefian un papel tan importante como el que tradicionalmen~
te vienen desempefiando en la Fisica matematica. Ha estudiado la.
adicién de variables aleatorias en ntimero aleatorio en.el caso con-
tinuo, lo que se puede denominar integracién de una variable alea-
toria en un intervalo aleatorio.

Es bien sabido que hoy los procesos estocasticos son una de las
partes mis vivas e importantes de las Mateméticas aplicadas. En
Economia, en Biologia matemdtica, en Fisica estadistica, no se pue-
de dar un paso sin recurrir a los procesos estocisticos, Maravall los.
ha aplicado a problemas bioldgicos (propagaciéon de epidemias, ge-
nética de poblaciones, crecimiento demografico), econdémicos (renta
aleatoria), fisicos (variacién del nfimero de electrones positivos en el
seno de la materia), ideando modelos bidimensionales, desarrollo si-
multineo de dos procesos estocsticos y condiciones iniciales alea-
torias.

En sus investigaciones sobre los procesos estocasticos ha tenido
necesidad de resolver ciertos problemas concretos, tales como la in-
tegracion de ecuaciones integrales singulares, v de cadenas doblemen-
te recurrentes de ecuaciones diferenciales, y el cilculo de integrales
multiples recurrentes. L.os procesos estocasticos han proporcionado
a las ecuaciones entre derivadas parciales de primer orden una im-
portancia practica para el estadistico o el ingeniero, tan grande como
la tieren para el fisico las ecuaciones entre derivadas parciales de
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segundo orden. Se ha puesto de relieve la analogia entre dichas ecua-
ciones entre derivadas parciales y las cadenas recurrentes de ecua-
ciones. diferenciales ; analogia que es distinta de la que ya conocian
los fisicos, que existe entre la ecuacién de Jacobi y las ecuaciones
canénicas de Hamilton.

Sus investigaciones sobre el movimiento browniano de traslacion
y de rotacion en el espacio ordinario y en espacios de »# dimensiones,
y sobre los movimientos aleatorios impulsivos, en los que ha halla-
do la correlacién entre posicién y velocidad, estin intimamente re-
lacionados con los anteriores, y los ha aplicado a fenémenos fisicos
tales como los de sedimentacién y polucién. Ha distinguido entre
procesos estocdsticos contintios de primera y segunda especie; los
Hltimos son aquellos en los que el crecimiento de la variable aleatoria
igual puede ser hacia la derecha que hacia la izquierda, tal es el caso
de la renta de una persona o de las coordenadas de un particula en
movimiento aleatorio, los cuales se rigen por la ecuacién de Fokker-
Plank, y han sido muy estudiados; pero los de primera especie son
aquellos en los que la variable solamente puede crecer o permanecer
constante, tal es el caso del crecimiento de un organo vivo, o del
numero de atomos radiactivos desintegrados, los cuales se rigen por
una ecuacién entre derivadas parciales que ha planteado él y que, a
diferencia de la de Fokker-Plank, es de primer orden,

Sus aportaciones mds importantes a la Matemitica financiera y
actuarial han sido la introduccién en las mismas de cadenas no mar-
kovianas, en la amortizacién de obligaciones y en la supervivencia
de grupos de cabezas y de la teoria de distribuciones en la amortiza-
cion de préstamos y en los seguros sobre la vida humana.

Sus investigaciones sobre Topologia y Teoria de las distribuciones
versan principalmente sobre una generalizacién del algebra diferen-
cial exterior a anillos diferenciales abstractos; teoremas del punto
fijo ; topologias generalizadas v generalizaciones de los espacios de
Hilbert v Banach, y sobre una ldgica, topolégicamente dual de la
intuicionista de Brouwer-Heyting.

Ha llamado aplicaciones U-contractivas a las que generalizan a
ios espacios uniformes de Weil, las aplicaciones contractivas de los
espacios métricos y ha dado para las mismas un teorema del punto
fijo, que es homélogo del de los espacios métricos, del que tanto uso
se ha hecho para la demostracién de teoremas de existencia y de uni-
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cidad de la solucidén en teoria de funciones, ecuaciones diferenciales,
etcétera.

Partiendo de un par de espacios topolégicos, de los que uno de
ellos es de Haussdorf, v de las aplicaciones continuas del primero en
el segundo, ha construido unos espacios abstractos dotados de una
fineva topologia; nacen asi clases de topologias generalizadas que
recuerdan las clases de funciones de Baire. Ha generalizado las fun-
ciones semicontinuas inferior y superiormente, definiendo las fun-
ciones p-semicontinuas y semicontinuas en media que forman un es-
pacio vectorial.

Generalizando la teoria de los triedros suplementarios del espacio
euclideo ordinario al espacio de Hilbert, ha estudiado las propieda-
des de las sucesiones biortogonales discretas y continuas y sus apli-
caciones al desarrollo en serie v en integral de las funciones de cua-
drado sumable, dando un criterio de completitud basado en la distri-
bucién delta de Dirac. Ha ampliado el espacio de Hilbert consideran-
do el espacio cociente de sucesiones en un espacio ordinario de Hil-
bert, respecto a una determinada relacién de equivalencia, con una
topologia que no es la de la norma, y surge asi un espacio de distri-
buciones de cuadrado sumable, cuyas transformadas de Fourier ha
calculado. Asl como las funciones pueden ser simultineamente su-
mables v de cuadrado sumable, por el contrario, ha demostrado que
las distribuciones que no sean funciones no pueden ser simultinea-
mente sumables v de cuadrado sumable, Este espacio , y no el or-
dinario de Hilbert, es el de las funciones de onda de la Mecanica
cuantica.

Sus libros, en nfimero de diez, versan sobre las siguientes mate-
rias: Fisica matemaitica, Mecanica v Cilculo tensorial, Teoria y apli-

v

caciones de las oscilaciones lineales y no lineales, Ecuaciones dife-

renciales y Matrices, Geometria analitica y proyectiva, Procesos es-
tocasticos y Movimiento browniano y Filosofia matemética.

De la simple enumeracién de sus titulos se ve la imposibilidad de
entrar en detalles sobre los mismos, sin tener que dedicarle un tiem-
pc de que no disponemos, maxime si se tiene en cuenta las materias
tan diversas de que tratan, que van desde las cinematicas y geome-
trias no euclideas al calculo simbélico, la transformada de Laplace
y las distribuciones ; desde la Fisica no lineal a la Biologia matema-
tica; desde las transformaciones de contacto y los invariartes inte-

65



grales a la investigacion operativa; desde problemas muy concretos
de Ingenieria a temas generales de Filosofia.

Algunas de sus investigaciones han sido citadas en textos de otros
autores ; asi, por ejemplo, en el segundo tomo del libro «Relativity»,
de Synge, editado por North Hollasid y distribuido por Interscience
Publisher de U. S. A., figuran dos de sus trabajos sobre la Teorja
de la Relatividad general.

Igualmente, en el libro de Tonnelat, «Les verifications experi-
mentaux de la relativitén, editado por Masson, figuran citados dos
de sus trabajos. En el libro de «Funciones de Bessel», de Rey Pas-
tor y Castro Brzezicki, hay unas ocho paginas que reproducen in-
vestigaciones de Maravall, cuyo nombre es citado en el texto unas
quince veces. Este libro, que tuvo una gran acogida en Zentralblatt
y Mathematical Reviews, ha sido citado en textos de otros autores
extranjeros, concretamente en el libro de Luke, «Integrals of Bes-
sel Functionsy (editado por McGraw-Hill).

En el libro «Mecinica no linealy, del profesor Castro Brze21ck1
seis paginas reproducen investigaciones de Maravall relativas a os-
cilaciones de relajacién en Econometria, También dicho libro fue
muy bien acogido por Zentralblait.

También en libros de texto en la ensefianza universitaria hay ci-
tados sus trabajos como, por ejemplo, en los libros de Rey Fastor
y Castro editados por Saeta, «Elementos de Matematicasy y «Com-
plementos de Mateméticasy.

En el libro de H. Wold, «Time Series and Stochastics Processesy,

editado por el M. I. T. (Instituto Tecnolégico de Masachussets),
se citan cinco de sus trabajos.

El profesor Grimm de Jena ha calificado «de 1mportantes con-
tribuciones a los procesos estocAsticos» sus publicaciones de 1958
y 1959, y el profesor Richter, en los Mathematischen Nachrichten
de la Academia de Berlin (t. 29, cuad. 5-6, pig. 347, 1965), ha escri-
to: «Entre las nuevas investigaciones, ante todo son dignos de des-
tacarse los trabajos de D. Maravally. Se refiere a procesos esto-
casticos (adicién de v.a. en nfmero aleatorio y sus generaliza-
ciones).

Parece evidente, después de esta resumida exposicién de méri-
tos y trabajos cientificos del profesor Maravall, que éste llega a
la Academia en un momento de su vida cientifica en que se encuen-
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tra en plena capacidad de produccién, y es de esperar que siga con-
tribuyendo con sus trabajos al enriquecimiento de nuestra revista
y memorias.

Pasemos ahora, siguiendo la tradicién, a glosar algunos de los
temas de su brillante vy meditado discurso.

El propio autor me brinda una puerta de entrada a través de los
procesos de decisidén, que constituyen mi tema central de trabajo
y el de algunos de mis colaboradores desde hace algunos afios.

Es, a mi juicio, este campo de los procesos de decisién, uno de
los mas importantes campos matematicos nuevos, desarrollados por
la necesidad de resolver problemas de la Economia.

Y decimos nuevo, porque realmente nos parece importante des-
tacar este aspecto de emancipacidn de las ciencias socioeconémicas
en su eleccién de métodos matematicos, y como justamente el pro-
greso en estos dominios ha sido mis importante y espectacular cuan-
do se ha prescindido de las analogias mecanicas, fisicas, etc., y han
surgido matemiticos de la potencia de von Neumann, Pontriaghin
o Bellman, 'capaces de aportar ideas matemdticas originales, nuevas
y ad hoc y no traidas de otros campos.

. La tradicién matematica de los siglos xvirr y xmx, con sus éxi-
tos rotundos en los campos de la Fisica, la Mecanica y la Ingenieria,
fue sin duda perjudicial para las ciencias sociales, ya que al tratar
de aplicar a estos campos modelos rigidos, similares a los de la Me-
cinica newtoniana, sélo se logré una mayor desconfianza e incre-
dulidad de los estudiosos de la Economia.

Como ha dicho Hermite: «Un descubrimiento analitico se pro-
duce en el momento necesario para hacer posible cada progreso
nuevo en el estudio de los fendémenos del mundo realn.

A situaciones y problemas nuevos, ideas, conceptos y métodos
nuevos. Veamos algtin ejemplo. La nocién de utilidad en diferentes
contextos de la Economia presenta una cierta analogia con la fun-
cion potencial de la teoria de los campos gravitatorios y electro-
magnéticos, pero hay alll un ingrediente nuevo, que es la idea in-
tuitiva de preferencia, y hasta que tal idea no se formalizd, gracias
a las nociones algebraicas de orden completo y de orden parcial,
no tuvo la teoria del valor o utilidad apenas mas que un interés
idescriptivo. Hoy, gracias a los trabajos de von Neumann, Debreu,
Aumann, etc., la teoria de la utilidad es un capitulo importante de
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la Economia, fundamental en todos los problemas de .optimacién de
un proceso de decisiéon y con aplicaciones practicas de interés, tan-
to en las decisiones individuales como colectivas, al nivel de la em-
presa, de la alta administracién y del gobierno de un pais.

Otro ejemplo: la teoria del oligopolio ocupaba en los libros cla-
sicos de Economia un gran nfimero de paginas en que se estudiaban
une serie de reglas asimétricas de respuesta en que cada participan-
te asignaba a los demis un comportamiento mis automdltico que
el suyo propio .Hubo de surgir la teoria de juegos de estrategia de
von Neumann para dar a éste y otros problemas econdmico-socia-
les una formalizacién matematica apropiada, gracias a la introduc-
cién de toda una serie de conceptos nuevos y originales, como son
los de partida, movimiento personal y movimierto aleatorio, con-
junto de informacién, consecuencia final v regla de pago, con las
que establece von Neumann la estructura bisica de cualquier juego
mis o menos complejo, que se representa mediante un grafo de
tipo arbol. La nocién de estrategic pura resulta de la especificacién
de los distintos movimientos que puede hacer un jugador dentro
de los posibles, tras cada movimiento eventual del oponente. Asi,
podriamos imaginar que, por ejemplo, un jugador de ajedrez que
no pudiera estar presente en una partida, seria teéricamente capaz
de dar una serie de normas para que un representante suyo actuase
de una manera univoca y automatica segtn ellas.

La nocién de estrategia pura es el puente para reducir los jue-
gos méas generales a juegos rectangulares en dos o # dimensiones,
mediante el proceso de normalizacién. Desde el punto de vista prac-
tico, la enumeracién de todas las estrategias puras puede ser una
labor de dificultad préactica insuperable, aun con los mas poderosos
computadores actuales. De aqui el interés del desarrollo de la teo-
ria de juegos polietdpicos con sus correspondientes ecuaciones fun-
cionales recurrentes, a los que hemos dedicado una reciente memo-
ria publicada por esta Real Academia (*). La combinacion de estos
procesos polietipicos con la idea de aprendizaje conduce a los mo-
delos llamados adaptivos, en que las probabilidades de paso no son

(*) S. Rios: Procesos dindmicos de decisidn en concurrencia (Memoria de la
Real Academia de Ciencias, 1967). Ver también Programmation Sequenticlle en
concurrence, de S. Rios e I. YiSrz, en «Research Papers in Statisticsy (John
Wiley, 1966) y la Tesis de 1. Yifez,

68



conocidas y se van perfeccionando sus estimaciones a través del des-
arrollo del proceso y del conocimiento que se adquiere del mismo.

Este punto de vista ha sido adoptado por Murphy («Adaptive
Processes in Economic Systemsy) para tratar el problema de la ges-
tion de un capital que puede ser objeto de inversiones diversas com
diferentes rentabilidades »; cuyas probabilidades p; son estimadas
al comienzo del proceso y reestimadas en etapas sucesivas tras las
decisiones adoptadas y los resultados observados.

Se trata, en definitiva, de determinar la sucesién de decisiones
que hacen maxima la utilidad del estado final del sistema, que ha
sido influido por la sucesién de decisiones y estados precedentes.
Estos trabajos han sido impulsados especialmente por Bellman en:
América, v Pontriaghin en Rusia.

Los juegos de estrategia constituyen uno de los tipos de mode-
los introducidos en Economia, Sociologia, Ciencia militar, para re-
ducir el estudio de la realidad compleja a esquemas matematicos
resolubles. Es interesante ohservar que todavia en el siglo xvrmr el
mundo fisico y el de las ideas eran considerados como partes de un
universo racionalmente construido e inteligible. Y asi, por ejemplo,.
la ley de gravitacién universal se consideraba razonable y exacta,
sin encontrarse en escritos de aquella época ninguna sugestién de
que pudiera ser solamente una versién simplificada y aproximada de
la realidad. Puede decirse que la idea de modelo, que hoy es basi-
ca en la Economia y Ciencias sociales, se ha hecho familiar en to--
das las ciencias matematizadas gracias, de modo muy especial, a.
los trabajos de los economistas matematicos, y que luego ha pasa-
do a la Biologia, la Fisica, etc.; pero manteniéndose afin en nues--
tros dias en la Fisica la tendencia a eliminar la locucién modelo-
cuando se trata de teorias antiguas, sélidamente establecidas, en que:
es frecuente encontrar una mezcla de teoria y situaciéon empirica en
un leriguaje comin realistico, no siempre suficientemente claro. Y
asi leemos en el prélogo de la Mecinica estadistica de Kintchine,
refiriéndose a Gibss: «El autor considera que su objetivo no es:
establecer teorias fisicas, sino construir modelos mecdnicos estadis-
ticos que tengan alguna analogia con la Termodinimica y algunas:
partes de la Fisican.

La consideracién de los procesos adaptivos, de que hemos habla-
do hace un momento, enlaza con el punto de vista cibernético, cuya
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inspiraciéon viene de la Biologia y de los sistemas de control pro-
fusamente estudiados en Tecnologia.

Conviene observar que en cualquier planta industrial, empresa,
etcétera, se representan dos tipos de decisiones: de rutina y de nivel
superior.

En las primeras, mis que un modelo que hayamos de resolver en
-cada ocasidn, interesa la construccién de una rutina o mecanismo
que tome é| mismo en cada etapa las decisiones mejor adaptadas a
la evolucién de los sucesos. Somos asi conducidos a considerar la
empresa o la administracién, como un sisfema en que hemos de te-
ner en cuenta las relaciones entre los elementos del mismo y las
respuestas a las perturbaciones venidas del ambiente para el reglaje
de los dérganos de control, que permiten la vigilancia y rectificacién
del funcionamiento.

Un ejemplo tipico sencillo nos lo da la teoria del inventario o de
los «stocks». Esta teoria es aplicable a todos los sistemas abiertos
en que hay un intercambio de material, energia o informaciones en-
tre el sistema y el ambiente y éste es parcialmente controlable. Si
un incremento en la tasa de ingreso va acompafiado de un incremen-
to de beneficio o de pérdida, estamos ante las condiciones de un
proceso de inventario.

La formulacién matemitica ha dado lugar a una copiosisima bi-
bliografia de méas de 200 modelos, no todos esencialmente distintos.

Dentro del campo industrial sabemos que esta teoria encuentra
aplicaciones a fendémenos tan diversos como la regulacién de en-
tradas v salidas en un almacén, adquisicién y uso de capital operan-
te, contratacién y entrenamiento de personal de trabajo. Asimismo,
se ha aplicado la teoria al proceso metabélico de un ser vivo a las
-operaciones de un ceniro de cilculo o de una central hidroeléctrica
a la circulacion monetaria en un banco. Todos éstos son sisfemas en
el sentido matematico de la palabra, es decir, conjuntos de entes o
seres {inanimados o vivos) que reciben ciertos ingresos, que estin
restringidos a actuar concertadamente a fin de producir ciertas sa-
Tlidas y tienen el objetivo de hacer maxima una cierta® funcién de
Tas entradas v salidas. ‘ »

Vamos asi conducidos a la Teoria general de sistemas como un
instrumento matematico de sintesis de la teoria econdémica y la eco-
nometria y cuya influencia no se limita a este campo, sino que esti

70



penetrando y logrando unificar otros campos, como la teoria de la
comunicacién, la teoria del control, la teoria del aprendizaje, la teo-
ria de los algoritmos y del calculo electrdnico, la teoria de los autéoma-
tas, la teoriza de la autoorganizacién, etc,

La teoria general de sistemas, construida a la manera de Ne-
mytskii, que utiliza conceptos de Topologia, Algebra y Probabili-
dades, o bien, la forma mas abstracta dada por Mesarovic, son
instrumentos que, si no del uso diario del economista, deben incor-
porarse a corto plazo a los cursos formativos en estas disciplinas,
ya que constituyen también el esqueleto bisico de toda exposicion
seria de la Cibernética. 7 :

Se supone generalmente en el estudio matemaitico de los proce-
sos de decisiéon que la informacién es gratuita. Pero esto evidente-
mente no es cierto. Coincidiendo con la difusién de las grandes
computadoras para el proceso de datos, se ha precisado esta reali-
dad del coste de la informacién, que ha de tenerse cada dia mas en
cuenta en la solucién de los problemas de decisidén.

Pero la empresa, como la administracién, no es un centro de
decisién fnico, sino un corjunto de centros de informacién y deci-
sidn coordinados de acuerdo con ciertos esquemas o grafos. Vamos
asi a la teoria de los equipos de dirigentes de Marschak, fundamen-
tal en los esquemas de organizacién de una empresa.

Al subrayar la importancia de estos problemas de informacién,
debemos destacar el papel de la teoria de grafos en todos los as-
pectos de formalizacién de las relacicmes de organizacion, que ha
permitido dar una interpretacién matematica y por tanto rigurosa
y manejable, de una serie de nociones hasta ahora bastante impre-
cisas, como: organizacién jerdrquica, organizacién democratica, es-
tructura de didlogo, estructuras en staff y en linea, organizacién
en comandos, circuitos de informacidon, direccién de la informacidén,
retroaccién de la informacién.

Toda esta metodologia estd contribuyendo a dar un caricter cien-
tifico en linea con la I. O. a los estudios tradicionales de «organi-
zacibny.

La teoria de grafos es ademis el fundamento de una serie de
técnicas denominadas FERT, CPM, etc., profusamente aplicadas hoy
por ingenieros, arquitectos, administradores y militares en sus ope-
raciones. Al corisiderar una operacidén compleja, como construir un
avién o un edificio, descompuestas en operaciones elementales, se
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observa que existen relaciones de orden parcial por causas téeni-
cas entre las mismas y que hay un gran namero de maneras dife-
rentes de, a partir de una situacién inicial, llegar a la final. Deter-
minar la trayectoria 6ptima desde el punto de vista del tiempo o del
coste, etc., es un problema de I.O. que ha trascendido en estos
aflos casi a la prictica corriente del ingeniero.

Sin embargo, donde mayor importancia tiene esta técnica es en
las aplicaciones a los grardes proyectos de I. D. de un nuevo in-
genio, o bien al plan de desarrollo de una comarca o de un pals.

Cuando se ha querido utilizar la metodologia de los modelos a
fin de suministrar métodos en que el politico pueda hacer previsio-
nes aproximadas sobre el resultado de sus decisiones relativas a im-
puestos, inversiones, etc., se han seguido tres tendencias princi-
pales.

- La rmas antigua, de que son tipo los trabajos de Tinbergen, trata
de relacionar magnitudes macroeconémicas relativas a grandes sec-
tores de la economia mediante ecuaciones en diferericias finitas es-
tocisticas de naturaleza recursiva simultinea. El método desarro-
llado mas tarde por Leontieff, utiliza matrices que relacionan los
flujos de entradas y salidas de diversos sectores nacionales. Amibos
han sido criticados y tienden a ser sustituidos por los llamados, por
Orcutt, modelos microanaliticos en que se logra, gracias al progre-
so de los métodos estadisticos de encuestas por muestreo, de los
métodos de Montecarlo y de los grandes ordenadores electrdnicos;
construir simulaciones de las unidades mas elementales de la eco-
nomia, que van integrindose a niveles cada vez méis altos del indi-
viduo a la familia, de ésta a la empresa y al sector industrial con sus
interacciories reciprocas, hasta llegar a una formidable simulacidén
global de la economia de un pais. '

Estos estudios, que estin en sus comienzos y que seguramente
van a necesitar nuevos aportes de la Estadistica matemdtica y de
los computadores, los cito porque quiero hacer referencia a los mis-
mos en relacién con algunas observaciones que se hacen a la apli-
cacién de 1la MatemaAtica a las -Ciencias sociales. Se observa, a veces,
que un método  de simulacién asociado al uso de un buen computa-
dor es todo lo necesario para resolver cuantos problemas  cuantita-
tivos se presenten en Economia o en Sociologia. Y an se afia-
de que es lo mas rapido y sencillo. Este es, sin duda, el punto de
vista del practicén. Con el método de simulacién resolvemos rapi-
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damente. aquel caso particular, pero el conocimiento cientifico de
los fenémenos lleva implicito el empleo de modelos explicativos que
dan soluciones generales y la justificacion del empleo de las Mate-
méaticas para st solucidn.

El mérito principal de estos métodos de simulacién consiste en
permitir cambios en las variables que intervienen en la situacidén y
obtener los resultados finales, de modo que hoy puede hablarse de
verdaderos experimentos a gran escala en las Ciencias humanas.
Citemos de paso, a este respecto, los notables trabajos de la Sys-
tem Developpment Corporation (S. D. C.) de Los Angeles (Cali-
fornia), que ocupa a mas de 300 investigadores, 2.300 empleados y
15 ordenadores potentes en el estudio experimental de los procesos
de decision en grupos humanos, de los que es tipico el famoso pro-
yecto Leviathan, en que los decisores humanos a nivel superior al
robot son simulados por decisores humanos,

Una objecién al empleo de modelos es la compeljidad de los fe-
ndémenos economicosociales en que, se dice, las simplificaciones son
tan drasticas que rayan en la caricatura. Pues bien, hoy encontra-
mos sistemas y baterias de modelos de tan gran alcance que hacen
considerar esta observacién como superada. De otra parte si, como
dice Bellmann, «hoy podemos resolver sistemas del orden de mil
ecuaciones diferenciales y en los préximos diez afios del orden de
de las diez mil o quizd de las cien mil», podemos sonreirnos de los
que tienen estos temores sobre la capacidad de accién de las mate-
maticas

Otra objecién se refiere a la disparidad entre las Ciencias natura-
les v las sociales. Dicen algunos, «mientras es razonable utilizar
modelos estocisticos para representar el comportamiento de las mo-
léculas o atin de los animales, es absurdo suponer que las mismas
leyes valen para el comportamiento humano». Pero es precisamente
porque el hombre es libre, que su comportamiento individual es im-
previsible en cada accion particular y puede ser descrito en términos
probabilisticos. Reiteradamente se ha visto, en apoyo de este punto
de vista, al estudiar el comportamiento de grupos sociales, que ta-
les comportamientos tienen las mismas propiedades que resultarian
si los individuos determinaran sus acciones por ciertos mecanismos
de azar. La teoria de probabilidades tendria que haber sido inven-
tada para estudiar el comportamiento de grupos humanos, si no
fuera anteriormente conocida.



Vemos asi, con estos compleméntos al discurso de nuestro nuevo
compaiflero, algunos ejemplos de conceptos y teorias que han sido
creados por la necesidad de formular y resolver problemas de la
realidad socioeconémica. ;

Cuando el gran economista americano 1. Fisher escribio su nota-
ble tesis doctoral, pudo decir con justicia que apenas podian sefia-
larse en todo el mundo cincuenta libros y articulos de cierto interés
que aplicasen las Mateméticas a la Ecoromia. Pero hoy el panora-
ma es completamente distinto: se cuentan por millares los articulos
y libros que contribuyen de un modo importante al progreso de la
Economia y las Ciencias sociales gracias al empleo de la Matema-
tica.

Perc como ha dicho el economista francés Allais, «el desarrollo
actual de las Matematicas en Economia es apenas nada respecto a
lo que serd dentro de muy pocos afiosy.

Al dar la biervenida a nuestro nuevo compafiero, congratulémo-
nos, pues, de que haya elegido este proficuo y prometedor campo
para sus investigaciones actuales, y deseémosle larga vida y persis~
tencia en el mismo.
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