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LA VERDAD EN LA MATEMATICA AXIOMATICA

La presente investigacién acerca de la nocién de verdad en
la matemdtica axiomdtica o formalista se divide en cinco seccio-
nes. En la primera introducimos la definicién de sistema formal
y en particular de teoria formal de primer orden que sirve de fun-
damento a toda la matemadtica axiomatica. En la segunda descri-
bimos la nocién de verdad que nos va a guiar en nuestro estudio
En la tercera tratamos de la verdad cientifica y de la puramentz
formal que se obtiene al introducir un modelo. En la cuarta, que
consideramos la parte principal y sin duda la mas discutible de
esta investigacion, ensayamos descubrir cual es el fundamento de
la verdad en la matematica axiomatica. Finalmente, en la quinta
y tltima seccién hacemos unas consideraciones sobre la dinamica
interna y sobre la historicidad de la matematica por la estrecha
relacién que guardan con la anteriormente discutida nocidn de
verdad.

Deseo agradecer a los PP. F. Riaza, S. J. y J. M. Carre-
ras, S. J. que leyeran atentamente el manuscrito y me hicieran
interesantes observaciones, que he tenido en cuenta en la redac-
cién definitiva.

§ 1.—LA MATEMATICA AXIOMATICA.
Vamos a dar una idea muy somera de lo que se entiende por

» . . .
matemdtica axiomatica. Es la matemdtica actual. tal como esta
en los textos v se ensefia en las Universidades v la practican los
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profesionales, pero entendiendo que su fundamento lo constituve
un sistema formal, y que por lo tanto los teoremas matematicos
son reducibles a teoremas formales.

La comprension de lo que es metodologicamente la matema-
tica axiomadtica se reduce pues, por lo menos por lo que respecta
al presente estudio, a la comprensién de lo que es un sistema for-
mal. En general un sistema formal es un conjunto determinado
de objetos que llamaremos simbolos, que pueden combinarse aten-
diéndose a reglas fijas en orden a formar sucesiones finitas de sim-
bolos que llamaremos expresiones. Entre estas expresiones hay
una clase particular de las mismas, que llamaremos férmulas bien
hechas (f b hs). Observemos de paso, antes de terminar la des-
cripcién del sistema formal, que los simbolos del sistema formal
pueden interpretarse como simbolos matematicos o como letras
de un lenguaje ; v las fb ks pueden interpretarse como férmulas
matemadticas o como proposiciones gramaticalmente bien hechas,
de modo que en ambas interpretaciones se obtiene algo que tiene
sentido v ha de ser por tanto, en cierta manera, necesariamente
verdadero o falso. Para terminar la descripcién de un sistema for-
mal nos queda especificar una subclase de la clase de fbhs, cu-
vos elementos son fbhs a las que llamaremos axiomas ; y final-
mente especificar unas reglas de inferencia que permiten inferir
de una manera precisa una fb h a partir de otra u otras.

Segun lo que hemos dicho en el parrafo primero, lo mas inte-
resante, desde el punto de vista matematico, de un sistema for-
mal son los teoremas formales. Los teoremas formales son una
subclase e la clase de fb hs. Por definicion una fbh es un teo-
rema formal si es un axioma o si es una fbh que pueda ser infe-
rida por aplicacion de las reglas de inferencia a partir de otros
teoremas formales obtenidos previamente.

Una demostracién formal de un teorema formal es precisa-
mente una sucesion finita de fbhs, la primera de las cuales es
un axioma ; y cada una de las siguientes o es un axioma o se in-
fiere por aplicacién de las reglas de inferencia a partir de fbhs
que le preceden; v cuya gltima fb ) es precisamente el teorema
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formal, del cual esta sucesion de fbhs es una demostracion
formal. . o

De todos los sistemas formales imaginables hay dos que soa
especialmente importantes para la fundamentacién de la matema-
tica, a saber: la teoria formal de numeros para axiomatizar la arit-
mética y la teoria formal de conjuntos para axiomatizar el analisis
matematico. Ambas teorias formales, la de numeros y la de con-
juntos, son teorfas formales de primer orden.

He aqui una descripcién, que aunque muy somer2 e incom-
pleta es suficiente para nuestro estudio, de las caracteristicas mas
importantes de lo que es una teoria formal de primer orden (1).
Es un sistema formal en el que hay los siguientes simbolos : infi-
nitas variables individuales x,, v,, ... ; posibles constantes; los
signos de puntuacién de abrir y cerrar paréntesis ; posibles letras
= signos funcionales f7; una o mas letras o signos de predicacién
A7, y finalmente los conectivos légicos de implicacion (o) y de
regacion (~), y el cuantificador universal \f. Los otros conecti-
vos légicos de copulacién (A ) y disyuncién (\/) y el cuantifica-
dor existencial 3 pueden definirse mediante los anteriores.

Hay unas expresiones que se llaman términos, £,, que son las
variables individuales y las constantes ; y las que se obtienen al
aplicar letras funcionales a términos obtenidos previamente, asi
A4, ..., t). La aplicacién de una letra de predicacién a términos
da una fb h atémica, asi A7 (¢, ....1,). Ademas de las fb ks atémi-
cas son también fb I s las expresiones de la forma

Na.t’%DQy(VS)’%?

donde Ay Bson fbhsyzes una variable individiual. Y no hay
mas fbhs que las mencionadas.

Lo mas importante para nuestro presente trabajo son los axio-
mas y las reglas de inferencia. :

Los axiomas de una teoria formal de primer orden se dividen
en logicos y propios. Los axiomas ldgicos son cinco, a saber :
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ADBDOA). :
(ADODBOC)DUADB DAD ).
(~BDOD~AD((~BDA) > B).

(W 2) A (v)) DA (). '
(Wr)(ADB) D(AD(Yx)B).

Al

En estos axiomas se supone que A, By C son fbhs cuales-
quiera y que ¢ es un término cualquiera. En los dos ultimos axio-
mas hay .que hacer ciertas salvedades que omitimos explicar.

Los axtomas propios especifican las diversas teorias formales
de primer orden. En particular si no hay ningin axioma propio
entonces la teoria se llama cdlculo de predicados (de primer orden).

Las reglas de inferencia de una teoria formal de primer orden
son dos: La regla del «modus ponens», que permite inferir que
jafbh B es un teorema formal cuando se ha demostrado previa-
mente que Ay A D B son teoremas formales ; y la regla de ge-
neralizacién, que permite inferir que (\f x;) A es un teorema for-
mal cuando se ha demostrado previamente que A es un teorema
formal. Con esto hemos concluido la definicién de una teoria for-
mal de primer orden.

La teoria formal de nimeros es una teoria formal de primer
orden con una dnica constante que se llama cero ; con tres letras
funcionales que se llaman «siguiente», «suma», «producto» ; con
una unica letra de predicacién que se llama «igualdad» ; y con
nueve axiomas propios, ocho de los cuales sirven para definir im-
plicitamente las funciones de «siguiente», «suman, «producto» v
la predicacién de «igualdad», y el noveno, el mas importante,
axiomatiza el principio de induccién completa asi :

9. AO) D((va)(A(2) D AE)) D (Y2 Ale)).

La teoria formal de conjuntos es una teoria formal de primer
orden que no tiene ninguna constante ni letra funcional y tiene
una sola letra de predicacién de «pertenencian (o de «ser miem-
bro de»), y tiene numerosos axiomas, por ejemplo trece o catorce
en la teoria de Neumann-Bernays-Godel.
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Observemos para concluir que hay que distinguir entre fb ks
y teoremas formales y sus demostraciones, que constituyen el len-
guaje formal, y el lenguaje matematico clasico que no es formal,
sino que es mas bien tradicional e intuitivo y no excluye métodos
que no sean finitarios, por ejemplo mediante reduccién al absurdo.
Finalmente hay que distinguir el lenguaje formal matematico del
metalenguaje o lenguaje de la metamatematica que empleamos
cuando hablamos sobre el sistema formal mediante métodos ex-
clusivamente finitarios.

§ 2.—LA NOCION DE VERDAD.

Abordemos ahora la cuestion de si cabe hablar de verdad en
relacién con la matematica axiomatica. Parece se presentan inme-
diatamente dos cuestiones. Primera si hay proposiciones de las
que pueda decirse que sean verdaderas ; y segundo precisar el sen-
tido de esta verdad.

Ademas parece conviene, por lo menos para mayor claridad,
distinguir los tres niveles que ya hemos mencionado: el nivel ma-
tematico cldsico, impreciso, definido por referencias a la historia
de los matemadticos que han dejado huella; el nivel matematico
axiomatico que quiere ser equivalente al anterior, pero definido
formalmente como hemos explicado en la seccién anterior ; y el
nivel metamatematico, que es una matematica finitaria acerca de
la matemdtica axiomdtica. Dejamos fuera de nuestra considera-
<ién otros tipos de matemdtica, como por ejemplo la intuicionista.

La nocién de verdad que queremos considerar aqui, y que nos
parece sustancialmente pertinente al caso, connota necesariamente
una adecuacién o isomorfia entre dos realidades o espacios. Asi,
por ejemplo, una verdad metamatematica implica una adecuacién o
isomorfia entre Ja proposicién metamatematica de la que se predica
que es verdadera (y que se llama un teorema) y una cierta reali-
dad en el sistema axiomdtico que es e] objeto material de dicha
metamatemdtica. En este caso resulta especialmente claro cudles
son las dos realidades o espacios o niveles implicados ; en cambio
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quiza no sea tan facil determinar el objeto formal de la metamate-~
matica, es decir precisar cual es el método o medio légico o argu-
mentos en virtud de los cuales se consigue tal verdad ; es decir
quiza no sea facil precisar lo que se entiende por «finitarion, cuan—
do se dice que la metamatematica ha de ser finitaria. Anotemos
de paso que una buena definiciéon de matematica finitaria podria.
ser definirla como matematica intuicionista en el sentido de Brou-
wer, Heyting, etc. (2).

En la matematica clasica o en el logicismo de Frege y Russell
resulta mas dificil precisar cudles sean las dos realidades implica-
das por el enunciado y demostracién de un teorema. Observemos
unicamente que hasta el siglo xix exclusive, con la unica posible
excepcion de la interpretacidn dada por el primer Platén, la se-
gunda realidad a la que se tiene que adecuar el teorema matema-
tico es el mundo exterior. independiente de nuestra mente ; los.
conceptos de los objetos matematicos, son conceptos mentales ex-
traidos o abstraidos de la realidad mundana.

Pero nuestro interés en esta comunicacion se centra sobre lz
verdad en la matematica axiomatica, y excepto unas considera-
‘ciones generales que haremos al final acerca de la dindmica de la
matematica actual, nos vamos a limitar ahora a intentar precisas
cual pueda ser el sentido de la nocién de verdad en la matematic:x
axiomatica.

Tenemos, pues, que la verdad se predica de una proposicion,
cuyos constituyentes son un producto de nuestra mente y no tie-
nen mas realidad que la que se deriva de esta generacion, lo que
deja un gran margen de arbitrariedad. Por otra parte la proposi-
ci6én de la que se predica la verdad tiene un contenido intencional
que es referido a una segunda realidad o espacio, la cual puede
tomar formas muy diversas. Esta segunda realidad puede que sea
también exclusivamente mental como la primera realidad y que
sea también arbitraria o convencional en gran medida. Observe-
mos que si esta segunda realidad la podemos introducir con ef
mismo grado de arbitrariedad con el que generamos proposicio-
nes, entonces la verdad que resulta sera puramente formal, ur
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puro concepto de matemdtica convencional y sera incapaz de dar
nos a conocer algo que no sea meramente formal.

En esta comunicacién estamos interesados en la verdad que
pueda haber en la matematica axiomdtica, y que no sea una ver-
dad puramente formal. Queremos estudiar si es posible que, al
decir de una proposicién de la matematica formal que es verdade-
ra, ello nos dé a conocer algo de una realidad que no sea mera-
mente la misma realidad matematica. ’

Si ello es posible, es claro que la segunda realidad o espacio
al que se refiera en alguna manera la proposicion verdadera no
podrd ser simultdneamente puramente mental y completamente
arbitrario. En particular la nocién de verdad parece mas plena y
en ella estamos especialmente interesados si se refiere a un ser
cuya realidad es «a priorin 0 sea anterior a nuestro conocimiento
e independiente de nuestra mente y completamente fuera del al-
cance de nuestra libre voluntad.

§ 3.—VERDAD PURAMENTE FORMAL.

La primera realidad o espacio es, en el caso de 11 matematica
axiomatica, el sistema formal. Y las proposiciones de las que en
primer lugar cabe pensar que quepa que puedan ser verdaderas
en algun sentido son las fb ks (férmulas bien hechas). En un sis-
tema formal se puede decir que todo carece de sentido. vy ello adre-
de para que no pueda ser la intuicién lo que nos guie, sino exclu-
sivamente la 16gica. Pero dentro de ese sinsentido general es obvio
que las f b h s tienen un contenido, determinacién o estructura mas
rica que las simples expresiones. Mas aun, vamos a considera:
exclusivamente proposiciones que no solamente sean fbhs, sino
que sean teoremas formales. Limitamos también los sistemas for-
males a las teorias formales de primer orden, que ya hemos trata-
do y que incluyen las distintas teorias formales de calculo de pre-
dicados, de numeros (Aritmética) v de conjuntos.

A. Tarski (8) mediante la introduccion de una teoria de mo-
delos ha precisado una semantica de los sistemas formales, donde
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cabe hablar con toda propiedad de validez ldgica, que es una no-
<i6n muy afin a cierta nocién de verdad. Ahora bien, en este caso
los modelos que forman la segunda realidad o espacio estan tam-
bién formalizados, de modo que la misma nocién de verdad y de
validez lgica resulta también formalizada.

Describamos en lineas muy generales lo que es un modelo de
‘una teoria formal de primer orden K. Para ello hemos de definir
primero lo que es una interpretacion de una teoria formal de pri-
mer orden K. Una interpretacién | consiste en un conjunto no
vacio D, o dominio de la interpretacion, en el que, como en un
molde, se introduce una imagen o réplica de la teoria formal K
ce la manera siguiente: Las variables individuales -, x,, ..., x,, ...
de la teoria K se consideran como variables arbitrarias que varian
en el dominio D. A toda constante individual de K la interpreta-
cion ] le hace corresponder un elemento determinado fijo o cons-
tante de D. A toda letra de predicacién o predicado wn-ario de K
la interpretacion J le hace corresponder una relacion n-aria en D
y a toda letra funcional o funcién de » argumentos en K le hac=
corresponder una funcién con dominio D" y con rango D. Los
simbolos l6gicos se interpretan en el sentido obvio del calculo pro-
posicional y analogamente los cuantificadores.

Entonces toda fbh A de K se transforma para cada conjunto
de valores de las variables individuales libres que contenga A en
una proposicion en la interpretacion que en virtud de la estruc-
tura o molde 1impuesto en D tiene un determinado sentido 'y con-
siguientemente es verdadera o falsa. En particular toda fbh ce-
rrada, es decir que no contenga ninguna variablé individual libre.
tiene que ser necesariamente verdadera o falsa en la interpre-
tacioh J. A una fbh que contenga w variables individuales,
A (%, .., x,) le corresponde en la interpretacion ] una relacién
n-aria en €l dominio D y se dice que A es verdadera en la inter-
pretacion J cuando sea verdadera para cada una de las combina-
ciones de las n variables arbitrarias en D correspondientes a las
variables individuales formales; o' lo que es lo mismo, se dice
que A es verdadera en la interpretacion ] cuando lo sea la fblh

cerrada W, Vr,... ¥, Ay, ... x).
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Se dice que la interpretacion ] es un modelo de la teoria for-
mal K, si todos los axiomas de K son verdaderos en la interpre-
tacion J.

Se dice que una fb h es légicamente valida (considerada en el
contexto de la teoria K) cuando es verdadera en cualquier mode-
lc que se pueda dar de K ; y que una fbh es légicamente valida
en el contexto de un célculo de predicados cuando es verdadera
en cualquier interpretacién. Obsérvese que dada una teoria K
(consistente) el numero de posibles interpretaciones (modelos) de
K es mayor que cualquier numero cardinal previamente dado.

Para juzgar del valor epistemoldgico de esta nocidn tarskiana
de verdad en la interpretacién v de validez légica en la teoria
formal hemos de distinguir dos casos. Consideremos en primer
lugar el caso en que el dominio I y su estructura (constantes,
funciones y relaciones) sean introducidos materialmente, es decir
con una existencia que no se derive exclusivamente de una postu-
lactén axiomdtica «ad hocw», sino que probablemente la existencia
de D y su estructura se supone independiente de nuestra mente
v su introduccion se justifica por un tipo de evidencia intuitiva.
Entonces, en esta interpretacion, D representa un conjunto na-
tural, o sea sacado del mundo exterior y K se convierte en una’
teoria cientifica y la nocién de verdad es la de verdad cientifica
propia de las ciencias positivas, formalizadas y aplicadas, y el
analisis de esta nocién de verdad es ajeno al presente estudio. Me
parece que estamos en este mismo caso cuando K es la teoria for-
mal de niimeros, D es el conjunto de los nimeros naturales y la
interpretacién es 1a estandarizada y se admite por razones intuiti-
vas de matemadtica cldsica o logicista que esta interpretacién estan-
darizada es en efecto un modelo de K.

Consideremos ahora €l caso en que el dominio D y su estruc-
tura se introduzcan mediante axiomas o postulados «ad hoc». En-
tonces la interpretacion J es también completamente formal y, como
va hemos indicado antes, parece que no puede darnos a conocer
nada que no sea meramente formal. Ello no excluye naturalmen-
te que tal interpretacion pueda tener un enorme interés cientifico
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dentro de la maiemdtica. En este sentido hay que entender la
verdad de un teorema en una teoria matemdtica de grupos cuando
dicha teoria se supone fundamentada en una teoria formal de pri-
mer orden. '

Este es también el caso de la interpretacion estandarizada de
la teoria formal de nimeros, cuando no se asume que sea un mo-
delo. Esta interpretacién estandarizada y sin suponer que sea un
modelo tiene una importancia cientifica extraordinaria como ele-
mento de la demostracién de los teoremas metamateméticos de
Gaodel acerca de la incomplecion de la teoria formal de ntmeros
y de la indemostrabilidad formal de su consistencia. Ahora bien,
precisamente porque todo ello constituye una especulacion pura-
mente matematica, por si sola, es decir si se excluye todo dato em-
pirico, es absolutamente incompetente para decirnos directamen-
te lo mas minimo acerca de la Naturaleza o acerca de sus leyes.

§ 4—E1L CONVENCIONALISMO.

Es obvio, me parece, que la realidad mundana no puede ser-
vir de segunda realidad o segundo espacio para fundamentar la
noci6n de verdad en la matematica axiomatica. La edificacién de
la matemdtica axiomdtica no necesita para nada del mundo exte-
rior desde el punto de vista epistemoldgico. Desde el punto de
vista sicologico necesita muy poco, por lo menos en teoria : sola-
mente, a lo mds, percepciones indeterminadas que permitan intuir
la binidad o unidad del dos, la formacién del siguiente y de limite
para llegar a cualquier nimero ordinal y para intuir las operacio-
nes de suma y producto de nimeros naturales. Para la introduc-
cion de predicados y axiomas no parece que se necesite el mundo
exterior en absoluto.

Parece, pues, que llegamos necesariamente a un convencio-
nalismo como ultima fundamentacién de la matematica axiomati-
ca. La matematica seria entonces un puro juego sin sentido, es
decir sin sentido que no fuera meramente formal, v cuyas reglas
serian exclusivamente convencionales. Esta conclusion tan radi-
cal, explicita o implicitamente admitida por muchos matematicos,
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pone inmediatamente en guardia al filésofo por 'su parecido con
Ta -posicién radicalmente escéptica, y pone también en guardia a
-otros muchos matemdticos como R. Courant, que exclama: «Una
amenaza seria para la vida de la ciencia aparece contenida en'la
afirmacion de que la matematica no es mas que un sistema de con-
clusiones derivadas de definiciones y postulados que deben ser
compatibles, pero que, por lo demas, pueden ser creacién de la
libre voluntad del matematico. Si esta descripcion fuera exacta las
matemdticas no podrian interesar a ninguna persona inteligente.
Seria un juego con definiciones, reglas y sdoglsmos sin meta ni
motivo alguno» (4).

Parece que el convencionalismo radical no puede ser sosteni-
do, sino como tesis negativa, pues no parece que se pueda dar
del mismo un argumento positivo, por aquello de que no se querra
llegar a decir que el convencionalismo absoluto es absolutamente
convencional.

Con todo, aunque la matematica no fuera mas que un juego,
habria que reconocer que es un juego muy dificil, apasionante,
¥ que el mundo juega una de sus partidas, pues sélo por la mate-
matica las ciencias positivas han llegado a darnos la mejor inter-
pretacién del mundo, que nos ha llevado al humanismo cxenuﬁgo
de la era presente.

Vamos a adelantar la conclusién a que hemos llegado v que
luego justificaremos por via de ensayo. La matematica axioma-
tica no es absolutamente convencional. Por otra parte me parece
que se puede conceder sustancialmente que las matematicas son
en efecto un juego. Pero un juego no es algo que sea absoluta-
mente convencional: todo juego tiene algo absoluto, a saber que
es un juego, y que en su desarrollo hay que guardar las reglas
del juego, pues no seria juego el que tuviera como regla que no
hace falta guardar las reglas del juego.

~ En el hecho del progreso de las matematicas y del de las cien-
cias y técnicas se ha creido ver una incompatibilidad con la abso-
luta convencionalidad de las matematicas {(5). Pero por una parte
el progreso de la matemdtica misma no parece incompatible con
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la tesis convencionalista ; y por otra parte el progreso cientifico
y técnico parece que arguye la imposibilidad de un convenciona-
lismo en las ciencias positivas, pero no se ve cémo del no con-
vencionalismo de éstas se pueda pasar al de la matematica misma.-

Para encontrar una segunda realidad o espacio que sirva para
fundamentar una nocién de verdad en la matemdtica axiomatica,
que no sea la convencionalista libre voluntad del matematico, em-
pezamos acudiendo al cldsico argumento de Kant, en el que des-
pués de haber establecido la aprioridad de la representacién del
espacio, expone la discusién (Erérterung) trascendental de la no-
cién del espacio. He aqui el texto que hace al caso: '

«Entiendo por una discusién trascendental la explicaciéon de
una nocién como un principio, del cual se puede intuir *’a priori’”
la posibilidad de otros conocimientos sintéticos. Para este fin se
requieren: 1) que efectivamente tales conocimientos fluyan de la
nocién dada, y 2) que tales conocimientos sean posibles inicamente
mediante la presuposicion de un tipo dado de explicacién de esta
nocion. s '

La Geometria es una ciencia que determina las propiedades’
del espacio sintéticamente y no obstante '’a priori’’. Entonces,
scudl debe ser la representacién del espacio, para que tal cono-
cimiento de él sea posible? Tiene que ser originalmente una
intuiciéon (Anschauung) ; porque de una mera nocién no pue-
den tirarse proposiciones que vayan mas alla de la nocién, lo cual’
sucede precisamente en la Geometria. Pero esta intuicién tiene
que ser hallada en nosotros ’’a priori’’, esto es anterior a toda
percepcion de un objeto, y por lo tanto tiene que ser una intui-
cién pura, no empirica. Porque las proposiciones geométricas somn
totalmente apodicticas, esto es, ligadas a la conciencia de su nece-
sidad, por ejemplo el espacio tiene sélo tres dimensiones ; tales
proposiciones, empero, no puedén ser empiricas o juicios de ex-
periencia, ni de ellos pueden ser deducidas.

Ahora bien, ¢cémo puede encontrarse en el animo una intui-
cion {Anschauung) exterior, que preceda al objeto mismo y en la
cual la nocién del dltimo pueda ser determinada ’a priori’’ ? Cla-
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ramente no de otra manera, que en tanto ella tiene su asiento sélo
en el sujeto, como condicién formal del mismo de ser estimulado
por los objetos y por ello llegar a ser una representacion, esto es
intuicién del mismo, por consiguiente solamente como forma del
sentido exterior y no de otra manera.

Por consiguiente, dnicamente nuestra explicacién hace com-
prensible la posibilidad de la Geometria como conocimiento sin-
tético “’a priori’’» (6).

En esta discusién falla actualmente el presupuesto fundamen-
tal, a saber que la Geometria sea «a priori», al menos en cuanto
sea distinta de la Aritmética. Las geometrias no euclideas hacen
patente que la geometria euclidea no podria ser la unica geometria
«a priorin, y sabemos también ahora, sobre todo gracias a Des-
cartes, que la geometria puede reducirse al algebra, que conside-
ramos mds fundamental. Asi el ejemplo que se cita, la trimensio-
nalidad del espacio, es un conocimiento sensible que sera perti-
nente para una geometria como parte de la fisica, pero parece que
nada tiene que ver con la geometria axiomitica como la entende-
mos hoy dia. Por otra parte, si el argumento de Kant se quisiera
aplicar a Ja geometria fisica actual, tampoco seria valido, pues
esta geometria fisica ya no es apodictica en el mismo grado que
lo es la matematica.

Si hay un fundamento real de la matematica que sea incom-
patible con el convencionalismo, me parece ha de ser una realidad
trascendental andloga a la introducida por Kant. Los matematicos
intuicionistas son ciertamente anticonvencionalistas y derivan su
intuicionismo de Kant. He aqui un texto de I.. E. J. Brouwer :

«Por muy débil que pareciera la posicion del intuicionismo
después de este periodo (siglo x1x) de desarrollo matematico, se
ha recobrado mediante el abandono de la aprioridad kantiana del
espacio, pero adhiriéndose mds resueltamente a la aprioridad del
tiempo. Este neointuicionismo considera el desmembramiento de
los momentos vitales en partes cualitativamente distintas —que
solo pueden ser reunidas si han sido previamente separadas por
el tiempo— como el hecho primigenio del entendimiento huma-
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no’; y considera el despojar este desmembrameinto de todo conte-
nido sentimental en orden a intuir la simple unidad de dos como
¢l hecho primigenio del pensar cientifico.»

«De este modo la aprioridad del tiempo no solamente deter-
mina las propiedades de la aritmética como juicios sintéticos «a
priori», pero incluso las de la geometria, y no sélo de la elemen-
tal plana y tridimensional, sino incluso de las no euclideas v de la
n-dimensional» (7).

En este texto se sefiala una aprioridad del sujeto, la intuicién
primigenia de la binidad, la cual no parece que pueda ser integra-
da en una doctrina absolutamente convencionalista. A esta intui-
ci6n hay que afiadir las intuiciones de «siguiente» y de «paso al
limite» para la constitucién de la nocién de ordinal, y las que sean
primigeniamente necesarias para la posibilidad de las operaciones
de suma y producto. Obsérvese que aqui lo importante no es el
aspecto sicolégico de estas intuiciones, ni la apelacién a un mun-
do exterior para la posibilidad de las mismas, sino que lo decisivo
seria la aprioridad o condicidén formal que implica en el sujeto en
el sentido de una discusién trascendental kantiana. Con todo no
parece evidente que esta aprioridad invalide la tesis convenciona-
lista. Por una parte, asi como el espacio como forma de la sensi-
bilidad nada tiene que ver con la geometria axiomatica, quiza
pueda decirse también que el tiempo tampoco tiene nada que ver
epistemoldgicamente con la aritmética axiomatica. Las intuiciones
primigenias insoslayables que hemos mencionado quizds puedan
considerarse como supuestos previos asimilables al supuesto mis-
mo de un matematico convencionalista, y que por tanto deben ser
considerados como preliminares exteriores 'y no como constitu-
ventes de la matematica axiomatica.

\7 - r ’ . ’ .
’amos ahora a considerar mas de cerca la logica matematica

y en particular las teorias formales de primer orden que cierta--

mente estan necesariamente implicadas en la matematica axioma-
tica. Intentaremos hacer, esquematicamente y como ensayo, una
fenomenologia de los mismos y en especial del contenido (feno-
menolégico) de su aprioridad trascendental.
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Antes de seguir adelante, el siguiente texto de E. Husserl
hace al caso : ‘

«Pero al formular esta cuestién (relativa a los problemas de
la explicacién racionalmente teorética de la légica formal), y por
cierto tnicamente para enunciados en tanto son pensados como’
determinados exclusivamente mediante puras formas, permane-
cemos en la légica formal y en las disciplinas paralelas menciona-
das mas arriba, que estdn edificadas esencialmente en las corres-
pondientes doctrinas de la forma, como escalones inferiores. En
las formas smtéticas —que como tales presuponen claramente de
muchas maneras tesis o bien enunciados de la correspondiente ca-
tegoria de enunciados— yacen condiciones "'a priort’’ de su post-
ble validez, las cuales se hacen patentes en las leyes sobre las
esencias, de las disciplinas en cuestion. '

Especialmente yacen en las puras formas de la sintesis pre-
dicativa {analitica) condiciones "’a priori’’ de la posibilidad de cer-
teza racional doxica, dicho noematicamente, de posible verdad» (8).
En este texto hay que tener en cuenta el significado general de:
las palabras «enunciado» y «sintesis», y el peculiar significado de
«forma» y «a priori», de acuerdo con la terminologia husserliana.

Como parece desprenderse de nuestro analisis anterior del tex-
to de Kant y luego del de Brouwer, el aprior: trascendental, si
existe, no es algo que se nos imponga con evidencia v que entre
voluminosamente en la matemadtica axiomatica. Con todo, si con-
firmados por este texto de Husser] examinamos con mayor deta-
lie la verdad puramente formal en el sentido de Tarski. encontra-
mos el siguiente dato importante. En el modelo formal de una
teoria formal de primer orden todo es arbitrario, el dominio de
interpretacion, sus constantes, sus funciones v sus relaciones, con
una excepcidn : los axiomas l6gicos (y las dos reglas de inferen-
cia) han de ser interpretados en el «sentido obvion. Y obsérvese
que la existencia de este sentido obvio es evidente.Parece, pues,
que estamos ante una forma primaria del pensar humano.

Ahora bien, si todo fuera absolutamente arbitrario no parece
que tuviera plena justificacién hablar de un sentido obvio. A esta
extrema regularidad o mejor notable singularidad que presentan
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los axiomas de un calculo de predicados hay que afiadir otra sin-
gularidad a mi parecer todavia mas notable, aunque quizd no sea
mas que una generalizacion de la singularidad primera. Me refiero
al hecho mismo, eidético y no sicologico, de mntuir un axioma
(o-una consecuencia) o lo que es equivalente, de intuir una rela-
cién, lo cual a su vez parece que en algun modo se identifica con
la intuicién de una unidad global e inmediata en una cierta plura-
lidad. Esta intuicién por una parte parece absolutamente primi-
genia y por otra tiene que saltar como una chispa en el sujeto ;
en si misma no se puede ensefiar, sélo despertar o excitar o es-
timular.

Ademas esta intuicién es necesaria para el planteamiento y
desarrollo de toda aritmética axiomdtica o de toda teoria de con-
juntos ; y no solo inicialmente, sino también siempre que quiera
uno nuevamente prolongarlos, lo cual es sucesivamente posible in-
finitas veces segin demuestra el teorema de incomplecion de Go-
del. Por otra parte esta intuicién primigenia y la singularidad que
presentan los axiomas ligicos parece que son también suficientes
para la edificacién de una matematica axiomatica. Por tanto, a es-
tos hechos primigenios se puede aplicar la discusion trascendental
de Kant y nos encontramos efectivamente con un condicionamien-
to «a priori», incompatible con un convencionalismo absoluto. La
extrema necesidad y universalidad que presentan los teoremas mia-
tematicos axiomaticos, comparados con las leyes fisicas, no es,
entonces, mas que una expresion del hecho de que en tales enun-
ciados intervienen sélo las condiciones «a priori» del sujeto, sin
empiria alguna (salvo, quiza, las vagas vivencias que hemos men—
cionado al principio de este § 4). '

Observemos que los axiomas logicos (y las reglas de inferen—
cia mencionadas) y analogamente la intuicién primigenia de otros
axiomas no son ni 'la unica formulacion posible del aprior tras-
cendental, ni son una formulacién absoluta del mismo. Es obvio
que los axiomas logicos pueden ser formulados de diversos mo-
dos, pero ello no obsta a la existencia de un invariante que parece
constituir un auténtico apriori.
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Tampoco pensamos que este apriori lo conozcamos con cer-
teza absoluta ; es decir, es muy posible que los axiomas légicos
no constituyan. mas que una aproximacion del verdadero apriori
de nuestro esquema trascendental. De hecho podemos crear sis-
temas formales con axiomas totalmente distintos de los axiomas
logicos. Con todo, dos teoremas que pertenezcan a dos sistemas
distintos no pueden ser contradictorios, aunque su formulacién
escrita si puede ser contradictoria al considerarlos como pertene-
cientes a un mismo sistema. Asi por ejemplo, los dos teoremas:
«la suma de los angulos de un tridngulo es mayor que dos rectos»
én geometria elemental eliptica y «la suma de los angulos de un
triangulo no es mayor que dos rectos» en una geometria elemen-
tal hiperbdlica, son dos teoremas distintos, pero no contradicto-
rios. Pero es claro que el hecho de que aproximemos el contenido
de nuestro esquema trascendental implica que hay un apriori en
cierto modo absoluto. Quiza para conocer cual sea el verdadero
contenido de ese apriori apelemos al éxito, 0 sea a un cierto prag-
matismo ; pero aqui este €xito no seria, como en el pragmatismo,
la norma constitutiva de verdad, sino solamente un criterio légico
para conocer la verdadera norma que es el apriori trascendental.

Para concluir este § 4 consideremos el juego del ajedrez. Nos
encontramos en primer lugar con una posicién inicial y unas re-
‘glas de juego que corresponden a la formulacién de un sistema
formal con sus reglas de inferencia ; en segundo lugar durante el
desarrollo de la partida hay que intuir las jugadas en cuanto tales,
es decir en cuanto se guardan las reglas y en cuanto prolongan el
juego ; finalmente es posible que una determinada partida o juga-
da sea aplicable por gjemplo a un modelo tomado de las ciencias
militares, aunque esto es ajena al juego mismo. Una jugada cual-
quiera, por ejemplo «AXP» (alfil toma pedn) de las blancas, re-
vela algo de cada uno de los aspectos que acabamos de mencio-
nar y analogamente parece que lo mismo puede decirse de todo
teorema de matemdtica axiomatica respecto del apriori trascen-
dental.

Si en vez de examinar un determinado juego o un determina-
do sistema formal consideramos la clase de todos los sistemas
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formales, o sea el contenido global de la matematica axiomatica.
entonces desaparece la nocién de planteamiento inicial y lo unico
que nos queda es el ejercicio continuado de las condiciones «a prio-
rin o condiciones formales del esquema trascendental. La mate-
madtica axiomdtica parece que se ofrece, entonces, como el medio
unico para conocer la estructura de este esquema trascendental en
su aspecto racional. Si consideramos el caso limite de un juego
sin regla alguna que limitase la absoluta arbitrariedad de su desa-
rrolle, entonces ese juego podria corresponder a una teoria formal
simplemente inconsistente-em la que todas las fb h s fueran teore-
mas. Entonces ese juego o teoria formal pedsan ser completa-
mente convencionales y serfan incapaces de revelarnos nada del
apriori trascendental.

Se plantea también el problema de la coincidencia de las con-
diciones «a priori» en distintos sujetos humanos, el cual es sin
duda un aspecto importante del binomio realismo-idealismo. Pero
esto se aparta demasiado de nuestro tema.

§ 5.—DINAMICA ACTUAL DE LA MATEMATICA.

En la historia de la matematica podemos distinguir por razén
de la idea que los matematicos tienen de su ciencia por lo menos
las dos etapas fundamentales siguientes: Primera, la del nacimien-
to de la matematica como ciencia racional en la cultura griega ; en
este periodo hay dos interpretaciones del método matematico: la
de Platén de tipo intuicionista que es también, al parecer, la de
los grandes matematicos griegos ; y la de Aristoteles, que perdu-
rara durante la filosofia medieval hasta Descartes inclusive, basa-
da en la cantidad o extensién de los cuerpos y en un cierto tipo
de abstraccidn de esencias de las cosas. La idea que el matema-
tico Kant tiene de su ciencia, a pesar de su analisis trascendental,
esta mucho mas cerca, me parece, de la que acabamos de mencio-
nar que de la siguiente, que empieza a gestarse en el siglo xix.

La nocién de matematica que tenemos hoy dia, en cuanto fun-
damentalmente distinta de la que tuvieron los griegos, tiene su
origen en el siglo x1x con el descubrimiento de las geometrias ele-
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mentales no euclideas y de las rimanianas, la logificacion de la
matemadtica, la creacién de los sistemas axiomdticos formales; la
independizacién de la matematica del mundo fisico, y el analisis
del papel de la intuicién.

Especialmente en nuestro siglo la idea de la matematica nc
s6lo ha evolucionado rapidamente, sino que incluso se ha ramifi-
cado en diversos tipos. Ello contribuye a hacer mas patente una
cierta dinamicidad de la matematica. Podemos distinguir una di-
ndmica interna que tiene lugar dentro de la matematica y una di-
namica externa, mucho mas interesante, de la interpretacion o idea.
de la matematica a lo largo de la historia.

Los grandes matematicos de todos los tiempos han sido plena-
mente conscientes de la dinamica interna de su época, le han pres-
tado siempre gran atencion, han sido influenciados por ella y sobre
todo han sido los principales promotores de esta dinamica. La ma-
tematica considerada en si misma se desarrolla asi de una manera.
que recuerda el desarrollo inconsciente de un ser vivo. Una pasion
profunda, una ciega necesidad interna, arrastra al matematico ha-
cia nuevos derroteros. Para la consecucién de un avance impor-
tante, un salto como la creacién del calculo infinitesimal o la crea-
cidn de la teoria de la relatividad, hace falta por un lado una mente
privilegiada que rompa la continuidad, y por otra parte parece que
es también necesaria una cierta madurez de los tiempos que ates-
tigua a pesar de todo una profunda continuidad en el desarrollo.

Somos conscientes de la genialidad de Newton v de Leibniz,
pero el hecho mismo de la aparicién simuitanea e independiente
de dos descubridores del calculo infinitesimal nos convence de que
se habia previamente producido una maduracién suficiente de la
matematica para que este salto se produjera con cierta espontanei-
dad. No parece que pueda tener otra explicacion el considerable
ndmero de importantes teoremas que llevan dos nombres, porque:
fueron hallados simultdnea e independientemente por dos mate-
maticos y a veces tres como el descubrimiento de la geometria
elemental hiperbdlica: Gauss, Bolyai v Lobatchevski. Incluso en
el caso de Einstein nos parece que si é| hubiera muerto antes de:
crear la relatividad no hubieran pasado muchos afios sin que otro.
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o hubiera hecho de un modo sustancialmente equivalente. Todo
ello parece testimoniar el caricter vegetativo de la dindmica inter-
na de la matematica, y confiere una cierta continuidad a su desa-
rrollo.

- Esta continuidad merece tanto mas ser puesta de relieve, cuan-
to que para el profano pasa desapercibida. En efecto, la matema-
tica, y mas ain la matematica axiomatica, se suele exponer como
si su contenido fuera absolutamente independiente de una tradicion
o del recuerdo de la época precedente ; y en general ese modo
“sistematico atemporal sera el mds conveniente si se quiere apro-
vechar bien el tiempo y se pretende una formacién (no demasiado
profunda) puramente técnica o cientifica. Obsérvese que una expo-
sicién absolutamente atemporal, es decir que no traicione de algu-
na manera la dindmica interna real de la matematica, parece que
es imposible, aunque en general se pretenda que lo sea.

Si hacemos una breve consideracion acerca de la dindmica in-
terna de la matematica en el momento actual, me parece la pode-
mos resumir en una palabra, a saber, la matematica se mueve
hacia una mayor umidad. La matemdtica ha sido siempre una
principalmente por razén de su método peculiar v de sus funda-
mentos ; pero ello no ha sido obsticulo a una variedad de ramas
con métodos mas particulares propios, derivados de hipétesis que
condicionan la diversidad de las ramas.

En los dos o tres tltimos decenios se han puesto de manifiesto
principalmente dos factores, me parece, que han contribuido po-
derosamente a dar una mayor unidad a la matematica, aunque es
claro que esos factores tienen también sus raices en el pasado y
no sabemos hasta qué punto se prolongardn en el futuro.

a) La matemdtica se ha hecho mas general y mas compleja,
'y ello contribuye a una mayor unidad y a una cierta mayor concre-
‘cién. Se han creado varias importantes teorias que por un proceso
-de generalizacién, perdiendo algo de profundidad, han conseguido
:reunir diferentes teorias dispersas ; el fenémeno es patente y no
.vale la pena insistir. Es evidente que también se ha hecho mas
-compleja. Las definiciones e hipétesis aumentan y se hacen mucho
mas precisas ; ello permite acercarnos mas al individuo, en una
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posible interpretacién natural, aunque la matemadtica sea sustan-
cialmente una ciencia de conjuntos ; la matematica se ha hecho,
por razén de sus posibles interpretaciones, mucho mas concreta.
Aunque esta concrecién no esta en la linea de las esencias aristo-
télicas abstraidas de la realidad mundana, sino en la linea de una
mayor determinaciéon mediante relaciones. Porque la matematica
al entrar en la segunda etapa, descrita hace poco, dejo de ser abs-
tracta en cuanto que dejé de considerar esencias abstraidas de las
cosas, y se convirtié en una ciencia de relaciones. La mayor com-
plejidad de la matemdtica o mayor concrecién de sus interpretacio-
nes puede expresarse diciendo que va aumentando la potencia de
la matematica en orden a ser un molde apto para racionalizar todos
los fenémenos mundanos o incluso todos los mundos posibles.

b) El otro factor que da actualmente mayor unidad a la ma-
temdtica consiste en recientes grupos de teoremas que establecen,
en el nivel mismo de los métodos empleados, importantes conexio-
nes entre distintas ramas que hasta ahora se habian desarrollado
independientemente. Vamos a mencionar sélo dos ejemplos con-
cretos. Ambos se han hecho patentes en el reciente congreso inter-
nacional de matematicos en Moscd. El primero lo constituyen los
teoremas de M. F. Atiyah y de S. Smale que han obtenido im-
portantes resultados empleando simultaneamente métodos de la
teoria de grupos, de la topologia y de la teoria de operadores dife-
renciales. El segundo ejemplo, todavia mas notable, es una lenta
incorporacién de la teorfa de los trasfinitos de Cantor: que hasta
ahora habfa permanecido formando un solitario bloque aparte, den-
tro del resto de la matemdtica ; esta incorporacién ha tenido lugar
no sélo dentro de la-légica matematica —demostraciones de con-
sistencia de sistemas formales matematicos, debidas a G. Gentzen,
S. Feferman, K. Schiitte y otros—, sino incluso dentro de los
presupuestos inmediatos del Analisis matematico al demostrar
P. J. Cohen la independencia del postulado de Zermelo y de la
hipétesis cantoriana del continuo.

Por muy interesante que sea el estudio de la dinamica interna
es claro, me parece, que solo indirectamente influye en la nocion
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de verdad matemadtica, es decir solamente en cuanto esta dinamica
interna modifica o transforma la interpretacién que se dé global-
mente de la matematica, o sea en cuanto es un factor para la com-
prension de la que hemos llamado dindmica externa de la mate-
matica.

¢ Qué relaciones existen entre la matemdtica en su conjunto y
la historia? En la respuesta distinguimes tres grados de historici-
dad de la matematica.

1) En primer lugar hay una historia de la matematica en
cuanto hay una cronologia de los descubrimientos y de las creacio-
res matematicas. Ahora bien, este mero estar en el tiempo apenas
si merece el nombre de historia ; mas bien serd una mera crénica
de los diversos matematicos y de sus teoremas.

2) Un caracter mas histérico tiene sin duda el desarrollo de
la dindmica interna de la matematica tal como la hayan entendido
o la entiendan los matemdticos o los historiadores.

Parece obvio que la historia de la ciencia tiene un caracter muy
distinto de la historia politica o de la de las culturas v civilizacio-
nes, aunque a veces la discriminacidn entre ambas resulte dificil.
Esta implicacién o confusién se presenta no sélo en la historia de
las ciencias positivas, por ejemplo la historia de la bomba atémi-
ca, pero incluso en hechos puramente matematicos, como por
ejemplo la historia del descubrimiento del cdlculo infinitesimal.
Pero estas confusiones no invalidan una diferencia fundamental: la
historia de la ciencia, aparte de ser desapasionada, tiene un carac-
ter netamente evolutivo progresista, donde las nuevas teorias no
tanto contradicen las anteriores cuanto las perfeccionan y las in-
tegran ; no se vuelven contra el periodo anterior.

Esta consideracion de continuidad v progreso tiene una fuer-
za mucho mayor al tratarse de historia de la matematica. Si deja-
mos aparte la historia de los errores, que se incluye mas bien por
contraste, pero que no es propia historia de la matematica, enton-
ces ésta presenta un caracter progresivo absoluto. Las nuevas teo-
rias no contradicen en nada a las anteriores: o las generalizan o
establecen nuevas conexiones o quiza son simplemente indepen-
dientes, pero nunca contradictorias. Las nuevas teorias matema-
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ticas no son mejores aproximaciones que corrijan ni siquiera lige-
ramente las anteriores de las que dimanan, como sucede por
ejemplo con la teoria fisica de la relatividad que es una mejor apro-
ximacién que la teorfa galileana.

Ahora bien, este caracter de absoluto progreso, de evolucion
tan perfectamente ordenada hace que la historicidad de la dinami-
ca interna de la matematica sea minima, si es que tal evolucién
llega a merecer el nombre de historia.

3) La evolucién matemdtica adquiere un caracter netamente
histérico, tanto como pueda serlo la historia de la filosofia, si con-
sideramos ademas de su dinamica interna sus relaciones exterio-
res con otras disciplinas y en particular con la filosofia.

Vamos a examinar en particular la posibilidad de una historia
de la nocion de verdad matematica y veremos: a) que esta nocion
pertenece esencialmente al contenido de la matematica, y b) que
esta afectada por una historicidad analoga a la de los movimientos
filosohicos y culturales.

a) Si se quiere conocer el significado pleno de un teorema
matematico necesariamente hay que entenderlo en el contexto de
sus fundamentos. En particular si se trata de un teorema de mate-
matica axiomatica hay que involucrar las teorias formales de pri-
mer orden (la de nimeros y Ja de conjuntos) que le sirven de fun-
damento, si es que se pretende la mayor comprensiéon posible del
contenido de dicho teorema. Pero entonces tropezamos con la no-
ci6n de verdad, tal como la hemos analizado en la seccién anterior ;
y por tanto la nocién que se tenga de verdad matematica axioma-
tica es un elemento constitutivo del significado pleno de un teore-
ma de esta matematica, v resulta que la evolucién de la nocion de
verdad matematica es un factor esencial en la evolucion de la ma-
tematica misma. Lo que decimos de la matemdtica axiomatica se
aplica anilogamente, o quizds «a fortiori» a las otras clases de ma-
tematica.

b) En el comienzo de esta seccion hemos seralado dos eta-
pas de la evolucién matematica v hemos puesto de relieve el cam-
bio extraordinario que sufre la nocién de verdad matematica al pa-
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sar de la primera a la segunda etapa. Merece sefialarse de paso
el caracter pionero o la originalidad profunda del cambio matema-
tico en relacién con los cambios filoséficos o culturales. La nueva
concepcion de verdad matematica que empieza a surgir desde hace
poco ‘mas de un siglo, tiene sus raices en la dindmica interna de la
matematica misma, y no es fruto ni poco ni mucho de los sistemas
filoséficos o culturales vigentes, sino mas bien surge a pesar de la
filosofia kantiana reinante. Gauss explica por carta {1829) a Bessel
que no piensa publicar sus resultados porque teme la «griteria de
los beocios» (9) aludiendo a los filésofos kantianos. Por el contra-
rio, es patente lo mucho que la nueva concepcién de la matema-
tica ha influido y sigue influyendo en las ideas filoséficas y cultura-
les de nuestro tiempo.

La dialéctica acerca de los fundamentos de la matemadtica sigue
hoy dia viva. Mas ain, nos parece tener conciencia hoy de que esta
dialéctica, que fue rica durante el periodo griego en el nacimiento
mismo de la matemadtica racional y que en nuestro siglo ha vuelto
a manifestarse con variedad y potencia extraordinarias, seguira
siendo siempre un factor importante en la evolucién matematica.
Ahora bien, esta dialéctica confiere a la matematica un acentuado
caracter de historicidad. Resulta, pues, que ni siquiera en la ma-
tematica le es ni le serd posible al hombre la posesion de una ver-
dad absoluta ; sus fundamentos siguen oscuros y tenemos la con-
viccién de que si se clarifican las presentes dificultades, sera sélo
al precio de que surjan mas profundas oscuridades.

En el caso de la matematica axiomatica esta dialéctica es espe-
cialmente manifiesta. Con el descubrimiento de las geometrias no
euclideas alrededor de 1830, y la demostracién de su consistencia
relativamente a la geometria euclidea primero y luego relativa-
mente a la Aritmética, alrededor de 1900, por Hilbert, el mundo
real exterior no puede continuar siendo el fundamento de la mate-
matica. El problema de los fundamentos de la matematica se hace
especialmente agudo al surgir las primeras paradojas en la teoria
de conjuntos. Entonces Hilbert declara el programa que pretende
realizar mediante su Teoria de la demostracién:

«Desearia acabar definitivamente con los problemas relativos
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a los fundamentos de la Matematica como tales problemas. Para
ello convierto toda proposicién matematica en una férmula con-
cretamente demostrable y rigurosamente deducible, con lo cual
pongo las definiciones y conclusiones matematicas en tal posicién
que resultan incontrovertibles y ademas proporcionan una imagen
de la ciencia considerada en su conjunto. Creo que podré conseguir
completamente este fin con mi Teoria de la Demostracién
—Beweistheorie— aun cuando sera todavia necesario mucho tra-
bajo para llevarla a su perfeccién definitiva» (10).

En forma algo més concreta y empleando una terminologia
mas reciente, lo que Hilbert proponia era lo siguiente: demostrar
por métodos directos metamatematicos que la teoria formal de
mimeros (y la de conjuntos) son consistentes, y argiiir que esa con-
sistencia era un fundamento de la matematica suficientemente se-
guro, puesto que aseguraba que en la matematica asi formalizada
o axiomatizada no podian existir teoremas contradictorios.

Desgraciadamente ya en 1931, K. Gédel, al demostrar la im-
posibilidad de una demostraciéon formal de la consistencia, puso
de manifiesto que es muy dificil que se pueda lograr el programa
de Hilbert. En efecto, habria que dar una demostracién meta-
matematica que sabemos que no podria ser formalizada, o habria
que dar una demostracién con métodos mas fuertes, pero que no
pueden suponer la validez de aquellos métodos matematicos, cuya
validez se pretende justificar precisamente con esa demostracién.

Para terminar este trabajo y como botén de muestra de la dia-
léctica histérica entre el intuicionismo y el formalismo matemdticos
damos a continuacién dos breves textos. L. Brouwer, fundador
del intuicionismo, antes de que (G6del descubriera su teorema de
imposibilidad de una demostracién formal de la consistencia, re-
chaza que el programa de Hilbert sirva para fundamentar la mate-
matica, incluso en el supuesto de que se llegara a demostrar la
consistencia. Escribe asi en 1923 : «Una teoria errénea, aunque
no se la coja en contradiccién no por eso deja de ser errénea ; ni
mas ni menos que una accién criminal aunque no sea condenada
en juicio no por eso deja de ser criminal» (11).

29



Al mismo tiempo que Hilbert construia su teoria de la demos-
tracion, es decir a principios de este siglo, Poincaré sefala que
no se puede prescindir de la intuicién del principio matematico de
induccién completa. Y L. Brouwer funda la matematica intuicio-
nista; cuyos objetos y demostraciones deben ser todos mentalmen-
te construibles. Ello le lleva a negar la validez de la aplicacion del
principio del tercio excluso a los conjuntos numerables infinitos.
Todo ello provoca que en 1927 Hilbert exclame:

«Poincaré llega a su erronea conviccion, porque no distingue
entre dos procesos inductivos completamente distintos. Poincaré,
el matematico mas original y prolifico de su generacién, desgra-
ctadamente tenia declarados prejuicios por la teoria cantoriana,
los cuales le impedian juzgar rectamente de la grandiosa concep-
cién de Cantor. En estas circunstancias Poincaré tenia que recha-
zar mi teoria.»

Y en la misma conferencia Hilbert contesta asi a Brouwer: «El
principio del tercio excluso es una ccnsecuencia del axioma 16gico
z y todavia no ha conducido nunca al mas minimo error. Es ade-
mas tan claro y comprensible que queda excluido el mal uso del
mismo. En particular el tercio excluso no tiene la mas minima cul-
pa de los resultados paradéjicos de la teoria de conjuntos». «Pro*
hibir al matematico el empleo del tercio excluso es algo asi como
quitar el telescopio al astrénomo o impedir el uso de los pufios al
boxeador». Siguen abundantes ejemplos de la mutilaciéon que su-
fre la matematica y prosigue: «En estas circunstancias me mara-
villo de que un matematico dude de la estricta validez del principio
del tercio excluso. Me maravillo todavia mas de que hoy se en-
cuentre toda una comunidad de matematicos que duden de lo mis-
mo. Y todavia lo que mas me maravilla es el hecho de que sea
posible, incluso en circulos matematicos, que la sugestion de un
kombre, pletérico de espiritu y temperamento, pueda influir de la
manera mas absurda v excéntrica»n (10).

He dicho.
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