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DISCURSO

DEL
EXCMO. SR. D. FELIPE LAFITA BABIO

TEMA:

PROBLEMAS DEZVIBRACIONES MECANICAS EN INGENIERTA



Excmos. Sres. Académicos:
Sefioras y Seflores:

En estos momentos tan solemnes para mi, me encuentro bajo la
accion de tres causas emocionales superpuestas: agradecimiento, sa-
tisfaccion y sentimiento.

Agradecimiento, porque entiendo que cuando se esta libre de la
soberbia, nadie mejor que uno puede valorar sus méritos, y creo
muy sinceramente que entre mis multiples defectos la Providencia con
su indulgencia, ha querido librarme de aquélla. Por ello, no comno
un acto protocolario, o de falsa modestia, sino sentido de todo co-
razén, deseo expresar mi mas sincero agradecimiento a todos los
Sres. Académicos, ya que estoy seguro han estado impulsados para
mi eleccién, mucho mas por su afecto, que por mis propios mere-
cimientos.

Se muy bien, que soy un vulgar ingeniero, que si tengo algtn mé-
rito, €l no es otro, que el de poseer una verdadera obsesién por el
progreso cientifico-técnico de nuestro pais, habiendo puesto en eiio
todos los medios a mi alcance, negandome a admitir como dogma el
mito que algunos han extendido sobre nuestra geografia, preten-
diendo demostrar que los espafioles somos una raza especial sin ap-
titudes para la investigacion cientifica, olvidindose que aun bajo ese
clima tan poco apto, han salido hembres como Peral, Cajal, Torres
Quevedo, La Cierva, Terradas, Duperier, Rey Pastor, Torroja,
Ochoa y otros muchos, que en las distintas ramas de la ciencia, han
comprobado lo absurdo de tal pretension. Ademas los que hemos
tenido la suerte de haber enviado a Universidades extranjeras, con
objeto de ampliar estudios, a jovenes de distintas especialidades téc-
nicas o universitarias, hemos comprobado, que sus calificaciones han
estado siempre a la altura de los alumnos mas aventajados de otros
paises.

Todo ello nos lleva a pensar, que tenemos un potencial cientifico
técnico lo suficientemente elevado para poder emprender importantes
labores de investigacion, desterrando también la idea de que nuestra
solucién, es adquirir licencias de fabricacién.
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Hay que decir a los jovenes, que esta politica de licencias, no debe
ser mas que circunstarcial, para un momento de atraso industrial
como ahora nos encontramos, pero que su mira para el futuro debe
estar en crear, para lo cual sin duda, tienen condiciones mas que su-
ficientes.

Es preciso tener presente, que lo que con tanta profusién oimos
en nuestros dias jexportar! jexportar! dificilmente podra lograrse
en toda su amplitud, con la politica de licencias.

Mi agradecimiento es tan sincero, que deseo muy de veras tener la
ocasion, y con ella la satisfaccién, de ponerlo a prueba, con cualquiera
de mis nuevos compaiieros. Por otra parte, no creo me pueda resultar
dificil hacerlo, ya que siempre he procurado en el transcurrir de mi
vida, dejar tras de mi una estela de afectos y no de rencores.

Afortunadamente, no opino como Diderote, para el que el agra-
decimiento es una carga, y todos tienden a librarse de las cargas.

Satisfaccién, no en el sentido de Horacio «Hoc erat in votis»,
Esto era lo que deseaba. Es decir, la satisfaccion por el deseo cumpli-
do, ya que nunca pensé pudiera ocupar un lugar en esta docta casa.
Pero ya que ello ha ocurrido, mi satisfaccién es grande, pues aparte
de otras cosas, me lleva a una unidén mas intima con aquellos de cuya
amistad siempre me he honrado, y a colaborar dentro de mis posibi-
lidades, con tan relevantes personalidades de la ciencia y de la técnica.

Sentimiento, porque si en circunstancias normales, no resulta agra-
dable sustituir a otra persona por motivo de fallecimiento, ;qué no
me ocurrira a mi, que no solamente sentia verdadera admiracion por
Eduardo Torroja, al considerarlo como uno de los hombres mas capa-
citados, que en toda época ha dado la Técnica Nacional, sino que ade-
mas me unia a él una antigua y entranable amistad, que fue puesta de
manifiesto principalmente en los tltimos afios de su vida, cuando por
circunstancias especiales, hubiera podido aquélla ser enturbiada? Re-
cuerdo siempre sus palabras, tii y yo hablemos de Elasticidad, que
en eso estamos siempre de acuerdo.

Eduardo Torroja formaba parte de una familia digna de las mayo-
res alabanzas, por poseer todos sus miembros, las mejores cualidades
exigibles a un ser humano. Ninguna como ella, ha aportado tantos
valores, y tan destacados a la ciencia y técnica nacionales. Bien pue-
de decirse de ellos, que si uno es bueno, el que le sigue es mejor,
Afortunadamente, la generacién mas joven conserva tan excelen-
tes cualidades.



Desgraciadamente no soy ni mucho menos el mas capacitado para
enjuiciar su obra. Otros con mas conocimiento de causa lo han
hecho, calificindolo alguno de ellos por ahadidura extranjero, como
el ingeniero mas grande de su tiempo.

A mi entender, era el mejor compendio de la «inspiracién y la
dedicacion», ya que poseia esa clara intuicién que Dios concede
a los privilegiados, a la vez que una capacidad de trabajo sin Ii-
mites, que sin duda alguna, fue la causante de que prematuramente,
cuando atn podia dar dias de gloria a la técnica, desapareciera fisi-
camente de entre nosotros.

No sabia uno que admirar mas en él, si su labor como ingeniero
o como artista, ya que todas sus construcciones tenian un sello de
su intuicién estética.

Era un hombre de conocimientos universales, por lo que le re-
sultaba angosto el horizonte nacional, y tenia constantemente que
recorrer la amplia geografia de nuestro planeta, para darlos a co-
nocer a los demds.

Su labor fue tan fecunda, que no solamente se limité a encontrar
los principios cientificos basicos, para el calculo de estructuras de
hormigén armado, principalmente recticulares y laminares, sino lo
atin puede tener mayor valor futuro, la creaciéon de una escuela,
en la que se da la importancia que en realidad tiene, a la introduc-
cién de la ciencia en los avances de la técnica. Los componentes del
Instituto Técnico de la Construccién y del Cemento, que hoy dia
muy acertadamente lleva su nombre, a los que tanto queria, y a la
vez era tan admirado por ellos, han adquirido sobre si, la gran res-
ponsabilidad de continuar con todo afin su obra, y conseguir que
mas alli de nuestras fronteras, continitie el nombre de Espafia en
esta rama de la técnica, a la gran altura que él supo colocarlo.

Seria interminable citar el sin fin de trabajos y publicaciones
a él debidas, tanto en Espafia como en el extranjero. Unicamente
me limitaré, a sefialar algunas de ellas, tales como el libro «Lec-
ciones elementales de elasticidady aparecido en 1945, modelo de sin-
tesis didactica, de las aplicaciones practicas de la elasticidad, para
el ingeniero constructor. Los trabajos de reologia del hormigén,
recogidos por M. Reiner en su libro «Building Materials: Their
Elasticity and Inelasticity», asi como los referentes al coeoficiente
de seguridad, que expuso en el Congreso de la A. I. P. C. cele-
brado ern Lieja en el afio 1948,



- Era Doctor Homnoris causa y Miembro de Honor de numero-
sas Universidades y Asociaciones Técnicas extranjeras.

En atenciéon a sus extraordinarios méritos, S. E. el Jefe del
Estado le concedié como homenaje postumo, el titulo de Marqués
de Torroja. Nunca recompensa mas justamente otorgada.

Después de todo lo expuesto, creo puedo decir que el siilén de
Eduardo Torroja, permanecerd cientificamente vacante, por lo me-
nos mientras sea yo quien lo ocupe.



PROBLEMAS DE VIBRACIONES
MECANICAS EN INGENIERTA

GENERALIDADES

He elegido como tema de presentacién en esta Academia el de
«Problemas de vibraciones mecanicas en Ingenieria», que ahora uni-
camente expondré de un modo general, ya que aunque los hay lo
suficientemente simples para ser resueltos mediante principios ba-
sicos sencillos, otros son tan sumamente complicados y aridos para
los que no sientan un marcado interés por ellos, que estoy seguro,
su exposicion produciria el cansancio natural en este respetable au-
ditorio.

En la publicacién correspondiente se examinan algunos de aqué-
llos de verdadera actualidad. Constituyen ellos un amplio campo
de investigacién para aquellos jovenes que sientan inquietud por esta
nueva rama de la ciencia.

El estudio de las vibraciones mecanicas, solo desde hace pocos
afios, se encuentra dentro del curriculum de las principales univer-
dades y escuelas tecnoldgicas del mundo. Sin embargo, en la Har-
ward Engineering School, ya en el afio 1932, se inicié un curso re-
gular sobre ellas.

Puede decirse que actualmente, en todos los paises, el dominio
de las vibraciones, suscita la atenciéon de numerosos técnicos.

Debemos rapidamente imitar a esos centros de enseflanza, ya
que casi puede asegurarse, que los problemas estaticos estan real-
mente superados, y que los fracasos que todavia se producen en este
campo, son sin duda mas debidos a faltas en la ejecucion de los pro-
yectos, que a la concepcion de éstos. Sin embargo, son aun bas-
tantes los que se originan por problemas vibratorios, debidos mis
que a otra cosa, a no poseer un conocimiento preciso de ellos.
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El estudio de la teoria de vibraciones no puede considerarse en
'a actualidad como una actividad totalmente especialista, segregada
de los demas problemas de un proyecto. Hoy dia, para poder reali-
zar Nuevos progresos, y para mejor salvaguardia contra posibles
fracasos, que normalmente dan lugar a un extraordinario tributo
de vidas, tiempo y dinero, es indispensable a todo ingeniero poseer
un amplio concepto por lo menos de los fundamentos de dicha
teoria.
= Conviene tener presente, no solamente que las vibraciones eléc-
tricas y las mecanicas son enteramente anilogas, sino que las tér-
micas y las actisticas, pueden tratarse de la misma manera, por lo
que no puede extrafiarnos que se llegue a la concepcién de una teo-
ria general de vibraciones, independientemente de la naturaleza de
quien las soporta, ofreciendo aplicaciones diversas en dominios fi-
sicos, aparentemnte muy diferentes.

Entre los fracasos mds espectaculares de los Gltimos tiempos, oca-
sionados por fenémenos vibratorios, pueden citarse el del puente
colgante de Tacoma sobre el rio Narrow, en Wiashington, y el de
varios aviones «Comet» de la Casa inglesa Havilland.

El primero, que dio lugar a la destruccion total del puente, des-
pués de estar en servicios varios afios, se produjo ante la perple-
jidad de todos los técnicos. El viento que actué sobre el puente
durante una hora, lo hizo con una velocidad no muy elevada, unos
65 Km./h. Ensayos en ttinel aerodindmico demostraron que el fra-
caso fue debido a una vibracién auto excitada. observandose que
existia un fenoémeno de resonancia entre la frecuencia de vibracién
de torsién de la plataforma, que estaba consituida por una seccion
metalica en doble T, y la de la generacion de torbellinos, en esen-
cia calle Torbellinos del Prof. Von Karman, tan querido en nues-
tro pais. Fue suficiente variar la seccién, cambiidndola por una de
forma de cajén con agujeros, a fin de que pasase faicilmente el
aire, y no se originasen torbellinos de mucha intensidad, para que
desapareciesen todas las dificultades.

Tres aviones «Comet» de la Casa Havillands, en un espacio de
tiempo muy corto, fueron aparentemente desintegrados en el aire
antes de alcanzar la altura de vuelo de crucero, ocasionado la
muerte de 99 pasajeros, y las tripulaciones correspondientes.
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Ello dio lugar, probablemente, a la mis exhaustiva y costosa se-
rie de experiencias sobre el material y estructura de constitucién de
un avion.

La primera catastrofe fue atribuida a alguna condicién anormal
de vuelo. La segunda tampoco di6 luz alguna sobre las causas del
accidente. Sin embargo, se realizaron 50 modificaciones en el avion.
La tercera, que se produjo en las proximidades de Népoles, per-
miti6 recuperar el fuselaje en condiciones que condujeron a abrir
el verdadero camino, a las investigaciones necesarias.

Se comprobé que estos accidentes ocurrieron en la subida, a
una altura entre 9.900 metros y 11.500 metros. Precisamente bajo
estas condiciones podia esperarse el fracaso del material de la ca-
bina de pasajeros por fatiga. Como no se habian realizado pruebas
de la cabina completa, se llego a la conclusion de la necesidad de
realizarlas, introduciendo el fuselaje total lleno de agua, dentro
de un tanque de agua, con las alas en posicion normal, sumergidas
solamente en su empotramiento, haciendo que las variaciones de
presiéon en el interior y el exterior siguieron un ciclo de sus di-
ferencias, semejante al originado en vuelo. Se comprobd inmedia-
tamente, la apariciéon de dos grietas de fatiga, una en el agujero de
un remache, y otro en un angulo de una ventanilla. Es decir, que
una vibraciéon de muy bajo periodo y después de muy pocos cicios.
era la causante de la rotura.

Fue suficiente cambiar el material empleado, sustituyéndolo por
otro de mayor resistencia a la fatiga, y la forma de las ventanillas,
para que afortunadamente no se produjeran mas accidentes.

En mis comienzos como ingeniero, en el afio 1926, en la Base
Naval de Cadiz, tuve que construir y recepcionar un gran deposi-
to de combustible. Para su prueba de estanqueidad lo llené de agua.
sin tener la cubierta colocada. Se empezaron a notar grandes os-
cilaciones, e inmediatamente creyendo que ello era debido a faltarle
la cubierta, ordené su vaciado. Hoy dia puedo asegurar que las
grandes oscilaciones eran debidas, efectivamente, a no estar co-
locada la cubierta, pero no por el refuerzo estructural que ella oca-
sionaba, sino porque en aquellos momentos habia un gran viento
de Levante, y éste originé una ola en la superficie del agua, cuya
frecuencia debia coincidir con la de la estructura cilindrica del de
posito.
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Se pueden citar infinidad de casos en la vida diaria, en los que
aunque con menos espectacularidad, se producen los mismos fra-
casos. Pero, jcomo no ha de ser asi, si desde que salimos de nues-
tras casas, en tranvias, coches, etc., estamos bajo la presencia de
fenémenos vibratorios?

Algunos escritores presentan las vibraciones como detrimentales
desagradables y hasta como categéricamente destructivas. Ello da
lugar a que sean tomados cen una actitud de aprension fendmenos
que debieran ser mirados con admiracién y respecto, ya que una
vez estudiados a fondo (lo que hoy se facilita por los enormes me-
dios experimentales de que se dispone), puede cada vez con mas
seguridad, desecharse una comprension imperfecta de ellos, y por
tanto, se tiene la seguridad de poder encauzarlos por los derroteros
deseados. Muchos de los avances en proyectos de Ingenieria duran-
te estos ultimos veinte afios, han sido debidos a una apreciacion
apropiada de los problemas vibratorios implicados.

Es curioso observar que, mediante fenémenos vibratorios, se
puede comprobar si una estructura bajo cargas estaticas, se en-
cuentra cerca de los limites de pandeo o colapso. Es suficiente exa-
minar su frecuencia natural de vibracion; si ella es baja, estan pro-
ximos los citados limite, si es alta, no.

En las dos tltimas décadas, han hecho su aparicién tres cam-
pos jovenes y vigorosos: la electrénica, la aeroelasticidad y los servo
mecanismos, en los que es indispensable hacer uso de la teoria vi-
bratoria.

Los problemas vibratorios, pueden enunciarse asi: Siendo dado
un sistema fisico susceptible de entrar en vibracién, ;cual es su
respuesta a una excitacion cualquiera perfectamente conocida en
funcién del tiempo?

Los efectos de la vibracién pueden dividirse en dos grandes
grupos.

a) Efectos en la resistencia de los materiales.

b) Efectos en el cuerpo humano.

Factor comfn a ambos, es que dichos efectos dependen en cier-
to grado, del tiempo de duracién de la vibracién. Es decir, que en
cualquiera de los dos estd implicada cierta fatiga.

a) Las vibraciones someten los materiales a esfuerzos alterna-
tivos, lo que sabemos reduce enormemente sus caractersticas fisicas,
al aumentar el ntimero de ciclos. Como valores medios, para las re-
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laciones entre las cargas que puede soportar un material bajo for-
ma estatica, pulsatoria (carga variando en magnitud, pero no en sig-
no) y vibratoria, pueden aceptarse 3:2:1. Por afiadidura, la vibra-
cién da lugar a la fractura del material, sin deformacién alguna, y
acelera la corrosion, ya que destruye la capa que la naturaleza con
su sabiduria, sabe crear para proteger las superficies expuestas al
aire ambiente. Ello ademas da lugar a puntos de concentracién de
esfuerzos, lo que aumenta el peligro de rotura.

En el acero afortunadamente, cuando ha sido capaz de resis
tir un cierto esfuerzo alternativo durante 10° ciclos, se admite que
lo puede soportar indefinidamente. Desgraciadamente no sucede asi,
con las aleaciones ligeras de aluminio, lo que obliga en los aviones
a que irremisiblemente se tengan que efectuar revisiones continuas,
con los correspondientes cambios de material.

El maximo esfuerzo que pueden soportar alternativamente ios
materiales sabemos se denomina «esfuerzo limite de fatigan.

b) El cuerpo humano amortigua mucho mas las vibraciones de
alta frecuencia, que las de baja. Para 4 a 5 c. p. s. puede producirse
la resonancia del cuerpo, siendo la amplitud de la cabeza aproxi-
madamente un 5 por 100 mayor que la de los pies, manteniendo el
cuerpo rigido.

La sensacion subjetiva de incomodidad, aumenta con la frecuen-
cia para amplitud constante.

Vibraciones de 300 c. p. s. y 0,05 mm. de amplitud, es decir,
muy pronunciadas, dan lugar a una sensaci6on de pinchazos, y al
cabo de unos cinco minutos conduce a una relajacion general, que
en algunos casos puede llegar a ser tan pronunciada, que para
cualquier movimiento, se necesita realizar el maximo esfuerzo.

Sin embargo, parece que la vibracién aun después de varias ho-
ras, no ocasiona en el hombre lesion permanente.

Las vibraciones de muy alta frecuencia solamente son percep-
tibles a través del oido,

La pérdida de productividad es mucho mayor con ruido inter-
mitente que con ruido constante. Asi se comprueba que la produc-
tividad es mucho mayor con una intensidad de ruido de 60 dB que
cuando varia de 50 a 70 dB, y ain es menor para esta intermitencia
que para una constante de 70 dB.

Para ruidos con frecuencia inferior a 512 c. p. s. no se apre-
cian pérdidas en el rendimiento de trabajo, pero por encima de este
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valor, ellas aumentan extraordinariamente con el incremento de
frencuencia T. C. Rathbone ha realizado un gran trabajo en esta
materia sobre maquinas rotativas publicando un gréfico, en el que
se muestra el grado de severidad, y la necesidad de correccion de la
instalacién, para diferentes frecuencias y amplitudes.

VIBRACIONES LATERALES.—VELOCIDAD CRITICAS DE EJES

Los primeros estudios sobre problemas vibratorios, en los que
a diferencia de los estaticos es preciso tener en cuenta la masa de
los sistemas en deformacion, se hicieron como es norma corriente
con caracter especulativo (vibraciones de cuerdas, membranas, et-
cétera), pero al producirse la revolucion industrial, y con ella la
necesidad de transmitir grandes velocidades, se present6 un pro-
blema hasta entonces desconocido: los ejes de transmisién, a pe-
sar de estar perfectamente equilibrados, en algunas circunstancias,
experimentaban unas oscilaciones transversales, que en muchas oca-
siones daban lugar a su rotura. Fue el profesor Rankine, el prime-
ro que intenté explicar la conducta de un eje giratorio sin carga
alguna, y mas tarde el también Prof. Osborne Reynolds, llevé las
investigaciones a un eje giratorio con cargas concentradas, pero fue
en 1881 al publicar Dunkerley dos trabajos sobre el problema, cuan-
do éste adquiri6 verdadero interés. De dicho estudio sacé la conse-
cuencia que la inestabilidad de dichas oscilaciones, es decir, su mo-
vimiento divergente, se producia para ciertas velocidades criticas,
que coincidian con las frecuencias naturales de vibracién lateral del
eje, en el supuesto de estar apoyado sobre sus cojinetes. El mis-
mo problema se presenté en el eje «Lavaly, constituido por un eje
con varios discos.

Fundamentaba su estudio Dunkerley, en el supuesto de que la
masa desequilibrada (que practicamente siempre existe alguna) da
lugar a una fuerza de inercia, equilibrada por las fuerzas elasticas
del eje.

El hecho de que la expresion que obtuvo para la amplitud de las
oscilaciones, fuese igual a la de la vibracién forzada de un sistema
de un grado de libertad sin amortiguamiento, dié lugar a que otros
investigadores, principalmente el Doctor Chreé tratase de explicar
este fenémeno como un caso de vibracién forzada. Fueron por ul-
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timo el Prof. H. H. Jeffcott y con posterioridad Frith y Bucking-
hamm los que explicaron perfectamente el problema.

VIBRACIONES DE TORSION

Mas tarde, principalmente durante la primera guerra mundial,
en la que el transporte por via maritima se hizo intensisimo, se pro-
dujeron grandes fracasos, a causa de la aparicién de un nuevo fe-
noémeno vibratorio, las «vibraciones de torsionn. Hoy dia precisa-
mente, ellas constituyen una de las aplicaciones mas importantes de
la Teoria de Vibraciéon, ya que aparecen en un sin ntmero de
aplicaciones practicas, relacionadas con la transmision de potencias.

Este tipo de vibracién tiene la desventaja, que asi como las vibra-
ciones laterales son denotadas facilmente, ya que producen ruido y
fuerte vibracion en los cojinetes, en los que se encuentra apoyado
el eje, y, por tanto, puede tratar de corregirse, él no puede obser-
varse mas que cuando se ha producido el fracaso del material.

Dichos fracasos motivaron que se iniciase un estudio a fondo
de este tipo de vibraciéon. Sin embargo, la aparicion de la turbi-
na de vapor con su par constante hizo perder importancia a este
problema, principalmente en la técnica naval, que era donde la te-
nia mayor. Pero mas tarde, con los grandes motores de combustion
interna de los submarinos, asi como con los motores rapidos de los
dirigibles, en los que se produjeron nuevamente grandes fracasos,
su estudio recobr6 actualidad. Hoy dia puede decirse, que es un
problema realmente resuelto, ya que en los millones de C. V. que
se encuentran instalados en motores de combustion interna, los fra-
casos constituyen un porcentaje realmente insignificante

Para dicho estudio, dado lo complicado que era el sistema real,
constituido por el motor con sus masas en movimiento alternativo y
rotativo (émbolos, bielas y cigiiefial), el eje de transmision. el vo-
lante y la hélice, fue necesario sustituirlo por un sistema eldstico
idealy, que fuera dinimicamente equivalente a aquél, sobre el que
podia atacarse matematicamente el problema. Dicho sistema, se
supone constituido, bien por unas masas concentradas. unidas por ejes
elasticos pero sin masa, bien por un eje elastico con masa distribui-
da, o afin por la combinacién de ambas disposiciones.
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Como consecuencia de gran ntimero de experencias, Carter y Ker
Wilson han dado férmulas para la determinacién de la longitud de
un eje de didmetro constante, equivalente dinimicamente a un ci-
giienal. Tgualmente, gran ntimero de experencias han permitido de-
terminar, la inercia equivalente a la muifiequilla del cigiiefial, y las
partes del émbolo y biela afectos a ésta.

Los fracasos pueden producirse con pocas o muchas horas de
funcionamiento. Probablemente en el primer caso, son debidos a que
el sistema se encuentra en resonancia o muy proximo a ella. Es de-
cir, que alguna de las frecuencias naturales del sistema, coincide con
la frecuencia de alguno de los armoénicos menores del par aplicado
al cigiiefial. En el segundo, a que los esfuerzos vibratorios son
superiores a los correspondientes al esfuerzo cortante limite de fa-
tiga. :

Primeramente, debido a que en todo sistema elistico siempre
existe amortiguamiento, y que éste ejerce gran influencia sobre las
amplitudes del movimiento, pero no sobre su forma (frecuencia, et-
cétera), se conformaban con determinar las frecuencias naturaies
que, como es sabido, son tantas como grados de libertad tiene el
sistema, y procurar que ellas permaneciesen alejadas de la velocidad
de regimen del sistema.

Para ello es suficiente establecer las ecuaciones del movimien-
to del sistema para la vibracién libre. A este fin, sobre todo en sis-
temas complicados de muchos grados de libertad, es preferible ha-
cer uso de las ecuaciones de Lagrange, a quien sin duda se debe
un gran progreso de la mecanica newtoniana, al introducir en ella
el anilisis matematico, lo que le permité decir:

«Los que amen el andlisis veran con placer que la mecanica se re-
duce a una rama de aquély.

Bien es verdad, que la aplicacién de dichas ecuaciones resuelve
autométicamente los problemas sin necesidad de razonamiento al-
guno, por lo que M. Mach, en su obra «Mechanics in Developmenty,
decia: «desde el punto de vista de reducir el trabajo de pensar, las
ecuaciones de Lagrange aportan una gran contribucién a la cien-
cia de la mecanica. Naturalmente, quien tinicamente se preocupe de
aplicar ecuaciones, no verd muy claro el aspecto fisico del movi-
miento real del sistema. Sinceramente entiendo, que en los proble-
mas vibratorios esto no es muy necesario.

Para atacar matemAiticamente el problema, se supone que los
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pares elasticos restauradores son proporcionales al angulo de defor-
macién, lo que es efectivamente cierto dentro del limite eldstico.
El amortiguamiento se desprecia, porque como hemos indicado,
casi no influye en la forma del movimiento. De acuerdo con estas
suposiciones, las ecuaciones del movimiento, dan lugar a un siste-
ma de ecuaciones diferenciales de segundo orden sin segundo miem-
bro (tantas como grados de libertad del sistema), En el supuesto
de ser el movimiento armoénico, lo que puede admitirse en la ma-
yoria de los casos practicos, dichas ecuaciones diferenciales se trans-
forman en un sistema de ecuaciones algebraicas lineales homogéneas,
de las cuales se obtiene la ecuacién de «frecuencias naturalesy de la
condicién que el determinante de sus coeficientes ha de ser nulo.
El grado de dicha ecuacidén, es igual al de grados de libertad, por lo
que en general es muy elevado, y por tanto implica una gran labo-
riosidad, lo que ha dado lugar a que se empleen para la resolucién
de los problemas vibratorios métodos aproximados sin relacién al-
guna con dicha ecuacidén, tales como los de Holzer Lewis y Porter,
Mikelestad, Ritz-Garlekin. Sin embargo, cuando los grados de li-
bertad no son muchos, se pueden utilizar cualquiera de los métodos
conocidos, tales como el de @) Hornet, b) Newton, ¢) Iteraciéon ma-
tricial, d) De las raices cuadradas de Graeffe. Creo que este dltimo
es el mas recomendable.

Conocidas las frecuencias naturales se obtienen la velocidades
criticas o de resonancia, y se dan las instrucciones precisas para
el paso rapido por dichas velocidades, a fin de que las amplitudes de
la vibracién no sean excesivas.

Esto no es suficiente para estar libre de fracasos, sino que es
necesario examinar, si los esfuerzos alternativos a que se encuentra
sometide el material, son inferiores al «limite de fatiga». Este pro-
blema, es ya mucho mas complicado por la dificultad que presenta
la determinacién del amortiguamiento. En todo sistema eldstico exis-
te amortiguamiento, siendo su forma mas corriente alguna de las si-
guiente: a) amortiguamiento viscoso (proporcional a la velocidad
del movimiento relativo). Este tipo es el mas facil para realizar el
estudio matematico del problema: b) friccion seca o de Coulomb,
el cual es constante variando de signo con la velocidad ; ¢) de his-
téresis (proporcional al 4rea del ciclo de histéresis): d) electro di-
ndmico (proprocional a la velocidad).

Otra de las dificultades era fijar en el proyecto los diversos ar-
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monicos del par, producidos por la explosion fluida en el cilindro,
los que unidos a los arménicos seno del par de inercia, nos dan el
par motor excitante.

Los armoénicos correspondientes a la explosion fluida son de
orden 5 — 1 — 114, etc., en un motor de cuatro tiempos y de
1—2 —3, etc, en el que los dos tiempos. Los de inercia son senos
de orden 1 —2 y 3.

Hoy dia existe una gran informacion sobre este particular, de-
bida a E. P. Porter (Armonic Coefficients of Engine Torque Cur-
ves), que corresponden a ocho tipos muy distintos de motor (die-
sel, gasolina y gas).

A pesar del avance en los métodos experimentales, no existe
uniformidad de criterio entre las autoridades en la materia, sobre
el amortiguamiento en los motores de combustion interna. El amor-
tiguamiento se supone dividido en real y aparente. El real es pro-
ducido como consecuencia de la transformacion de energia vibra-
toria en calor, y el aparente es el que previene el crecimiento in-
definido de las amplitudes de oscilacion, evitando que se produzcan
las caracteristicas de la resonancia. El Mayor Carter supone que
las fuerzas amortiguadoras son proporcionales a la velocidad de
vibracién. De este modo, obtiene para coeficiente de amortigua-
miento

=20 N V1Y

N = ntimero de émbolos aplicados a cada mufiequilla.

V = constante que varia entre 12 y 40, segun que el tipo de
motor corresponda a Diesel marinos lentos, pesados o aéreos y de
automdviles rapidos. I = momento de inercia de la masa equivalente
a la guitarra del cigiieiial. Los valores mas corrientes oscilan entre 15
y 25. Ker Wilson admite que el amortiguamiento se produce prin+
cipalmente por histéresis elastica. el cual es independiente de la fre-
cuenciea de vibracién y proporcional a una potencia proxima a tres
del margen de esfuerzos a que se encuentra sometidos el material.
El factor de proporcionalidad varia bastante con el tipo de acero
considerado.

Lewis-Porter obtienen una férmula para el amortiguamiento mas
aproximada a la realidad, cuando el cigiieial puede sustituirse me-
jor por un eje de masa distribuida, que por un eje con masas con-
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centradas. Por altimo, mas recientemente, el Dr. P. Draminsky ha
obtenido férmulas sencillas para el amortiguamiento en cigiiefiales,
segin que se trate de motores marinos sin volante, o de motores te-
restres con volante, las cuales son dadas en funcién del ntimero de
vibraciones por revolucién, y en el supuesto de que el amortigua-
miento por histéresis es del 0,6 por 100.

El amortiguamiento aparente es debido a que el momento de iner-
cia de las masas alternatitivas no es constante durante cada revolu-
cién, sino que durante este periodo varia dos veces, entre cero y
un maximo. Por tanto, la frecuencia natural para la resonancia no
se producird mds que para una posicién determinada, pero no en
toda la revoluciéon. La ciclica irregularidad de la velocidad de rota-
ciéon de la muflequilla, es también otro tipo de amortiguamiento apa-
rente. Esto ha inducido a M. J. Many a exponer una teoria segtin
la cual demuestra que aunque no exista amortiguamiento real, siem-
pre los hechos anteriores reducen las amplitudes dindmicas.

Conociendo el coeficiente de amortiguamiento y los arménicos
del par excitante, se pueden determinar los esfuerzos para la reso-
nancia signiendo el método sencillo preconizado por Ker-Wilson en
virtud del cual se determina el factor de ampliacion dinamica (rela-
cién entre la amplitud para la resonancia y la amplitud de equili-
brio), igualando las energias introducidas y disipadas por ciclo en el
sistema. Conocido el esfuerzo de equilibrio lo que se logra de una
manera inmediata, por ejemplo de la tabulacion de Holzer, se ob-
tiene el esfuerzo dindmico multiplicando aquél por el factor de am-
pliacién dindmica.

El factor de ampliacién dinimica depende del orden de encen-
dido de los cilindros, asi como de la disposicién de cigiiefial. Por
tanto, para evitar los grandes esfuerzos, disponemos ademas de
los medios para alejarnos de la resonancia (variacion de velocidades,
inercias, elasticidades) de la posibilidad de variacién en el orden de
encendido, y en la disposicién del cigiiefial. En general, puede de-
cirse que en los motores de combustion interna, el orden de encen-
dido estd determinado por el limite de las amplitudes de las vibra-
ciones de torsién, y por las fuerzas o pares de inercia no equili-
brados.

Determinado el esfuerzo medio, correspondiente al par me-
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dio, mediante las sencillas formulas de la teoria de torsion, sera su-
ficiente agregarle el esfuerzo vibratorio para obtener el esfuerzo
total.

Es necesario tener presente, la concentraciéon de esfuerzos ori-
ginada por las variaciones bruscas de seccion, agujeros, trabajos me-
canicos, tratamientos térmicos, etc. La mayor fuente de error en
el calculo de cigiiefiales, estd constituida por los denominados «es-
fuerzos residualesy, los cuales se producen accidental o intencionada-
mente durante su proceso de fabricacion. Es tan dificil tener en cuen-
ta estos errores, que en general cuando se produce el fracaso de un
cigiiefial de proyecto normal, en la mayoria de los casos deberia ser
achacado sin duda a defectos en la fabricacién, que dan lugar a es-
fuerzos residuales que unidos a los originados por las cargas norma-
les exteriores, y a los factores de concentracién, producen la rotura
por fatiga del material. Pues bien, a pesar de ello, lo que general-
mente suele hacerse es variar su geometria, es decir su forma, de tal
modo que permita reducir los esfuerzos bajo las cargas exteriores,
y los factores de concentracién, sin pararse a pensar, sobre los es-
fuerzos residuales que son seguramente a los que debiera prestarse
principal atencién. La fnica disculpa para ello, es la enorme dificul-
tad que representa su determinacién; pero hoy dia que sobre todo
en motores de aviaciéon, se ha llegado al maximo aprovechamiento
del material, es muy dificil que por otro camino que no sea el de los
esfuerzos residuales pueda evitarse el fracaso del material. Por este
motivo, en la actualidad debe dedicarse a este problema la mixima
atencion.

Los esfuerzos residuales son siempre el resultado de tratamientos
térmicos o trabajos mecanicos, siendo las causas mas corrientes de
su aparicion accidental, el temple con calentamiento por induccion,
el maquinado tosco y el rectificado. Los esfuerzos residuales son
totalmente inevitables, pero ellos pueden lo mismo aumentar que dis-
minuir la resistencia a la fatiga. Basta observar, que los tinicos es-
fuerzos que producen la rotura por fatiga, son los de traccion, por
tanto, si conseguimos por tratamientos térmicos o trabajos mecani
cos apropiados, que se produzcan esfuerzos residuales de compresion
en los lugares donde las cargas exteriores producen los esfuerzos
maximos de traccién, habremos aumentado la resistencia a la fatiga.
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Por el contrario, si los esfuerzos residuales originados, son de trac-
cion, habremos disminuido dicha resistencia.

Conviene tener presente que cuando se produzcan esfuerzos muy
grandes de este tipo, aunque resulte paradogico, ellos no son peli-
grosos, ya que si son superiores a la carga de rotura pueden detec-
tarse facilmente mediante los métodos no destructivos (magnéticos
o ultrasénicos). En cambio cuando no llegan a la rotura no pueden
detectarse, y unidos a los esfuerzos alternativos de tracciéon origina-
dos por las cargas exteriores, pueden originar el fracaso.

Conviene asimismo tener presente, que lo que ha sido norma co-
rriente principalmente con los cigiiefiales, realizar sus pruebas bajo
cargas estaticas no tiene gran valor, ya que en estas condiciones no
puede comprobarse la influencia de los esfuerzos residuales, puesto
que si en algin punto el esfuerzo resultante es superior al limite elas-
tico, los esfuerzos se reducen a causa de la plasticidad en la regién
que rodea al punto. En cambio en la realidad, cuando el cigiiefial se
encuentra sometido a cargas dinimicas, la rotura se produce por fa-
tiga sin llegar al limite elastico (por lo que los esfuerzos no pueden
reducirse por la plasticidad).

Los malos efectos del rectificado pueden ser contrarrestados o aun
convertidos de signo contrario mediante el «Shot peening», bom-
bardeo con perdigones frios, lanzados con gran velocidad sobre la su-
perficie rectificada.

METODOS EXPERIMENTALES

Como se ha indicado, los medios de experimentaciéon en los pro-
blemas vibratorios, han realizado un progreso en estos tltimos quince
afios realmente extraordinario. Con anterioridad se utilizaban uni-
camente instrumentos mecanicos, en general de mucho peso, que era
imposible adaptarlos a ciertos tipos de estructuras, hélices, bielas,
cigiiefiales, etc. Sin embargo la aparicion de la electrénica, y los nue-
vos sistemas constructivos de los aviones, han dado lugar a la crea-
cién de un sin fin de aparatos medidores de vibraciones, de peso
reducidisimo. Los sistemas de transformacion mecanico-eléctrico mas
corrientes pueden dividirse en:

1) Electrodinimico.
2) Electromagnéticos.



3) Piezo-eléctrico.

4) Resistencia wvariable.

5) Capacitancia variable.

6) Autoinductancia variable.

7) Acoplamiento variable (transformador diferencial).
8) Magneto estriccion.

Los instrumentos de medida eléctrica tienen grandes ventajas so-
bre los mecéanicos, pudiendo citarse entre ellas:

a) Facilidad de medida a distancia.

b) La ampliacion es continuamente variable y mucho mayor que
con cualquier procedimiento mecénico.

¢) Las masas de los elementos de medida son muy pequefias, por
tanto, su interaccién con el elemento a probar, es muy pequefia.

d) El margen de frecuencias que puede examinarse, es mucho
mas elevado.

Como desventajas pueden indicarse tinicamente:

a) Mayor complejidad del equipo, desde el punto de vista del
entrenamiento del personal operador.

b) Necesidad de una fuente de energia.

De entre todos ellos, el que probablemente es mas utilizado hoy
dia, corresponde al tipo de resistencia variable, el denominado «strain
gagey (galga de deformacion) de peso reducidisimo. Estd constituido
por un hilo de acero finisimo, que se pega al material a examinar
mediante un cemento especial, y por tanto sufre sus mismas defor-
maciones. Estas si son extensiones reducen la seccion, y por tanto
aumentan su resistencia eléctrica. Lo contrario sucede si son com-
presiones. Por medio de este instrumento se han podido determinar
los esfuerzos en palas de hélices, bielas, cigiiefiales, etc., a los que
hubiera resultado imposible adaptar los mecénicos.

M. A. Prohl y F. L. Weaver, para confirmar la teoria del prime-
ro, sobre determinaciéon de las frecuencias naturales de los peines de
alabes de turbina, han empleado en vez de hilo de acero, ldminas de
«titanato de bario» que es mil veces mas sensible que aquel a los alar-
gamientos longitudinales. Hasta hace muy poco tiempo, se conside-
raba para estos fines a cada alabe, como si fuese una viga aislada,
empotrada en su pie y libre en el extremo, lo cual no es cierto en ia
realidad, ya que cada grupo de cinco o seis alabes estin unidos en
sus extremos por una cinta metalica, lo que hace que la vibracion sea
de su conjunto.



Mediante analisis experimental, se ha comprobado, que 11 supo-
sicién que inicialmente se hizo, para el calculo de las frecuencias na-
turales, de sustituir la masa de la hélice en una instalacion aérea con
hélice de madera, por un volante del mismo momento de inercia, era
completamente errénea, al considerar una instalacién aérea, grupo
motor-hélice metalica, por ser ésta muy flexible y estar a su vez so-
metida a vibraciones de flexién. Esto dio lugar a la aparicién del
problema «vibraciones acopladas —torsion— flexion, cuyo anéalisis
matematico es extremadamente complicado, y unicamente puede ata-
carse sustituyendo la hélice por una viga supuesta de seccidén rec-
tangular constante. Sin embargo, los métodos experimentales, re
suelven el problema con relativa sencillez.

El Capitan J. Morris B. A., realizé un estudio tedrico sobre un
grupo moto propulsor elegido, teniendo en cuenta el acoplamiento de
las vibraciones de flexién y torsion, determinando que la resonancia
debia producirse a 2.600 r. p. m. Sin embargo en el supuesto, hasta
entonces admitido, de sustituir la hélice por un volante rigido de la
misma inercia, dicha resonancia debia producirse a 1.050 r. p. m.
Las pruebas experimentales determinaron para ella el valor de
2400 r. p. m.

MAQUINAS DIGITALES Y CALCULADORES ANALOGICOS

A pesar de los enormes progresos realizados, en los problemas de
vibraciones torsionales, de tal modo que hoy pueden resolverse los
que atin no hace mucho eran completamente impenetrables, siguen
existiendo sin embargo, como ya hemos indicado anteriormente, dos
grandes dificultades.

a) La determinacién de los datos fisicos, es decir, las inercias
v elasticidades del sistema elastico ideal equivalente, asi como la
magnitud de las fuerzas excitantes y amortiguadoras, para su intro-
duccién en las ecuaciones matematicas, que han de resolver el pro-
blema, ya que a pesar de que cada dia aumenta la profusion de datos
experimentales, todavia todo depende en una gran extension de ia
experiencia y juicio del proyectista.

b) ILa gran cantidad precisa de calculos, los cuales implican mé-
todos de aproximaciones sucesivas, guiados por la consigna, «cuanto
mayor es el trabajo, mayor es la exactitudy.
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Dichos calculos han sido afortunadamente apreciablemente alige-
rados mediante el desarrollo de procedimientos matematicos mejores,
apoyados ademas en el empleo de maquinas calculadoras digitales y
calculadores analdgicos.

Atn con estos avances, cuando se trata de sistemas complicados,
tales como los engranados con varios ejes o de motor-hélice aérea,
con vibraciones acopladas flexién-torsién, era tendencia general ha-
cer el estudio matematico sobre un sistema equivalente sencillo, de-
jando la solucién definitiva para ser obtenida por via experimental.
En general, como los calculos resultaban muy costosos en tiempo y
dinero, existia la tendencia natural a adoptar el primer resultado
aceptable, que se obtuviera con el prototipo, aunque desde el punto
de vista del rendimiento funcional y del econémico, no fuera la me-
jor solucion.

Por otra parte la mejor solucién, es siempre el resultado de un
compromiso entre un cierto niimero de requerimientos encontrados,
y por tanto no puede ser fijada, mas que después de un gran ntimero
de tanteos. Asi por ejemplo, en un motor policilindro de combustion
interna, el orden de encendido se obtiene de un compromiso, entre la
necesidad de que las amplitudes de la vibracién de torsién no sean
muy elevadas, y de que las fuerzas o pares de inercia, de los elemen-
tos del motor en rotacion o movimiento alternativo, no sean
excesivos.

Como el cigiiefial es el elemento principal de un motor, el orden
de encendido hay que fijarlo primeramente en la etapa de proyecto.

Pues bien, en la actualidad las maquinas digitales con sus posibi-
lidades de calculos masivos extremadamente rapidos, dan la solucién
para escapar de esa situacion tan poco satisfactoria.

Es también de gran aplicacion, para el estudio de fenomenos vi-
bratorios, el empleo de las analogias. Estas fueron definidas por
Maxwell, no como la semejanza entre fenémenos fisicos, sino como
la igualdad de las expresiones matematicas que los definen.

Por tanfo, cualquier fenémeno regido por una ecuacion diferen-
cial lineal de segundo orden, constituira una analogia de un sistema
vibratorio con un grado de libertad.

Basandonos en esta analogia, podemos reemplazar un sistema vi-
bratorio mecanico por otro eléctrico, en el cual es mucho mas facil,
obtener resultados experimentales.
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Existen dos tipos de analogia eléctricas denominadas a) antigua
v b) moderna.

La antigua, se obtiene de comparar la ecuacion del movimiento
de un sistema mecanico de un grado de libertad, constituido por una
masa a la que se aplica una fuerza armonica, un muelle y un amor-
tiguador, estos en paralelo unidos a una base fija, y la de la carga de
corriente de un circuito en serie constituido por, una fuente de ener-
gia electromotriz, una capacitancia, una autoinductancia y una re-
sistencia.

Dichas ecuaciones son idénticas, sin mas que sustituir los elemen-
tos del sistema mecanico, desplazamiento, masa, velocidad, rigidez
del muelle, coeficiente de amortiguamiento y amplitud de la fuerza
excitante, por la carga del condensador, el coeficiente de autoin-
duccién, la intensidad de la corriente, la inversa de la capacitancia,
la resistencia y la amplitud de la fuerza electromotriz respectivamente.

Esta analogia presenta el mnconveniente, aunque éste no sea real-
mente transcendente, de sustituir un sistema mecanico en paralelo,
por un sistema eléctrico en serie.

La nueva analogia sustituye un sistema mecanico en serie por un
sistema eléctrico en serie. Esta analogia debida a F. A. Firestone,
consiste en establecer en vez de una ecuacién de fuerzas, que es lo
que ocurre con la ecuacién del movimiento de un sistema mecanico,
una ecuacién de velocidades. La velocidad total en el extremo del
muelle, de un sistema mecanico constituido por una masa, un amor-
tiguador y un muelle en serie, es la suma vectorial, de las velocidades
en cada uno de los elementos.

En estas condiciones, la ecuacién de la carga del circuito eléc-
trico, es igual a una ecuacién en el sistema mecanico, en el que la va-
riable es la impulsién de la fuerza excitante, sin mas que sustituir la
masa, la velocidad, la fuerza impulsante y el impulso del sistema
mecénico, por la capacitancia, la inversa de la resistencia, la inversa
de la auto-inductancia, la fuerza electromotriz, la intensidad y la car-
ga respectivamente.

Ahora bien, la verdadera analogia, se obtendra mediante un mo-
delo eléctrico, exactamente del mismo modo que ocurre en otros
campos de la ingenieria, tales como en la Mecanica de Fluidos, y en
la Resistencia de Materiales para la determinacion de los esfuerzos.
Como en estos casos, serd preciso que en el modelo eléctrico y en el
sistema mecanico se conserven ciertos ntimeros adimensionales.
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Para determinar estos niimeros adimensionales pueden seguirse
dos caminos: a) El analisis dimensional ; b) El cambio de variable en
las ecuaciones diferenciales.

Para hacer uso del anilisis dimensional, se anotan primeramente
los factores fisicos o cantidades dimensionales fundamentales, que
entran en el problema, de acuerdo con las ecuaciones del movimien-
to del sistema considerado, afectindolas de las dimensiones de cada
una de ellas. Se hace aplicaciéon del teorema = desarrollado por
Buckinghamm, tan magnificamente expuesto por el Profesor Pala-
cios en su Analisis Dimensional. En virtud de él, si n es el niimero
de dichos factores fisicos, y p el de las dimensiones fundamental-
mente implicadas (n — p) es el nimero de paramertos o funciones
adimensionales que intervienen en la resolucién del problema.

En un sistema con un grado de libertad, entran tres unidades fun-
damentales F = fuerza en Kgs.; L = longitud en cms.; T = tiem-
po en segundos, y como factores fisicos principales, la masa, la ri-
gidez del muelle, el coeficiente de amortiguamiento, la frecuencia na-
tural circular, la frecuencia forzada, la amplitud de la fuerza exci-
tante y el desplazamiento.

Lo que da como nfimero de funciones o parametros adimensio-
nales 7T—3 = 4.

Para determinar éstos, se eligen tres factores fisicos, que conten-
gan las variables implicadas, afectindolas de unos exponentes des-
conocidos, los cuales constituyen un grupo y se forman los cuatro
grupos correspondientes a los parametros adimensionales indicados,
agregando a cada uno de dichos factores, cada uno de los cuatro fac-
tores fisicos restantes. Como los cuatro grupos han de ser adimensio-
nales, es preciso que los exponentes de las unidades fundamentales
se anulen, lo que nos da los valores de dichos coeficientes. Con elios
determinamos dichos grupos, en el sistema mecanico, y para obtener-
los en el sistema eléctrico, es suficiente hacer las sustituciones indi-
cadas en las analogias.

Empleando la sustitucién de variables en las ecuaciones diferen-
ciales, es suficiente elegir las nuevas, de modo que los nuevos coefi-
cientes de las ecuaciones sean adimensionales.

Al tratar de analogias, no pueden dejar de citarse los calculadores
analégicos, ya que constituyen uno de los medios mas eficaces para
el estudio de vibraciones mecanicas, por lo que se han extendido
universalmente con gran rapidez.

26



Con ellos se han logrado grandes avances. Basicamente los em-
pleados para estos fines estan constituidos por la conexién en diver-
sas disposiciones, de varios amplificadores de alta relacién, y elemen-
tos electronicos y electromecanicos.

METODOS ALGEBRAICOS

Recientemente, con el fin de sustituir las ecuaciones diferenciales
del movimiento por relaciones algebraicas, en el supuesto de movi-
mientos armonicos, se han desarrollado por diversos autores, nuevos
métodos para el estudio de fenémenos vibratorios.

Por otra parte, los sistemas con amortiguamiento, que presentan
ciertas dificultades para su resolucion, mediante el método clasico de
las ecuaciones diferenciales, dejan de tenerlas con estos nuevos
métodos.

Entre ellos los mas extendidos son a) de la impedancia mecanica,
b) de la movilidad.

a) Impedancia mecdnica.—lLa notacion compleja, nos lleva en
la ecuaciéon del movimiento, a la nociéon de la impedancia mecanica,
relacion de la amplitud de la fuerza a la del desplazamiento, y a la de
impedancia de la masa, muelle y amortiguador.

Por tanto multiplicando en cada elemento (masa, muelle y amor-
tiguador) su impedancia mecanica por el desplazamiento nos da la
fuerza en dichos elementos, cuya suma igualada a la amplitud de la
fuerza exterior, nos da la ecuacién del movimiento bajo forma alge-
braica.

b) La movilidad.—Hansen y Chanea definen la movilidad de cual-
quier elemento (masa, muelle o amortiguador) como la relaciéon en-
tre la unidad y la amplitud del desplazamiento de cada elemento
bajo una carga unidad. Es decir, como un caso particular de la
impedancia mecanica, en el que la fuerza aplicada es la unidad. Es-
tos métodos tienen gran utilidad en un problema de gran interés prac-
tico, la transmisibilidad y aislamiento de vibraciones».

TRANSMISIBILIDAD Y AISLAMIENTO DE VIBRACIONES

Son innumerables los casos en los que se producen vibraciones
forzadas, tales como masas no equilibradas en maquinas rotativas
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o pares periodicos en motores de combustion o eléctricos, que se en-
cuentran instalados en lugares donde producen molestias a las per-
sonas (hospitales, casas de vecindad, talleres, buques, aviones, et-
cétera), perturbaciones en otras maquinas o instrumentos de pre-
cisién instalados en sus proximidades.

Puede también suceder que alguna estructura, tal por ejemplo, una
viga metalica, que soporte dichas maquinas entre en resonancia, en
cuyo caso los efectos pertubadores aumentan extraordinariamente.

También se producen vibraciones libres muy peligrosas. Ellas son
debidas a la aplicacion brusca de una fuerza, o al cambio repentino
de la direccion o amplitud de la velocidad, por lo que constituyen un
estado transitorio.

Este problema ha adquirido extraordinaria actualidad, sobre todo
desde el punto de vista militar, no solamente por la necesidad de
transportar aparatos electrénicos, muy sensibles a las vibraciones,
con peligro de caidas, etc., sino aun mas por el efecto de explo-
siones préximas, cargas de profundidad en los submarinos, o atin
simplemente en buques y aviones por la variacién de su velocidad a
causa de disparos de sus propios cafiones.

En el transporte por avién se producen grandes choques en el
despegue y aterrizaje.

Hoy dia existen laboratorios especiales para el estudio de estos
problemas.

Para este fin, probablementemejor que el camino de la integral de
Duhamel o la integracién grafica de Lamoen es el empleo del
calculo operacional de Heaviside, que reduce la resolucion de ecua-
ciones diferenciales a operaciones algebraicas, o la transformada de
Laplace.

Como saben, Heaviside fue mis un ingeniero que un matematico,
por ello se limité a comprobar que su método daba perfectos re-
sultados, méas que a tratar de demostrarlos matematicamente. Fueron
Bromwich utilizando las funciones de variable compleja y Carson por
medio de las ecuaciones integrales, los que lo hicieron de un
modo riguroso. Ello motivé ciertas criticas, que por las mismas cau-
sas y hacia otros autores, atin no se han extinguido. Asi, algunos
ingenieros han realizado publicaciones haciendo una exposicion del
calculo operacional, que suponen apropiada a sus necesidades. Pues
bien, los matematicos Carlaw y Jaeger en su «Operational Methods
in Applied Mathematics Oxford University —Press New York 1945,
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dicen que dicha exposicién no es satisfactoria, ya que omiten de-
mostraciones correctas, y extienden por analogia resultados de un
caso particular, a otro general.

Entiendo que desde el punto de vista del ingeniero, efectivamen-
te es necesario un cierto grado de competencia en el andlisis ma-
tematico, pero es muy dificil llegar a tener rapidamente un conoci-
miento completo de todas las pruebas y teoremas. Si asi fuera, se-
rian matematicos y no ingenieros. De mismo modo que los hombres
aprenden a contar sin tener conocimiento de la teoria de los ntime-
ros, podemos admitir que algo se puede hacer con los métodos ope-
racionales, sin una comprensién completa de su teoria.

SITUACION ACTUAL

Hoy dia, son numerosisimos los problemas que considerados como
vibraciones lineales pueden resolver, tanto tedrica como experimen-
talmente. Sin embargo, son extraordinarias las dificultades que pre-
senta la resolucién de los casos de vibraciones auto-excitadas y no
lineales.

Las vibraciones auto-excitadas, conocidas por sus efectos desde
hace muchisimo tiempo (el arpa edlica y la cuerda de violin exci-
tada por el arco, son un ejemplo de ellas), no han sido comprendi-
das hasta fecha muy reciente.

Hoy dia, en instalaciones eléctricas, mecanicas, aeronauticas, y
estructuras normales de construccién se presentan este tipo de vi-
braciones. En la ingenieria electrénica y en la del sonido, son uti-
lizadas deliberadamente. En cambio, en otras ramas de la ingenieria,
como hemos visto, al referirnos al puente de Tacoma, asi como en los
aviones en los que se denominan flameo, son totalmente indeseables,
va que pueden dar lugar a hechos catastroficos.

Estan caracterizadas por el hecho de ser la posicion de reposo
una situacién de inestabilidad, ya que para velocidades pequeiias las
amplitudes son grandes, sucediendo lo contrario cuando aquéllas
aumentan.

Quiza la forma mas seria de vibracion es la autoexcitada, ya que
por lo que acabamos de indicar, si por cualquier causa se separa el
sistema de su posicién de reposo, entran en juego fuerzas o pares
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de una fuente exterior que acenttian el movimiento. Asi se da el
caso de que la friccién que normalmente es un agente amortigua-
dor, puede por el contrario, transformarse en excitador, intro-
duciendo energia en el sistema. No hace mucho se produjo este
fenémeno en un puente levadizo, originando la rotura de una de las
columnas soporte de la mitad de la plataforma giratoria.

A primera vista son muy parecidas una vibracién autoexcitada y
una forzada en resonancia, sin embargo, no deben confundirse. La
autoexcitada es una vibracién auténoma o autogobernada, obtenien-
do la energia necesaria de una fuente exterior originada a causa de
su propio movimiento. En cambio, la forzada estd caracterizada por
la existencia de una fuente de energia externa alternativa. Por ello,
en este caso, la frecuencia de la vibracién es la de la fuente exterior,
en cambio, en el primero no depende para nada de aquella fuente,
sino que aproximadamente corresponde a la vibracién natural del
sistema.

Matematicamente en el supuesto de linealidad, en la vibracion
forzada tnicamente pueden tomar valores infinitos las amplitudes
si no existe amortiguamiento, y ello para ciertos valores de la fre-
cuencia excitante. En cambio, en la autoexcitada pueden adquirirlo
aunque exista amortiguamiento, y para una gama continua de va-
lores del parametro que caracteriza la accion de la fuente de energia.

Tanto en el dmbito de las vibraciones autoexcitadas como en el
de las no lineales existe un enorme campo para la investigacién, y
sin duda alguna aquellos que sientan vocacién por ella, seran fuer-
mente atraidos por esta rama de la ciencia.

Una vez hecha una exposicion general sobre problemas vibra-
torios realizada como he indicado anteriormente, con el fin de no
cansar a este respetable auditorio, lo que dudo haber conseguido,
como seria dar demasiada dimensién a este trabajo ocupandome,
aunque no fuera mas que de una manera sucinta, de los problemas
posibles de investigacién sobre aquellas materias, a continuacién {ini-
mente se han impreso algunos sobre vibraciones no lineales.
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VIBRACIONES NO LINEALES
Generalidades

En la exposicién general anterior se ha supuesto que la masa
permanece constante, que la fuerza restauradora es proporcional al
desplazamiento, la de amortiguamiento lo es a la velocidad, y la
fuerza excitante es independiente del desplazamiento de la velocidad
y de la aceleracion. Es decir, que los coeficentes de la ecuacion di+
ferencial del movimiento en el caso de un sistema de un grado de li-
bertad, que es al que tnicamente nos vamos a refrir, son constantes.
Ello puede considerarse se verifica muy aproximadamente en muchos
problemas practicos. Tal suposiciéon simplifica aquéllos. Sin embargo,
se ha comprobado que en la practica aparecen otros muchos pro-
blemas en que esto no ocurre, por lo que dicha ecuaciéon deja de
ser lineal, y las vibraciones correspondientes se denominan no li-
neales

En los ultimos afios se han realizado grandes progresos en proble-
mas no lineales, correspondientes a la mecanica de fluidos y a la plas-
ticidad. L.a fuente matematica, para este fin, ha salido de los traba-
jos de Poincaré, y los problemas fisicos basicos de Raileigh, Van der
Pol y Duffing.

Recientemente en Rusia diversos autores, entre ellos N. Minorky
Kryloff, Bogolinhoff-Andronow y Caikin, han realizado numerosos
trabajos sobre este problema.

En el campo occidental, probablemente la mejor publicacién, es
la debida a J. J. Stoker «Non linear Vibrationsy Interscience Pubiis-
hers I. N. C. New-York.

Existen también problemas en los que los coeficientes no son
constantes, sino funciones del tiempo. En estas condiciones, las
ecuaciones siguen siendo lineales, pero su resolucion se complica
extraordinariamente. En el caso particular de ser dichas funciones pe-
riddicas existe una teoria completa, que por otra parte tiene gran im-
portancia para la estabilidad de las soluciones periddicas de sistemas
no lineales.

El problema que nos ocupa es extremadamente complicado, de
tal modo que sélo se han realizado algunos estudios sobre sistemas
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con un solo grado de libertad, en general mediante métodos aproxi-
mados, y ello reducidos tinicamente a algunos casos especiales.

Los mas corrientes en la practica se producen como consecuen-
cia de que la fuerza restauradora y la de amortiguamiento del mue-
lle, no son proporcionales al desplazamiento y velocidad respectiva-
mente.

Sin embargo, también pueden considerarse los casos de la «masa
relativistay v de fuerza excitante, funcién de desplazamiento.

Como acabamos de indicar, es corriente que la fuerza restaura-
dora no sea proporcional al desplazamiento, ya que ello puede ocu-

/s r
7 /, fi f //
L p/
z < x
/// ///
e //
Duro (B Linedl (@) Svave (c)
Fig. 1.

rrir bien: a) porque las amplitudes de las oscilaciones sean suficien-
temente grandes. Asi la conducta de materiales, tales como el acero,
cuando son llevados por encima del limite elastico, hacen al sistema
no lineal, ademds de introducir un elemento friccional, debido al tra-
bajo de histéresis.

En cambio, por debajo del limite eldstico, es decir, para des-
plazamientos normales, el diagrama cargas/alargamientos es el in-
dicado en la figura 1 (a), y por tanto, el sistema es lineal. En este
caso, la frecuencia natural del sistama es independiente de la am-
plitud de la vibracién.

Con materiales orgénicos tales como el caucho, fieltro y corcho,
tan empleados como aislantes de vibraciones, y aun también para
acomplamientos elasticos, por el hecho de que su moédulo de elas-
ticidad aumenta con la carga, el citado diagrama toma la forma in-
dicada en la figura 1 (b). A los muelles de este tipo se denominan
«muelles durosy, en ellos la rigidez aumenta con la deflexién, y
por tanto, lo mismo ocurrird a su frecuencia natural.
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En otros materiales, tales como el hormigén y la fundicién, el
diagrama toma la forma de la figura 1 (c). Por tanto, la rigidez
disminuye con la amplitud, y lo mismo sucede a la frecuencia na-
tural del sistema. Estos se denominan «muelles suavesy.

La variacién de frecuencia natural indicada, ejerce un efecto
favorable, ya que ella puede ser muy grande para una pequefia va-
riacion de amplitud, y por tanto reducir el pernicioso efecto de la
resonancia, ya que si debido a esta se produce un aumento en la
amplitud, la frecuencia de resonancia aumenta o disminuye mu-
cho mas.

También puede producirse la falta de linealidad, a causa de la
geometria del sistema. Tal sucede, por ejemplo, en el péndulo ma-
temadtico, en el que por ser grandes las amplitudes, la fuerza res-
tauradora, es proporcional al seno de la amplitud, en vez de a ésta.
En este caso, el efecto amortiguador proviene del rozamiento del
péndulo en el aire que le rodea, el cual puede considerarse pro-
porcional a la potencia enésima de la velocidad. I.a fuerza restaura-
dora aumenta menos deprisa que la amplitud, es decir, el péndulo
es semejante a un muelle suave.

Se producen otros casos de fuerzas restauradoras no lineales, con
muelles cuyas caracteristicas elasticas varian con la amplitud, pero
no como consecuencia de la deformacion del muelle, como en los
casos anteriores, sino a causa de elementos externos, tal sucede con
los muelles de las figuras 2.

En la figura 2 (a) el muelle con holgura e no entra en acciéon hasta
que la masa m se haya separado de su posicién de equilibrio la can-
tidad a. Por tanto, de 0 a a la fuerza restauradora es nula, y a partir
de esta posicion k. Esta configuracion puede presentarse en la
practica por holgura de cojinetes, o por equipos montados en ais-
lantes cono deficiente fijacion a sus bases rigidas, y en estructuras
mecdanicas con deficiencias en el remachado.

En la figura 2 (b) el muelle se encuentra con una rension inicial,
y en la figura 2 (c) uno de los muelles entra en accién al sufrir cual-
quier desplazamiento la masa, pero el otro no lo hace, hasta que
sea superior a la distancia a. Este sistema se denomina bilineal.

A continuacién vamos a resolver algunos problemas de vibracio-
nes libres y forzadas no lineales, pero antes conviene indicar que un
método grafico general, muy atil principalmente para el estudio de
la vibracién libre en sistemas con un grado cualquiera de no linea-
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lidad, y en especial para el estudio de fendémenos transitorios, es el
denominado plano-fase-delta, por lo que vamos primeramente a ex-
ponerlo.

Es un método aproximado, que en muchos casos da resultados
practicos mas que suficientes.

Sea la ecuacién

m#E+ f(x,28) =0 @)

Py /IIIIII/
I/ 1{4.‘ - a
oy
BV YWY
IIII//II///’IIIIIIII/:

(@ 7)) (c)

AR

Fig. 2.
Si sumamos y restamos un término lineal & » tenemos

mEff(r, i) +kx—kx=0 @

Si designamos por

f=f(x,.ét)—kx

(2) puede ponerse en la forma

mi+P(r,£8)+Ekx=0 (3
o también
i+...1_f'(:r,1"t)+w“2x=0 @
m
siendo

k ki ; <
w,? = — = frecuencia natural del sistema lineal.
m
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La ecuacién (4) puede ponerse en la forma

F+w2(@E+A)=0 ®)
con

A:%f’(x,z"t) 6

La ecuacién (5) se dice estd puesta en forma «deltan.

Las dimensiones de A son las mismas de #.

La significacién geométrica de (5) en el plano fase (#, v) puede
obtenerse facilmente, ya que las nuevas coordenadas son

x
x=x y U_w,, (©)
de (7)
3 i dv_w dv . dx_w dv o vdv 8)
T dt T "dx  dt "dx" T " dx (

Por tanto, la ecuacién diferencial de segundo orden de (5) se
transforma en la ecuacién diferencial de primer orden

UL AT ©)
dx

que nos da la siguiente relacién geométrica:

dx —7
do x4+ A (10)

A puede representarse a lo largo del eje & en el plano-fase (r —%)
(fig. 3).

Si suponemos que P es un punto representativo de la curva solu-
cién de (10), y que el punto Q establece la localizacién correspon-
diente al valor de A, la inclinaciéon de la linea P Q es

SR

inclinacién de P Q) =

v
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Por tanto, la ecuacién de la normal a P Q, pasando por P, serd
idéntica a la (10).

Si suponemos que para un pequefio intervalo de tiempo 3 £. A per-
manece constante, puede hacerse hacerse la integraciéon de (10), lo
que nos da

(F+ A2 +7v2=c2=(QP) )

ecuacion de una circunferencia de radio Q P, y centro en Q.
- Por tanto, la curva de la trayectoria en el intervalo de tiempo
8t es un arco de circunferencia pasando por P y con centro en

Q=—a

¥ “wn, ¥ V {/ wn.
- A
A B \/

Q

Fig. 3. Fig. 4.

Para determinar la amplitud del arco correspondiente al tiempo
elemental 3 ¢, observemos que

S dx
P
De la figura 4
d0= 82 _ _dx*4det  1{(@dvdx® dx _ dx
T2 OEE+ar IFGE+HAE v o (12)
luego
a1
dt = ——m0
P (13)
Vv por tanto
1
t'—f‘):-; (01-—-00) “1)
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Ecuacién que nos da la relacién entre el incremento de tiempo
3t y el desplazamiento angular. De ella se desprende, que el tiempo

positivo es proporcional a la rotacién en sentido sinestrosum.

Para ilustracién del método indicado, examinemos el contactor
vibrador de la figura 5, en el que entre la masa y el muelle %, existe

una luz a.

Six—S; >a c=¢c E=Fk +k,
Sir—S,<a c=0 k=k

La ecuacién diferencial del movimiento en el primer caso es:

m.a?+kl:r=leo

Fig. 5.
que en forma delta se convierte en
F4+p2(F+A)=0

siendo

La correspondiente al segundo caso es
mi4c (F—S)+(k +k)F—S)=0
que en forma delta se convierte en
F+p2(xr+4)=0
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con

& :
Pl —I%_A ¥ A =QpDE—@20/p)S,—S,
b = relacién de amortiguamiento viscoso = —“
2mw,
*x,—A
wﬂz =62.12
= b =07
05+
04+
031
02+
01+
SLi A T S Sl
-06 0504030201 0 01 0z 03 03 05 06
o= X
wnz
Fig. 6.

La construccién grifica de las ecuaciones (16) y (18) con los va-
lores de 7 = 0,7 para grandes desplazamientos, y p* = 62,12 nos
da la figura 6. El sistema comienza con el trazado espiral S, 0y
S, =1 en el momento inicial de un sistema amortiguado, para se-
guir con la respuesta circular tipica de un sistema sin amortigua-
miento, cuando el movimiento relativo se hace pequefio.
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Igualmente si consideramos el péndulo fisico cuya ecuacion del
movimiento sabemos es

¥4+ p2senax =0
que puesta en forma delta se convierte en
E+pE+A=0 19

con

A=senx—2x,

alsi - J—-A 7
A=(sin x-x) 1\\ —_— J
v S
\ /
X //
Ay ),
>~— — — te— /| /
Q /
47
o0~ /S z
/ wn
/
qv
&
/
// !\- —.A
e
7 P ”
i . N
J N
Fig. 7.

Se suele superponer en el plano fase delta, la curva de A tal como
se indica en la figura 7. En ella vemos que para el punto Q el valor
de A es negativo. En cambio, para el punto P es positivo. Por tan-
to, los centros para el trazado de los arcos de la trayectoria, esta-
ran en los puntos O, y O, situados en el eje x, y a las distancias
A; y — A,, respectivamente.

La resolucién grafica de (19) esta trazada en la figura 8 par los
casos siguientes: @) casos oscilatorios con amplitudes maximas de
30° y 90°, b) caso con 180°, ¢) rotacion continua con velocidad posi-
tiva, d) rotacién continua con velocidad negativa. Los valores de A,
y A, indicados en dicha figura, corresponden al caso b. En ella ve-
mos que para angulos menores de 180° todas las trayectorias rodean
al centro.
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METODO ANALITICO. VIBRACION LIBRE SIN AMORTIGUAMIENTO

Para resolver el problema analiticamente, examinemos primera-
mente el caso mas sencillo de no existir amortiguamiento:

La ecuacion del movimiento en el supuesto de no ser la fuerza
restauradora lineal, toma la forma

mi+kf(x)=0 @)
iy Vs 3
+Wn =0
x sinx k.
z 23218
Al Al Punto ole estocomiento
N
A — — — 80— — e
\\ ﬂv/o.&/c/on &r;{uc/o’n
Conlinuve cor corn/in
e —lgoe _vw{:c:; > Ve/o;z:;’/aodm
negaliva poosi/rva
Ae—\\ S e b
N _x“ _____
» x
o wn
Fig. 8.
o
Fw2i@) =0 ®

siendo % f (#) la fuerza restauradora no lineal.
La primera integral de (1) se puede obtener inmediatamente,

ya que
- dx
Xr=—9
=3
« idx dx ds _dx . dv
I T S DU T S P

Por tanto, (1) puede ponerse en la forma

:7::+k[(x)=0 ®

muv
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en que las variables v y # se encuentran separadas. De (3).

vdv:—-—k—f(x)dw
m

La integracion de ésta nos da:
(4)
*o
v2—v 2= 2u'n2ff(x) dr=2w2|[F x)—F @)

siendo #, la amplitud inicial del movimiento.
Esta ecuacion representa la ley de conservacién de la energia.
De ella obtenemos:

g
dx i
v_W=w,,l/jf(x)dx

que puede ponerse en la forma

di—= dx
Wn ‘/2ff(x)dx

1 dx

y por tanto

-+ conste (5)

2f}(x)dx

La integracion de esta ecuacion nos da la variacién del despla-
zamiento en funcién del tiempo & = f (t). En general, aquélia sera
muy complicada. Siempre se podra aplicar el método grafico apro-
ximado expuesto anteriormente.
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Si examinamos el caso mas sencillo en el que f (#) = » (ecuacién
lineal con las condiciones iniciales ¥,_, = &, #,, = v = 0), la ecua-
cién (5) se transforma en

Wt = f S f V:? = cos™! (xi‘,) (6)

luego & = x, cosw, ¢t (6).
El periodo del movimiento correspondiente a la ecuacion (5), se

obtiene de expresar, que él representa el tiempo necesario para rea-
lizar cuatro ciclos de 0 a #,.

4 dx
T=—4¢= 2 —f W)
l/2ff(x)dx

En el caso lineal f (#) = #, esta expresion se convierte en

4 dx
ey = =" | .
V : f

Por tanto

x
il el -, dn
We Vl—ﬁ; W Vl__ui
. *o
x %



. x
siendo % = = Como
0

du . o__ ¥
f]/l_—._ws —[arcocosu]l— 2
0

Luego

Un tipo caracteristico de muelle puede expresarse analiticamente
mediante & f (#) = k& #? Variando b, se obtienen muelles de carac-
teristicas muy diversas. Si & > 1 los muelles son duros. Si b <1
son suaves. Dicha expresién da una aproximacién razonable del dia-
grama carga-deformacién para muelles metalicos y no metalicos.

Este caso puede resolverse con relativa facilidad, mediante las
funciones gamma y beta.

La funcién gamma de « sabemos se define mediante
-

T (o) =fx°‘—1 e~*dx (8)

0

Si &> 0 la funcién de o + 1 se obtiene de

T+ = [erds ®

0

que integrada por partes nos da

fz'-t-‘dx =[._x°'- e- ]:+ afx“—l e-*dx =l—-:e-‘]:+ 2T (a) =T (a) (10)
0

0

Por tanto, conocida la funcién gamma de o, podemos calcular la
funcién gamma de « '+ 1 mediante (10), y asi sucesivamente.
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Si, por ejemplo, a =1 de (8) I'(x) =1 y de (10)

re=1r@-=1
P@ =2r@=2.1=2
r4 =3r3=3.2=6
r®=n—1rn—1)=n—1

La funcién T (a) estd representada en la figura 9 para valores
de « entre 0,1 y 3.

e

[

’ N

N

1 ©015 02 03 04 06 08 1.0 15 20 30
o

Fig. 9.
La funcién 8 (m n) sabemos estd definida por la integral

1
B(mn) = f am-1 (1 —x)"-1d x (11)
0

y estd relacionada con la funcién gamma mediante

L(m) I (n)
U'(m4-n)

Bonn)=B(mn) = (12)
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Con la suposicion indicada f (x) = k #* podemos escribir:

f-f(x)d(x)zzf—kxbdxz[_%”:‘];: -

kxghtl x \o+1 kxptl
o ==ul bl v I ==l Rl

Por tanto, de (7) la frecuencia tomarad la forma

b — 1
[ 8m(b+1) ]: (14)
siendo
0
. [ (1 — ub+l'/= (15)
Si hacemos ! =y
: b+1

! _f 1— ub+l) 2 _f T y‘b/l+6(1 —y)llzd.y (16)

0

Esta expresion tiene la misma forma que (11) sin mas que hacer

b 1

Por tanto, (16) se convertira en

1 )_ T(1/56+1)T1/2)

’b+1)l_p‘”’”)_3(b+1 2T TaB+14+1)2) (1)

Esta expresion puede calcularse mediante la figura 10 para los
valores de b comprendidos entre 0,5 y 2 en el supuesto de que se
ha tomado para k el valor que da la misma frecuencia natural para
una amplitud x, = 0,1 mm. En ella vemos que para b > 1 (muelles
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duros), la frecuencia aumenta con la amplitud. Sucede lo contrario

para b < 1. .
El valor de I obtenido de (17) y sustituido en (14) nos da la fre-

cuencia natural del sistema.
Examinemos ahora el caso en que la fuerza restauradora es de

forma f (#) = & (# + « #®) que para o > 0 corresponde a lo que he-
mos definido como muelle duro.
La ecuacién del movimiento sera

mEF+ k(x4 423 =0

9
§ 8
- o, Ft =Axb
& S ( verzo=Ax £ |t
=~
NG -
D L~
2 s~
4 b=l2
S 1A=
$ 5l
a T~ b.o_ﬂ
l& 2 ~ -
b=05
1
o

0481216202428323640
Xo , en mfm.
Fig. 10.
Como

f;(x)d":%(%’“‘a xzo‘)__;_(x,_‘_ a;a )

=

La ecuacién (7) se transforma en

x

i f.y(%x..ﬁf)_(«;w

T==

xg
S 2
s Mw—m@+%w+%w)
0

46



*Si hacemos

x
—_—= % y 8:«4’02
*o

la expresién anterior se presenta bajo la siguiente forma normal de
integrales elipticas de primera clase

u
PR
—2-0+—2—0u2)

(18)
1
s V2_ du
wa |0 210
o e
0 J
En las tablas de funciones se encuentra
f i :Lp(ﬁ-o) 19)
V(“’ e “l) (”z + uz) c ¢

donde F (—‘:—- a) es la integral eliptica de primera clase cuyos valo-

res para los distintos de iﬂ y ¢ son dados en las tablas indicadas,
siende

cz3
2 = a? + b2 y senz g =

Comparando (18) y (19) obtenemos

PRI T oL L ]

o2

] [

3
g=1 sen2 g =1 D=
2
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De acuerdo con estos valores la ecuacién (18) se convierte en

4 1 (/ ] 1:)
T= = F - — 20
o= vier Wears 3 e
Si el muelle es lineal a =0, 6=0, y T = 3}“

Si « es muy grande, igual sucederd a 6 ; por tanto, despreciando

—2—ante la unidad, la ecuacién (18) se transforma en

b
_1
*/F) &
V(l—"')(l-f ) V1—u4

Su resolucién es sencilla, ya que el valor de la integral es
1,8541/y 2, lo que nos da

r=—3 _ ligsn 22)

Wy ]/6

Que nos muestra que la frecuencia no es independiente de la
amplitud.

Si la fuerza restauradora es de la forma kf(#) = k2 (1 — « 2?)
que corresponde a un muelle suave, se puede resolver igualmente el
problema mediante las integrales elipticas.

Si examinamos ahora el sistema elastico de la figura 2 (a) y su-
ponemos que para t = 0 la masa estd en su posicién media, dando-
sele en este instante una velocidad inicial », el tiempo que tardara
en recorrer la holgura a, lo que hari con movimiento uniforme,
sera

a
Fpae (23)

En el momento que la masa toque el muelle de rigidez k& empe-
zard a oscilar con un movimiento armoénico, pasando en un cuarto
de periodo su velocidad de z a 0. El tiempo que tardari en este
paso, sera

x 1
2 w,

ty=
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Por tanto, el periodo completo de vibracién de la masa sera

42 ) |

T=4(t +1t)=—+2« (24

Wn

Expresién que nos permite examinar la variacion del periodo
con a, v y w,. Si suponemos que la tnica variable es v, vemos que
para v =0 T'=00, y para v =00 T = 2 n/w,.

De (24) se deduce que la mayor influencia de la holgura se ejer-
cera para valores de v alejados de los anteriores, ya que para ellos
cualquiera que sea el valor de a, T adquiere los mismos. Ello, en
el caso de vibracién forzada, nos permite alejarnos o acercarnos al
fenémeno de resonancia, actuando sobre v.

Teniendo en cuenta que si &, es la amplitud maxima de la osci-
lacién de la masa, el recorrido bajo la accién del muelle es x, — a,
y por tanto la velocidad v que corresponde al movimiento inicial de
este recorrido, serd v = (¥, — a) w,, con lo que la ecuacién (24)
puede ponerse en la forma

T a 1 4 1
Rl tm e
a
y la frecuencia natural del sistema con holgura sera
W= —2Ti = (@n) !
2 1 (25)
1+ 3 Txy

De esta expresion vemos que para a = 0 w = w, y que la fre-
cuencia no depende de la amplitud.

Asi si una turbina de 1.800 r. p. m. ha sido proyectada, para que
en el supuesto de no existir holgura la frecuencia de resonancia,
sea un 20 por 100 de dicha velocidad, es decir, 36 c. p. s., si ello
no ocurre en la realidad, comprobiandose que dicha holgura es de
0,005 mm. y midiéndose una amplitud de oscilacién en la turbina
de 0,001 mm., resultard que la frecuencia natural del sistema, de
acuerdo con (25), bajara a 22 c. p. s. Del mismo modo en el muelle
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de la figura 2 (c) si suponemos que la masa m se desplaza desde su
posicion inicial hasta un punto a4, y se le abandona sin velocidad
inicial, la ecuacién del movimiento en el intervalo x, < ¥ < x, sera

x=a+xlcosl/k‘ i (26)

m

que representa un movimiento armonico simple con centros A, sien-
do k, la rigidez del conjunto de los muelles.

El tiempo ¢, para pasar de ¥ = &, a &+ = ¥, se obtiene de (26)

i = ——1: arco cos i 27)
%

En el intervalo 0 <+ <, el movimiento es armonico simple
con centro en 0 y con las condiciones iniciales

; 5 e R
(#), =2@F),, = — 7, Vﬁ sen |/7'

Por tanto, la ecuacién del movimiento sera

V Ay sen I/ A t

L P e et S ——

x = x; cos V—f’— e . wa l/_’ - ¢ (28)
m %y m

V

siendo k, la rigidez del muelle largo.

El tiempo necesario para llegar al punto 0 se obtiene de (28) ha-
ciendo x = 0

x,y l/—k: sen l/——}'— : t fr——

' 2 1

0=~x,cosl—£’— f— iz o sen]/—k'- 2y
m k, m

m
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de donde

'éz
1 2 Tn
m
#y = ——— arc. tang — — (29)
l/ k! V ’él V 'él
— = xy |/ —=— sen }/[—— %
m m m
Por tanto, el periodo sera
T= 4(t1 + tz) (30)

CURVAS DE ENERGIA

Hemos comprobado las dificultades que encierra la resolucion
analitica del problema que tratamos. Pues bien, mediante el método
grafico del plano-fase-delta anteriormente expuesto, que nos da las

X . ”
= ) , o de las que Stoker denomina «curvas de energian.

curvas (x

sin necesidad de llegar a la integracién final # = f (¢) de las citadas
curvas, pueden obtenerse facilmente ciertas propiedades del movi-
miento. Para su trazado no emplea la citada construccién, sino que
lo hace mediante su ecuacién. Conviene tener siempre presente la

diferencia de coordenadas indicadas plano-fase-delta (x ZZ)

Stoker (x v). Asi si examinamos el caso més sencillo correspondien-
te a la vibracién libre lineal sin amortiguamiento, cuya ecuacién sa-
bemos es

mi+kxr =0, k = conste.

Una primera integracién nos da

dv | 22 x?
mo 7 +kx =0, m~2 + % ?_constante
o
£2 4 k22 =£02+k102 1)

siendo v, y ¥, la velocidad y desplazamiento iniciales.
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Esta ecuacién si k> 0, lo que ahora suponemos, representa una
serie de elipses con el mismo centro; por tanto, el movimiento es
siempre periédico. : ]

Con la aplicacién del plano-fase-delta, llegamos a la ecuacién
F+w2(r+A)=0 @

Con A = 0.
Por tanto, todas las trayectorias tendran como centro el de coor-
2 J . . , .
denadas (x -—) y seran circunferencias concéntricas.
m

El periodo puede determinarse mediante el calculo de la integral

0

d
T=49§ 2
2

0

tomada a lo largo del cuarto de circunferencia, siendo &, la ampl-
tud del movimiento, cuyo valor se obtiene de hacer v = 0 en la ex-
presion anterior, es decir, #4,2 = 2 w,/k.

Por tanto
v=w, (.ro2 — 22)
b g
x, xg
4 dx 4 2 (x/%) =
T = > V s = a 1 x |2
o SR LA sl
0
4 du s 2%
. ¥i—o 1 ix— e 3)

Es decir, que el periodo es independiente de la amplitud, lo que
quiere decir «que todas las elipses o circunferencias son recorridas
en el mismo tiempoy.

52



Si consideramos ahora un caso de fuerza restauradora no lineal,
como el ya indicado anteriormente f(#) = « & + 8 4°

' B << 0 muelles suaves

con [
5> ] B >0 muelles duros

Examinemos cualitativamente el movimiento, mediante las curvas
de energia.
La ecuacién del movimiento es

Ftar+Be=0 v 2% o (yx4pad)
dx
y su principal integral
xt
V2 4 g 42 4+ B -5 = h = constante (C))

De esta expresion deducimos que para pequefios valores de
x, es decir, para movimientos de muy pequefia amplitud, en los que
puede despreciarse B 4%, o sea, que son casi lineales, las curvas de

, e o _spr , xt
energia son igualmente casi elipses, ya que con mayor razén § —5-
puede despreciarse, & sera pequefla y positiva.

Utilizando el plano-fase-delta la ecuacién sera

F+w?2@E+A)=0

siendo

A= 10 [ax—}- 3x3]—x

0,2

Se tratazar la recta . ;- (x—1) v y la cibica —Bz 23,
W,y w,

W,y

El desplazamiento maximo se obtiene de (4) haciendo v = 0, es

decir,

—at+Va2F284 6
B

L e
Xg? =
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Hemos tomado el signo mis del radical cualquiera que sea el
signo de B8, porque & >0 y «®> > 0 y pequefio.

El periodo del movimiento en las curvas de energia cerradas co-
rrespondientes a los indicados valores pequefios de s independiente-
mente del signo de B es

_4_/ Vh—(ax=+ﬁx4/, ®

La resolucién de esta integral puede realizarse introduciendo una
nueva variable 6 tal que # = x, sean 6.
Teniendo en cuenta que por ser &, una raiz de la ecuacién

4
h— a2 s gl 0
a®® + B B
podemos escribir
x4
e i o el e e b e e

siendo

B2(—b+x2)=—a 6 Bb2=8x2+2

Por tanto, (6) después de eliminar b se transforma en

=

dh
T=4ﬁf V2a-+Bxgd+ Bay?sent @
0

Expresion que nos muestra que T es funciéon de © siempre
que 8 F 0.

Con muelles duros 8 > 0 las curvas dadas por (4) son cerradas
y, por tanto, los movimientos periddicos (fig. 11).

En cambio, con muelles suaves B < 0, las curvas finicamente son
cerradas para una pequefia regién del plano-fase, es decir, como ya
hemos indicado anteriormente para pequefias amplitudes. Por tanto,
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la expresion (6) del periodo sera siempre aplicable cuando 8 >0, y
tinicamente para valores de x, muy pequefios si 8 < 0.

Para examinar este dltimo caso, que como vemos presenta mu-
chas mas dificultades que cuando 8 > 0, sustituimos en (4) ¢ = — B,
con lo que

V2 4 4 X2 — p2 _";_ = h (8)

Muelle duro, B> 0O

Fig. 11.

Si x es proximo a cero h =<0, y las curvas, como ya indicamos,
son aproximadamente elipses.
De (8)

4
yz=],._a;(2+p2’fT (9)

Si & > 0 las curvas cortan al eje v (#, = 0) para
v=1V, =/ h>0 Fig. 12

El discriminante de la cuadrica en .* del segundo miembro
«? — 2 o* 1 regula el que las curvas (¥ v) corten o no al eje v.

Ast si * — 2 9% h << 0 se produce dicho corte, lo que exige, por
otra parte, que & > 0. Cuando 2> = 22 >0 ya no se produce
dicho corte. La curva transicién entre ambas corresponde a



Por tanto, el valor de v, en dicha curva (# = 0) sera de acuerdo
con v, = N h

= atly p' ~ Dy == -

pV2
Para valores de v, > —:/—5 las curvas son abiertas y, por tanto,
i
$is > 8 v 7 oqe a
el movimiento no periddico. Cuando 7, < —P—V;: son cerradas, y
el movimiento es periodico.
v
a?-2p%h < 0
]
v
k>
0?=255
£ h=0
0 h<o
V. .=
h>0 A= \O’-?P’h)o X
P

Muelle svave g<o
Fig. 12.

Los puntos de corte de la linea de transicion con el eje, se ob-
tienen haciendo » = 0 en (9) con la condicion ademis que o —
—20?h =0, lo que nos da

Va

P

i

Si el discriminante «* — 2 82 1 > 0 las curvas no cortan ai eje v
y al x tinicamente en un punto, por tanto el movimiento en este caso
tampoco es periddico.

En la figura 12 vemos que los puntos (0, 0) para los cuales la
fuerza restauradora f(#) = o 2#® — 2 4® = 0, son puntos de equili-
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brio. El origen es posicién de equilibrio estable, ya que una pequefia
perturbacion eorigina tnicamente una pequefa oscilacién alrededor

del punto # = 0. En cambio, los puntos (t-V—f—, 0)10 son de

equilibrio inestable, ya que una pequefia perturbacién origina una
oscilacién de gran amplitud.

VIBRACION LIBRE CON FUERZAS RESTAURADORAS Y AMORTIGUAMIENTO
NO LINEALES

En este caso la ecuacion del movimiento es
Fto@ +f(®) =0 @

que como anteriormente puede transformarse en una ecuacion dife-
ax

rencial de primer orden mediante el cambio de variable v = F

Asi obtenemos
dv — [ (x)— g (2
—_— ¥ 2
dx ? @
en la que no pueden separarse las variables. Sin embargo, ella nos
da la direcciéon de la curva integral en cualquier punto del plano
(# v), y por tanto nos permitird el trazado de aquélla. De todas for-
mas, aun sin realizar este trazado, (2) nos permite obtener una in-
teresante informacién cualitativa sobre el movimiento.
En determinadas circunstancias resulta ventajoso reemplazar la
ecuacién (2) por las dos ecuaciones de primer orden

N
~

d 3 )
F==r=gt) |
3)

>

=~
[

que conduce a un campo vectorial de componentes

dov o dx

at’ ¥ at

tangente a la curva solucion.
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En el plano-fase-delta, como ya indicamos, se trazan las curvas

y ello se facilita en muchos casos por el empleo de «li- (x I; )
neas isoclinas», que son aquellas que unen todos los puntos del
plano (x ;ZL—) para los que la ecuacién (2) expresada en las coor-

denadas de dicho plano es una cantidad constante. Asi, por ejem-
plo, en el caso de vibracién libre amortiguada y fuerza restauradora
lineales, cuya ecuacién es

mE+cx+kr=0 (©)]

Fig. 13.
la ecuacién (2) se transforma en

d (9w,) RENE i = 5)

dx m Wy /Wy
Por tanto, la ecuacidén de las isoclinas sera

d (v]wy,) s c T
¥ e s - = concte. (6)

Para cualquier punto del plano (¥, v/w,) podemos calcular la
expresion anterior, que representard rectas que parten del origen
(fig. 13). Para la linea horizontal (v/w, = 0) la constante se hace
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infinita, y la direccion de las curvas es normal a la mencionada linea.
En dicha figura se han trazado las direcciones correspondientes ade-
mas de para w/w, = 0 las de » = 0, r = w, (45°). Asi se puede
trazar cada curva como se indica en la figura.

Examinemos qué ocurre con los puntos de las isdclinas en los
que la inclinacién de éstas es la misma que la de las curvas (v/w, x),
que pasan por ellos.

. " - a (vfw.,)
= inclinacion curva = iGN

Inclinacién isoclina =
Wn X dx

De acuerdo con (6)

W X m Wy 0wy

( v )2+ c (v/w")-{—lz(),.

Wy X m Wy x

2

2 c c
Wex 2mw,,iV( 2mw,.) -1

Expresion que nos muestra que cuando ¢ <2mw, = ¢, 1O
existe ningdn punto en que ocurra la particularidad indicada. Por
el contrario, si ¢ > 2mw, existen dos iséclinas que cumplen con
dicha condicién, y ellas, por tanto, constituiran dos curvas inte-
grales.

Si se aplica el método del plano-fase-delta, conviene observar que
la ecuacion (1) en forma delta sera

F4+w?2(@+A)=0

con

1 a
g Wyt ['P( Wn )—y—gn(x)_-w,! “']:Ax*‘A’

4, = ?(—),, by = — o(x) — witx

Por tanto sera necesario determinar para cada punto los valores
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de A, y A, y asi obtendremos el de A, que nos dara la posicion del
centro del arco correspondiente.

Si examinamos ahora el caso de un sistema con amortiguamien-
to lineal ¢ #, pero fuerza restauradora no lineal f (#) = a & + B 4*
(e >0 y B> 0 muelle duro), la ecuacién (3) toma la forma

dov
at
dzx
dt

=—f(lx)—g@®)=—(ax+BxY) —co
®

=

Hemos visto anteriormente (fig. 11) que para ¢ = 0 y B > 0 las
curvas son cerradas, las que estan trazadas en la figura 14 junta-
mente con un trozo de una curva integral obtenida de (8) para ¢ >> 0,
de la que puede decirse que para todos los puntos excepto (v = 0

v

Fig. 14.

x = 0) el vector inclinacién se dirige hacia el interior de las curvas.

En los puntos (v = 0 & 3= 0) el vector inclinacién es el mismo
tanto para ¢ = 0 como para ¢ > 0. Se comprueba igualmente, que
para ¢ > 0 la curva integral se dirige hacia el origen al aumentar £,
dejando el movimiento de ser periddico. Si por el contrario ¢ < 0,
el desplazamiento aumenta indefinidamente con el tiempo.

Existen casos en los que la falta de linealidad, corresponde uni-
camente al amortiguamiento, lo que puede ocurrir en las vibracio-
nes autoexcitadas. En ellos se puede resolver la ecuacién diferencial
de primer orden (2), mediante el método grafico de Lienard.

Evidentemente, mediante la introducciéon de variables miltiplos
apropiados de las primitivas, podemos sin pérdida de generalidad
poner la ecuacién (2) en la forma

dv o 0l?) - x )

dx x
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De esta expresion Liernard obtiene el campo direccional median-
te la siguiente construccion grafica.

Se traza la curva # = — ¢ () como se indica en la figura 15. Si
deseamos conocer la direccion de la curva (v4) en un punto cual-
quiera P (x v), se traza por él una paralela al eje #, hasta que corte
en R a la curva &# = — ¢ (v); por este punto se traza una vertical
hasta cortar en S al eje #, se une S con P y la perpendicular a P S
nos da la direcciéon de la curva integral. Efectivamente, la recta S P

. . . .y 2 ~
tiene por inclinacion T Tomando un pequefio trozo de Ia
2 o (D

normal a S P en el punto P tendremos un elemento de la curva in-

v
\ X+d (V)
B)

P(x,v)

Fig. 15.

tegral. Se repite la construcciéon con el punto extremo de este ele-
mento, y asi paso a paso podemos dibujar la curva integral.

Igualmente podemos aplicar el plano-fase-delta teniendo en cuen-
ta que en este caso

A= a:,.’ [;(Q)]: ;ﬂ [?(i)]

Si aplicamos la construccién indicada de Lienard, al caso de amor-
tiguamiento seco o de Coulomb, que sabemos estd definido por

r >0
9 (%) = r >0
—r 20
La curva # = — ¢ (v) esta definida por

X =—r para 7 >0 x=r para r<0
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Una solucién tipica de la curva integral, esta indicada en la figu-
ra 16, que vemos consta de arcos de circulo, teniendo como centros
alternativamente S, y S,; al cortar el eje pasa de un centro a otro.
Cualquier curva solucién, al incrementar el tiempo, se mueve en la
direccién de las flechas; por tanto, entre dos valores consecutivos
de v = 0, la amplitud se reduce en la cantidad 7, hasta quedar redu-
cida a cero, que corresponderd al momento en que la curva corta al
eje x, en el segmento S, S,, ya que en estas condiciones la fuerza
restauradora es inferior al amortiguamiento.

Fig. 16.

AMORTIGUAMIENTO EQUIVALENTE Y DECREMENTO DE LA AMPLITUD

De lo expuesto se desprende la dificultad que presenta, la reso-
luciéon de la ecuacién diferencial correspondiente, a un sistema con
amortiguamiento no lineal. Sin embargo, hemos de sefialar que un
método que da resultados aceptables para muchos casos practicos,
consiste en sustituir el amortiguamiento no lineal por otro viscoso
equivalente, lo que se hace remplazando todas las pérdidas origina-
das por aquél como si lo fueran por éste.

El trabajo por ciclo del amortignamiento viscoso puede obtener-
se facilmente, ya que

fuerza de amortiguamiento viscoso =F,, =c#

En el supuesto de ser el movimiento arménico

x=z°cos'wt, F“=—xocwsenwt.
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El trabajo por ciclo sera
2%

T, /ciclo = fF,w dx =cx? wf senfwitd(wt) =cxrlwa 1)
0

Si el amortiguamiento no es viscoso F, = f (%)

i 2%
Trabajo por ciclo = T, /ciclo = ff #)dx = f f#)dt 2)
0

ya que

fverzg de y=x-5
omortiguarnvento k
z(Dy)* E :J S§'= 5 sin col
4

Fig. 17.

La igualdad de (1) y (2) nos da el valor del coeficiente o del
amortiguamiento viscoso equivalente al no viscoso.

Este método estd limitado a la suposiciéon hecha de ser el movi-
miento armédnico, lo que lleva consigo implicito que el amortigua-
miento no es lo suficientemente grande, que varie apreciablemente
la forma del movimiento. Por ello no puede aplicarse en los casos
de friccién seca o de Coulomb. Sin embargo, tiene gran utilidad en
los amortiguadores hidraulicos corrientes, tales como el indicado en
la figura 17, en los que la amortiguacion se hace por el paso del
aceite a través de los pequefios orificios indicados. Ella puede repre-
sentar la carroceria de un coche (m) unida por un muelle y un amor-
tiguador al chasis, que se mueve con las ondulaciones del terreno,
de acuerdo con S = S;senw ¢t. La fuerza de amortiguamiento esta
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originada por el rozamiento del aceite en su paso por los orificios,
la cual se puede suponer proporcional al cuadrado de la velocidad

fuerza de amortiguamiento = z (y)?

siendo z = constante.
De (2) obtenemos

2/
T/ciclo = 4.2 y,3 w? f sendwtd (wi) = 266wy, z ®
0

Igualando (3) y (1) obtenemos para coeficiente viscoso equiva-
lente

2,66 5, w2z

Co= 1

= 0,8488 w y, z (4)

Si en la figura 17 el amortiguamiento fuera viscoso, la ecuacion
del movimiento empleando notacién compleja seria

—mwrr +jcwy +ky =0 )

siendo * = ¥y + s.
Dividiendo por k llegamos a

b (w/wn)? (6)
So z [1— /w2 ]’ + @b wjwa)? {12

. c
siendo & =

r

Por no ser el amortiguamiento viscoso tendremos que sustituir
en (6) b por

c. _ 08i88wy,z
2w - Zwem

w
= 04244 3,B—~

siendo B = z/m.



Si hacemos A = (w/w,)?, tenemos
w
25 =08488B. A.
1o que nos da para (6) en el supuesto de amortiguamiento no viscoso

- o Q)
So [¢—ar4072(5B aple

K
§20
8175
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§ iz N
3 rekito | V2
X125 f [ 1
‘.%10 [ \
3 / \
S e \
» 5 £
,\ mmua jﬂ
25 7
% 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

Relacion de frecuvencia =uw/ux

Fig. 18.

Ecuacién que resuelta respecto a v, nos da
1t
—(I—A)’+I'Z—A)‘+4A2 502] 2 $2 8)

que nos muestra que el desplazamiento relativo no varia linealmente
con el desplazamiento aplicado S, como ocurre cuando el amorti-
guamiento es lineal.

La figura 18 corresponde a la representacion grafica de las ecua-
ciones (6) y (8) para z/m = 0,5y S, = 2,5 mm. De ella vemos que
la mayor diferencia se presenta en la parte plana de la curva res-
puesta de amortiguamiento no lineal. Este resultado es tipico en
muchos problemas de este tipo. Como consecuencia interesante. ve-
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mos que la variacion en la frecuencia natural es muy pequefia, a
causa de la no linealidad del amortiguamiento. Por esta razén, en

P S £
este caso, se puede tomar con suficiente aproximacion w, =l/;~ :

Igualmente hemos visto presenta dificultad determinar el decre-
mento de la amplitud por ciclo. Por ello, en muchos casos practicos,
es suficiente obtener el citado decremento, igualando el trabajo por
ciclo del amortiguamiento, a la disminucion de energia cinética del
sistema, en el mismo tiempo.

Si suponemos x = ¥, senwt y F, = f (%), el trabajo por ciclo
del amortiguamiento sera

2x
T/ciclo = x, ff (#) cosw td (wt) 9)

1]

La pérdida de energia cinética por ciclo es

_;_ nusy s — _;- mw?(x —AFX)Z=muwx Au=
(10
£ %— mw? (Ax)2 = ~ muw? F AX
lgualando (9) y (10) obtenemos
2x
1 .
A= W—f/(x)coswtd(wt)
0
En el caso considerado anteriormente de acuerdo con (3)
3
D ARt s e 208 2T (1)

m w? m

VIBRACIONES FORZADAS NO LINEALES

Un método aproximado que resulta extremadamente dtil, tanto
para las vibraciones lineales como para las no lineales, es el cono-
cido bajo tres nombres. Método aproximado de Ritz, Segundo Mé-
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todo de Ritz y Método de Ritz Garlekin, del cual hacemos un breve
resumen a continuacion:
Sea la ecuacion diferencial no lineal

mE+cf (@) + k@) =1, 0 1)

en la cual las funciones de amortiguamiento y restauracion f, (%) y
f. (¥), respectivamente, son funciones pares de la velocidad y del
desplazamiento, es decir,

L@ =HEH —f,@® =12
dividiendo por m, y teniendo en cuenta que

i:zuﬂﬂ y i=2bw"

m mn

la ecuacion diferencial (1) se convierte en
T : 1
Elr|=%+2bw,f () +wz2f, (»)— ”—Irf3 =0 @)

Esta ecuacion (2), puede representar una ecuacién de equilibrio
del sistema, entre la fuerza de inercia por un lado y las de amorti-
guamiento, restauradoras y excitante por otro.

Para un desplazamiento virtual 3 x, la condicién de equilibrio exi-
ge, que el trabajo virtual de dichas fuerzas se anule; por tanto,

E x| =[ir'+2bw,,f1 O+ w2 f = £, |85=0 ®

Ritz supone que una solucion aproximada de (2) es una serie de
n términos apropiados, que designamos por ¥, ya que tiene que ser
distinta de . Por tanto

E |

L]

|=%=a0 () +a,0,() + ... +a,0,(1) (4)
siendo ¢, 0, ..., 0, funciones apropiadas del tiempo, y a,, a,, ..., a,
parametros que deben determinarse para que un limitado numero de

términos de la serie (4), den una buena aproximacion de x.
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El desplazamiento virtual para el término »n sera:
8. =a,0 () ®)

Si sustituimos en (3), # por la ecunacién (4), y 8 » por (5) eviden-
temente no la satisfard para cualquier instante ¢, por ser x y & dis-
tintas.

Pues bien, la aproximacién que establece Ritz para la determi-
nacién de los parametros a,, a,, ..., @,, €s que el trabajo virtual du-
rante un cierto tiempo T de cada término sea nulo, es decir,

T . : 2 4
f{E[f(ol(t)}dt=0,f{E]:i‘(oz(t)}dt=0‘..f{E]i[o"(t)}dt=0 ©)
[ v 0

Esto nos dard #» ecuaciones algebraicas, de las cuales podemos
obtener a,, a,, -.., G,.

La eleccion de la funcién aproximada #, se simplifica mucho, en
el supuesto de ser la fuerza excitante funcién periddica del tiempo,
ya que el tiempo T de las integrales es el correspondiente al periodo.
Si ademas la fuerza excitante es sinusoidal f, () = F cos w ¢, intui-
tivamente llegames a que un término aproximado, si no existe amor-
tiguamiento, sera &, cosw f. Si eXiste amortiguamiento, debemos
suponer una aproximacion de dos términos, tal que

¥ =A coswt+ Bysenwt=x,cos(w?t —¢) (7

Hagamos aplicacion del método a este ultimo caso, en el que la
aproximacién se reduce a dos términos. El tiempo, como hemos in-
dicado, corresponde al periodo T = 2=z/w, o a un angulo de 2=
radianes.

Las condiciones que han de cumplirse son

2x
fE}i’]coswtd(wt):O (8)
0

2=
E|#|senwtd(wt) =0 9
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Sustituyendo en (8) E | X | por su valor de (7), obtenemos

2=x 2%
_ws_.,‘.oh/‘cos(‘wt—-np)coswtd('wt)+2bwﬂff1 [—w~#, sen (wt—y)]
0 )
27
coswtd(wt)+w”=ff2[xocos(wt—¢)coswtd(wt)—
0

2z
_lfcos%wtd(wt):O
m
0

Si introducimos la nueva variable ¢ = w ¢ — ¢, de tal modo que
de=d(wt) y coswt = cos (s + ¥), las integrales anteriores to-
man los siguientes valores:

2x 2=

fcos('wt—zp)coswtd(wt) :fcos:rcos(a+¢)do-=
0 0

2=
=f(cos¢cos’¢r—sen¢sen¢rcos(r) do =ncosy
0

= 2z
f/1(—wxosen(wt—«p)coswtd(wt) =f)‘l (—wxoseno-cos(a+¢)
] 0

2
dm:sen:ﬁf/l (wxoseno-)sena-da'
0

2= 2%

ff’xocos(wt——up)coswtd(wt) =ff2 [#,cosccos (0 +Y)ldo =
0 0

2=
= cos ‘I’ffz (#,coss)cos rd o,
0

2z
fcos’wtd(wt)=’r

0
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Con estos valores (8) se transforma en

2n
~—'w¢x°n-cos|p+2b'wﬂsen‘pff1 (wax senc)sendo + o +
0

2x
F
w 2 ¥ cos et R
+ “cos¢ji2(°c g)cosodo =
(1]
Introduciendo la notacién

=[2
ff‘ (wx,senc)sencda

Gxyw) = -y

=/2
H(xo)=-%%-jj’,(xoce5:x) coscds
0

las ecuaciones (8) y (9) toman la forma

= (_;"’:)’ cos § — 25 (sen §) (x ) -~ cos § H (x) = _;_;0_

=t (—;"—)’ sen & — 25 (cos ) G (xg 2)+ send H (xg) =0

Ecuaciones que, resueltas respecto a &, y, nos dan:

o=@ < om =]
256G (x =)

0 Y = ) — @fwap

(10)

(11)

(12)

(13)

(14

Si aplicamos lo expuesto: a) a un sistema lineal con amortigua-

miento viscoso

A (F,w) = F=x wsen(wWt—y) = ¥, wsen ¢

f(x) =% cosr

70



Por tanto, (10) y (11) se convierten en

G(wa)=§- H(zy) =1
n

las (13) y (14) en

w? \2 4 5% w? F )2 _ 2bx[w,
(- 5= am) v me=TEEr

que son los conocidos valores de la vibracion forzada lineal.
b) a un sistema no lineal sin amortiguamiento :

F
k x,

w \?
H(x,,)-—(wi)zx y 4:2 (15)

A continuacion vamos a examinar con mas detenimiento el caso
de vibracion forzada con fuerzas restauradoras no lineales, y amor-
tiguamiento viscoso, ya que este caso se presenta en muchos pro-
blemas fisicos, sin ir mas lejos, un péndulo simple al que se le apli-
ca una fuerza externa periddica.

Suponemos que la fuerza restauradora tiene la forma ya indicada
anteriormente

flx)=ax+4Bx® con a>0 y >0

para muelles duros y 8 < 0 para muelles suaves.
Si hacemos 2 = 1 la ecuacién del movimiento toma la forma

:'E+cx'+zvn2(x+Bx3):Fcos(zi't+¢). 16)
|

denominada «ecuacién de Duffing», a quien se deben los primeros
resultados significativos, concernientes a las soluciones arménicas.

Parece 16gico pensar que la solucién sea un movimiento armoni-
co de la misma frecuencia que la fuerza excitante, es decir,

x=xycosw? a7

pero defasar el angulo ¥ respecto a la fuerza, ya que el hecho de
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existir amortiguamiento da lugar en la vibracién lineal a un defasa-
je. Sustituyendo (17) en (16) tenemos:

—-xow’cos'wt—-¢:¢ro'wsenwt+-wn2.a:ocoswt+'wnzﬁx‘,’3 cosdwit =
(18)

=Fcosgqcoswt—Fsengsenwi

Esta expresiéon nos muestra que (17) puede ser una solucién de
(16) tnicamente para los valores de ¢ = n =/2w, si n estd limitado
a un nimero par o impar.

Timoshenko, en su «Vibration Problems in Engineering», pagi-
na 158, realiza la aproximacién de fijar los valores de x, y ¢ de tal
modo que verifiquen la ecuacién (18), para las posiciones medias y
extremas de la masa vibrante.

Para las posiciones medias senwit =0, coswt = + 1, luego
(18) se convierte en

w?x +w?2Bx2=TFcosy+s w (19)

Para las posiciones extremas senwit = + 1, coswi =0y (18)
se transforma en

cx w=Fseny (20)
De (19) y (20) deducimos

cos¢ =+ Vl - —;-;- (200 0)? @1)

w.’xo+w.’§xo’=_tl"Vl——;:—(xow)’-}—xow’ (22)

Si aplicamos el método aproximado de Ritz indicado anterior-
mente (caso de ¢ = 0), sustituyendo (7) en (10) obtenemos:

=2

'H(x)z:—xf(xcos'a—}—Bx'cos‘c)dc= 1—}——§ai
0

4
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y las ecuaciones (13) y (23) se transforman en

, 3Bt w? \2 452 w2 F2
(l + 1w ) w,,? = e (29)
tan ¢ = 2bi/ohy (24)

1438 x2/4 — ww,?

ya que G (# w) es simplemente w/w,
La interpretacion de (22) se hace mucho mas facilmente de una
manera grafica. Para ello es suficiente observar, que su primer miem-

/'fx,) A
> Xoeri—} . :B
— X —} | ‘“oc-‘gf‘/
A
| g
] 7
e "
G nd.na,_.,'aﬁﬁ'
- l /I,/ =
+; /,_{-/’l’
: O T | xﬂ
_12 | |
o371 |
X0z —>
Fig. 19.

bro representa la fuerza restauradora del muelle por unidad de masa
del sistema, funcién del desplazamiento #, que puede determinarse
experimentalmente por una curva tal como la O A de la figura 19.
El segundo miembro para cada valor de w, supuestos dados F/c
esta representado por una curva de dos ramas D C y E C que tiencn
por ordenada en el origen +F, y por asintota comtin una recta de
inclinacién w? a la que cortan en el punto de abscisa

x4 = F/cw. (25)

Los puntos de interseccion de la curva O A, con las D C vy E C,
nos dan la solucién de (22), es decir, las amplitudes &, correspon-
dientes al valor tomado para zv. En general, dichos puntos son tres:
F., G. y H. Repitiendo la operacién para distintos valores de 7 ob-
tenemos las curvas 4, = f (w) denominadas curvas respuesta que
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para B = 0, coinciden con las ya conocidas para el caso de vibracion
forzada lineal. Al repetir la figura 19 para distintos valores de w, se
comprueba que para pequefios valores la rama inferior se coloca com-
pletamente por debajo de O A, por lo que no la corta, no existiendo
mas punto de intersecciéon que el F, correspondiente a la rama D C.
es decir, &,,. Para grandes valores de w, es esta rama D C la que
no corta a la O A, y solamente tiene el punto de interseccion H de
la rama E C. Por ello, la curva &, = f (w) tomara la forma indica-
da en la figura 20. Ella nos muestra que desde v '= 0 hasta w =«
existe un solo valor de &, para cada valor de w situado en la rama
A C. Para w = @/, la rama inferior tangente a la curva O A, dan-
donos el punto D, y la rama O C la corta en el punto correspondien-
te a B,. Entre @’ <w < w.; se obtienen tres puntos de intersec-
cion F.. G. v H. que nos dan los puntos D’,, D, y B,. Cuando

w = w, se obtienen solamente dos puntos E, y C. Si w > w,, exis-
te solamente un punto de interseccion con la rama inferior, que co-
rresponde al tramo E; E.

Si repetimos las figuras 19 y 20 para distintos valores de F/c,
podemos construir curvas respuesta semejantes a las de la figura 20.

La forma de la figura 21 (a) corresponde a valores de 8 > 0 (mue-
lles duros) y la figura 20 (b) a 8 << 0 (muelles suaves).

Si hacemos en (22)

F=0w? T+ w2 B ¥ =z w? (26)

que corresponde al caso de vibracion libre con fuerza restauradora
no lineal. Por tanto, la interseccion de la recta con inclinaciéon «w?
con la curva O A, nos da los valores correspondientes de x, y w. De
este modo se obtiene la curva de puntos de la figura 20. Si en ésta
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trazamos la hipérbola (25) obtenemos la curva de puntos indicada en
dicha figura, cuya interseccion con la curva de vibracién libre, es
precisamente el punto C, que vimos corresponde al valor maximo
para la amplitud de la vibracién libre no lineal, el cual, como vemos,
puede determinarse trazando tnicamente las curvas de puntos.

Fig. 21.

De la ecuacién (23) vemos que, para valores pequeiios de w, el
defasaje es pequefio. Cuando w crece ¥ aumenta, llegando a

L c®
—— para - (=, w)? =1,

2

luego cuando w = 1w, (resonancia) se produce como en el caso lineal
un defasaje de 90°. Si w sigue aumentando, es decir, para la curva

o] (8)

Vs . w
Fig. 22.

E, E correspondiente a los puntos de interseccion de la rama infe-
rior EC, y al signo menos del segundo miembro de (23), cosd ce

hace negativo y, por tanto, § > .

Observando la figura 22 vemos, que si suponemos a I constante,

hacemos a v muy grande y que vaya disminuyendo, pasaremos del
Yy q Y ) P

punto 2 al 3, al llegar a éste, se pasa rapidamente al 4, y a conti-
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nuacion al 5. Si inversamente, comenzamos por w muy pequefio y
lo vamos aumentando, pasaremos por los puntos 5-4-6. y de éste al 2.
Es decir, que en la zona de las curvas respuesta, entre dos tangentes
verticales se produce un «fenémeno de salton. Experimentalmente,
se han comprobado estos resultados, no pudiéndose producir los mo-
vimientos correspondientes a esa zona. Segtin Stoker, «Non linear
Vibration», pag. 114, este fenémeno son soluciones inestables en un
sentido u otro, es decir, que las regiones limitadas por las curvas de
puntos en la figura 21 son regiones de inestabilidad de la ecua-
cion (16).

SUBARMONICOS DE RESONANCIA O DE MULTIPLICACION DE FRECUENCIA

En los problemas de vibraciones lineales, sabemos que tinicamen-
te se produce la resomancia cuando la frecuencia natural coincide
con la de la fuerza impulsante si ésta es arménica, o con alguno de
los armoénicos multiplos de aquélla, en el caso de ser periddica.

Sin embargo, en vibraciones no lineales en sistemas eléctricos, se
ha comprobado experimentalmente, que principalmente en sistemas
con fuerzas restauradoras no lineales, la resonancia puede produ-
cirse para frecuencias naturales submdltiplos de la frecuencia de la
fuerza impulsante. Es decir, para frecuencias

[
-

TRk

que se denominan subarmonias de resonancia, o de multipli-
cacion de frecuencia. No resulta muy sencillo dar una explicacion
fisica de este fenomeno, cuya presencia no se ha apreciado en siste-
mas mecanicos. Si la oscilacion libre de un sistema lineal es de fre-
cuencia w/n (n = un entero), y la fuerza aplicada tiene una frecuen-
cia w, ésta puede excitar la oscilaciéon libre agregada a la oscilacion
forzada de frecuencia w. Como en todo sistema elastico siempre
existe amortiguamiento, la vibracion libre desaparece y no queda
mas que la forzada. En cambio, en sistemas no lineales la vibracion
libre contiene en profusién armoénicos de alto orden, por lo que una
fuerza impulsante con frecuencia igual a uno de estos armonicos pue-
de ser capaz de excitar y sostener los armoénicos de més baja fre-
cuencia.
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Timoschenko explica este fenémeno, en un caso sencillo, como
sigue:
Considera la vibracién libre no lineal definida por la ecuacién

4w 24 q23=0 (26)

y mediante el método de aproximaciones sucesivas obtiene para so-
lucién

x=acoswt+ bcos3wt 20

Si suponemos que acttia en el sistema una fuerza impulsante
Fcos(Bwt + B) esta fuerza en el desplazamiento (27) efecttia un

trabajo por ciclo (r: 21; ) de

2% 2=
w

w
chos(3wt+,8).£'dt=—awFfsenu'tcos(3wt+B)dt—
0

0
2%

w
—3b'suFfsen3wtcos(3u't+,8)dt
0

El primer término se anula, y el segundo se transforma en
3= b F senf. Es decir, que por existir el arménico de orden 3, la
fuerza impulsante produce un trabajo funcién de 8. Elegido con-
venientemente f, este trabajo puede compensar el disipado por el
amortiguamiento. Por tanto, la fuerza por tener la pulsacion 3 w
igual al subarmonico de orden superior libre, puede mantener una
vibraciéon de frecuencia w, submultiplo de la de la fuerza aplicada.

ESTABILIDAD E INESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES PERIODICAS

Hemos indicado anteriormente que con las soluciones periddicas
se produce el fenémeno del salto, el cual representa que las zonas
de las curvas |#,| = f(w) (fig. 21), comprendida entre las curvas
de puntos, son regiones de inestabilidad para la ecuacién

F+cxt+gxr+Bx3=Fcoswt (1)

(s



En general, se define la estabilidad denominada estabilidad infi-
nitesimal, del siguiente modo (J. J. Stoker, «Non linear Vibrationsy,
pag. 115). g

Sean x (f) y x (t) + 8 (t) dos soluciones de la ecuacién (1) para
dos condiciones iniciales muy préximas. Si llevamos la segunda so-
lucién a la ecuacién (1), y despreciamos las potencias de 3 x de or-
den superior al primero, se obtiene una ecuaciéon diferencial varia-
cional en 3 x. Si todas las soluciones 3 x de esta ecuacién son limi-
tadas, se dice que & (f) es estable. En caso contrario es inestable.
La aplicaciéon de esta definiciéon a (1) (ecuacion de Duffing) en el
supuesto de ¢ = 0, nos conduce a la ecuacién diferencial homogénea

3%+ (2 +3B42)3x=0 @

Ahora es preciso comprobar si todas las soluciones 3 & son limi-
tadas o mno.

Para cada valor de # (), o sea para cada punto del plano (#, w)
corresponderd una ecuacién particular (2). Cuando x (¢) es periodi-
ca la expresién (2) constituye la ecuacion de Hill.

Si suponemos que la solucién corresponde a la primera aproxi-
macién de la solucién de la ecuacién de Duffing & = x coswt,
la ecuacion (2) toma la forma

3¥+(@a+beos2wt)dxr=0 (3)

siendo

2
3
b= _2_8 X
Si designamos
z2=2wt
3 = a/dw?
¢ = b/4 w?
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(3) toma la forma

a2y x

W—{-(a-fecosz)s.r:o

(4)

52 w

w o AT —
o 8+ ecosz)dw =0

que es llamada ecuacion de Mathieu, caso particular de la ecuacion
de Hill, ya que la fuerza restauradora se convierte ahora en armo-
nica simple.

Ecuacion lineal cuyo estudio matematico, aunque no se haya lle-
gado a determinar su solucién general, ha sido realizado muy pro-
fundamente, principalmente en lo referente a las regiones estables e
inestables en el plano (3 — :), especialmente para valores muy pe-
quefios de ¢, ya que son muchos los problemas practicos, algunos
de los cuales expondremos mas tarde, en los que se verifica dicha
condicion.

Aunque por ser dicha ecuacién lineal, su estudio no corresponde
a la materia que tratamos, dada su importancia para determinacion
de la estabilidad o inestabilidad en los problemas no lineales, vamos
a hacer un pequefio examen resumen sobre ella.

Se ha comprobado que la ecuacion (4), por tener el coeficiente pe-
riodico el periodo 2 =, tiene para cada valor de 3 y ¢, soluciones pe-
riédicas de periodo 2= y 4 7.

Por ser dichas funciones periddicas regulares para todos los va-
lores de z, se pueden desarrollar segun la serie de Fourier de perio-
do 2= 6 4=

Asi para el primero

€
w(z) =a, + E (a,cosnz+ b, sennz) (5)

n=1

Si se lleva este valor a (4) se comprueba que las soluciones han
de ser de la forma

-
w(z) =a + a, cosnz
o 2
n=1

(6)

1

o w(2) = b" sennz

2
]
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Igualmente se pueden establecer las soluciones para el periodo
4 =. Sin embargo, se ha demostrado que para los valores de 3 y ¢,
que dan lugar a la transicion entre las regiones estables e inestables
que realmente es lo que interesa, mas que la forma del movimiento,
no existe mas que una solucién de periodo 2= 6 4 =.

Esta propiedad permite calcular los valores de 3 y ¢ correspon-
dientes a la transicién. Para ello es suficiente sustituir (6) en (4), lo
que nos da

38, + -0, =0
@

n+1

(S—nﬂ)an+%(an_l+a )=0 n=1,23..

(8-—-1)b1+%01=0 )

@8)
(3—n2)b, +% (Byy + bpy)) =0 7=2,8... S

Si tomamos para # un valor finito, (7) y (8) nos suministraran
dos juegos distintos de ecuaciones lineales homogéneas, que para
que sean verificadas por valores a, y b, distintos de cero, es preciso
que el determinante de sus coeficientes se anule.

De dicha condicién obtenemos una ecuaciéon en 3 y e, que nos
define la curva de transicién. El mismo camino puede seguirse para
el periodo 4 =. Asi se han trazado las curvas de la figura 23.

En ella vemos que para e = 0, las regiones estables estin co-

’ ”
nectadas en los puntos 5 = "T (n = ntimero entero). Los puntos

indicados son los fnicos que, siendo de transicion, son estables;
todos los demds son inestables.

Cuando = es muy pequefio, que, como hemos indicado, es real-
mente lo que ocurre en muchos casos practicos, Stoker emplea para
la resolucién del problema el método de las perturbaciones, para
lo que desarrolla en potencias ¢ las soluciones w(z,¢) y 3 (), y asi
obtenemos :

w=w°+e'w1+e’-w2+... e

9
8 =5, +e8 +e23, + .. { @
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Las cantidades 8, son constantes y las w, son funciones de z, las
cuales deben ser determinadas de la condicién, que si w es una so-

lucion de (4) con periodo 2= 6 4 =, se reduce a cos —';— 26 sen = 2

2
sie—>0.
Si llevamos (9) a (4), obtenemos:

@y,+w +.)+( + | +.)+tcosz(w +w +..)=0

e
_

___

A
_

%////

b \\\\\\\\“"‘"

I

2
N

N7\

Fig. 23.

v

//,’

que tnicamente sera satisfecha si los coeficientes de todas las poten-
cias de ¢ desaparecen. Por tanto, podemos establecer las siguientes
ecuaciones diferenciales para la funcion o, :

”
W =~ W —wW Cos
w 1 x 1 0 0 5

W = — w — w. C
7””3+ 0 1 2 0 1 1 08 %

De esta expresiéon y de la condicién que 7, tiene por periodo 2=
6 4 =, la primera nos da para 3, y w,

n?
80 = T n = 0,1,2,3,...
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520,328 ..

n
W =sen—g
9 2

que naturalmente coinciden con los valores obtenidos en el estudio
de la ecuaciéon hecho anteriormente, en el supuesto de no ser ¢ muy
pequefio.

Stoker estudia una mayor aproximaciéon para n = 0 — 1 — 2,

Para n =0, 3, =0, w, =1 y la ecuacién para w, es w”, = —
— 8, —cos 2. Como w, ha de ser periodica es preciso que 3, = 0
luego w, = cos z + ¢ (constante).

La ecuacidon para w,

w”, = —38,—(cosz + ¢) cos z = —Szm%cosz—.;_coszz

S oy A 1
por ser 7, periodica, es preciso que 3, = — 5

Por tanto, para los términos por encima de ¢*

1
d=—1524...

Para n =1, 8.,:-1—, 6-w,,=cos—;—6'wo= sen-;—. Si toma-

z .y
mos W, = COS —- encontramos para w”, la ecuacién

w"l+%'w1 = (— 8, —cos 2) cos -;—-=

e 8—1052—1 sSz
o l—2')°2 Bt

Para que w, sea periddica, es preciso que 8§, + —;— =0y

o
2

o7
Il
a-|--

&



. z . )
Si tomamos w, = sen ~>~ se llega ignalmente a

Para n = 2, se obtiene 8% =1y w, =cosz 6 w, = sen 3.

Con w, = cos z, 3, =0, 3, =
12 12
€ :=l-é€2
+ &
7
§r-je L/ é
[/ [
/ [
[
[
[
i %
\\ \
A\ \
= \
' \ ]
i ] \ 1 \
N ] \
X ]

Fig. 24.

Con los resultados anteriores se ha construido la figura 24.

A continuacién vamos a examinar algunos ejemplos guiados por
dicha ecuacién de Mathieu, y en los cuales se puede comprobar los
efectos de inestabilidad indicados.

1.> Consideremos una varilla (fig. 25 a) de longitud 2] que lleva
una masa m en su seccién media, sometida a traccién vertical por
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una fuerza S. Si desplazamos aquélla de su posicién de reposo en
la direccion #, la tension de la barra en esta posicién serd

x?

S'=S+AEo5

@

siendo :

A = area de la seccion transversal de la varilla.
E = moédulo de elasticidad de la varilla.

2
ot
Wy
0 i
e
Fig. 25.

Por tanto, la ecuacién del movimiento de la masa en el supuesto
de x, muy pequeflo, sera

mx+ 2?" =0 @8

Si suponemos S constante, (8) representa un movimiento armé-

nico simple de frecuencia w, = ?_j , ¥y cuya amplitud depende de

las condiciones iniciales. Si 4, = 0 y #;, = 0 la masa permanece en
su posicion media y el equilibrio es estable.
Si ahora suponemos que

S=Sn+Sl senw t 9)

la ecuacion (8) toma la forma

o5 ole 2(SO+S,‘senwt)x oy (10)
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Expresion que, segtin hemos indicado anteriormente, es la «ectid-
cién de Mathieun.

Si admitimos que S, es bastante mayor que S, (caso de ¢ muy
pequefio) podemos suponer que el movimiento de la masa m es ar-
monico simple de periodo

2 Lom

tal como se indica en la figura 25 b).

En la figura 25c) estd trazada la traccién fluctuante S =
= S,senwt en el caso de que su periodo sea

es decir, w = 2w,. De dicha figura observamos que en el primer
cuarto de periodo del movimiento, es decir, cuando la masa m va de
su posici6on extrema a la media, y por tanto la fuerza restauradora
y su camino recorrido tienen la misma direccién, lo que quiere decir
que el trabajo por ella realizado es positivo, dicha fuerza es mayor
que en el cuarto de periodo siguiente en el que dicho trabajo es ne-
gativo. LLuego por cada medio periodo hay una introduccién de ener-
gia en el sistema, y por tanto la amplitud de las oscilaciones crece
sin cesar, a no ser que exista un amortiguamiento capaz de absorber
la diferencia entre los trabajos positivo y negativo, durante aquel
tiempo.

Experimentalmente puede comprobarse no solamente lo indicado,
sino también que la posiciéon media no es de equilibrio estable, si se
aplica una traccion fluctuante S de frecuencia w = 2w,

La figura 25 d) corresponde al caso en que la fuerza restauradora
cambia bruscamente cada cuarto de periodo de + S, a — S, en el
que se produce el mismo fenémeno.

2. Consideremos la figura 26 que representa un eje giratorio
vertical, con secciones circular y rectangular, que lleva un disco en
su mitad, al cual no se le permite flexarse mas que en el plano del
papel mediante las piezas A. Si producimos en el eje sin giro vibra-
ciones laterales darian lugar a un movimiento vibratorio armoénico del
disco cuya frecuencia natural depende de la rigidez del eje en el plano
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de la figura. Si se hace girar al eje, esta rigidez varia pasando en
cada vuelta por dos maximos y dos minimos. Como la fuerza restau-
radora es proporcional a dicha rigidez la podemos representar por
& + Aksenw, t, siendo wp = 2w, w = velocidad angular del eje.

Por tanto, la ecuaciéon del movimiento serd

mi+(k+Aksenw, t)r =0 (12)

que es también la ecuacion de Mathieu.

Fig. 26.

Si suponemos que A £ es muy pequeflo de tal modo que las 1i-
gideces maxima k£ + A y minima % — A % se diferencian en una can-
tidad del orden de un 10 por 100, la diferencia entre las frecuencias
naturales sera del orden de un 5 por 100.

Podemos razonar como en el ejemplo anterior, y suponer prime-
ro que Ak = 0, con lo que el movimiento oscilante del eje serd el
indicado en la figura 27 (a) de frecuencia w,.

Si ahora suponemos que wy = 2w, la figura 27 (b) representa la
oscilacion de la fuerza restauradora. La parte baja de dicha figura
indica las posiciones de la seccién transversal del eje.

Del conjunto de la figura 27 vemos que cuando el disco se mueve
de su posiciéon extrema a la media (primer cuarto de periodo) en el
que se produce trabajo positivo, la fuerza restauradora es mayor que
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su valor medio. Lo contrario ocurre en el cuarto de periodo siguien-
te. Existe introduccién de energia en cada medio ciclo, y por tanto
las amplitudes pueden crecer indefinidamente, si no existe amortigua-
miento suficiente.

Cuando el eje en vez de ser vertical como hemos supuesto, es
horizontal, habrd que tener en cuenta las fuerzas de la gravedad. Si

M
g
X
O
e 4
2w w

Fig. 27.,

suponemos que la deflexion estatica del eje, bajo las fuerzas de Ia
gravedad, es mayor que sus amplitudes de vibracién, las deformacio-
nes totales siempre estaran por debajo del eje no flexado, tal como

X
‘0)\0 N« L_»/nf
N &
B
NP
P
5 T
(b)tgA A
Y N .
Fig. 28.

se indica en la figura 28. Sobre el disco actfian en todo instante dos
fuerzas, una constante debida a la gravedad y otra variable, la reac-
cién elastica del eje. El trabajo por ciclo de la primera es nulo. El
trabajo de la segunda en el primer medio ciclo, en que el eje se
mueve hacia abajo, como la reaccién es hacia arriba, es negativo.
‘En el segundo medio ciclo el trabajo es positivo. Si suponemos que
el eje gira con la misma velocidad angular, que la correspondiente
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a la vibracién lateral (caso de la fig. 27 b), el trabajo positivo es
igual al negativo. En cambio, si la velocidad del eje es la mitad de
la correspondiente a la vibracién lateral (caso de la fig. 28 b), el tra-
bajo negativo del primer semiperiodo por ser la reaccion elastica
menor que su valor medio, es inferior al trabajo positivo del otro
semiperiodo, en el que dicha reaccién es mayor que aquel valor ; por
tanto, se produciran grandes amplitudes de vibracién.

™~

Fig. 29.

Este fenémeno se produce en a) rotores bipolares de maquinas
eléctricas (fig. 29), en ejes corrientes con chaveteros que hacen no
sea constante su flexibilidad. En este caso puede lograrse esta cons-
tancia, haciendo tres chaveteros a 120° (fig. 30) en un péndulo sim-
ple de longitud variable, donde se produce un fenémeno semejante

Fig. 30.

al de variacién de la flexibilidad (fig. 31). Supongamos que mediante
la fuerza S, podemos reducir la longitud I del péndulo.

La ecuacién del movimiento es

(iz!b)=-w1sene (13)

d
dt \ g

El primer miembro representa la variacién de la cantidad de mo-
vimiento angular respecto al punto 0, y el segundo el momento de
las fuerzas exteriores respecto al mismo punto.
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La expresion (13) puede ponerse en la forma

. 2 dl g =5
4704+ Ssenbt=0 (14)
Si 6 es muy pequefio
. 12 dI £ &
bbb e B = 0 (15)

Cuando [ es constante

f+-£0=0 (16)

que es la ecuacién del péndulo simple.

: A oo
En el supuesto de [ variable, el término 72-. % & viene a repre-

sentar una fuerza de amortiguamiento no viscoso. Ademas, un cam-
bio periédico en la longitud I significa un cambio periédico en la

v di . . .
fuerza restauradora. Si —:—t- se hace negativo (amortiguamiento ne-

gativo) tendremos una introduccién de energia en el sistema, y por
tanto grandes amplitudes de vibracién. Evidentemente, esta energia
tiene que ser debida al trabajo de la fuerza S, al acortarse la longi-

tud ! del péndulo. Como en casos anteriores, si suponemos que 73

es casi constante, podemos trazar las curvas 6 = f(¢) y —%—. Si ha-
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dl

cemos que el periodo de o=

sea la mitad que el de & = f(#), y ha-

cemos que la linea Td; tome una posicién tal respecto a -;—i-, que el

maximo amortiguamiento negativo coincida con la méxima veloci-
dad (fig. 32), se producira una disminucién en la longitud I, en tan-
to que la velocidad d6/d ¢t es grande, y lo contrario cuando ésta es
pequefia. Puede lograrse practicamente esto, haciendo que en la po-
siciéon media del péndulo, 6 maximo, se produzca el acortamiento del
hilo, y en las posiciones extremas, 8 nulo el alargamiento. La masa
péndulo describe asi un ocho. Como la fuerza S debe equilibrar la

Fig. 32.

componente radial y la fuerza centrifuga del peso W, serA mayor en
la posicién central que en las extremas. Por tanto, el trabajo por ella
realizado es mayor en los periodos de acortamiento (trabajo positivo)
que en los de alargamiento (trabajo negativo), existiendo una intro-
duccién de energia en el sistema.

Del mismo modo que hemos comprobado que un péndulo nor-
mal con su masa por debajo del punto de suspensién, y por tanto en
posicién de equilibrio estable, puede colocarse en situacién de ines-
tabilidad, mediante Ia aplicacién de una fuerza periddica en el hilo,
vamos a comprobar que un péndulo invertido, y por tanto en posi-
cién de inestabilidad, puede transformarse en estable mediante la
aplicacién de una fuerza periédica en el punto de suspensién.

Consideremos un péndulo invertido, cuya masa se ha desplazado
de la vertical (fig. 33).

Suponemos que ademdis de la fuerza mg sobre la masa, actfia en
el extremo de la varilla A una fuerza periédica de componentes & (f)
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e v (t). Si despreciamos la masa de la varilla la ecuacién del movi-
miento se obtendrd de

m§=x (17)

ylsenf—xlcosé =0 (8)

Esta (18) representa el momento de las fuerzas exteriores respec-
to a B, que debe ser nulo, ya que se supone la masa concentrada en
dicho punto, es decir sin momento de inercia.

3 B

X(t)—=

y(t)

Fig. 33.

En el supuesto de ser & muy pequeiio send = ~fcosf = ~1,
luegn

ylo—x1=0,
xr=y8. (19)
Como ademas
x=1Ilsenf=~ 186 (20)

la ecuaciéon del movimiento sera
mlog—y0=0 1)
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Si' suponemos que la componente y de la fuerza aplicada es de
la forma y = mg —m ¢ (£) la ecuacién (21) toma la forma

<=y

Y53

5—{—(—%——{—%)@(2‘)0:0 22)

que es la ecuacién de Hill, y sabemos que la funcién ¢ () puede ser
elegida de modo que se obtengan para (22) soluciones limitadas, es
decir, estables.

d) También se presentan vibraciones de la clase expuesta en las

biela

Fig. 34.

locomotoras eléctricas, de tipo de biela de costado, en las que se
producen violentas vibraciones de torsiéon, dentro de ciertos mar-
genes de velocidad, debido a que la rigidez de la conexién elds-
tica (bielas) varia con su posicién angular, pasando cuatro veces
por un miximo y un minimo en cada revolucién del motor conduc-
tor. Como vemos en la figura 84, un motor eléctrico colocado en una
cuaderna de la locomotra, mediante un pifién y rueda dentada trans-
mite el movimiento por dos bielas a dos ruedas motoras de la ma-
quina. Las bielas estin defasadas =/2.



VIBRACION FORZADA CON AMORTIGUAMIENTO NO LINEAL

En este caso, la complicacién de la resolucién de ecuacién dife-
rencial es tal, que tinicamente se ha logrado en el caso de friccion
seca, por lo que se suele emplear el mismo método aproximado, 1n-
dicado para la vibracién libre. Es decir, determinar el amortigua-
miento lineal equivalente, y sustituir este valor en las expresiones
de la vibracion forzada lineal con amortiguamiento.

Fig. 35.

La amplitud del movimiento lineal, en la vibracién forzada con
amortiguamiento, sabemos es

% I/(“Tt,”})g"”(c;)é (0]

Por tanto, cuando la vibracién no sea lineal habra que sustituir
c.por el coeficiente de acortiguamiento equivalente c¢,, determinado
como ya indicamos anteriormente.

Si aplicamos este método al caso de friccién seca o de Coulomb
en el que f(¥) = + F,

2 o
cx, 'LU1r—-4F3'°

luego

C, =
e WXy



Con lo que (1) se transforma en

Fo

il

=
B
s

!
—
alw
|
]

Xog =

@

La comparacién de (2) con el valor obtenido mediante la resolu-
cién de la ecuacién, comprueba que el error cometido es muy pe-
quefio.

De la expresién (2) vemos que para valores de FF- < —%:- siempre
1

que w = w,, &, =00 a pesar del amortiguamiento, lo que por otra
parte no debe extrafiarnos, ya que la fuerza de amplitud F, introdu-
cira en el sistema un trabajo proporcional a la amplitud #,, que pue+
de ser mayor que el trabajo absorbido por el amortiguamiento, qud
también es proporcional al desplazamiento.

En cambio, si el amortiguamiento es lineal, la energia introduci-
da es proporcional al desplazamiento x,, pero en cambio la disipada
lo es a su cuadrado #,2. Por tanto, podemos construir la figura 35

en la que la recta O E representa la energia introducida, y la para-
bola la energia disipada E = ¢ F «,2. Ambas tendran siempre un

punto de interseccién, es decir, de equilibrio.

% % %

Lo anteriormente expuesto comprueba una vez mas la necesidad
de una estrecha colaboracién entre la ciencia y la técnica. Ello es
debido a que en la actualidad los progresos en esta filtima son tan
enormes, que no pueden realizarse como ocurria con anterioridad,
basados casi exclusivamente en la experiencia, por lo que natural-
mente eran lentos, sino que necesitan la aportacién de grandes cod
nocimientos matemdticos, fisicos, quimicos, resistencia de materia-
les, vibraciones, etc. A esa colaboracién he dedicado los mejores
afanes de mi vida.

Por filtimo, deseo expresar mi mas sincero agradecimiento a mi
admirado y antiguo profesor Dr. Palacios, por su amabilidad al con-
testar mi discurso.



DISCURSO DE CONTESTACION

POR EL ACADEMICO NUMERARIO

EXCMO. SR. D. JULIO PALACIOS MARTINEZ



.. Sefiores Académicos:

Dentro de pocos momentos va a recibir D. Felipe Lafita Babio,
de manos del Presidente, la medalla que simboliza su cargo de miem-
bro numerario de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales. Voy a hablaros un poco de esta medalla para que os déis
cuenta de la significacién del acto a que asistimos.

La medalla estd timbrada con la corona real y pende de un cor-
don azul, color que en Espafia simboliza las ciencias matemdticas y
de la naturaleza. En el anverso lleva una leyenda que dice: OBSER-
VACION Y CALcuro. La observacién esta representada por un ojo y por
una lupa; el cilculo por un compas. En el reverso, llevan nuestras
medallas el nombre de la Academia y un ntimero que va del 1 al 36,
pues este ultimo es el nimero total de Académicos, doce por cada
seccidn.

Al comparar unas medallas con otras, se nota una curiosa pecu-
liaridad sobre la que quiero llamar la atencion, porque se debe a una
de esas anécdotas que retratan el espiritu de una época. Ocurre que
en algunas medallas, por ejemplo en la mia, estd grabada en el es-
malte la palabra Real, la cual falta en otras. Todo en las Academias
adquiere con el tiempo valor histérico, y es posible que algiin cu-
rioso trate de averiguar, sin conseguirlo, el porqué de tales discre-
pancias. Para que la verdad quede en su punto, he aqui la explica-
cion,

Prescindiendo de antecedentes que se remontan a los tiempos del
Rey Felipe V, y que pueden calificarse de malogrados, nuestra Aca-
demia fue fundada por la Reina Isabel II, y por eso estan timbradas
nuestras medallas con los atributos de la realeza. El afio 1931, al ser
implantada la Reptblica, dispuso su Presidente, D. Niceto Alcala
Zamora, que la corona real fuese sustituida por la mural y que se
suprimiese la palabra real. De estas alteraciones no se libraron mas
que las medallas que no estaban en uso o las pertenecientes a quie-
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nes no obedecieron la orden por censiderarse obligados a devolver-
las tal como las habian recibido.

La medalla que ostentara el seflor Lafita lleva el nimero 29, que
sirve para reconstruir su historia, porque permite averiguar quiénes
la utilizaron. Su primer poseedor fue el General del Cuerpo de Es-
tado Mayor D. Manuel Monteverde y Bethencourt, que ingres6 el
afio 1851. Siguieron el Capitan de Navio D. Salvador Moreno y Mi-
randa, e! Brigadier de la Armada D. Francisco de Paula Marquez y
Roca, D. Simén Archilla y Espejo, Catedratico de la Facultad de
Ciencias, D. Javier los Arcos y Miranda, Ingeniero Militar, D. Mi-
guel Vegas, mi venerado maestro a quien rindo aqui mi homenaje de
gratitud y, finalmente, nuestro malogrado compafiero D. Eduardo
Torroja y Miret, Ingeniero insigne que gozo6 de merecido prestigio
dentro y fuera de Espafa y de quien acabiis de oir el protocolario
elogio.

La medalla 29 recae ahora en un dignisimo sucesor de los precla-
ros militares, marinos, matematicos e ingenieros que la poseyeron
en vida, y, por cierto que el lema OBsErvaciON y CALcuro le viene
como anillo al dedo segin vamos a ver.

Nacié Lafita en Portugalete el afio 1902. Por imperativos geo-
graficos es Vizcaya tierra de navegantes, y no es aventurado supo-
ner que si nuestro protagonista hubiese seguido los naturales im-
pulsos de su infancia seria ahora un buzn marino. Pero, como ocurre
con lo maés selecto de la juventud espafiola, aspiraba a ser ingeniero,
y a los quince afios dio prueba de sus dotes excepcionales aprobando
el primer grupo de ingreso en la Escuela de Ingenieros Industriales
de Bilbao.

Si nuestra juventud fuese tratada como merece, Lafita habria po-
dido terminar su carrera con no mas de veinte afios edad y empezar
a ser un hombre 1tii en pleno vigor juvenil. Pero las cosas fueron de
otra manera, y hubieron de transcurrir tres afios, los mejores de la
juventud, hasta que ingresé en el cuerpo de Ingenieros Navales de la
Armada. Oficialmente nada se puede averiguar de lo que hizo entre
sus quince y dieciocho afios, pero no -es dificil averiguar que este
injustificado y pernicioso retraso, que en mayor o menor grado sufre
toda la juventud estudiosa, se debe a un malhadado sistema- que
convierte nuestras Escuelas Técnicas Superiores, y recientemente tam-
bién nuestras Universidades, en reductos bien defendidos que hay
que tomar a fuerza de asaltos que suelen terminar en descorazona-



dores descalabros. Muchos son los que fracasan en este empefio y,
justamente amargados, pasan a constituir un proletariado intelectual
propenso a todas las subversiones.

Felizmente, Lafita posela la suficiente tenacidad, aparte de sus
dotes intelectuales, para mantenerse a flote donde tantos naufragan,
y. no so6lo esto, sino que pudo levantar el vuelo hacia regiones mas
elevadas. Tras de ejercer algunos cargos que, aunque prestigiosos,
podemos calificar de casi burocraticos, nos lo encontramos el afio
1930 cemo alumno de la Escuela Superior Aeronautica, que dirigia el
que fue companero nuestro D. Emilio Herrera con la colaboracion
de otros insignes académicos como Terradas, Rey Pastor, Puig Adam
y San Juan, que supieron dar a la incipiente Escuela un prestigio
que todavia se refleja en los ingenieros que en ella se formaron.

Dos afios bastaron a Lafita para especializarse en la nueva téc-
nica, y de cémo lo hizo es buena prueba el que en ambos cursos ob-
tuvo el primer puesto en una promocion formada por una seleccion
de Ingenieros de Caminos, Industriales, Navales, de Minas, Inge-
nieros Militares y Artilleros. Por tan brillante actuacion le fue con-
cedida la Cruz de Mérito Naval de 2.* clase. Por cierto que puedo
alardear de haber sido profesor de tan sobresaliente alumno, aunque
s6lo sea por algunas semanas.

En 1932 comenzo6 Lafita a ejercer su nueva profesion con el car-
go de Inspector de la Aviaciéon Militar en Cadiz, y bien se puede
afirmar que esta circunstancia ha tenido trascendentales consecuen-
cias para la historia de nuestra patria. En Cadiz estaba Lafita cuando
se produjo el alzamiento nacional contra el régimen republicano, y
sin duda el prestigio logrado en el desempefio del cargo de Inspec-
tor, juntamente con su preparacién teorica, le valieron el ser nom-
brado Jefe de los Servicios Técnicos de la Aviacion Nacional, y asi
tuvo ocasién de contribuir a los brillantes éxitos de nuestras fuerzas
aéreas.

Nuestra guerra partié en dos la vida de los espafioles que tomaron
en ella parte activa o pasiva y casi todos nos vimos obligados a cam-
biar de rumbo, unas veces para mal y otras para bien Hubo que
improvisar la vida pacifica en una Espafia convertida en escombros
en toda su geografia y en todos sus estamentos sociales. Todo es-
taba organizado para la guerra y desorganizado para la paz. Es na-
tural que el reajuste fuese dificil y que no siempre encontrase cada
cual el puesto mas adecuado para el ejercicio de sus actividades. No
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fue éste, por fortuna, el caso de Lafita. Fue nombrado Director y
Profesor de Aerodindmica Aplicada en la Escuela Superior Aerotéc-
nica, que, de este modo, inicié su nueva etapa. Fue uno de los casos
felices de perfecta adaptacion entre el hombre y el cargo.

Bajo la direccién de Lafita siguieron en vigor las normas esta-
blecidas por Herrera. No bastaba para ser profesor el figurar en el
escalafén de ingenieros, sino que era preciso el ser especialista en
la materia y no se exigia el titulo de ingeniero.

Una especializacién prematura es siempre nociva. La ciencia no
esta constituida por recintos inconexos, y mal se podrd cultivar una
parcela sin tener ideas amplias sobre el conjunto. Lafita, a sus trein-
ta y siete afios, con ese vigor juvenil que le caracteriza, con una ex-
tensa cultura adquirida en el ejercicio de variadisimas actividades,
estaba en perfectas condiciones para especializarse a fondo en la
disciplina de que era profesor. Es la Aerodinamica una ciencia nueva
que no puede cultivarse sin un perfecto dominio de la Fisica tedrica
¥y que exige estar al tanto de sus progresos para exponerlos en forma
adecuada a la preparacion de los alumnos .

Esta labor pedagédgica fue llevada a cabo por Lafita en forma
ejemplar. A mano tengo sus cinco voltimenes, que abarcan la Elas-
ticidad, la Resistencia de Materiales, la Aerodinamica Aplicada y la
Técnica del Hidroavion. Por no alargar excesivamente este acto no
puedo comentarlos como se merecen, pero me bastara decir en su
elogio que los utilizo frecuentemente como libros de consulta y que
siempre he encontrado en ellos cumplida informacion, por lo que he
hecho en mis publicaciones muchas citas de los mismos.

Permanecié Lafita en la Direccién de la Escuela hasta que se
convirtio en Academia Militar de Ingenieros Aeronauticos, pero per
sistié en su vocacién docente explicando Elasticidad en la Escuela de
Ingenieros Navales. Es miembro de honor del Instituto Aeronautico
Lilientahl de Berlin, y en 1942 fue nombrado Director del Instituto
de Técnica Aeronautica. Ha sido vocal de la Comision Permanente de
Pesas y Medidas.

Cuando se llega a los sesenta afios con merecidos éxitos y hono-
res y con holgada posicién econdémica, es cosa insélita pensar en
realizar nuevos exdmenes. A cualquiera le faltaria fuerza de volun-
tad y confianza en si mismo para someterse a prueba tan desagrada-
ble. No asi a nuestro Lafita, quien no hace mas de dos afios obtuvo
la calificacién de sobresaliente en el examen de revalida que le vali6
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el titulo de Ingeniero Industrial, con lo que termind una carrera ini-
ciada cuarenta y tantos anos antes.

Se ha especializado Lafita en los fendémenos vibratorios, de tan
capital importancia, no s6lo en ingenieria, sino en la ciencia pura.
Sobre este tema tiene en preparacion un libro, del que nos ha ofre-
cido las primicias en el discurso que acaba de leer.

Un universo en equilibrio seria un mundo muerto en el que nada
podria suceder. Si estuviera formado por cuerpos rigidos con movi-
mientos ordenados a la manera como se mueven los astros, no ha-
bria procesos irreversibles y todo se repetiria con arreglo a leyes
inexorables. Quiza pudiese haber en él autématas, pero no hombres
capaces, a su capricho, de moverse a si mismos y de mover otros
cuerpos. De aqui que la llamada Mecanica Racional, que sirve admi-
rablemente para explicar el movimiento de los astros, debiera lla-
marse, como hizo notar Sommerfeld, Mecanica Celestial. para dis-
tinguirla de la Mecanica que necesita el fisico y el ingeniero.

Todos los cuerpos que manejamos son deformables y elasticos
hasta cierto limite. Basta una percusidn para que vibren, de modo
que cada particula oscila en torno de su posicion de equilibrio, y si la
percusion se repite con ritmo adecuadn, esto es, si hay resonancia,
crece mas y mas la amplitud de las oscilaciones hasta que sobreviene
la rotura. Un pelotén de soldados que marchaba marcando el paso
hundi6 en Manchester un puente colgante capaz de soportar una
carga de muchas toneladas. En todo mecanismo hay piezas que
ejecutan movimientos peridédicos y que, por consiguiente, ejercen
acciones que se repiten con intervalos regulares. El constructor ha
de tener cuidado de que no haya concordancia entre el ritmo de es-
tas acciones y el periodo propio de alguna pieza.

Lafita, que empez6 construyendo buques y se apasioné luego por
la Aerodinimica, dedica ahora su atenciéon a los fenomenos de reso-
nancia. A primera vista podria tildarsele de versatilidad, pero, en el
fondo, la trayectoria es perfectamente logica, y prueba de ello son
los dos casos de rotura imprevista que nos ha referido. Quien haya
aprendido que la resonancia se produce cuando los materiales son
sometidos a acciones intermitentes, no podra explicarse por qué un
viento de tan sélo 65 km/h. pudo destruir el puente colgante del rio
Tacoma, en Washington, ni por qué ocurrieron las reiteradas ca-
tastrofes de los Comet.

¢ Cémo se explica que una accién, sin intermitencias, pueda pro-
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vocar la resonancia? Y, sin embargo, este fenémeno ha sido obser-
vado desde los tiempos mas remotos. Si a una cuerda tensa se aplica
una fuerza constante cargandola con pesos, se producird una defor-
macioén constante, pero si la fuerza es ejercida por una corriente flui-
da, resulta el arpa edlica, cuyo funcionamiento no ha sido explicado
hasta que Karman descubrié que tras la cuerda, y en general tras un
cuerpo cualquiera bafiado por una corriente, se originan dos rosarios
o calles de remolinos que se suceden ritmicamente. He aqui la razén
de que tan sélo con auxilio de la Aerodinimica se pueda explicar el
hundimiento del citado puente y la rotura de los aviones Comet.

Entre los muchos fenémenos de resonancia estudiados por Lafita
hay uno que me ha interesado de modo especial. Los arboles de trans-
mision, aunque estén perfectamente equilibrados, experimentan os-
cilaciones transversales que, en ocasiones, originan la rotura. Esto
me ha hecho recordar un fenémeno que observé hace ya muchos afios
y que puede ser la causa de tales oscilaciones. Es sabido que en un
s6lido puesto en rotacién y abandonado a si mismo, son estables los
ejes de maxima y de minima inercia, de donde sacan todos los auto-
res la consecuencia de que lo mismo sucederd cuando la rotacion es
manterida mediante un motor. Pero al tratar de comprobar experi-
mentalmente esta prediccién, me encontré con la sorpresa de que
solamente es estable la rotacién en torno al eje de maxima inercia.
Si se pone en rotacién un cilindro alargado, mediante una conexién
flexible aplicada a uno de sus extremos, nunca se logra que el ci-
lindro gire en torno de su eje de revolucién. Siempre cabecea, y, en
cuanto la rotacion es suficientemente rapida, acaba por colocarse en
posicién transversal, con lo que ya no gira en torno de su eje de re-
volucién, sino en torno del eje de maxima inercia. En cambio, si se
trata de un disco, la rotacién en torno del eje de revolucién es per-
fectamente estable. Esto revela que cuando un cuerpo es forzado a
girar mediante una conexion flexible, solo es estable el eje de maxima
inercia. Pude demostrar que para explicar este hecho es preciso com
pletar 1a teoria mediante un nuevo principio, que dice asi:

Un cuerpo obligado a girar con velocidad constante. tiende a co-
locarse de modo que su energia cinética sea mdaxima.

La utilidad de este nuevo principio se puso de manifiesto al tra-
tar de construir en el Instituto de Torres Quevedo un modelo re-
ducido de los barcos veleros de Flettner, en los que el velamen es
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sustituido por discos verticales giratorios con los que se aprovecha
el efecto de Magnus. El modelo llevaba un solo cilindro que tenia
libre el extremo superior y era puesto en rotaciéon mediante un mo-
torcito colocado en su parte inferior. En estas condiciones se pro-
ducian en el cilindro violentas oscilaciones, pero basté colocar un
aro de plomo, a fin de que el eje de rotacion fuese el de maxima iner-
cia, para lograr una estabilidad perfecta.

En los arboles de transmision se encargan los cojinetes de impedir
las oscilaciones transversales, cosa que sucedera mientras no haya
holguras. Seria muy conveniente tomar la precaucion de que el eje
del arbol sea el de maxima inercia, pues con ello se evitaria el des-
gaste prematuro de los cojinetes y las oscilaciones que, con ello, so-
brevendran inevitablemente. He aqui uno de los muchos temas de
investigacion que sugiere la lectura de las publicaciones de Lafita.

Hay otra faceta de las actividades de nuestro nuevo compafiero
que merece especial mencién. Tenemos en €l un hombre de empresa,
cosa tan necesaria en estos tiempos en que el progreso industrial es
asunto de vida o muerte para las naciones. Ademas, por su cargo de
Director en una gran empresa eléctrica, esta vinculado activamente
a la Fundacion Juan March. Es esta ocasién oportunisima para ren-
dir publico homenaje a la memoria del generoso mecenas y gran
financiero, que de modo tan eficaz esta fomentando la investigacién
pura y aplicada. Lo hago en nombre de nuestra Real Academia y en
nombre propio, pues a ello me obliga un elemental deber de gra-
titud.

He dicho.
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