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Excmo. Sr. Presidente.
Excmos. Sres. Académicos.

Sefioras y Sefiores.

En un acto tan importante para mi como éste, me es dificil ex-
presar exactamente los sentimientos que me embargan hacia tan
ilustre Corporacién, que se ha dignado elegirme, por unanimidad,
para formar parte de ella. Justicia es que reconozca y agradezca
profundamente el gran honor que se me ha concedido con esta elec-
cién, en la que se manifiesta el afecto y simpatia que me une con
sus miembros. Tanto honor me obliga a mucho, tanto que no puedo
saber yo mismo si podré ser util para los altos fines que tiene enco-
mendados esta Real Academia.

Solamente puedo asegurar, reiterando mi gratitud, que intentaré
corresponder a él y a las esperanzas que han puesto en mi, poniendo
todo mi fervor y entusiasmo en las tareas que me sean encomendadas
como miembro de ella. No he de negar que me siento abrumado
por la responsabilidad que he contraido al aceptar tal distincién, pero
siento un gran alivio pensando que siempre podré contar con la ayuda
v direccién de los miembros tan valiosos con que cuenta la Real Aca-
demia de Ciencias de Madrid.

Debo ocupar en esta Academia la vacante producida por el falle-
cimiento de D. Antonio Torroja Miret, quien ostentaba la medalla
niimero 18.

Don Antonio Torroja nacié el 12 de septiembre de 1888 en Ta-
rragona. Era hijo del ilustre y conocido mateméatico don Eduardo
Torroja Caballé, catedritico de Geometria de la Posicién en la Uni-
versidad de Madrid. Sus hermanos: José Maria, Eduardo y Juan,
los dos primeros miembros de esta Academia, fueron también figu-
ras cientificas relevantes en sus respectivas especialidades. Estudio
en Madrid, simultineamente y con gran brillantez, la licenciatura en



Ciencias Exactas y la carrera de Ingeniero de Minas, doctorandose
en Ciencias en 1911. Al afio siguiente ingreso en el Instituto Geo-
grafico y Catastral como Ingeniero Gedgrafo.

En 1917 obtuvo por oposicion la Catedra de Geometria Descrip-
tiva de la Universidad de Zaragoza, pasando un afio después por
concurso de traslado a desempefiar la misma Catedra de la Univer-
sidad de Barcelona, en la que sirvio cuarenta afios, hasta su jubila-
<ion. Aqui desempefié ademas, como acumulada, la asignatura de
Geometria de la Posicién, después Geometria Proyectiva y hoy Geo-
metria III. El mismo afio de su llegada a Barcelona fue nombrado
Profesor titular de Mecanica Aplicada de la Escuela Industrial, hoy
Escuela de Ingenieros Técnicos, de la que fue director de 1928 a
1936.

En la Universidad de Barcelona ocup6 importantes cargos de
gobierno. Decano de la Facultad de 1939 a 1941. Rector de la Uni-
versidad desde 1957 hasta 1963, para ser nombrado después Rector
Honorario de la misma hasta su fallecimiento.

Fue nombrado Corresponsal de esta Academia en 1919. El 19 de
mayo de 1924 leyé el discurso de recepcion en la Real Academia de
Ciencias y Artes de Barcelona, siendo contestado por don Esteban
Terradas. Mas tarde, el 21 de abril de 1943, fue elegido Numerario
de la Real Academia de Ciencias de Madrid, leyendo su disertacién
de ingreso el 7 de diciembre de 1947, en donde puso de manifiesto
su preocupacion constante sobre la intima conexién que debe guar-
dar la Matematica con la Técnica.

Junto a la labor docente se consagrd con igual entusiasmo a la
investigacion. A sus 22 afios, en 1910, present6 en el Congreso para
el Progreso de las Ciencias, celebrado en Valencia, una nota «Sobre
un Problema de Geometria»n en la que dio una solucién de un pro-
blema de Fotogrametria, que volvié a resolver de otra forma en
«Nueva solucién de un problema de Fototopografian. A estos tra-
bajos, sucede el que publicé en 1915 sobre «El Estereografor, que
inventé en colaboracién con su hermano José Maria, introductor
de la Fotogrametria en Espafia. En 1912 publicé en nuestra Revista
«Estudio geométrico de la curvatura de las superficies alabeadas en
-generaly, al que siguieron los trabajos: «Representacion grafica de
espacios superioresy, «Cuédricas invariantes en una homografiay,
«Determinacién grafica de la curvatura de una superficie alabeada»

8



y. «Estudio de las homografias ciclicas en un espacio de »n dimen-
sionesy.

Posteriormente, su labor al frente de la Seccién de Geometria
del Seminario Matematico de Barcelona se dirigié principalmente a
la formacion de investigadores. Habiendo sido desde antes Director
efectivo del mismo y después honorario hasta su fallecimiento el 4
de mayo de 1974.

Antes de tratar de la teoria de la medida en espacios topolégicos,
creemos conveniente hacer una breve exposicion previa de caracter
general,

Una medida es una funcién real de conjunto p, no negativa, de-
finida sobre una clase S de partes de un conjunto E, finita para
algin A€ A y tal que p (AU B) = ¢ (A) + p (B) para dos cuales-
quiera conjuntos disjuntos A y B, siempre que A, B y la unién
A U B pertenezcan a HA. Si A es la clase de los intervalos de
la recta y ¢ es la funcién que asigna a cada intervalo A su longi-
tud w (A), se obtiene uno de los ejemplos mas sencillos de me-
dida. En el plano se puede dar otro ejemplo de medida tomando
como A la clase de los poligonos y como w (A) el area del poligo-
no A. Ambas medidas son, respectivamente, invariantes por los gru-
pos de movimientos euclideos de la recta y del plano.

Uno de los primeros problemas que se plantean en la teoria de
la medida es extender una medida p en una nueva medida p defini-
da sobre una clase A mds amplia de conjuntos. Un problema seme~
jante se resuelve en el plano cuando se define el drea de un circulo,
que sugiere el siguiente procedimiento de Peano-Jordan. Sea HA*
la clase de los conjuntos A contenidos en algtin X € A, entonces
se define la medida exterior p* y la medida interior py por

(11) W (A) —inf{u(X): A X €A}
y
(1.2) ne (A) = sup {u(X) : ADX €A,

es decir, u* (A) es el mayor ntimero real, finito o infinito, no supe-
rior a las medidas g (X) de los conjuntos X tales que Ac X €A
y t« (A) es el menor nlimero real, finito o infinito, no inferior a las
medidas g (X) de los conjuntos X tales que A D X € A.
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Un conjunto A€ A se dice «medibley en el sentido de Peano-
Jordan si ambas medidas, interior y exterior, son iguales. Si H es
la clase de tales conjuntos medibles y para cada A € A se denota
por p (A) dicho valor comiin ws (A) = p* (A), se obtiene una nue-
va medida p. que es una extensiéon de p. Por lo tanto, la medida
u (A) de un conjunto medible A es el ntimero real determinado por
la propiedad de ser mayor o igual que las medidas ¢ (X) de los con-
juntos X € A contenidos en A y ser menor o igual que las medidas
g (X) de los conjuntos X € A que contienen a A. De esta forma,
en el plano, el area de un circulo A es no inferior a las ireas de los
poligonos contenidos en A y no superior al irea de los poligonos
-que contienen a A. El método de Peano-Jordan equivale en el caso
del plano al proceso de tomar como medida de un conjunto acotado
A el ntimero real que resulta haciendo tender ¢ a 0 en la suma de
las areas de los cuadrados de un e-reticulado que tienen algiin pun-
to comun con A, con tal que la diferencia entre esa suma y la suma
de las areas de los cuadrados del mismo reticulado, contenidos en,
A, tienda a 0 con .

El método de Peano-Jordan se puede aplicar con ligeras modifi-
caciones para definir la infegral de una funcion. Asi se definen las
integrales superior e infevior [*fdu y [+« fdy, de una funcién real
acotada f, definida sobre E y nula fuera de un conjunto de medida
finita, por

(2.1) [rfdp=inf{fgdp:f<g€F}
y
@2) [sidu=sw{fgdu:f>g€F},

siendo & la clase de las funciones simples, vy [ gdp = Z a; 1 (A)
si g es la funcién simple X a; y,,. Entonces una funcién f se dice
integrable Riemann-Stieltjes si ambas integrales, superior e inferior,
son iguales y se llama integral de Riemann-Stieltjes a dicho valor
comtn, que se denota usualmente por [ fdp. Utilizando el valor
+ oo se pueden extender estas integrales para funciones reales, no
negativas, cualesquiera. Asi la integral superior (resp. inferior) de
la funcién caracteristica de un conjunto A es igual a la medida exte-
rior p* (A) (resp. interior p (A)):

3) ToXa dp=p"(A)  (resp. [, xx dp =, (A
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La dificultad que presenta la extension de una medida a una clase
mas amplia que la formada por los conjuntos medibles en el sentido
de Peano-Jordan se debe, cuando existan tales extensiones, nc a
que existan «pocas» sino a que hay «demasiadasy. En efecto, si como
Borel y Lebesgue se buscan, por ejemplo en el plano, extensiones
del drea que sean numerablemente aditivas, se reduce el nimero de
tales extensiones y se obtiene una medida, llamada de Borel o de Le-
besgue, definida en una clase mas amplia de conjuntos. Otro camino
para probar la existencia de tales extensiones consiste en utilizar el
axioma de eleccién u otro analogo. Asi se halla una medida finita-
mente aditiva sobre la clase de todos los subconjuntos del plano,
invariante por el grupc de movimientos euclideos del plano, que es
extension de la medida de Peano-Jordan.

En general, como consecuencia del teorema de Hahn-Banach se
deduce que toda medida p, definida sobre una clase finitamente adi-
tiva A de partes de un conjunto E, se puede extender en una me-

dida g, llamada ultracomplecién de ., definida sobre la clase K de
los conjuntos A contenidos en algtin A € HA. El conjunto de los va-

Tores ¢ (A) de todas estas medidas es justamente el intervalo
Tes (A), p* (A)] de extremos px (A) ¥y v* (A).

Dentro de estas ideas se plantea la cuestidn de estudiar los gru-
pos G para los que existe una medida finitamente aditiva p., definida
para todas las partes de G con p (G) = 1 e invariante a la izquier-
da: p(cA) =p (A). El primero que estudié este problema de
forma general fue Von Neumann en 1929, quien también llamé
medibles a estos grupos. Entre las propiedades mas importantes de
los grupos medibles se debe citar que todo grupo resoluble y, en
particular, todo grupo abeliano o conmutativo es medible. Por otra
parte; segfin han demostrado S. Balcerzyk y J. Mycielski en 1956,
todo grupo compacto conexo no abeliano y todo grupo localmente
compacto conexo no resoluble no son medibles. Por ejemplo, el
grupo de movimientos del plano euclideo E, es medible por ser re-
soluble, pero el grupo de movimientos del espacio euclideo E,,
para # > 3, no es medible por no ser resoluble. Analogamente, los
grupos de movimientos de los planos no euclideos, hiperbélico y
eliptico, no son medibles. Como consecuencia de esto se deduce
también que existe una medida finitamente aditiva ¢ sobre el plano
euclideo E,, definida sobre & (E,), invariante por el grupo de mo-
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vimientos de E, y que extiende a la medida de Lebesgue de E,,
mientras que tal propiedad no vale para E, cuando » > 3.

Las investigaciones de von Neumann han sido proseguidas por
nosotros definiendo la oscilacion o (G) de un grupo G, ntimero que
hemos probado que vale 0 6 1 seglin que G sea o no medible. Estos
resultados los hemos extendido a los espacios homogéneos y, en
general, a todo conjunto E sobre el que opera un grupo de permu-
taciones o movimientos. Asi hemos probado, en particular, que cual-
quiera que sea la medida finitamente aditiva g, definida para todas
las partes de una esfera E, para cada ¢ >0 existe un conjunto
A < E y una rotacién s, cuyo eje pasa por el centro de E, con la
propiedad de ser p(A)<<e y p (6 A) > p (E)—¢ si la medida
¢ (E) es finita.

Estas investigaciones sobre la teoria de la medida en relacidn
con la teoria de grupos pueden extenderse al problema de determi-
nar si existe una medida p, no nula y definida para todas las partes.
de un conjunto E, tal que, dada una relaciéon de equivalencia en el
conjunto & (E) de dichas partes, sea p (A) = ¢ (A’) para todo par
A, A" de conjuntos equivalentes. Cuando E sea un grupo una de
tales equivalencias viene definida por la propiedad de ser A y A~
equivalentes si y sélo si s A = A’ para un cierto ¢ € E. El problema
anterior, que comprende por consiguiente a los anilogos para la teo-
ria de grupos, ha sido estudiado sistematicamente por primera vez,
segin creemos, por nosotros, que hemos dado condiciones necesa-
rias y suficientes para que existan dichas medidas.

A finales de siglo pasado y principios de éste, Borel y Lebesgue
llevaron la teoria de la medida por otros caminos. El punto de par-
tida de Borel es la definicién de medida de un abierto acotado G de
la recta real R. Con este objetivo, en lugar de utilizar cubrimientos:
finitos de G, formados por intervalos, como se procedia antes, Bo--
rel propone tomar como medida de G la suma de las longitudes de
los intervalos componentes, basindose en un resultado conocido:
desde Cantor, segun el cual todo abierto G en R es unién numera--
ble de intervalos abiertos y disjuntos. El concepto de medida lo ex-
tiende Borel a la clase de los conjuntos por él llamados «medibles»
y después llamados por otros «conjuntos de Borel» o.«medibles (B)»
que se pueden ohtener a partir de los abiertos por iteracidon indefi-
nida de las operaciones de wunidn numerable y diferencia de conjun-
tos. Asi el conjunto de los puntos racionales de R, que no es medi-
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ble seglin Peano-Jordan, como conjunto numerable es un conjunto
de Borel de medida nula.

La propiedad fundamental, completamente nueva, de la medida
de Borel es la aditividad numerable (o completa): La medida de la
unién de una sucesiéon de conjuntos medibles y disjuntos es igual a
la suma de las medidas de estos conjuntos. Entonces, como todo
conjunto es uniéon de los conjuntos unitarios formados por sus pun-
tos, resulta inmediatamente, como hemos afirmado, que todo con-
junto numerable es de medida nula y, por tanto, que todo conjunto
«de medida positiva no es numerable. De esta propiedad se deduce
que la generalizacién de la aditividad numerable para una familia no
1iumerable de conjuntos disjuntos no es valida.

Creemos importante destacar que en la teoria de la medida de
Borel tiene un papel fundamental el conocido teorema de Heine-
Borel, demostrado por Borel en su tesis, segtin el cual todo conjunto
cerrado y acotado A de la recta real R es numerable compacto, esto
es, que de todo cubrimiento numerable y abierto de A se puede ex-
traer un subcubrimiento finito del mismo.

Estas ideas de Borel inanguran una nueva era en el Analisis Ma-
tematico, pues ademas de servir de base para la generalizaciéon del
concepto de integral, llevada a cabo por Lebesgue en los primeros
aflos de este siglo, son el punto de partida, junto con los trabajos
de Baire, de una serie de investigaciones sobre la clasificacién de
los conjuntos y de las funciones, desde un punto de vista puramente
topoldgico.

René Baire procediendo de manera semejante que Borel, para
definir los conjuntos borelianos, define las llamadas hoy funciones
de Baire como aquellas funciones que se pueden obtener a partir
de las funciones continuas por iteracion indefinida de la operacién de
paso al limite de sucesiones funcionales, sirviéndose del mismo pro-
ceso para clasificar dichas funciones. Otros conceptos importantes,
que se deben también a Baire, son el de semicontinuidad y el de
conjunto de primera categoria, este dltimo introducido para la ca-
Tacterizacién de las funciones que son limite de una sucesion de fun
ciones continuas.

Estas investigaciones de naturaleza topolégica de Borel y Baire,
en unién de una famosa memoria de Lebesgue de 1905 sobre las
«funciones representables analiticamente», en donde quedaron iden-
tificadas éstas con las funciones de Baire vy con las medibles B (o de
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Borel), y del descubrimiento hecho por M. Suslin en 1917 de que
la imagen continua de un boreliano puede no ser un boreliano, fue--
ron el origen de la teoria de conjuntos amaliticos tan intimamente
ligada a N. Lusin y a un grupo de matemiticos polacos entre los.
que figura W. Sierpinski.

Lebesgue en su trascendental tesis doctoral Intégrale, longueur,.
aire, completa las ideas de Borel, modificando ligera pero esen-
cialmente el método de Peano-Jordan, mediante el uso de cubrimien-
tos numerables de intervalos o de abiertos. Asi en la teoria de Le-
besgue se define la medida exterior de un conjunto A< R como el
infimo de las medidas de los abiertos que contienen a A, y la medida
interior de A, si A es acotado e I un intervalo finito que contiene a.
A, como la diferencia de las medidas exteriores de I y de I — A
para definir después la medida interior de un conjunto no acotado-
A como el supremo de las medidas interiores de los conjuntos aco-
tados A’ contenidos en A. Un conjunto A es medible segin Lebes—
gue si dichas medidas, exterior e interior, son iguales y finitas. Si
A es de medida exterior infinita, A se dice medible si la interseccién
de A con cada intervalo finito I es medible. Entonces resulta que
la clase de los conjuntos medibles (L), o segin Lebesgue, es mas
amplia que la formada por los medibles (B) y tal que para cada con~
junto A medible (L) existen dos conjuntos B, y B,, medibles (B),
con igual medida que le limitan por dentro y por fuera: B, C AC B,
Esta definicién se extiende inmediatamente a todos los espacios R*,
Asi la antigua concepcion de integral definida f.°f &) d x de una.
funcién acotada f > 0 como area del conjunto limitado por la curva
¥y =f(x) y las rectas ¥ = ¢, ¥ = b, ¥y = 0 da una generalizacién.
inmediata de la integral de Riemann para todas las funciones para
las cuales dicho conjunto es medible (L).

Pero el genial analista, guiado por el llamado simil del comerciante:
ordenado, sigue también otro método para definir la integral de una
funcién acotada f, que consiste en subdividir el intervalo, que tiene
por extremos los de la funcién dada mediante un nimero finito de pun-
tos ¥; y considerar los conjuntos E,, formados por los puntos & que
satisfacen y,_, < 7 (#) < y., para formar las sumas S = Z§, u (E),
donde ¥, es cualquier ndmero entre y,_; ¢ v; y ¢ (E;) es la medida
de E; en el supuesto de que todos estos conjuntos E, sean medibles,
es decir, que f sea medible. Nos hemos referido a funciones acota-
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das, pero Lebesgue define también la integral para funciones no
acotadas utilizando con este fin series en lugar de sumas finitas.

Otros conceptos de integral equivalentes al de Lebesgue se de-
ben a W. H. Young, F. Riesz, C. de la Vallé Poussin, ]J. Rey Pas-
tor, L. Tonelli, etc.

Conviene destacar que la originalidad de Lebesgue no reside tan-
to en la idea de generalizar el concepto de integral como en el des—
cubrimiento del teorema fundamental de paso al limite, vilido para
la integral (L), que no es més que una consecuencia de la aditividad
completa de la medida.

Aunque no es nuestro proposito detenernos a describir aqui las
innumerables aplicaciones que encuentra la teoria de la integral de
Lebesgue en todo el Analisis, nos parece obligado recordar los
grandes progresos que se han logrado con ella en los conceptos de
longitud de una curva y area de una superficie curva, en las series
de Fourier y en los espacios de Hilbert, junto con la definicién de
los espacios L™

Por su extraordinario interés, dedicaremos mas atencion al pro-
blema de hallar la relacion entre los conceptos de integral indefinida
y primitiva, en el que también Lebesgue hizo importantes contribu-
ciones. Este problema se plantea ya con la integral de Riemann,
puesto que es facil dar ejemplos de funciones integrables Riemann
con la propiedad de que su integral indefinida carezca de derivada
en algunos puntos. Por otra parte, segtn demostré Volterra en
1881, una funcién continua puede tener derivada acotada en un in-
tervalo I que no es integrable Riemann. Estos resultados se pueden
mejorar cuando se trata de la integral de Lebesgue. En efecto, st
F es la integral indefinida de una funcién f, integrable (L) en
T = [a, b1, se tiene F" (&) = f (#) en casi todo I segtin prohd Le-
besgue. Andlogamente, si I es derivable en 1 y su derivada ¥ = f
es acotada, f es integrable y se puede aplicar la regla de Barrow.
En el caso de que f no sea acotada el problema es mas complejo,
pero Lebesgue lo abordé también caracterizando las funciones con-
tinuas F para las cuales existe F” en casi todo I y es integrable. De
manera semejante a como se logréd esto mediante el concepto de va-
riacidon acotada, las integrales indefinidas fueron también caracteri-
zadas por Lebesgue por la propiedad de ser absolutamente continuas.

La existencia de funciones con derivada no integrable (L) ha con-
ducido a una nueva generalizacidén, llamada fotalisacidn y debida a
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Denjoy, del concepto de integral indefinida, que consiste en una
iteracién transfinita de ciertas operaciones, logrando asi que el con-:
cepto de integral indefinida comprenda al de primitiva. Para esta-
blecer la equivalencia que habia entre estos conceptos cuando las
funciones son continuas, Denjoy y Khintchine introdujeron el con-
cepto de derivada aproximativa.

En todos estos procesos el cilculo de la primitiva se efectia re-
curriendo a la integral indefinida, pero Perron, en 1914, invirtié el
método, utilizando la primitiva para obtener la integral indefinida.
Como toda funcion se puede acotar entre otras dos, llamadas ma-
yorante y minorante de La Vallée Poussin, que sean derivadas supe-
rior e inferior, en el sentido de Dini, de sendas funciones nulas en
el origen, cuando éstas coinciden, se adopta la funcion resultante
como integral (P), o mejor primitiva (P), de la funcién dada. Esta
integral de Perron resulta asi idéntica a la integral de Lebesgue
para funciones acotadas, pero existen funciones integrables (P) que
no lo son (L). Finalmente, Hake y Alexandroff, Ridder y Burkill,
mediante sendas generalizaciones de la integral (P), han logrado la
equivalencia de ésta con las integrales restringida vy generalizada de
Denjoy.

En 1894, T. Stieljes en su trascendental memoria Récherches sur
les fractions continues, considera por vez primera integrales del tipo
Jf(x) d g (¥) en donde f es una funcién continua y g es no decre-
~ciente. De esta forma, el concepto de «distribucién de una masan,
familiar desde hace tiempo en la Fisica, se introduce también en la
Matematica. Sin embargo, han de pasar algunos afios hasta que este
concepto vuelva a atraer la atencion. Con motivo de resolver un
problema propuesto por Hadamard, afios antes, F. Riesz de-
muestra en 1909 que los funcionales lineales continuos sobre el es-
pacio de las funciones reales continuas en [a, b], dotado de la topo-
logia uniforme, se pueden expresar por una integral de Stieljes:
f—> [ f do. Estas ideas encuentran acogida en J. Radon que en
1913, combinando las ideas de Riesz y Lebesgue, define la Hamada
integral de Lebesgue-Stieljes a partir de una funcién completamen-
te aditiva de conjunto. Esta memoria de Radon y la marcada orien-
tacién hacia lo abstracto de comienzos de este siglo, sefialan el tran-
sito a la teoria de la integracion sobre espacios abstractos.

Después de las importantes contribuciones de Borel, Lebesgue
y Radon a la teoria de la medida e integracion sobre R”, M. Fréchet
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define las medidas «abstractas» sobre un conjunto cualquiera E, do-
tado de una tribu o c-ilgebra, y las integrales con relacién a estas
medidas. Fréchet observa que se pueden establecer asi los principa-
les resultados de la teoria de Lebesgue sin utilizar ninguna topologia
sobre E. Aunque el interés de estas y otras medidas abstractas fue
puesto en duda por algunos, por ejemplo, por Bourbaki, basindose
entre otras razones en un famoso teorema de Kakutani, creemos
que esta observacion de Fréchet pone de manifiesto claramente la im-
portancia que tienen dichas medidas.

Las investigaciones de Fréchet fueron completadas por Carathéo-
dory, a quien se debe un importante teorema de extension de una
funcién de conjunto en una medida. El método de Carathéodory con-
siste en extender primero dicha funcién de conjunto p, en una me-
dida exterior w* para obtener después, mediante la restriccion de p*
sobre la clase de los conjuntos medibles, una medida p que es una
exténsion de la funcién de conjunto dada p,, cuando ésta cumple cier-
tas condiciones. Recordamos que un conjunto A (< E) se dice p*-
medible, segfin Carathéodory, cuando

w*(X) =g (XN A) + " (X —4)

para toda parte X del conjunto E sobre cuyas partes estad definida
la medida exterior p*.

Si E es un espacio topolégico es deseable que haya alguna co-
nexiéon entre la topologia de E y las propiedades de las medidas
sobre E. Para los espacios métricos, Carathéodory intenté una teo-
ria de la medida exigiendo que las medidas exteriores p¥* sobre E
verifiquen p* (AU B) = ¢* (A) + p* (B) cuando A y B sean dos
conjuntos de E cuya distancia d (A, B) > 0. Para estas llama-
das medidas exteriores métricas, Carathéodory prueba que los
conjuntos cerrados son medibles y, por tanto, también los conjun-
tos de Borel. Esta teoria no es satisfactoria, pues aparte de que sélo
es valida para los espacios métricos, tiene propiedades bastante po-
bres desde el punto de vista topolégico. La que si se puede conside-
rar completamente satisfactoria, dentro de su generalidad, es la teo-
sia de la medida (de Radon) para los espacios localmente compactos,.
tanto si se desarrolla definiendo las medidas como funciones aditivas
de conjunto como, hace por ejemplo, Halmos, o bien definiendo las
medidas como formas lineales continuas sobre el espacio K (E) de
las funciones continuas con soporte compacto. Este método, para
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€l que se solia reservar el nombre de teoria de la medida de Radon,
$se encuentra expuesto en la Iniégration de Bourbaki y dltimamente
también en otras muchas obras, recibiendo un gran impulso en la dé-
cada de 1940-1950 después de los trabajos de A. Weil y de I. M. Gel-
fand en Analisis Armoénico y con el descubrimiento de la teoria de
las distribuciones por L. Schwartz. Ambas versiones de la teoria
de la medida en espacios localmente éompactos son equivalentes y
su utilidad estd suficientemente probada; por ello nosotros somos
partidarios de utilizar en cada momento una u otra segfin las con-
veniencias y desistimos de entrar en bizantinas discusiones para ver
cual de ellas es la mejor.

Los afios 1960-1970 significan un cambio tan radical en la forma
de pensar sobre la teoria de la medida en los espacios topoldgicos,
que incluso Bourbaki publica en 1969 un volumen sobre la integra-
cién en espacios topolégicos no localmente compactos. Este cambio
de mentalidad se debe, en gran parte, al nuevo punto de contacto
que se establece por esa época entre el Anilisis Matematico y el
Calculo de Probabilidades, en donde habia tenido afios antes lugar
1un desarrollo importante de la teoria de la medida en virtud de los
trabajos de P. J. Daniell, H. Steinhaus, B. Jessen, P. Lévy, N. Wie-
ner, Ju. V. Prokhorov, L. Le Cam, R. A. Minlos, etc. Asi se ve
nacer la teoria general de la medida sobre los espacios topoldgicos
v sobre los espacios vectoriales topoldgicos.

Una de las ramas mas desarrolladas del Cilculo de Probabilida-
des clasico es la de los teoremas del limite. La formulacién matema-
tica correcta de estos problemas exige la introduccién de medidas
sobre los espacios le sucesiones. Estos espacios son objeto de las
investigaciones emprendidas hacia 1920 por Fréchet, Lévy, Lusin..,
No es pura casualidad que Khintchine y Kolmogoroff, los creado-
res de métodos nuevos del Calculo de Probabilidades, sean ambos
discipulos de Lusin y que Lévy se preocupe de problemas de Pro-
babilidades.

La teoria del movimiento browniano ocupa un lugar excepcional
en el desarrollo cientifico por el intercambio constante y fecundo
entre los problemas fisicos y las matematicas «puras». El estudio
.del movimiento browniano, descubierto en 1829 por el botanico
Brown, ha sido Hevado a cabo intensivamente en el siglo xix por
numerosos fisicos, pero el primer modelo matemético satisfactorio
ha sido descubierto por Einstein en 1905. En el caso simple de una
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particula desplazindose a lo largo de una recta, las hipétesis funda-
mentales de Einstein se formulan asi: Si x () es la abscisa de la
particula en el instante ¢ y si ¢, <?, < ... << i,y <<t, los despla-
zamientos sucesivos & (3,) — # (¢._;) (1 <1< %) son variables alea-
torias gaussianas.

Otra corriente de ideas tiene su origen en la teoria cinética de
los gases, desarrollada entre 1870 y 1890 por Boltzmann y Gibbs.
Segtlin las ideas de Gibbs, la multitud de choques entre las molécu-
las no permite determinar con precisién las velocidades de las mo-
Téculas, y conviene por ello introducir una ley de probabilidad P
sobre el espacio de dimension 3 N. La hipétesis wmicrocanénica»
consiste en suponer que P es la medida de una distribucién de
tmasa 1 invariante por rotacién sobre la esfera S de centro el ori-
gen y radio (6 N & T/m)*’* de dicho espacio, donde N es el ni-
mero de moléculas de masa m a la temperatura absoluta T y %k
es la constante de Bolzmann. Por otra parte, la ley de las velo-
cidades de Maxwell enuncia que la ley de probabilidad de una com-
ponente de la velocidad de una molécula es una medida gaussiana
de varianza conocida 2 k T/m. Borel parece haber sido el primero
que observd en 1914 que la ley de Maxwell es consecuencia de la
ley de Gibbs y de propiedades de la esfera cuando el niimero de
‘moléculas es muy grande. El considera una esfera S en un espacio
euclideo de dimensién grande y la medida P de masa 1 invariante
por rotacién sobre S y demuestra que la proyeccién de P sobre un
eje de coordenadas es aproximadamente gaussiana. Dados un entero
7 > 1 y.un ntmero » >0, sean S, , el conjunto de las sucesiones

. ki . . .
(#, ooy 0, ..., 0) con T #% =7 y 6, , la medida de masa 1 invariante
. 1
por rotacién sobre S, . Enunciado en lenguaje moderno, el resul-
tado de Gateaux y Lévy, que precisa los resultados precedentes €s
¢l siguiente: La sucesion de medidas s, , tiende vagamente hacia la

masa unidad en el origen y la sucesién de medidas e, v, tiende
vagamente hacia una medida T' de la forma

AT (e 5y ) = [ 470

m=1

siendo v la medida gaussiana de varianza 1 sobre R.

La medida I' precedente desempefia el papel de una medida gaus-
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siana en dimensidn infinita, De hecho la medida I' es invariante en
un cierto sentido por los automorfismos de 2, pero desgraciada-
mente el conjunto 2 es de medida nula para T. ,

Se debe a Wiener la siguiente idea esencial: Si no hay ninguna
medida de Gauss sobre un espacio de Hilbert de dimensién infini-
td, se puede construir por la operacién de primitiva una medida p
sobre un espacio.de funciones continuas. Para cada entero = >1,
sea H, el conjunto de las funciones sobre T = (0, 1] que son cons-
tantes en cada intervalo (¢ —1)/n, k/n] (k. =1,2, ...,n), v ¢ la
medida de masa 1 invariante por rotaciéon sobre la esfera de radio 1
en R". Sea =, el isomorfismo de H, sobre R" que asocia a la fun-
cién que toma el valor g, sobre el intervalo (K —1)/n, k/n] el vec-
tor (a,, @, — @y, ..., Gy — @n_y), Y sea p, la medida sobre H, ima-
gen de ', por =,”!. Wiener define la medida buscada p como el
limite de las medidas w,.

No es el momento de exponer los numerosos e importantes tra-
bajos sobre el Calculo de Probabilidades ocasionados por el descu-
brimiento de Wiener. Hoy dia el movimiento browniano no aparece
mas que como uno de los ejemplos mis importantes de los procesos
markovianos. Mencionaremos también la aplicaciéon hecha por Kac
de la medida de Wiener a la resolucién de ciertas ecuaciones en de-
rivadas parciales parabdlicas; se trata en ella de la adaptacion de las
ideas de Feynmam a la teoria cuintica de campos.

El estudio de las relaciones entre la topologia y la teoria de la
medida ha sido concebida sobre todo como el estudio de las propie-
dades de la regularidad de las medidas, y en particular de la regula-
ridad «exterior» y de la regularidad «interior». Una medida p defi-
nida sobre la s-algebra de Borel de un espacio topologico se dice
exteriormente regular si la medida de todo conjunto boreliano es el
infimo de las medidas de los abiertos que le contienen. La medida u
se dice interiormente regular si la medida de todo conjunto borelia-
no es el supremo de sus partes cerrado-compactas. Entre las primeras
contribuciones sobre este aspecto de la teoria de la medida se deben
destacar los trabajos de A. D. Alexandroff (1940-45), P. R. Halinos:
y J. von Neumann (1950), E. Marczewski (1953), C. Ryll-Nardzewski
(1953), B. V. Gnedenko y A. N. Kolmogoroff (1954) y D. Blackwell
(1955). Alexandroff pone en evidencia el papel de la regularidad in-
terior y prueba que las medidas sobre un espacio polaco son inte-
riormente regulares, resultado que es redescubierto més tarde, en
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1956, por Prokhorov. A Marczewski se debe un importante trabajo
sobre las medidas compactas. Una medida p definida sobre un 4lge-
bra A se dice. compacta-si existe una clase compacta € que aproxi-
ma a HA con respecto de ., es decir, si para cada A, €A ¥y cada
>0 existe un conjunto C€ € y un conjunto A€ A tales que
AcCcAy e (Ay—A)<<e. Una clase € de partes de un con-
junto E se dice compacta, si para cada sucesion de conjuntos

Xa€ C la relacién n Xy 7# @ para todo # € N implica N X, # O,
1 1

Por tanto, un espacio topoldgico es numerablemente compacto si y
s6lo si la clase de todos los conjuntos cerrados es compacta. Ryll-
Nardzewski continfia las investigaciones sobre las medidas compac-
tas de Marczewski, estudiando las medidas (o ¢-medidas) casi com-
pactas, concepto equivalente al de medida perfecte introducido por
Gnedenko y Kolmogoroff. Es conocido que la funcién de conjunto
w4, definida por la férmula g, (E) = p (f* (E)) para una funcién f
medible, se puede considerar para los conjuntos de Borel de E, o
para todos los conjuntos cuya imagen inversa f~* (E) sea medible.
En el caso de las medidas de Lebesgue estas dos variantes no son
esencialmente diferentes como ha demostrado Hartman Un teore-,
ma de Ryll-Nardzewski prueba que esta’ propiedad es caracteristica :
de las medidas casi compactas. Aplicando el teorema de Marczewskx
sobre la invariancia de la compacidad para la multiplicacién carte-
siana, Ryll-Nardzewski prueba que la casi compaéidad tiene la mis-
ma propiedad. ' v
Entre los conceptos importantes, usuales en la teoria de la rne—:
dida, relativos a las funciones reales de conjunto = definidas sobre.
una clase & de partes de un conjunto E, merecen recordarse los .
siguientes: 1) t.es creciente si © (A) <« (B) cuando A C B. 2) T es.
subaditiva si = (AUB)<t(A) +x(B). 3) « es dditiva si < (AUB) =
=1 (A) + 7 (B). 4) « es modular si « (D) =0 cuando FEHA y si
t(AUB) +t(ANB) =1 (A) + = (B). 5) Una funcién monétona
de éonjunto v, definida sobre &, es s-lisa (resp. r—lisq)' respecto.,
de una clase C de partes de E si, para cada subclase contable

(resp. arbitraria) C* de C, filtrante a la izquierda y con interseccion
N C* = A,, se tiene

r(A) = inf{r(A) : A DX para algn X€C*}
siempre que el miembro de la derecha sea finito. . Si & € K y.se re-.!
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quiere solamente que la ultima igualdad valga para A, = &, se dice
que v es o-lisa en I (resp. 1-lisa en D) respecto de C. Si € = A se
dice abreviadamente, en dichos casos, que t es e¢-lisa, -lisa, ¢-lisa en
Dy c-lisa en B. 6) v es regular respecto de C si C “H y si

(A =sup{r(X): XCc A, X€C}

7) v es tensa si es finita y si, cuando A D B, se tiene

sup {7 (X): Xc A—B}=r(A)—r(B)

8) v es un contenido si A es un anillo y = es finita, creciente y aditiva.

Sea E un espacio topolégico y p una medida definida sobre la
clase & de los conjuntos de Borel de E. 1 es regular si g es regu-
lar respecto de la clase & de cerrados de E. p es tensa si p es
regular respecto de la clase K de compactos de E, p es t-lisa si

s (N F) = inf u(F)

iel iel

para toda familia (F.);.; de conjuntos cerrados filtrante a la iz-
quierda.

Una de las mas destacadas teorias sobre los espacios topolégicos.
se debe a L. Schwartz, quien dio, en 1964, en el Instituto Gulben-
kian de Lisboa, una conferencia sobre la teoria de la medida de
Radon en espacios topoldgicos no localmente compactos, seguida
de otra en 1965, en el Instituto Tata de Bombay. En 1973 apareci6
por fin la esperada obra «Radon Measures on Arbitrary Topological
Spaces and Cylindrical Measuresy de Schwartz, publicada por el ci-
tado Instituto Tata de Bombay, que contiene, pricticamente, todos
los resultados del capitulo IX de la Integration de Bourbaki. Justa-
mente en 1964 presentabamos una comunicacién, en Valencia, en la
V Reunién Anual de Matematicos Espafioles sobre la teoria de la.
medida en espacio topolégicos a la que siguieron otras publicacio-
nes, entre ellas la de una conferencia plenaria en las Primeras Jor-
nadas Luso-Espafiolas de Lishoa en 1972. El desarrollo de esta teoria
en el que ha intervenido nuestro discipulo Pedro Jiménez Guerra,
serd publicado en la Revista de esta Real Academia.

Para Schwartz existen esencialmente dos métodos de presentar
la teorfa de la medida: La teoria abstracta y la teoria de la medida
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de Radon sobre los espacios localmente compactos. Justifica la teoria
abstracta en que, esencialmente, la topologia no tiene, «a priorin,
nada que ver con el problema. Igualmente, Schwartz justifica las
medidas de Radon basindose en que todo conjunto en Andlisis esté
dotado de una o varias topologias. Nuestra posicion es algo dife-
rente: el interés del estudio de las medidas en espacios topolégicos
se debe a que las relaciones entre los conceptos de medida y topolo-
gia proporcionan una mayor riqueza de las propiedades de las me-~
didas con repercusiéon en multitud de aplicaciones.

Segun Schwartz los defectos de la teoria abstracta son: 1) la
catastrofe de las medidas imagen, 2) que el producto de s-4lgebras de
Borel de espacios Hausdorff no es, en general, la s-adlgebra de Borel
del producto, 3) que una medida abstracta sobre una s-algebra de Bo-
rel no tiene en general soporte, etc. El fundamental defecto de la usual
teoria de la medida de Radon es que los espacios de funciones que
aparecen en la teoria de probabilidades no son localmente compac-
tos. También aqui discrepamos de Schwartz. En primer lugar, des-
de el punto de vista del Anilisis porque se podia prever «la pocar
generalidad de la teoria de la medida de Radon en espacios local-
mente compactos, sin necesidad de que el Calculo de Probabilidades
lo pusiera de manifiesto. Para nosotros, lo tinico que prueba esto es
que el limitarse a la teoria de la medida en espacios localmente com-
pactos es hoy rotundamente insostenible. Por otra parte, nuestras
investigaciones prueban que existen medidas abstractas que deben
distinguirse por tener propiedades analogas a las medidas de Radon
en espacios topoldgicos cualesquiera.

ILa teoria de las medidas de Radon sobre un espacio topolégice
de Hausdorff, debida a Schwartz presenta las ventajas de ambos mé-
todos. Las medidas de Radon estudiadas por Schwartz tienen las
propiedades buenas y agradables de las medidas de Radon sobre los
espacios localmente compactos. Se halla en la literatura matematica,
anterior a los trabajos de Schwartz, numerosos teoremas que con
hipétesis adicionales sobre las medidas abstractas se logran dar para
ellas las mismas propiedades que tienen las medidas de Radon sobre
los espacios localmente compactos; sin embargo, los resultados nun-
ca han tenido la adecuada cohesién. La nocién de medida de Radomn,
presentada por Schwartz, logra una unificacién. Estas ventajas y
otras méas las presenta nuestra teoria de las medidas de Radon de
tipo (), principalmente, por ser mis general, por poner em eviden-
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cia las propiedades esenciales desde el punto de vista de los funda-
mentos y por tener las mismas propiedades deseadas que las medidas
de Radon sobre los espacios localmente compactos, No obstante, de-
bido a que en muchos espacios las medidas de Borel finitas son me-
didas de Radon y a que se simplifican las demostraciones, tienen un
gran interés las medidas de Schwartz, es decir, las medidas de Ra-
don sobre espacios de Hausdorff arbitrarios.

Con objeto de exponer nuestras ideas sobre las medidas en espa-
cios topolégicos cualesquiera, vamos a comenzar dando algunos con-
ceptos basicos. Una medida exterior topoldgica sobre un espacio to-
polégico E es una medida exterior sobre E que satisface: 1) Los
conjuntos de Borel son p¥*-medibles. 2) u* es localmente finita. 3) Si
(Gi)i¢r es una familia de abiertos, filtrante a la derecha y G = lim G,

se verifica p* (G) = lim p* (G,). 4) Para todo AcC E se tiene

w* (A) = inf {p¥ (G) : Ac G € G}, donde como es usual se desig-
na por G a la clase de los abiertos de E. Las medidas exteriores
topolégicas. tienen propiedades tan agradables como poseer soporte
y ser regulares cuando p* es finita y E es un espacio regular, no
necesariamente separado, ademis de otras muchas. No obstante, la
principal contribucién nuestra a esta parte de la teoria, consiste en
dar un método de construcciéon de medidas exteriores topoldgicas,
que se ha manifestado como extraordinariamente fecundo en diver-
sas cuestiones y del que ya hablaremos mas adelante.

Otros conceptos importantes nuestros son el de conjunto r-compac-
to, el de clase generatriz y el de contenido respecto de una clase gene-
ratriz. Dada una funcién real de conjunto =, definida sobre la clase
& (E) de las partes de E, mondtona y con (&) = 0, se dice que
una parte A de E es un conjunto <w-compacto si, para tedo cubrimien-
to abierto G, de A y, para todo ¢ > 0, existe un ndmero finito de

Gr € G, que satisfacen < (A——‘CJ Gi) < e. Es obvio que todo con-
1.

junto compacto es t-compacto y que, para la funcién « definida por
v (&) =0y r(A) =1 para cada conjunto A 7 &, resulta que todo
conjunto r-compacto es compacto. Una clase generairiz en un con-
junto A (C E) es una clase U de partes de E tal que: 1) U,UU, €U
si U, U, € U. 2) Para todo #€ A, la interseccion U N P, es una
base de P, siendo P, la clase de los entornos de .

Un contenido respecto de una. clase generatriz H (en E)-es una
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medida exterior X; finitamente subaditiva, tal que: 1) i es localmen-
te finita. 2) Todo H € H es i-compacto. 3) Para cada H € H hay
nna clase generdtriz Fu C H en H° = E— H que verifica A(HU F) =
=i (H) + » (F) para todo F € Fy.

La construccion de medidas, antes anunciada, se puede expresar
en la forma siguiente:

TEOREMA.—Sean E un espacio regular (no necesariamente sepa-
rado), H una clase gemeratriz de cerrados en E y % un contenmido
respecto de FH. Entonces lo funcion real de conjunto p* definida me-
diante :

W (A) = inf{ 1, (G) : AcC G}

A (Gy=sup {A(H): GDHE€H]}

es una medida exterior topoldgica.

Se llama medida topoldgica a la restriccién a la clase de los
conjuntos de Borel (o también sobre la clase de los conjuntos medi-
bles) de una medida exterior topolégica. Toda medida de Radon es
una medida topolégica.

Sobre un grupo topolégico arbitrario G se llama medida (resp. me-
dida exterior) de Haar a toda medida (resp. medida exterior) topo-
Yégica no nula e invariante a la izquierda: u* (w A) = p* (A) para
todo w € G y todo A € B (resp. A€ & (I)).

Es conocido que todo grupo localmente compacto posee una me-
dida de Haar univocamente determinada salvo un factor constante.
Nosotros inspirdindonos en un resultado de A. Weil hemos obtenido
varias proposiciones entre las que destacamos aqui las siguientes:

TeorEMA.—Un grupo topoldgico G posee una medida de Haar
si y solo si es un subgrupo denso de un grupo localmente compacto
G, tal que, si p*, es una medida exterior de Haar sobre G,, existe
un abierto U en G que wverifica 0 < p¥, (U) < + 0. Este medida
de Haar p, si existe estd univocamente determinada salvo un factor
constante.

Si p* es una medida exterior topologica sobre E, se define la
medida exterior esencial p° asociada a p por

pA) = sup { K (ANG) : Geg,}
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para todo A C E, siendo G, la clase de los abiertos de medida
¥ (G) < + vo.

Reciprocamente, como g’ (G) = p* (G) para todo abierto G re-
sulta

E*(A) =inf{u (G): ACGEG}

para todo A C E,

Es obvio que p’ < p¥* y que p’ (A) = p* (A) cuando p¥ (A) <
< + o0. Es de destacar que la clase de los conjuntos p’-medibles
coincide con la de los conjuntos p*-medibles. La restriccién de p’
a la clase & de los conjuntos de Borel (o a la clase de los conjuntos
p -medibles) se llama medida esencial.

Sea H una clase de conjuntos cerrados de un espacio topolédgico
E. Entonces llamamos medida de Radon de tipo (H) a toda medida
v definida sobre la clase #B con las propiedades: 1) Todo H € H es
p-compacto y de medida p (H) finita. 2) o (B) = sup {¢. (H) : B >
o H € H) para todo B € &B.

Siop’ es una medida exterior esencial sobre un espacio regular
E y H es la clase de los conjuntos cerrados F de medida p* (F)
finita, la restriccion p de p’ a B es una medida de Radon de tipo
(). Una medida de Radon de tipo (H) se dice propia si es local-
mente finita. Una medida de Radon, en el sentido de Schwartz, es
tna medida de Radon propia de tipo (K), en donde como es usual
se denota por K la clase de los compactos de E y se supone E sepa-
rado. Entonces nuestra teoria comprende efectivamente a la de
Schwartz por las razones siguientes: 1) No exigimos que E sea de
Hausdorff. 2) & puede ser una subclase de los conjuntos compacto-
cerrados de modo que las medidas de algunos compacto-cerrados
pueden ser infinitas. 3) No exigimos que w sea propia.

Existen ejemplos muy sencillos de medidas de Radon de tipo (H)
que no son medidas de Radon segtin Schwartz. En efecto, la funcion
real de conjunto p definida sobre la recta real poniendo w (A) = =
si A consta de n puntos y o (A) = + 0o si A es un conjtinto mfini-
to, no es localmente finita y, por tanto, no es una medida de Radon
en el sentido de Schwartz, si bien es evidente que p es una medida
de Radon de tipo (H) cuando H es la clase de los conjuntos fini-
tos de R.

Las medidas de Radon sobre los espacios topoldgicos pueden de-
finirse de varias maneras. El método de Schwartz es uno de tantos.

26



Varios autores han introducido otros métodos semejantes de los
cuales vamos a describir algunos.

El hecho de que todo espacio completamente regular E puede
sumergirse en un espacio compacto E sirvié al mismo Schwartz, en
1964, para un primer paso en la ampliacién de la teoria de la medi-
da. Esta eleccién de E puede ser arbitraria. En particular, se puede
tomar la compactificacion E de StoneCech. Se conoce que las fun-
clones (reales) acotadas continuas sobre E pueden identificarse con
las funciones continuas sobre E. Una medida de Radon finita sobre

es una medida g;, sobre E concentrada sobre E. Esto es lo mismo
que decir que una medida de Radon es una forma lineal positiva p
sobre la clase &, (E) de las funciones acotadas continuas sobre E
que verifican la llamada (e, K) condicién: Para todo ¢ > 0, existe
un compacto K < E tal que, para toda f€ @B, (E) que verifique
0<f<1yf=0sobre K, se tenga u (f) << e. De manera aniloga
y con las convenientes modificaciones se definen las medidas de
Radon finitas complejas.

Las medidas de Radon sobre los espacios completamente regula-
res han sido estudiadas, aparte de Schwartz, por A. D. Alexandroff,
V. S. Varadarajan y Khélifa Zizi.

La definicién de una medida en un espacio localmente compacto
o completamente regular E como funcional lineal positivo (o conti-
nuo) sobre un espacio conveniente de funciones continuas no se pue-
de extender para los espacios topoldgicos generales. En efecto, como
es conocido, existen espacios de Hausdorff regulares E, no vacios y
no reducidos a un solo punto, en los que toda funcidén continua es
una constante. Entonces si se pone ¢ (f) = f (#) — f (y), en donde
v,y son dos puntos distintos de E, para toda funcién acotada f
sobre E, resulta que p es un funcional continuo sobre el espacio de
dichas funciones acotadas, que representa muy bien el dipolo for-
mado por + 1l en # y — 1 en y; sin embargo, u (f) = 0 para toda
funcién continua.

Partiendo del concepto de compactologia introducido por A. Weil,
P. A. Meyer ha definido las medidas de Radon sobre los espacios
de Hausdorff. Una compactologia sobre un espacio de Hausdorff
es una familia (ux)x K de medidas de Radon sobre los conjuntos
compactos K tal que pg, (B) = pg, (B) para todo conjunto de Bo-
rel B K, NK, y ux(K) es uniformemente acotada para todo
compacto K contenido en un cierto entorno de cada punto x € E.
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Si ¢ es una medida de- Radon y px es la medida inducida por g so-
bre cada conjunto compacto K, la familia (px)x. &K es una compac-
tologia. Reciprocamente, dada una compactologia (px)x es facil ver
que la medida definida poniendo p (B) = sup {px (B N K) : K€ K}
es una medida de Radon. El método de Meyer consiste en estudiar
la teoria de la medida partiendo de esta definicion.

G. Choquet ha definido las medidas de Radon partiendo de una
funcién real de conjunto, definida sobre la clase &K de los compactos
y que sea no negativa, finita, creciente, modular y continua a la de-
recha, es decir, que para todo ¢ > 0 y cada compacto K exista un
entorno V de K tal que, para todo compacto K’ que verifique
KcKacV, sea p K)<pXK) + =

A partir de una medida de Radon p tiene interés construir las
medidas exteriores p* y p’° mediante

K (A) = inf{n(G): AC GEG}

£(A) = sup {p* (ANK) : K€K}
~sup{s* (ANG) :GEG,}

en donde se emplean las notaciones usuales para Gy K, y G, es la
clase de los abiertos de medida finita. Esta construcciéon cae en de-
fecto para las medidas de Radon de tipo (H) cuando p no es local-
mente finita, pero entonces se puede proceder poniendo

p(A)y=sup{pH): ADHEH}
para todo A ¢ E,
pp(A) = p(H) —p (H—A)
para todc AcHy HEH, vy
p (A) = sup{u; (ANH): HEH }

parz todo A < E. La semejanza de este método con el de Meyer es
evidente.

 Entre las propiedades mas importantes de ° destacamos: 1)
Todo conjunto de Borel B es p'-medible y n" (B) = p (B). 2) Todo
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conjunto A de medida exterior u (A) fnita es p’-compacto. 3) Si
B (A) = + oo; para todo entero », existe un conjunto A, C A tal
que # < ¢ (A,) << + oo.

Dada una medida de Radon p sobre un espacio de Hausdorfi E,
Schwartz se limita a definir las medidas inducidas para un conjunto
medible A. Nosotros podemos hacerlo de manera general, proce-
dierido como sigue: Si g es una medida de Radon de tipo (H) sobre
un espacio topolégico E y si A es una parte de E, Ia restriccidn
pas de p” a la clase B, de los conjuntos de Borel de A es una medida
de Radon de tipo (H,), siendo H, = {ANH : H ¢ FH}. Entonces
se llama a p, la medida inducida sobre A por p.

En las condiciones precedentes, la: inyeccidén canonica it A->E
es pa-medible si y sélo si A es p-rhedible. Una aplicacién T: E > E’
se dice p-medible, siendo p una medida de Radon de tipo () sobre
E, si tiene las propiedades: 1) Para todo B € B de medida’ fini-
ta y todo ¢ >0 existe un cerrado F < B tal que p (B—F) <<«
y la restriccién de T a F es continua y cerrada. 2) Si X’ E y
p. [Tt (X)] = + oo, para cada entero-# existe un conjunto
X, X tal que #<p.[TP(X)] < + 0o. Una aplicacién T:
E > E se dice p-medible Lusin si se verifica 1). Una aplicacion
T: E - E’ se dice p-propia si es medible Lusin y cada punto de E”
tiene un entorno V cuya imagen inversa es de medida finita. Es
claro que toda aplicacién inyectiva p-medible Lusin es w-medible.
Ademas-toda aplicacién p-propia es p-medible,

Sea p una medida de Radon de tipo () sobre un espacio topo-
légico E y T: E - E’ una aplicacién p-medible. Entonces se veri-
fican: 1) La imagen reciproca T-! (B’) de todo conjuntoc de Borel
B’ de E’ es p-medible. 2) La funcién real de conjunto p’, definida
sobre la clase B’ de los conjuntos de Borel de E’, es una medida de
Radon de tipo (H’), siendo &’ la clase de los conjuntos cerrados
H’ de E’ de medida p’ (H’) finita que son imagen T (H) de algtin
H € H. Esta medida, que se denota por T (1) o T p, se llama medi-
da tmagen de p por T.

Entre los resultados que hemos obtenido recientemente sobre la
medida imagen,; debemos destacar el siguiente, cuya forma actual se
ha logrado con la colaboracién de nuestro discipulo P. Jiménez
Guerra.

TeOREMA.—Sean T : E —> E* una aplicacion y v una medida de Ra-
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don de tipo (H') sobre E’ localmente o-finita y » (X) = v' [T (X)]
para X < E. Sean ademds: a) H, una familia filtrante a la derecha
de conjuntos cerrados de E tal que cada H,€ FH, es regular para
la topologia relativizada y A-compacto con X (H,) << + oo, T (H,)
es cerrado o de Borel en E’ y la restriccion T | Hy es continua; b)
H la clase de los comjuntos cerrados H de E que estin contenidos
en algin H,€ FH, dependiente de H. Entonces existe una medida de
Radon p de tipo (H) tal que v =T (p) si y sdlo si, para todo
H €H y todo ¢>0, hay un H,€H, que wverifica v[H —
— T (H)] <<e. Si ademds las restricciones T | H con H € FH son
continuas y cerradas, entonces T es p-medible.

Un teorema de menor alcance que ésta ha sido dado por Schwartz
para medidas de Radon finitas, Nosotros para demostrarle hemos
tenido que extender el teorema del «concassage» para las medidas
localmente o-finitas, lo cual nos ha permitido también dar la siguien-
te formulacién al teorema de ILebesgue-Radon-Nikodym:

TeEOREMA.—Sean ¢ una medida de Radon localmente o-finita de
tipo (H) sobre E vy v una medida de Radon de tipo (H) absoluta-
mente continua con respecto de w. Entonces, existe uwna funcién p
definida sobre E, no negativa y p-integrable sobre cada H € F que
verifica v = p p. Esta funcion p estd wunivocamente determinada sal-
vo en un conjunto de medida nula.

Como vamos viendo gran parte de los teoremas que se dan en
la teoria de la medida de Radon en espacios no localmente compactos
se establecen para medidas finitas cuando se pueden dar de modo que
sean también validos para medidas no finitas. Ello se hace pensando,
principalmente, en las aplicaciones al Calculo de Probabilidades, pero
en el Andlisis conviene dar los teoremas de manera general para me-
didas no finitas, como se suele hacer en la teoria de la medida para
los espacios localmente compactos.

En la actualidad, el punto culminante de nuestra teoria de la me-
dida de Radén de tipo (H) es, posiblemente alcanzado por los teo-
Temas que hemos obtenido sobre el producto tensorial y el limite
proyectivo de medidas.

Sea I un conjunto ordenado y ﬁltrante de indices. Para cada
1 €1 sea E, un espacio topolégico. Suponemos que, para todo par
i,7 con i< f, hay una aplicacién continua =,;: E; > E, tal que,
para i <j < k, se verifica my = 7y oy y 7w,y es la identidad para
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todo i. Existe entonces el limite proyectivo del sistema considerado
que estd definido por un cierto espacio topolégico E =1lim E, y

-
ciertas aplicaciones =,: E = E, tales que la topologia G de E es la
menos fina que hace a las =, continuas y, para ¢ < §, se tiene =, =
TR TR

Suponemos que, para cada ¢, H, es una clase de conjuntos ce-
rrados de E, y p, es una medida de Radon de tipo () sobre E,.
Entonces, si g; = =;; (1t;) para 1 <j y H es una clase de cerrados
de E se plantea el problema de hallar una medida p de Radon de
tipo (H) sobre E tal que g, = =; (n).

El sistema formado por E, los E,, las m;;, las =, y las p, se llama
sistema provectivo de espacios topoldgicos dotados de medidas de
Radon de ttpo (H ).

Uno de los resultados mas importantes que hemos obtenido es
el siguiente :

TeoreMA.—Sea (E, E;, my, m, u;) un sistema proyectivo de medi-
das de Radon de tipo (H)). Sean: a) H wuna familia filtrante a lo
derecha de conjuntos cerrados de E tal que cada H € FH es regular
para la topologia relativizada y, pava todo H € H y todo i> iu,
w (H) es un conjunto cevrado en E;; b) H’' la clase de los conjun-
tos cevrados H' de E que estdn contenidos en algin H € FH de-

pendiente de H’; ¢) 2 (X) = lim p," [ (X)] para todo X C E de

modo que ) (H) << + o0 para todo H € FH. Entonces existe una
medide de Radon p de tipo (H') sobre E tal que py = = (») si y
sélo si se werifican: 1) Todo H € H es r-compacto. 2) Para todo
e >0, todo i vy todo H; € &H;, existe un H € H tal que

/"'j . [ﬂij—l (HI) - ”j (H>] <e

para todo j > i. Ademds, si esta medida existe, es unica y se veri-
fica v (H") = lim p; [= (HY] (= X (H")) para todo H’ € H'.

El teorema precedente se puedé generalizar, aunque perdiendo
profundidad, del siguiente modo: Sean (lim E;, E,, =, =;, p;) un

sistema proyectivo del tipo precedente y adgmés E un espacio topo-

16gico y las T;: E = E, aplicaciones continuas tales que, para ¢ < j,

se tiene T, = =;; o T;. Esto equivale a dar una aplicacién continua

T de E en el limite proyectivo lim E;, de manera que T, ==, T
—
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para todo i. Este sistema (E, E,, =,;;, T, u;) se llama también siste~
ma proyectivo generalizado de espacios. proyectivos topoldgicos do-
tados de medidas de Radon de tipo (F(,).

TeorEMA.—Sea (E; E;, =y, Th, 1) un sistema proyectivo genera-
lizado de espacios topoldgicos dotados de medidas de Radon de tipo
(H,), en el que u, sea localmente o-finita parva algun i€ I. Entonces,.
con las notaciones del teovema anterior y las condicionés a), b) c)
v 1) del mismo para T; en lugar de =, existe una medida de Radow
w de tipo (H’) sobre E tal que p; = T (p) pora todo i si y sélo si
se verifica 2) para T; en lugar de =,

En la demostracién de estos teoremas, como en la del teorema
enunciado antes sobre la medida imagen, se utiliza nuestra construc--
ciéon de medidas exteriores topoldgicas y el teorema del «concas—
sagemn.

De manera aniloga que se definen los espacios de Radon, se de-
finen los espacios de Radon de tipo (H) como aquellos espacios.
topolégicos E que tienen la propiedad de que toda medida de Borel
finita sobre E es una medida de Radon de tipo (H). De manera ani-
loga que los espacios de Radon son universalmente medibles, los.
espacios de Radon de tipo () lo son también en ciertos casos. La
propiedad de ser un espacio de Radon es hereditaria, es decir, todo
subconjunto A de un espacio de Radon de tipo (H) es un espacic
de Radon de tipo (H,), siendo Hy = {ANT : H€H}. Todo es-
pacio polaco es de Radon segiin demostraron J. C. Oxtoby y
S. M. Ulam, asi como también todo espacio de Suslin segin de-
mostré P. A. Meyer. Un espacio fuertemente de Radon es un espa-
~io en el que toda medida de Borel localmente finita es una medida
de Radon. Todo espacio de Suslin o que sea, simultineamente, de
Lindel6f y de Radon es fuertemente de Radon.

El problema de la existencia de «liftings» para el caso de medi-
das abstractas o-finitas no idénticamente nulas esti resuelto por
Dorothy Maharam y A. y C. Ionescu Tulcea, y para medidas de
Radon por Schwartz. Nosotros en colaboracién con P. Jiménez
Guerra lo hemos logrado también para medidas de Radon de tipo-
(H) localmente s-finitas.

Aunque nuestras investigaciones no las hemos extendido todavia
a la teoria de la medida en espacios vectoriales topolégicos vamos
a dar una rapida visién de esta teoria, dejando para otra ocasion el
dar una detallada exposicién de ella.
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La teoria de la medida en espacios vectoriales topoldgicos se li-
mita practicamente, en la actualidad, a medidas de Radon finitas y
a espacios de Hausdorff. Las probabilidades o medidas positivas de
masa total 1 sobre espacios de Banach o espacios vectoriales topo-
légicos se han estudiado extensivamente, formando estos estudios
una importante parte del Calculo de-Probabilidades.

"Sea E un espacio de Hausdorff localmente covexo. Para un arbi-
trario subespacio cerrado de codimension finita F € E denotamos
por =g,y la aplicacién candnica E — E/F. Los espacios E/F forman
un sistema proyectivo. Supongamos ahora que en cada espacio de
dimensién finita E/F se da una probabilidad pg,» de modo que
(lim E/F, E/F, =g/r, 5/c> T&,r, Le/r) S€a un sistema proyectivo de me-

didas de ‘Radon (o de probabilidades). Entonces a tal sistema se
llama una medida cilindrica (o probabilidad cilindrica). Una medida

de Radon sobre lim E/F es una medida cilindrica, pero la inversa
«

no es cierta seglin resulta del teorema del limite proyectivo de Pro-
khorov. Las mas importantes aplicaciones se deben a V. V. Sazonov
y a R. A. Minlos. El teorema de Sazonov caracteriza las aplicacio-
nes O-radonificantes T: E —> F entre espacios de Hilbert como las
aplicaciones de Hilbert-Schmidt, en otras palabras, la imagen T (i)
de una medida cilindrica p concentrada escalarmente sobre las bolas
de E es una medida de Radon sobre ¥ si y solo si T es un operador
de Hilbert-Schmidt. El teorema de Minlos dice que una medida cilin-
drica sobre un espacio conuclear, concentrada escalarmente sobre la
familia de los subconjuntos absolutamente convexos y compactos, es
una medida de Radon.

Voy a terminar con el mismo lema que inicié hace veinticinco
afios mi tesis doctoral: A. M. D. G.

He dicho.
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Agradezco sinceramente a la Academia el honor que me ha con-
fiado, gratisimo para mi, de recibir en su nombre al que desde hoy
va a ser nuestro compafiero: el profesor Rodriguez-Salinas.

Varios son los motivos que contribuyen a hacer jubilosa mi tarea.
Puesto a destacar alguno, sefialaré el de que, en mi primer curso
como catedritico en la Universidad de Madrid (1947-48) tuve la suer-
te de contar entre mis alumnos a Rodriguez-Salinas. Lo conoci en-
tonces personalmente, aunque de nombre me era ya ventajosamente
conocido por las elogiosas referencias que de él me habia dado uno
de sus maestros, nuestro llorado compafiero Ricardo San Juan. Era
dicho curso el altimo de la licenciatura de Salinas. Pronto se me
hicieron patentes sus condiciones de profunda inteligencia, guiada
por un agudo sentido critico y una notable capacidad para extraer
en cada cuestién lo esencial de las hipdtesis de modo que, con una
poda drastica de los supuestos, sabla llegar a la maxima generalidad
posible, sin perder por ello el contacto con los problemas que cons-
titulan el niicleo de la cuestion inicial. Estas magnificas cualidades
que ya entonces destacaban con nitidez, las ha conservado y perfec-
cionado a lo largo de su importante y densa labor cientifica y pro-
fesional. '

Sucede Salinas a D. Antonio Torroja, ilustre gedémetra y eximio
maestro de varias generaciones de matematicos catalanes. De apelli-
do de noble solera en esta Casa, don Antonio unia a sus condiciones
excelsas de cientifico y de maestro un fondo de cordialidad que, a
menudo, habia que buscar a través de una apariencia fria, que no
era otra cosa que la méiscara de una delicada timidez.

Nacié Rodriguez-Salinas en Alcald de Henares, ciudad e ilustre
tradicién universitaria, en 1925. Siguid alli sus estudios de bachille-
rato, sobresaliendo por sus extraordinarias aptitudes en el dominio
de las mateméticas. Aptitudes justamente apreciadas por el catedra-
tico D. Leoncio Gonzilez Calzada, quien pronto lo puso en contacto
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con profesores universitarios: Terradas, Pineda y Rios entre otros.
En todos ellos Salinas hizo profunda impresién por sus precoces co-
nocimientos, sus acertados juicios y las ingeniosas soluciones que
ofrecia a problemas planteados sobre cuestiones delicadas de Anali-
sis matematico contenidas en textos consagrados de la época: Gour-
sat, Pincherle y Rey Pastor.

Cursé la licenciatura en Matematicas en la Universidad de Ma-
drid, donde, no es necesario insistir, alcanzé siempre las mas brillan-
tes calificaciones. De esta época datan ya importantes trabajos de
investigacion matematica, que habian sido precedidos por varias notas.
de menor pretensién, de sus afios preuniversitarios, en las que se
podia apreciar un fino y penetrante ingenio. En 1948 realizé las prue-
bas del Grado de Licenciatura, habiendo merecido la calificacién de
Sobresaliente con Premio extraordinario.

Terminados en nuestra Universidad sus estudios de doctorado, y
tras un semestre pasado en Florencia como becario junto al profesor
Sansone, presentd en 1952 su tesis doctoral en Ciencias Matematicas,
sobre una ecuacién diferencial de segundo orden. También entonces
alcanzé la calificacion de Premio extraordinario.

En 1953 ingresé por concurso en el cuerpo de Ingenieros Geé6-
grafos en el que fue titulado de Doctor Ingeniero en 1964. Este
mismo afio pidid la excedencia en dicho cuerpo, para poder dedicarse
exclusivamente a la investigacién y a la docencia,

En 1954 habia ganado, tras brillante oposicién, una catedra de
Analisis matematico en la Universidad de Zaragoza, en la que pro-
fesé hasta su incorporacién en 1969 a la Universidad Complutense,
hecho que colmaba sus mejores aspiraciones profesionales. Aspira-
ciones mas que justificadas por sus méritos y que, por otra parte,
tendian a satisfacer un naturalisimo deseo sentimental abrigado por
quien, como el Recipiendiario, nacié en la muy ilustre Complutum.

Durante su docencia en Zaragoza fue elegido miembro de nimero
de la Academia de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales de
aquella ciudad en 1957. Ley6 en 1965 su discurso de ingreso en dicha
Corporacién, disertando sobre «La teoria de la medida y sus fun-
damentosy.

Refererite del Zentralblatt fiir Mathematik y de la Mathematical
Reviews, es miembro Corresponsal de nuestra Academia desde 1971.

La labor investigadora de Rodriguez-Salinas abarca variados te-
mas, Ja mayor parte de Analisis matematico, que pueden agruparse
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en las Secciones que enumeramos a continuacién, destacando en cada
una de ellas los trabajos que consideramos méis relevantes y que se-
fialamos por el nimero con que aparecen en la lista de publicaciones.
del final de este discurso.

1. Teoria de la medida e integracion: ¢, 30, 46, 51, 53, 56,
57, 59, 61.

2. Clases casi-analiticas y semi-analiticas. Momentos: 16, 17, 18,
20, 22, 23, 26, 29, 35, 38, 43, 44
Ecuaciones diferenciales: 19, 24, 28, 33.
Teoria de la aproximacion: 25, 66.
Transformacién de Laplace: 31, 32.
Extension de aplicaciones lineales: 40, 47, 60, 63.
Varias: 37, 42, 58, 62, 64.

Como detalle doméstico he de sehalar que gran parte de los tra-
bajos mas importantes vieron la luz en la Revista de nuestra Aca-
demia.

I

Lejos de mi intencién, y muy por encima de mis posibilidades
cientificas, estd el intentar hacer un resumen inteligible de todos los
trabajos que acabamos de destacar. Voy mas bien a remitirme, com
una sola excepcidn, al juicio que a autoridades en las respectivas ma-
terias han merecido algunos de ellos.

La publicacién 6, que corresponde a los afios de estudiante en la
Facultad, es la tinica referencia utilizada por G. Aumann en su obra
mas importante «Reelle Funktionen», de la célebre coleccion amari-
lla de Springer, en el pardgrafo 10 del capitulo 8 (Masstheorie) refe—
rente a la Extension de un Contenido a una medida.

Los nfimeros 31 y 32 aparecen citados en el texto del «Handbucch:
der Laplace Transformation» de G. Doetsch, también de la editoriaf
Springer.

En la Seccién de Extensidon de aplicaciones lineales, los trabajos
47 y 60 estin considerados por J. Horvath en su comunicacién ern
la Summer school on Topological Vector Spaces, de titulo «Convex
Spacesy» y en articulos publicados por M. Landsberg y W. Schirotzek
de Dresden en las Mathematische Nachrichten, bajo el titulo «General
Extension Theorems for Lineal functionals».

Citas del trabajo 17 sobre Momentos se encuentran en articulos
publicados por M. M. Dyrbasahyan y G. S. Kolcharyan, en la Re-
vista de la Academia de Ciencias de Mosca.

Detenemos aqui las referencias para no hacer interminable nues-
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tro discurso. Vamos, en cambio, a examinar con cierto detalle el
trabajo ntmero 42 de Varia, de titulo «Una generalizacién de los
teoremas de von Staudt y Darboux», publicado en la Revista de la
Facultad de Ciencias de Lisboa. El tema concerniente al llamado teo-
rema fundamental de la Geometria proyectiva, que ocupé lugar pree-
minente en la matemitica de fines del siglo pasado y comienzos del
nuestro, y que fue objeto de estudio detallado por ilustres geémetras
que nos precedieron en esta Casa. Yo mismo me ocupé de la cuestién
durante la década de los 40, considerando los casos de cuerpos no
conmutativos. El problema es el siguiente: ;Qué se puede decir de
una proyectividad sobre la recta cuando son invariantes tres puntos?
Se puede suponer, sin restriccién de la generalidad, que los tres pun-
tos son el cero, el uno y el del infinito. La respuesta depende de la
definicién. que se adopte para proyectividad y de la naturaleza del
cuerpo base de la recta. En el caso clasico, recta sobre los reales,
se tenian dos definiciones de proyectividad. La de Poncelet mediante
proyecciones y secciones y la de von Staudt por conservacidon de
cuaternas armdnicas. Aunque, en apariencia, la segunda pide menos
que la primera, el teorema de von Staudt probaba la equivalencia
de ambas y la respuesta a la pregunta anterior es la de que la trans-
formacion deja invariantes todos los puntos de la recta. Si se pasaba
al campo complejo, las dos definiciones dejaban de ser equivalentes
v las respuestas a la cuestién daban la identidad para la proyectividad
1e Poncelet y un automorfismo cualquiera del campo complejo
(jexisten infinitos!) para la de von Staudt.

Para el caso complejo, el mismo von Staudt dic una tercera defi-
nicién de proyectividad basada en el concepto de cadena. Cuatro nu-
meros complejos estdn en una cadena si su razén doble es real. En
la representacion de Gauss, los puntos correspondientes estin en una
recta o en una circunferencia. Von Staudt define entonces la proyec-
tividad como correspondencia biyectiva que transforma cadenas en
cadenas. Con esta definicién se obtiene, como respuesta a la pregun-
ta inicial, que la transformacién es la identidad o el paso de cada
complejo a su conjugado (teorema de Darboux).

El desarrollo del Algebra abstracta durante la primera mitad del
siglo actual levd de modo natural a considerar el problema en el
caso de cuerpos no conmutativos. Subsisten entonces tres tipos po-
sibles de proyectividad para la recta que extienden los considerados
en el caso del cuerpo complejo. Para el tercero la generalizacién
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adecuada, considerada por Rodriguez-Salinas, es como sigue: Sea
K un cuerpo cualquiera y H un subcuerpo de K invariante frente a
los automorfismos interiores de K. Se dird que cuatro niimeros de
K estan en una cadena si la clase de su razén doble es un elemento
de H. La definicién de proyectividad se hace entonces por conserva-
cion de cadenas. -En estas condiciones Rodriguez-Salinas demuestra
que, en el caso de tres puntos dobles (tomados como fundamentales)y
la proyectividad da lugar a un automorfismo directo o a un automor-
fismo inverso de K. Estableciendo asi un resultado que extiende el
dado para el segundo tipo de proyectividad por mi en el caso de
cuerpos no conmutativos especiales y por Hua en el caso general.
Rodriguez-Salinas obtiene su demostracion con procedimientos de
gran sobriedad y de una elegancia extraordinaria.

Me he detenido en el estudio de esta publicacién, aparte de que
su tema me es familiar, por tratarse de una cuestién puramente alge-
braica; el lenguaje geométrico utilizado resulta cémodo pero no es
en modo alguno esencial. Resulta interesante observar cémo Rodri-
guez-Salinas, que podria catalogarse como analista profesional, ma-
neja con soltura y eficacia métodos sutiles de Algebra. En realidad
Rodriguez-Salinas habia mostrado ya en otras ocasiones, verbigracia
en sus estudios sobre medidas abstractas, su solida formacién alge-
braica. Y en este sentido es un ejemplo a seguir por nuestros jove-
nes. matematicos, si no quieren caer en el riesgo de una comparti-
mentaciéon de especialidades mateméaticas que podria resultar funesta
para nuestra ciencia.

Paso ahora a considerar, en forma breve, la magnifica leccién
que; sobre Medida y Topologia, ha desarrollado el Recipiendiario y
a la que resultaria pretencioso y superfluo afiadir muchos comenta-
rios. Se trata de un tema profundo y dificil y s6lo con un conoci-
miento esencial de la cuestién, como el que posee Rodriguez-Salinas,
se puede aspirar a hacerlo comprensible para el no especialista. La
multitud y la complejidad de los conceptos necesarios: funciones de
Baire, conjuntos borelianos, souslinianos y lusinianos, espacios po-
lacos, medidas lisas y tensas, etc., constituyen otros tantos- escollos
en los que es muy probable que naufrague el profano ingenuo. Habré
de refugiarme en la contemplacién de algunas etapas del devenir his-
térico del tema; aunque también en este aspecto la exposiciéon bri-
llante de Rodriguez-Salinas resulta dificil de apostillar.

La idea de medida en matematicas es tan antigua como la Geo-
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metria misma, y justamente a ella debe ésta su nombre. Longitudes,
dreas y volimenes de figuras elementales son los primeros ejemplos
de medidas. Son ntmeros positivos asignados a las figuras y que
satisfacen la propiedad aditiva, es decir, son tales que a la unién de
dos figuras (de la misma clase) sin parte comiin corresponde la suma
de las medidas fijadas para éstas. Definidas primero para quebradas,
poligonos y paralelepipedos, se consideran luego longitudes de cur-
vas, areas de porciones plano limitadas por curvas y rectas, volame-
nes de piramides, etc., cuyas medidas obtienen los griegos por el
Namado método exhaustivo. Se tienen asi los primeros ejemplos de
extension de medidas.

Tas teorias de la medida en el sentido actual no aparecen, sin
embargo,, hasta mediados del siglo pasado y estdn motivadas por
la evolucién de la idea de funcién. El calculo de los coeficientes del
desarrollo en serie de Fourier de una funcién cualquiera hizo nece-
saria la consideracién de integrales definidas de funciones con discon-
tinuidades. Se presenta entonces la cuestion ;qué discontinuidades
puede admitir una funcidén en un intervalo para que la integral defi-
nida exista? La respuesta depende evidentemente de la definicién de
integral que se utilice. Para Dirichlet, al parecer, una funcién es in-
tegrable si y sélo si el conjunto de puntos de discontinuidad es raro
en la denominacién actual. Mientras que Riemann, definiendo la in-
tegral mediante las sumas que hoy llevan su nombre, da ejemplos de
funciones integrables cuyas discontinuidades forman un conjunto den-
so. Las condiciones que establece Riemann para la integrabilidad
conducen de modo natural a la nocién de medida de conjuntos de
puntos de un segmento. En el discurso de Rodriguez-Salinas segui-
mos con detalle la evolucidon de dicho concepto a través de Cantor,
Peano, Jordan, Borel, Lebesgue, Radon y otros. Todos ellos utili-
zan esencialmente las propiedades topoldgicas del espacio euclidiano.
Vemos cémo Frechet es el primero en considerar medidas abstrac-
tas en conjuntos generales y en observar que se pueden obtener los
principales resultados de la teoria de Lebesgue sin hacer uso de con-
sideraciones topoldgicas. La corriente de ideas iniciada asi culmina
en la «Mass und Integraly de Caratheodory en la que se desarrolla
con gran abstraccién la teoria axiomatica de la medida, que pasa de
instrumento auxiliar de la integracién, como lo fue en esencia para
Lebesgue, a constitnir una de las teorias fundamentales de la mate-
matica actual.



A partir de entonces se dibujan dos tendencias que, esquemati-
zando de modo un poco simplista, se podrian personalizar en Halmos
para las medidas abstractas obtenidas a partir de funciones aditivas
de conjunto y en Bourbaki para las definidas por métodos funcio-
nales. Tendencias que dieron lugar a discusiones apasionadas que,
segtin frase feliz, hicieron correr, si no sangre, al menos mucha
tinta.

En lo que se refiere a la topologia de los espacios sobre los que
definen las medidas, durante algdn tiempo se consideraron casi ex-
clusivamente espacios compactos o localmente compactos como ge-
neralizacién suficiente de los espacios R”. Asi se establecid, en par-
ticular, la medida de Haar invariante para la multiplicacién a la
izquierda, para los grupos topolégicos localmente compactos. Sin
embargo, con tal limitacién quedaban excluidos capitulos tales como
los de medidas en espacios métricos generales y la teoria de la medi-
da de Hausdorff. Mas grave todavia, quedaban fuera las importantes
aplicaciones de la medida a la teoria moderna del Calculo de Proba-
bilidades en la que los espacios que aparecen naturalmente no son,
en general, localmente compactos. Para obviar estos inconvenientes,
a partir del afio 60 se extiende la medida a espacios topoldgicos mas
generales, siendo Rodriguez-Salinas uno de los primeros en sefialar
la urgente necesidad de tal ampliacién. Se consideran primero espa-
cios generales de Hausdorff y posteriormente I.. Schwartz y Rodri-
guez-Salinas trataron el caso de espacios que no son de Hausdorff.
Aunque Schwartz se limita a los espacios casi-compactos, sin desa-
rrollar con detalle su generalizacién y expresando su reserva acerca
de su posible utilidad en vista de que apenas se conocen aplicaciones.

La semblanza que he querido presentar de nuestro nuevo com-
pafiero quedaria amputada de uno de sus méritos mas elogiables si
no destacara con énfasis su labor como profesor y, sobre todo, su
extraordinaria capacidad para iniciar y orientar en la investigacién
matematica a su mejores alumnos. Capacidad de la que es muestra
relevante el elevado numero, insélito en nuestro pais en el campo
matematico, de tesis doctorales dirigidas por él desde su acceso a
la catedra y que se detallan al final. De ese plantel de seguidores
de Rodriguez-Salinas esperamos que, haciendo honor a su maestro,
perseveren en su labor a fin de lograr los mejores frutos para la
investigacién matematica espafiola.

Al daros hoy nuestra mas cordial bienvenida, querido Rodriguez-
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Salinas, quiero acompafarla de nuestra enliorabuena por lo que este
acto significa de reconocimiento de vuestros méritos cientificos y
de las magnificas condiciones personales que os adornan. Quiero.
también dar la enhorabuena a nuestra Academia que, al recibiros en
su seno, se enriquece con una mentalidad brillante y profunda y de
infatigable laboriosidad que augura una inapreciable colaboracion en.
nuestro futuro quehacer.
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11.

12.

13.

14.

Teoremas del grdfico cerrado, nikcleo cerrado y aplicacidn abier-
ta. Tesis de D. German Girdldez Tiebo. Calificada con So-
bresaliente «cum laude» en 1974.

Generalizaciones del teorvema de Hahn-Banach para semimddu-
los preovdenados. Tesis de D. Pedro Jiménez Guerra. Cali-
ficada con Sobresaliente «cum laude» en 1975.

Espacios de convergencia en medida. Convexidad local. Tesis.
de D. Jestis Fernandez Novoa. Cahﬁcada con Sobresaliente
«cum laude» en 1975.

Espacios de Orlics. Convexidad local. Tesis de D.* M.* Pilar
Pereda Vinuesa. Calificada con Sobresaliente «cum lauden
en 1975.

Desigualdades ¢ interpolacion de operadores. Tesis de D. Javier
Ruiz Ferndndez de Pinedo. Calificada con Sobresaliente
«cum laude» en 1976.
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