DISCURSOS

LE[DOS ANTE LA

REAL ACADEMIA DE CIENCIAS

EXACTAS, FISICAS Y NATURALES

EN LA RECEPCION PUBLICA

SR. D. BDUARDO TORROJA V CABALLE

el dia 29 de Junio de 1893

MADRID.—1893
IMPRENTA DE LUIS AGUADO
8, Pontejos, 8



DISCURSO

DEL

SR. D. EDUARDO TORROJA Y CABALLE



Defiores:

Ha sonado la hora, agradabley 4 la vez comprometida
para mi, de corresponder 4 la muy sefialada honra que
me hicisteis, llamandome 4 tomar parte en las arduas €
importantes tareas que 4 la Academia de Ciencias Exac-
tas, Fisicas y Naturalesestan encomendadas. Llego, no por
merecimientos propios, sino por suma indulgencia vuestra,
4 poseer un puesto que nunca ambicioné; y, por lo mismo
que no logro hoy satisfacer aspiracién alguna de mi vida,
no existe velo que me impida ver con claridad la alta dis-
tincién con que me habéis favorecido, ni pasién que me-
noscabe el sentimiento de gratitud profunda que embarga
mi alma por la benevolencia que conmigo habéis usado.

Vengo 4 ocupar la vacante, no 4 llenar el vacio que
dejé entre vosotros el sabio Director del Instituto Geogra-
fico y Estadistico, Excmo. Sr.D. Carlos Ibanez, cuya lar-
ga carrera y numerosos trabajos cientificos ofrecen eviden-
te contraste con las modestas tareas ¢ insignificante noto-
riedad del humilde catedritico que le reemplaza. No he
de repetiros yo ahora la relacién de los hechos y triunfos
gloriosos del que tantos anos fué uno de los miembros mas
notables de la Academia,y muchos también Vicepresiden-
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te de la misma, que presente esti en la memoria de todos
la historia delinsigne geodesta, y trazada se halla, ademas,
por mano maestra su biografia en vuestras publicaciones.
Permitidme, sin embargo, que para mas cabal apreciacién
de las circunstancias en que me veo colocado, recuerde que
sucedo 4 un hombre que por su propio valer mereci6 ver-
se elevado 4 los mas altos grados de la milicia; que orga-
nizb sabiamente el Instituto Geografico y Estadistico, dan-
do con ello prueba palpable, no sélo de poderosa iniciati-
va, inteligencia fecunda y extensos conocimientos cientifi-
cos, sino de exquisito tacto para rodearse de hombres
peritisimos, que, no obstante ser de distintas y aun opues-
tas procedencias, marchasen harmonicamente y sin roza-
mientos a un mismo fin; que perfeccioné los procedi-
mientos geodésicos hasta tal punto, que la fama de losre-
sultados obtenidos traspasé las fronteras y atrajo sobre
nuestro compatriota muy estimadas pruebas de la consi-
deracién de los sabios y especiales distinciones de los Go-
biernos.

Crece més atn mi confusién al considerar que, cuan-
do me acerco 4 puesto tan horrado por mi predecesor, no
veo entre vosotros 4 dos Académicos también ilustres,
quienes, como yo actualmente, pertenecieron 4 la seccién
de Fisico-matematicas de la Facultad de Ciencias en la
Universidad Central, y quiza esta circunstancia hizo que
fijaseis en mi vuestra mirada. Sabéis ya que me refiero 4
D. Simon Archilla, tan justamente estimado de todos por
su afabilidad exquisita, su claro talentoy sus extensos co-
nocimientos matematicos, 4 los que dedicaba atencidn
preferente, hallando atin tiempo que dedicar 4 la Filosofia
y 4 la Fisica, habiendo sido la aficién que sentia por esta
Gltima, causa ocasional de la enfermedad que troncé defi-
nitivamente aquella vida, minada ya por largos padeci-
mientos; y 4 D. Gumersindo Vicuna, & quien los afanes
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absorbentes de la politica, que le ocupaban, sobre todo al
fin de su vida, no impidieron publicar utilisimas obras
cientificas y dirigir importantes revistas técnicas, 6 cola-
borar en otras nacionales y extranjeras, no menos impor-
tantes.

El recuerdo de personas que tanto y por tan diversos
modos trabajaron en la obra cientifica, pesa sobre mi ani-
mo como carga abrumadora, aliviada tan sélo por la con-
sideracion de que vuestra anterior indulgencia es prenda
segura de que en lo futuro encontraré constantes motivos
de aumentar mas y mas el eterno reconocimiento de que
os soy deudor. _

La distincién que me dispensiis llamandome 4 vuestro
lado, no puedetener otro fin que estimular miactividad en
el estudio de la Geometria, 4 que me he visto empujado,
no solo porla obligacién aneja 4 mi cargo, sino también
por la aficion que hacia esta rama de las Matemdticas
supo inspirarme desde niftlo mi nunca bastante querido y
llorado padre, que, como carifioso maestro, me inicié en los
primeros conocimientos cientificos, gracias 4 su vasta ins-
truccion, constante laboriosidad y decidida vocacion por
la ensenanza, 4 la que consagrd su vida entera con gran
provecho para la juventud.

Las verdades geométricas tienen para mi especial en-
canto, no solo cuando admiro la belleza y transcendencia
de las mas importantes, sino también al contemplar la sor-
prendente harmonia que del conjunto de todas resulta. En-
tre ellas hay algunas ciertas y evidentes, no susceptibles
de demostracion, que forman como la base 6 suelo firme en
que asienta todo el edificio cientifico; otras fundamentales,
inmediatamente derivadas de las anteriores, constituyen
el cimiento en que apoya el verdadero cuerpo de la cons-
truceion, compuesto éste de todas las que dan la parte
utilizable, 4 donde acuden en demanda de amparo otras
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muchas Ciencias y Artes. Por (ltimo, encuéntranse otras
que sirven de enlace 4 las diversas partes y ponen de ma-
nifiesto la unidad del conjunto, las cuales aparecen como
coronacién y remate del edificio, desdenosamente miradas
por algunos, que, no viendo inmediata su aplicacion 4 las
Artes 6 4 otras Ciencias, lasjuzgan simples figuras decora-
tivas, sin fijarse, en su mezquina manera de ver, en que
las que hoy parecen simple remate, pueden bien pronto
convertirse en base sobre que se levante nuevo cuerpo de
edificio, desde el cual, como situado & mayor altura, se
difundan sus benéficas aplicaciones 4 campos mucho mas
dilatados. Que no es el edificio cientifico como las pobres
construcciones materiales, destinadas 4 un uso concreto
previamente determinado, cuyo plan completo concibe el
arquitecto, y que, una vez terminadas, se enriqueceran
acaso con algunos detalles de ornamentacidn, pero sin que
puedan en manera alguna modificarse sus lineas generales
ni sus agujas terminales.

El edificio cientifico obedece 4 un plan demasiado vas-
to para que pueda abarcarlo la mente del artista, ni de
hombre alguno, por sabio que querais imaginarlo; esta
como escondido en la mente de Dios que, en su infinita
Bondad, permite al hombre estudioso labrar algunos de
sus materiales y, cuando estan reunidos en ndmero sufi-
ciente, descubre al hombre de genio el enlace que entre
todos existe y como el plan y norma de una parte del edi-
ficio; y al observar su conjunto harmoénico, descubrese al
mismo tiempo el molde 6 patréon que permitira a los sim-
ples obreros acumular sin gran esfuerzo multitud de nue-
vos materiales y acabar de labrar y asentar mejor los ya
reunidos. .

Muchos de estos que pudiéramos llamar cuerpos de
edificio 6 partes del conjunto, encontramos diseminados
en el campo de la Ciencia, asi en los tiempos antiguos
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como en los modernos. Me permitiréis, sin embargo, que
fije vuestra atencién en estos tltimos, no porque niegue
su importancia 4 los trabajos antiguos, sino porque han
llegado a nosotros tan mutilados y maltrechos, porlas in-
clemencias de los tiempos, que sblo por el examen de los
fragmentos dispersos puede vislumbrarse confusamente la
belleza del conjunto.

Diganlo sino los nombres de Euclides, Arquimedes,
Apolonio y Pappus, de cuyas obras sélo conservamos tro-
zos aislados, suficientes para comprender la grandeza de
aquellos genios y para ejercitar la paciencia y perspicacia
de los modernos, que se han esmerado en adivinar cuéles
serfan las lineas generales de sus respectivas obras: traba-
jo no menos dificil y digno de loa que el empleado por el
paciente paleontélogo, que se esfuerza en reconstituir el
animal antidiluviano, guiado tan sélo por el conocimiento
de algunos restos de su esqueleto.

En todos los trabajos de los antiguos gedémetras se
nota, sin embargo, un caracter que los distingue de los
modernos, y es el cuidado con que demuestran cada ver-
dad sobre una disposicion especial de la figura 4 que se re-
fiere; en términos que hay tantos teoremas y tantas de-
mostraciones distintas, relativos 4 un mismo tema, cuan-
tas son las disposiciones diversas de la figura correspon-
diente. Los modernos, por el contrario, procuran enunciar
las verdades con la mayor generalidad posible, y buscan

demostraciones independientes de la disposicién especial
en que se imagine colocada la figura.

Prescindiendo de algunos ensayos aislados, el primer
paso verdaderamente transcendental é importante que ini-
cid este cambio en el método de exposicion, lo dié Descar-
tes al crear la Geometria analitica, con la cual llevd 4 la
Geometria la generalidad del Algebra, acrecentada al poco
tiempo con el descubrimiento del Célculo infinitesimal.
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Desde aquel momento, la casi totalidad de los gedme-
tras se lanzaron afanosos por la nueva senda, admirados
de la facilidad relativa que proporciona de transportar
al Algebra las teorias y los problemas geométricos y de
traducir en verdades geométricas las propiedades de las
funciones algébricas; consorcio admirable que tanto ha
contribuido 4 ensanchar el campo de la Geometria 4 me-
dida que 1ba progresando la teorfa de las funciones y de
las formas algebraicas, y también 4 llevar al estudio de
éstas el grado de claridad, en cierto modo intuitiva, pro-
pio de la Geometria.

Es tan grande para el Algebra esta ventaja que, la-
mentando algunos analistas no poder traducir al lenguaje
geométrico las propiedades de las funciones de mas de
dos variables independientes, han ideado esos espacios de
cuatro 6 mis dimensiones, desprovistos por completo de
realidad objetiva, pero que contribuyen poderosamente 4
estimular al descubrimiento de notabilisimas propiedades
de las ecuaciones diferenciales de un nimero cualquiera
de variables, y permiten enunciarlas con sencillez median-
te el lenguaje geométrico, por corresponder a otras ya
conocidas de las lineas y superficies del espacio de tres
dimensiones: propiedades que, de otro modo, no se hubie-
ran quiza descubierto ni seria facil enunciar en lenguaje
ordinario, y cuya importancia y trascendencia, en el terre-
. no puramente cientifico, no es atn facil apreciar en toda
su extension.

I.a Geometria analitica constituye un método nuevo
para el estudio de las propiedades de la extensién, méto-
do excelente con el cual se resuelven sin esfuerzo cuestio-
nes que habian ejercitado el ingenio de los méas ilustres
matematicos de la antigiiedad, y que hoy, gracias 4 ella, pa-
recen elementalisimas; método que permite plantear y
resolver con toda generalidad otras cuestiones, que sélo en
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reducido nGimero de casos particulares habian podido antes
abordarse por caminos diversos y sin enlace unos con otros.
Pero, aparte de estas y otras importantes ventajas, no esta
exento de defectos, y suempleo exclusivo presenta inconve-
nientes que bien pronto se pusieron de manifiesto. Por una
parte hay cuestiones que parecen refractarias al nuevo
método y que se resuelven con més facilidad por el anti-
guo; y por otra, no es raro que los analistas, ocupados en
combinar las ecuaciones que les han de llevar 4 la resolu-
cién de un problema 6 demostraciéon de un teorema, lle-
guen 4 la solucién como por ensalmo, sin haberse ocupa-
do en buscar la interpretacién geométrica de las diferen-
tes fases de transformacién por que las férmulas van pa-
sando; con lo cual se encuentra, si, una verdad geométrica,
pero ésta aparece como aislada y desligada de las demas,
que con ella debian constituir cuerpo de doctrina, por lo
que permanece infecunda, sin que se descubran las mlti-
ples consecuencias 4 que de otro modo hubiera dado ori-
gen, como oportunamente observa Chasles al exponer sus
1deas sobre los métodos en Geometria. ‘

Por esto, pasada la primera época de entusiasta efer-
vescencia, volvieron los geémetras la vista hacia los anti-
guos métodos y trataron de darles nueva vida; pero como
no habia de ser infrectuosa la influencia que la Geometria
analitica habia ejercido, trataron de llevar 4 la Geometria
pura el grado de generalidad de que tanto se vanagloriaba
aquella: y hasta tal punto lo han llegado 4 conseguir, que
ha superado, bajo mas de un concepto, la generalidad de
la Geometria pura 4 la de la analitica; y que, reaccionando
4 su vez sobre ésta, le ha impreso en estos altimos afos
grandes adelantos com el uso de los sistemas de coordena-
das proyectivas, ensanchando su campo en términos qué
no hubiera conseguido probablemente sin el eficaz auxilio
de las teorias nacidas en el campo de la Geometria pura.
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Puesto que mi deber en este momento me obliga a des-
arrollar ante vosotros algunas consideraciones cientificas,
ya que nada nuevo y que no tengais sobradamente conoci-
do pueda deciros, me permitiréis que recorra a grandes
rasgos las principales etapas.por que han pasado los geé-
metras en este trabajo generalizador, sin que pretenda ha-
blaros de los progresos de la Geometria en la Gltima mitad
de este siglo, que serfa trabajo superior 4 mis fuerzas y de
extension desmesurada para este acto, atendido el inmen-
so cimulo de materiales reunidos en pocos anos.

Mi propbsito es mas modesto, y se reduce a hacer una
«Resena de los medios empleados por la Geometria pura
vactual para alcanzar el grado de generalidad y de simpli-
»ficacién que la distingue de la Geometria antigua».

Y como al aplicar una cuestion a las diversas disposi-
ciones de una figura, puede ocurrir: que sus elementos
cambien simplemente su posicion relativa; 6 que se defor-
men en términos que algunos de ellos se alejen indefini-
damente; 6 también que en una disposicion contenga la
figura elementos de que no seencuentra vestigio en la otra;
de aqui las tres fases principales por que ha pasado el tra-
bajo generalizador, respectivamente resueltas por las teo-
rias de los signos, de los elementos del infinito y de los
imaginarios. A las cuales debe agregarse la de la proyec-
tividad, que es indudablemente la que mas ha contribuido
4 dar 4 la exposicion el grado de unidad y sencillez que
hoy admiramos en la Geometria: teoria que contiene en
si la ley de dualidad, acaso la mas importante de cuantas
rigen la extensién.

De aqui la divisién natural de mi trabajo, bien que el
orden de exposicién sea algo distinto del indicado: porque
los elementos del infinito nacieron con la proyeccién, y
son indispensables para generalizar las relaciones proyec-
tivas; mientras que la teorfa de los imaginarios se funda
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en la involucién, que 4 su vez deriva de la proyectividad
y sirve para dar 4 dichas relaciones el Gltimo grado de ge-
neralidad.

Penoso seri para vosotros seguir paso & paso esta ex-
posicidn de cuestiones sobradamente conocidas, hecha por
quien no tiene condiciones de ninguna especie para pre-
sentarla bajo forma que las haga menos aridas, y ponga
de relieve su importancia y la belleza que naturalmente
tiene la verdad cuando se la estudia cbnvenientemente;
pero habréis de llevarlo con calma, en justa penitencia
de vuestro desacierto al llamarme 4 este lugar sin mere-
cimientos ni condiciones apropiadas. Dispensadme tam-
bién si en el desarrollo de mi tema encontrais en ocasio-
nes una forma didactica impropia de este acto, que no es
facil renunciar 4 los habitos adquiridos en la ensefanza:
y ademas, ;por qué no decirlo? si mi trabajo no ha de ser
del todo infructuoso, ya que vosotros ningin provecho po-
daissacar de él, me alienta, al menos, la ilusiéon de que
acaso sea de alguna utilidad para los jévenes entusiastas
por la ciencia, que nunca dejan de concurrir 4 actos de
esta especie.
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El convenio adoptado en la Geometria analitica de
incluir en la designacién de las coordenadas de un punto
el doble concepto de magnitud y signo, no sélo sirve para
determinar por completo el punto mediante sus coordena-
das, sino que hace que los resultados obtenidos sean inde-
pendientes de la posicion de los elementos constitutivos de
la figura.

Pareceria natural que en la Geometria pura se siguie-
se este ejemplo, y que las diferentes magnitudes que in-
tervienen en el enunciado de un teorema, llevasen también,
mediante su signo, la designacién de la posicién relativa
que ocupan; y, sin embargo, no sucedié asi, y lo Gnico que
se hizo en un principio fué estudiar cada cuestién sobre
una figura determinada, y, compardndola luego con otra
cualquiera referente al mismo asunto, ver los cambios de
posicién que habian ocurrido ‘en los diversos elementos,
para deducir los de signo que correspondia introducir en
las magnitudes cuya relacion expresa el enunciado del teo-
rema. Asi lo propuso Carnot en su Géométrie de Position,
casi exclusivamente destinada & este objeto, y asi lo adop-
taron todos los gedmetras, en cuyas férmulas era preciso
efectuar los cambios de signo correspondientes & los de la
figura.

La introduccién sistematica de los signos en la Geo-
metria pura parece debida 4 Mdbius, que la consigné en
su obra Der barycentrische Calcul (1827), mediante el sen-
cillo convenio de expresar la direccion de un segmento por
el orden de colocacién de las letras que designan sus ex-
tremos; adoptando en la misma obra otros convenios se-
mejantes para distinguir los signos de los angulos y tam-
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bién de las 4reas de los tridngulos y volimenes de los te-
traedros (1).

Estos convenios tan fecundos y que tan sencillos pa-
recen después de conocidos, no deben serlo tanto cuando
no los descubrié la perspicacia de Poncelet, ni del mismo
Chasles, que fué quien mas contribuyé después 4 genera-
lizar entre nosotros su uso; con la circunstancia casi inex-
plicable de que los teoremas de la teoria de las transver-
sales, demostrados por la Geometria analitica, y que lle-
vaban, por tanto, impreso el sello de generalidad propio
de esta Ciencia, lo perdian al traducirlos al lenguaje geo-
métrico, exigiendo tantos enunciados cuantas eran las di-
versas posiciones relativas que podian considerarse.

Enunciados y demostrados los teoremas fundamenta-
les con entera independencia de la posicidn relativa de los
elementos que en ellos intervienen, esta misma generali-
dad subsistira para todos los que de ellos se deduzcan; 4
menos que las consideraciones que sirven para esta deduc-
ci0n se refieran 4 alguna disposicidn especial de la figura,
en vez de ser aplicable 4 todas. Para evitar este peligro

(1) Las areas de dos triangulos, situados en un mismo [plano 6 en
planos paralelos, son del mismo signo 6 de signo contrario, segin el
sentido en que se imaginan recorridos sus contornos: asi ABC y BCA
son del mismo signo, y el tridngulo ACB es del coatrario. Los voltime-
nes de dos tetraedros son del mismo signo 6 del contrario, segtin que
desde sus primeros vértices se vean recorridos los contornos de las
caras opuestas en un mismo sentido 6 en el contrario: asi A5CD,
ACDB y BADC son del mismo signo, y ACBD es del contrario.

Sélo he citado estos ingeniosos convenios, que entran hoy en el
cuadro de las obras elementales, para llamar la atencién sobre la nota-
ble simetria de las siguientes relaciones 4 que condujeron a Mobius,
entre tres puntos de una recta, cuatro de un plano 6 cinco cualesquiera:

BC+C8—+AB=0, AB={B—CA;

B6D —CDA~+DAB — AB{ =0, ABC=—=DBC +DCA+-DAB;
BCDE—+CDEA-+DEAB+-EABC +AB(D=o0, ABCD =EBCD—ECDA—+EDAB—EABC.
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podrian repetirse dichas consideraciones sobre cada una
de las disposiciones posibles; pero esto, que es facil en
cuestiones elementales y sencillas, se hace casi imposible
en las mas complejas, por lo cual es preferible, como dice
Poncelet (Traité des Propriétés projectives des figures, tomo I,
pag. 12), hacer la demostracién sobre una disposicién ge-
neral de la figura, prescindiendo de pintarla y razonando
sin ella. Esto han procurado hacer todos los gedmetras
modernos, sin perjuicio de usar figuras en la ensefianza 4
los principios, hasta ir desarrollando en los alumnos la fa-
cultad de intuicién geométrica, y acostumbrarlos 4 pres-
cindir de pintar figuras. Buen ejemplo de esta manera de
proceder nos di6 Monge, uno de los que més contribuyeron
a principios de este siglo 4 los progresos de la ciencia de
la extensidn, quien en su curso de Geometria descriptiva
usaba las figuras sdlo en las aplicaciones efectivas y me-
canicas, donde desempena el papel de instrumento, mien-
tras que en las explicaciones tedricas sabia hacer conce-
bir en el espacio las formas mds complicadas de la exten-
sion, y penetrar en sus relaciones generales y en sus pro-
piedades mas ocultas sin el auxilio de figura alguna (1).

Staudt llevd esta idea 4 tal extremo, que nunca con-
sinti6 en publicar sus obras acompafiadas de figuras; y aun
en la clase las escaseaba cuanto podia, a fin de acostum-
brar al alumno & ver las relaciones puramente racionales
que deben existir entre los elementos geométricos, segun la
hipotesis del enunciado del teorema, y 4 razonar, no sobre
la figura que alld en nuestra imaginacién formemos, sino
sobre los elementos que en ella considera puestos nuestra
razon.

(1) Asilo asegura Chasles en su interesante obra Appergu historique
sur Lorigine et le développement des méthodes en Géométrie (pagina 2og de la
tercera edicién).



Y es tal la importancia que 4 esto atribuyen los ma-
tematicos que en nuestros dias se esfuerzan en depurar
los principios fundamentales de la Ciencia, y asentarlos so-
bre soélida base que resista el examen de la mas severa
critica, que algunos no vacilan en asegurar que la piedra
de toque para reconocer si una demostracion es 6 no rigo-
rosa, consiste precisamente en ver si subsiste, sin necesidad
de atender a la figura correspondiente. Porque ocurre a ve-
ces que, al pintar la figura, incluimos en ella, sin apercibir-
nos, mis condiciones de las contenidas en la hipoétesis del
teorema, en cuyo caso deducimos falsamente que la con-
clusién esta contenida en la hipdtesis sin estarlo; .y aun
sin llegar 4 este caso extremo puede ocurrir que el simple
trazado de la figura exija la verdad de ciertos axiomas 6
postulados, que debieran haberse formulado explicitamen-
te con anterioridad, para que la exposicién tuviese todo el
rigor logico que la ciencia demanda.
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Otro medio que contribuye 4 generalizar las propieda-
des de la extensién, sin el cual apenas seria posible la
Geometria moderna, es la introduccién en ella de los ele-
mentos del infinito, cuyo origen se encuentra en el deseo
de evitar las excepciones que presenta la correspondencia
de los puntos y rectas homélogos en dos formas planas
que son proyeccién una de otra. Este resultado se consigue
admitiendo en toda recta un punto en el infinito y en todo
plano una recta en el infinito. Ademas, el estudio de las
figuras homoldgicas en el espacio, llevd & Poncelet & ad-
mitir el plano del infinito, como lugar geométrico de todos
aquellos puntos y rectas especiales, puesto que 4 ellos co-
rresponden como homdlogos los situados en un plano pro-
piamente tal. ‘

La admisién de estos elementos del infinito, que tanto
contribuye 4 generalizar las cuestiones, presenta, sin em-
bargo, gravisimos inconvenientes, cuando se les atribuye
realidad objetiva; pues al aplicarles algunas propiedades
de los puntos, rectas y planos propiamente tales, llevan 4
absurdos manifiestos, aparte de la falta de rigor cientifico
que constituye el fundar en una simple analogia la intro-
duccidén de nociones que distan mucho de tener el grado
de claridad de todas las demas que admite la Geometria.
De aqui la necesidad de sustituir la nocion obscura y
falsa de estos elementos del infinito por otras perfecta-
mente claras y definidas, aun cuando, para abreviar el len-
guaje, se conserven dichas denominaciones convenciona-
les, que ningln inconveniente presentaran entendidas en
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su verdadero sentido; pues él nos ensenara 4 distinguir los
casos en que desempeiien dichos elementos el mismo pa-
pel que los puntos, rectas y planos propiamente tales, de
aquellos otros en que no se verifique tal circunstancia.

Este resultado lo ha conseguido Staudt, considerando
que en toda recta hay un elemento que llamamos ordina-
riamente su direccién, y que es comin 4 todas las rectas
paralelas 4 ella; y que un sistema de planos paralelos tie-
ne un elemento comin 4 todos, que podemos llamar su
orientacién (1). Mediante estas denominaciones, los enun-
ciados de los teoremas de la teoria de las paralelas toman
nueva forma, que los asemeja 4 otros relativos 4 rectasy
planos que se cortan: asi, para expresar que por un punto
pasa una recta paralela 4 otra y un plano paralelo 4 otro,
diremos que un punto y una direccién determinan una
recta, y que un punto y una orientaciéon determinan un
plano.

Estas formas de expresién nada prejuzgan respecto a
la naturaleza de los elementos que hemos denominado
direccién y orientacidn, cuya esencia intima corresponde
investigar al filésofo mas que al gedmetra. Béstale 4 éste
saber que existen los elementos designados con estos nom-
bres, y que no son puntos ni rectas; y al observar que
desempenan el mismo papel que éstos, no ve inconve-
niente en llamarles punto y recta impropiamente tales,
0 si se quiere, punto y recta del infinito, 4 fin de compren-
der en un enunciado solo multitud de teoremas, bajo con-
dicién, sin embargo, de saber darles la forma ordinaria
cuando alguno de los puntos 0 rectas sean direcciones @
orientaciones.

Mas con el afan por depurar los conceptos y afianzar

(1) Esta denominacién he adoptado en mis lecciones, 4 falta de otra
mas adecuada, porque creo que no puede dar lugar 4 confusién.
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cada vez sobre més sélidas bases las verdades geométricas,
observando que toda la teoria de las paralelas descansa
en el postulado de Euclides, que tanto y tan infructuosa-
mente ha ejercitado la paciencia é ingenio de los mas
eminentes gedmetras, han pensado algunos en agrupar en
cuerpo de doctrina todas las verdades independientes de
este postulado.

Pues bien, prescindiendo de que sea 6 no verdadero,
es ficil demostrar que el sistema de las infinitas rectas
que estan de dos en dos en un plano, sin pertenecer todas
4 uno mismo, queda completamente determinado cuando
se fijan dos de ellas y que por todo punto que no sea
comiin 4 éstas pasa una sola recta del sistema. Si dos
rectas de este sistema tienen un punto comin, éste per-
tenecera también 4 todas los demis, y sera el vértice de
la radiacién que todas ellas constituyen. ;No parece na-
tural conservar el mismo nombre de radiacién para el
sistema de rectas, aun en el caso de no tener ningin
punto coman? Y si al punto comin 4 todas las rectas de
la radiacién se le llama su vértice, natural parece también
conservar, en el otro caso, el nombre de vértice de la ra-
diacion & este elemento comin a todos sus rayos, que esta
perfectamente determinado por dos de ellos cualesquiera.
Aunque este vértice no sea en tal caso punto, no dejan de
llamarle punto impropiamente tal, puesto que desempeiia
analogo papel que el punto ordinario,

Haz de rectas ser4, en este supuesto, el conjunto de to-
das las de una radiacién, contenidas en un plano; o, si se
quiere, el de todas las rectas de un plano que tienen un
punto comun, ya sea éste propio 6 impropio; pues, en uno
y otro caso, dos rectas del haz determinan su vértice, que
es el de la radiacion 4 que pertenecen.

Llimase haz de planos el sistema de todos los que
cumplen la condicién de ser cortados por otro cualquiera
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segin un haz de rectas; siendo facil demostrar que dos
planos determinan un haz, y que por todo punto que no les
sea coman, pasa un solo plano del haz, independientemen-
te de que aquellos dos tengan 6 no una recta comin. En
el primer caso, esta recta es la arista del haz, y en el se-
gundo, podemos decir que la arista es una recta impro-
piamente tal, dando este nombre 4 ese algo determinado
por dos cualesquiera de los planos del haz y que tiene
comin con todo plano no perteneciente al haz un punto
impropiamente tal, el vértice del haz de rectas, seccion
del haz de planos por este nuevo plano.

Dos radiaciones tienen un haz de planos comun, cuya
arista es la recta que une sus vértices, y el plano de este
haz que pasa por un punto queda determinado por las dos
rectas, una de cada radiacién, trazadas por dicho punto.

Por Gltimo, asi como dos rectas que se cortan deter-
minan un plano, es decir, que otras dos cualesquiera que
las cortan en cuatro puntos distintos tienen entre si uno
comun, también podra demostrarse que esta Gltima cir-
cunstancia se verifica aun cuando las rectas consideradas
sean impropiamente tales, en cuyo caso podremos decir
que dichas cuatro rectas estan en un plano impropiamente
tal, determinado por dos de ellas cualesquiera.

Atiéndase 4 que todo lo dicho es independiente de que
en un plano haya una 6 muchas rectas que pasen por un
punto y no corten 4 otra del mismo plano; es decir, que
cada recta contenga uno 6 muchos puntos impropiamente
tales.

Si, conforméandonos con el postulado de Euclides, admi-
timos un solo punto impropiamente tal en cada recta, con
lo anterior tendremos la base de la teoria de las parale-
las, y 4 dicho punto llamaremos, con Staudt, la direccién
de la recta, 6 su punto del infinito. Sobre cada plano ha-
bra una sola recta impropia, que es su orientacién 6 su

2
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recta del infinito; y en el espacio habra un solo plano im-
propiamente tal, plano del infinito, que contiene todas las
direcciones y orientaciones posibles.

Pero si admitimos que por un punto exterior 4 unarecta
pasan varias que no la corten, estando todas en un plano,
habremos de admitir en toda recta infinitos puntos impro-
pios; y las rectas que los proyectan desde aquel punto
forman un angulo plano completo que, junto con el de
las proyectantes de los puntos propiamente tales, constitu-
yen todo el haz. De tal modo, que los Gltimos puntos es-
tan separados de los primeros, por los que corresponden a
los lados de dichos angulos, los cuales suelen llamarse
puntos del infinito de la recta. En este caso, todo plano
contiene infinitas rectas impropiamente tales, y en el es-
pacio existen infinitos planos que merecen esta misma ca-
lificacion.

Por dltimo, si supusiésemos que dos rectas de un plano
se cortan siempre, cualquiera que sea su posicion relativa,
esto equivaldria 4 admitir que no existe ningan punto,
recta ni plano impropios 6 en.el infinito. Estos tres su-
puestos corresponden & las llamadas por algunos respec-
tivamente Geometria parabdlica, hiperbédlica y eliptica.
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Con la admisién de los puntos, rectas y planos impro-
piamente tales, se hace posible enunciar con toda genera-
lidad las relaciones que existen entre dos formas homol6-
gicas; y en ellas a los puntos, rectas y planos de una co-
rresponderdan en la otra, sin excepcidn, puntos, rectas y
planos; pudiendo los dos elementos homélogos ser propios
0 los- dos impropios, 6 uno de una especie y otro de la
contraria. Tanto el centro de proyeccion 6 de la homolo-
gia, como el eje 6 el plano central, podran indistintamente
ser de una 0 otra especie, sin que deje de subsistir la rela-
cién de homologia; logrando con esto generalizar también
los conceptos de proyeccion y de seccion.

La consideracién de estos elementos impropios da lu-
gar 4 una divisién importantisima de todas las propieda-
des de la extension en dos grandes grupos, cu o estudio da
origen 4 dos distintas ramas de la Geometria: el primero
comprende las propiedades descriptivas, cuyo caracter dis-
tintivo es el de poderse aplicar indistintamente 4 los ele-
mentos propios y 4 los impropios, sin variaciéon alguna, y
expresan relaciones en las cuales no interviene la nocién
de magnitud; mientras que constituyen el segundo grupo
las propiedades métricas que no son aplicables 4 los ele-
mentos impropios, sin experimentar profundas é importan-
tes modificaciones.

Las propiedades descriptivas tienen el caracter pro-
yectivo, es decir, que subsisten para todas las formas ho-
mologicas de una misma, y al aplicarse 4 los elementos
impropios, permiten extender, no sélo las propiedades, sino
aun los conceptos geométricos. Asi, observando que 4 un
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segmento rectilineo, 4 un poligono y 4 una curva, con sus
secantes 6 tangentes, corresponden en la proyeccidn otras
formas anilogas, se obtienen los conceptos de segmentos
con alglin punto impropio, ya sea un extremo 6 puntos in-
teriores al segmento, 6 también segmentos exclusivamente
compuestos de puntos impropiamente tales; de tridngulos
y poligonos de muy diversas especies, segin la posicién
que ocupen respecto de los elementos impropios de su
plano; de curvas de segundo orden, homolégicas de la cir-
cunferencia, que tienen puntos 6 tangentes impropias, 4
las cuales ser4n aplicables todas las propiedades descrip-
tivas de la circunferencia, como son, por ejemplo, mu-
chas de las relativas al polo y polar, 4 los centros de se-
mejanza de dos circunferencias, 6 4 su eje radical.

Las propiedades métricas no tienen todas el caricter
proyectivo, bien que muchas de ellas pueden transformarse
en otras que lo tengan, 6 aparecer como casos particulares
de verdades méas generales que revisten este caricter. Pero
sin entrar en este examen analitico, me permitiréis que,
como ejemplo de relacién métrica proyectiva, limitdndome
4 la Geometria euclidiana, os cite la que usa Poncelet,
quien demuestra que tienen tal caricter todas las que pue-
den expresarse por una ecuacién racional y entera entre
segmentos rectilineos, de tal manera dispuestos que en
cada término haya un mismo n@mero de los situados en
cada recta de la figura é igual ndmero también de los ter-
minados en cada uno de sus puntos. A este grupo perte-
necen la razon doble 6 anarménica, tan usada por Steiner
y Chasles, y también la razén de seccién poligonal (1),

(1) Da Mobius este nombre (7atio sectionalis poligonica) 4 la derivada
de un poligono, en cada uno de cuyos lados se considera un punto que
lo divide en dus segmentos, cuando se forma el producto de todos los
que de dos en dos no tienen ningan punto comin y se divide por el pro-
ducto de todos los demis.
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de que tanto partido sac6 Mobius en su Der barycentrische
Calcul.

Para mostrar como por este medio se extienden las
verdades geométricas, citaré sblo el conocido teorema de
Menelao, que establece la relacion entre los segmentos que
una transversal determina en los lados de un tridngulo;
teorema que sirvid6 4 Carnot de base 4 su teoria de las
transversales y que puede extenderse 4 un poligono cual-
quiera y enunciarse brevemente en esta forma. «La razén
vde seccibén poligonal que un plano determina en un poli-
»gono cualquiera es igual 4 la unidad positivar. Como esta
relacién es de caracter proyectivo, basta demostrarla en
una proyeccibén de la figura para admitirla como general.
Pero la indicada relacién se reduce 4 una identidad, pro-
yectando el poligono alabeado desde un punto del plano
secante sobre otro que le corte, y después el poligono pla-
no, asi obtenido, sobre una recta de su plano desde un
centro situado en la interseccién de este plano con el
secante. Se ve, pues, que de una simple relacién de identi-
dad entre segmentos situados sobre una recta, el proceso
de la proyeccién permite deducir otra mucho mas compleja
entre segmentos situados sobre los lados de un poligono.

Mucho mas que la transformacién deducida de la pro-
yeccibn, contribuye 4 dar a4 las doctrinas geométricas el
grado de sencillez y unidad, que persiguen los geometras
de este siglo, la ley de dualidad que ya desde antiguo se
descubrié en algunas verdades geométricas, como, por
ejemplo, en las relaciones que enlazan los elementos de
un tridngulo esférico. Pero, por mas que los casos de apli-
cacién de esta importantisima ley fuesen multiplicindose
de dia en dia, su demostracion general, que permite apli-
carla sin recelo, es gloria de este siglo, De las teorias del
polo y polar en las lineas y superficies de segundo orden
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dedujo el general Poncelet la de las figuras polares recipro-
cas, asi planas como del espacio, y por sumedio demostro
que 4 toda propiedad proyectiva, tanto descriptiva como
métrica, coresponde otra correlativa.

Esta demostraciéon contribuyé poderosamente a que
los gedmetras tratasen de extender cada vez mas el cam-
po de aplicacion de la ley de dualidad: pero desde luego
se inici6 una divergencia importante en la manera de
aplicarla; pues mientras Poncelet se limitaba 4 deductr,
por su medio, de las verdades ya conocidas y demostra-
das sus correlativas, Gergonne preferia colocar una al lado
de otro, no sblo.los teoremas correlativos, sino también
sus demostraciones, estableciéndolos con entera indepen-
dencia uno de otro. Como si temiera que la demostracién
de Poncelet no tuviese todos los caracteres requeridos
para una ley tan fundamental, por no arrancar de las pri-
meras verdades de la Ciencia, en cuyo principio parece
debe colocarse dicha ley; 6 acaso por estar persuadido de
que no basta asegurarnos de que es cierta una verdad par-
ticular, por serlo su correlativa, si no se estudia el con-
junto de todas las que la enlazan con las demis de la teo-
ria 4 que pertenece. El camino iniciado por Gergonne si-
guieron también Steiner, Pliicker, Staudt y Chasles, y en
general ha prevalecido, 4 pesar de las protestas de Pon-
celet, que creia era tiempo perdido el empleado en la de-
mostracién de un teorema, cuando se conoce la de su corre-
lativo.

Aplicando desdelos principios,como propone Gergonne,
la ley de dualidad, aparecen de igual importancia 6 valor
los dos elementos constitutivos de las formas geometricas:
el punto y el plano; mientras que la recta queda como ele-
mento intermedio que participa de las propiedades de uno
y otro, sirviéndoles como de lazo de unién. De tal modo
que, si bien en las formas planas parece de igual valor que
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el punto, y en las radiadas se equipara con el plano, en las
formas en el espacio su funcidn es bien distinta, y, al pare-
cer, mas importante que la de sus compaineros, como se
descubre cada vez con mis claridad 4 medida que se
avanza en el estudio de las propiedades intimas de la ex-
tension.

Segtin este principio de la dualidad, las series rectili-
neas, los haces de rectas y los de planos aparecen como
formas de la misma importancia, por lo que se las com-
prende bajo el nombre genérico de formas uniformes 6 de
primera categoria; lo propio sucede con las formas planas
y las radiadas, pudiendo denominarlas en comin formas
de segunda categoria; en fin, las formas més generales del
espacio habran de constituir, en tal caso, una tercera cate-
goria méas elevada. Conviene estudiar siempre & la par las
formas de una misma categoria, estudio que se facilita con
la costumbre, cada dia méis generalizada, de escribir 4 dos
columnas las proposiciones correlativas, lo cual no puede
ofrecer dificultad, especialmente al tratar de propiedades
descriptivas.

Por lo general, las propiedades de las formas planas
son percibidas con mas claridad que sus correspondientes
de las radiadas, por ser aquéllas més faciles de pintar 6 de
representar en la imaginacioén; pero tampoco faltaran oca-
siones en que suceda lo contrario, pues la radiacién cuyo
vértice es un punto propiamente tal, tiene sobre la forma
plana la ventaja de que todos sus elementos son de la mis-
ma especie, mientras que los puntos impropios que con-
tiene la forma plana le dan cierto caracter de disconti-
nuidad que dificulta algunas investigaciones. ;Quién duda,
en efecto, de que es mas ficil estudiar las diferencias esen-
ciales que distinguen las superficies cénicas de orden par
de las que son de orden impar y la continuidad en estas
ultimas, que hacer el estudio analogo en las lineas planas?;
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por no ser posible la linea de orden impar sin algin pun-
to impropiamente tal. Y la ventaja de la radiacion sobre
la forma plana aparece més clara todavia en la Geometria
hiperbdlica : en general, siempre que se trate de estudiar
propiedades relacionadas con puntos, rectas 6 planos im-
propiamente tales, serd mas cémodo deducirlas mediante
sus correspondientes de la radiacién que proyecta la figu-
ra desde un punto propiamente tal.

En las formas planas correlativas 4 los puntos y tan-
gentes de una curva, corresponden respectivamente las
tangentes y puntos de otra, y 4 los puntos encerrados
dentro de una linea las rectas excluidas por el contorno de
otra; y en el espacio 4 los puntos, tangentesy planos oscu-
ladores de una curva corresponden, respectivamente, pla-
nos osculadores, tangentes y puntos de otra; 4 los puntos
y planos tangentes de una superficie, los planos tangentes
y puntos de otra; y al conjunto de puntos encerrados en
una superficie convexa, el de los planos excluidos por otra,
6 que no tienen con ella ningdn punto comtn. De donde
resulta la conveniencia de estudiar el conjunto de los pun-
tos de una curva con el de las tangentes y planos oscula-
dores que les corresponden y con la superficie desarrolla-
ble tangencial de la linea que por su reunién engendran;
y 4 la par de la superficie no desarrollable engendrada por
una linea mévil, conviene estudiarla también como en-
volvente de las diferentes posiciones de una superficie
desarrollable, que cambia de forma y de posicion en el
espacio.

Quien se habitta 4 poner al lado de cada propiedad y
de la solucibén de cada problema sus correlativas, se sor-
prende al ver la facilidad con que se agrupan: en derredor
de una otras muy importantes que dificilmente hubiera
descubierto sin aquella precaucion.
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A poco que se examinen las relaciones que enlazan dos
figuras polares reciprocas y las propiedades que de su es-
tudio se deducen, se comprende que, en su mayor parte,
son independientes de la posiciébn que ocupan respecto de
la linea 6 superficie de segundo orden que las ha ori-
ginado. De aqui que, aunque esta manera de considerarlas
baste para afirmar la existencia de la ley de dualidad 6 de
correlacién, se haya tratado de estudiar de una manera
general el problema de establecer entre dos formas una
relacién que incluya solo las condiciones que logicamen-
te derivan de aquella ley. Esta tendencia aparece tanto
mas justificada cuanto maés se estudia la cuestion; pues se
encuentran en la misma Geometria y en la Mecanica otros
muchos procedimientos para relacionar entre si dos for-
mas, de modo que 4 los puntos de una correspondan pla-
nos en la otra; y a los puntos de un plano de la primera,
planos que pasan por el punto correspondiente de la se- -
gunda A las formas que cumplen estas condiciones, llamo
Chasles correlativas, y asi las denominamos también nos-
otros siguiendo la costumbre francesa, mientras que los
alemanes han conservado la primera denominacién de 7e-
ciprocas con que las distinguia Poncelet en el caso antes
mencionado, que es el unico que estudio. También se da
el mismo nombre 4 dos formas planas cuando 4 los pun-
tos y rectas de una corresponden rectas y puntos de la
otra; y 4 dos radiadas en que las rectas de cada una co-
rresponden con planos de la otra.

Una cosa analoga pasa con las formas homoldgicas
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que aparecen como caso particular de otras que se co-
rrespondan sin méis condicion que la de tener cada punto
otro homélogo, y que los homdlogos de todos los de una
recta 6 plano estén sobre la recta 6 plano homélogos; &
cuyas formas llama Chasles y los franceses hkomogrdficas
y los alemanes colineales. Las mismas denominaciones
son aplicables, no s6lo 4 dos tormas planas 6 4 dos radia-
das que cumplen anilogas condiciones, sino también a
una forma plana relacionada con una radiacién, de tal mo-
do que 4 los puntos y rectas del plano correspondan rec-
tas y planos de la radiacién.

Faltaba investigar cuéles eran las condiciones mas ge-
nerales en que podian tomarse dos formas geométricas
para realizar estas definiciones; cuestion importantisima,
como fundamental de toda la teoria de la proyectividad,
y, por tanto, de la Geometria pura, tal como se encuentra
hoy constituida; cuestién que desde luego aparece com-
puesta de otras dos, una que estudia la manera mas gene-
ral de hacer que 4 cada punto de la primera forma corres-
ponda, por ejemplo, un plano determinado de la segunda;
y la otra examina las condiciones necesarias para que a
los diferentes puntos de la primera situados en una recta

"6 plano correspondan en la segunda planos que pasen to-
dos por una recta 6 un punto.

Esta doble cuestién resolvieron, casi simultineamente,
Mébius (1827) y Chasles (1637) (1) mediante la Geome-

{1) Las obras en que respectivamente se ocuparon de esta cuestién
fueron Der barycentrische Calcul y Apergu historique sur Uorigine et le développe-
nment des méthodes en Géométrie; pero, aunque esta Gltima no se imprimié
hasta el afio 1837, habia sido remitida 4 1a Academia de Bruselas en Di-
ciembre de 182g, y ni en esta fecha ni en la de la impresién de su obra,
tenia Chasles, noticia de lade Mébius. Asi se desprende de una nota de
la pAg 215 de la citada obra, en la cual dice Chasles hablando del
Fowurnal du Crelle «Plusieurs géomeétres allemands: MM. Steiner, Placker,
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tria analitica: Steiner (1832) intentd darle una base geo-
métrica pura, apoyandose en la igualdad de las razones
dobles de los grupos de elementos homélogos; pero la ex-
posicion de estos fundamentos, con absoluta exclusién de
toda idea de coordenadas y aun de magnitud, no se con-
sigui6 hasta algunos afios mas tarde por Staudt (1847). Me
permitiréis que resefie brevemente la marcha que en ma-
nos de estos eminentes geémetras ha seguido la cuestién,
en gracia de la importancia capital que presenta en la
clencia que nos ocupa.

Mobius empieza por estudiar la homografia (colinea-
cién) en las figuras planas, y de su definicion deduce que
tomando uno, dos 6 tres pares de puntos homélogos, no
queda definida la correspondencia entre las dos formas;
pero que si en una se toman cuatro puntos que de tres en
tres no estén en linea recta, y en la otra sus homoélogos
que cumplan igual condicién, queda determinada la co-
rrespondencia univoca de los demés pares de puntos ho-
moblogos de las dos formas.

Para convencerse de esto Gltimo basta unir por rectas
los cuatro puntos fundamentales de cada una de las dos
formas, y entre si los puntos en que estas rectas se cortan
y los que resultan dela interseccion de las rectas de union,
y asi sucesiva é indefinidamente; con lo cual se construye

»Mobius, etc., dignes collaborateurs des célebres analystes Gauss, Cre-
slle, Jacobi, Lejeune-Dirichlet, etc., écrivent. dans ce dernier recueil, sur
»les nouvelles doctrines de la Géométrie rationelle. Nous éprouvons un
svif regret de ne pouvoir citer ici leurs ouvrages, qui nous son incon-
»nus, par suite de notre ignorance de la langue dans laquelle ils sont
»écrits.»

Por lo demis, es evidente que, si Chasles hubiese conocido la obra
de Mo6bius, no hubiera dejado de adoptar el principio de los signos que
contiene, y 4 que tan grande importancia dié6 desde el momento que
llegd 4 su conocimiento. (Véanse las notas de la pag. X111 del Prefacio
de la Géométrie supéricure del mismo Chasles'.
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en cada uno de los planos una red,cuyos puntos, si no lle-
nan por completo el plano, pueden acercarse indefinida-
mente 4 uno cualquiera de sus puntos. De aqui se deduce
que, considerando como homélogos los puntos de -inter-
seccion de rectas homdlogas, 4 un punto cualquiera de uno
de los planos corresponde en el otro uno determinado fécil
de construir.

Para demostrar que en las formas construidas en estas
condiciones, 4 puntos en linea recta de una, corresponden
puntos de una recta en la otra, basta referir las dos 4
triangulos fundamentales homélogos y observar que las
coordenadas barycéntricas (1) de un punto tienen con las
de su homologo razones numéricas constantes; de donde
se deduce que las expresiones barycéntricas de dos lineas

(1) Paradeterminar Mébius la posicién de un punto respecto de otros
dos que estin en linea recta con él, 6 de los tres vértices de un triangu-
lo cuyo plano pasa por dicho punto, 6 de los cuatro vértices de un te
traedro cualquiera, toma néimeros proporcionales 4 los pesos que debe-
rian colocarse en estos puntos fijos 6 fundamentales para que el centro
de gravedad de su conjunto sea el punto que se trata de determinar.
Estos nimeros son las coordenadas barycéntricas (de fx2233, pesado, y
de ~2v<z9v, centro) del punto, y constituyen el primer sistema de coorde-
nadas homégeneas empleado; no siendo dificil encontrar su definicién
geométrica, independiente de toda nocién mecéanica, que es la que tomé
Mobius desde el principio de su obra.

Llama expresion barycéntrica del punto P, cuyas coordenadas barycén-
tricas, respecto del tetraedro fundamental A BCD,son g, g, r y s, el po-
linomio simbélico

pA +qB +1C +sD;

y, segan el conocido teorema de los momentos, para determinar la dis-
tancia de este punto 4 un plano cualquiera =, basta substituir las letras
A, B, C y D por las distancias a dicho plano de los puntos designados
por ellas, y dividir el resultado por la suma

p+q+r+s
de los coeficientes.
Mientras las razones entre los coeficientes sean constantes, la ex-
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homoblogas cualesquiera son del mismo grado, es decir, que
dichas lineas son de igual orden.

El mismo camino lleva 4 estudiar las formas homogra-
ficas en el éspacio, sin m4as diferencia que tomar cinco pa-
res de puntos homoélogos fundamentales en vez de cuatro,
y enlazarlos entre s{ mediante rectas y planos para cons-
truir las redes homélogas que les corresponden.

El estudio de las propiedades de las formas homogra-
ficas se simplifica mediante el cdlculo barycéntrico abreviado,
que parece ser el primer sistema de coordenadas proyec-
tivas empleado; en él se toma, para determinar un punto.
del plano, las razones entre sus coordenadas barycéntri-
cas y las del cuarto punto fundamental de la red en el
plano 6 las del quinto en el espacio: y con esto resultan

presién barycéntrica designara un solo punto; pero si dichos coeficien-
tes son funciones de una 6 de dos variables independientes, dicha ex-
presién designara 4 la vez respectivamente todos los puntos de una
linea 6 de una superficie.

De aniloga manera se escribe la expresién barycéntrica p4 + ¢B
de un punto P respecto de los 4 y B yla p4 4 ¢B +vC de Q res-
pectodelos 4, BvC,si A, By P estdnen unarectay los 4, B,CyQ
estdn en un plano. Si f y f son funciones de una variable, la expre-
sién pA -+ ¢B + rC designa una linea plana.

Estas expresiones barycéntricas se prestan 4 resolver todos los pro-
blemas 4 que se aplican los demas sistemas de coordenadas.

‘De la expresién barycéntrica de uno de los cuatro puntos funda-
mentales de una red en el plano respecto de los otros tres, se deduce sin
esfuerzo la de otro cualquiera de los puntos de la red; y se observa que
las coordenadas barycéntricas de éste tienen con las de aquél razones
comensurables dependientes tan sélo del namero de operaciones que ha
sido preciso efectuar para llegar 4 este punto desde los cuatro fundamen-
tales, y del orden en que se han llevado 4 cabo. Reciprocamente, todo
punto cuya expresién tenga sus coeficientes en razén comensurable
con los del cuarto punto fundamental pertenece 4 la red; y puede, por
tanto, acercarse indefinidamente 4 otro cualquier punto del plano cuyas
coordenadas tengan con las del primero razones incomensurables.
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completamente idénticas entre si las expresiones bary.
céntricas de los puntos, lineas y superficies homoélogos.

Para establecer la relacién correlativa (reciproca) en-
tre dos formas planas, sigue M6bius en la obra citada una
marcha puramente analitica, que consiste en establecer,
entre las expresiones de un punto y de la recta correspon-
diente, una relacién tal, que 4 los puntos de una recta co-
rrespondan rectas que pasan por un punto (I).

Anadlogo procedimiento permite establecer la relacion
de correlacién entre dos formas en el espacio; pero, pocos
afios después de aparecer el Calculo barycéntrico, publi-
caba el mismo Mébius, en el Fournal de Crelle (1833), el es-
tudio de estas formas correlativas en el espacio, mediante
el sistema ordinario de coordenadas cartesianas, en una
forma idéntica 4 la empleada por Chasles en la Memoria
que acompana 4 su Appercu historique.

{1) Si las distancias de los tres puntos fundamentales 4, By C 4 una

. P9

. 4 . .
reGta v son proporcionales 4 -2 .., e Y — las expresiones barycén-
x o1 ~

tricas de sus puntos de interseccién ‘con las rectas BC, CA y 4B son

& ¥ 1 2 2 B
“B—--¢C, “C—-iAd y -—A—--5,
q r 4 F3 ? q

v la de la recta x sera

1— 1 v
S = @ — e BB e 1 C

? q v
en la que v es una variable independiente que toma los valores respec-
tivos 1, % v o para aquellos tres puntos. Para que otro punto

sxd+t"B+uwC
esté sobre aquella recta x basta que se verifique la ecuacién de con-
dicién

ps+ gt +ru = o,

como se ve identificando las expresiones del punto y la recta, y elimi-
nando v 6, mas sencillamente, aplicand » el teorema de los momentos.
Sia, ~. v, %, B' v 7 son constantes arbitrarias, quedaran relaciona-
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Este procedimiento es, en efecto, tan natural, que no
debe sorprender ocurriese al mismo tiempo 4 estos dos
eminentes gedmetras; pues se reduce 4 decir que si 4 cada
punto de la primera forma ha de corresponder un plano en
la segunda, los coeficientes de la ecuacion de este plano han
de ser funciones racionales de las coordenadas de aquel
punto; y para que a los planos de la segunda forma que
pasan por un punto correspondan puntos de la primera si-
tuados en un plano, es necesario que aquellas funciones
sean lineales. De modo que una ecuacidn entre las tres co-
ordenadas de los puntos de una forma y las tres de los de
la otra, que sea de primer grado respecto de aquellas, y
también con relacién 4 éstas, basta para establecer la rela-
cion de correlacion entre las dos formas del espacio, y de
ella se deducen todas sus propiedades.

Una marcha aniloga permite establecer las relaciones
de homografia entre dos formas en el espacio, pero Chas-

das correlativamente dos formas planas suponiendo que a todo punto
prd +q:B + riC
de la primera, corresponde la recta '
I— I v

e I’AI . l(;IBY—*_ - “’,C’
¢ q 4

de la segunda; y 4 toda recta
7% ua— B U C
s ¢ 1%
de aquella, corresponde el punto
s2A' +1t8'B +u'C’
de ésta.
Para fijar la relacién proyectiva entre las dos formas correlativas
pueden tomarse arbitrariamente los puntos
A,B,Cyad + BB ++C
de la primera forma, y las rectas
BC,CA,AB y (1 —v) 24 —8B 4v/'C
de la segunda; lo cual determina los tridngulos tundamentales y las

constantes

' i

v o, - .
L5 P Y .
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les prefiri6 deducirlas de las de correlacion, fundindose en
la reflexi6n sencillisima de que dos formas correlativas con
una tercera son homograficas entre si.

Al dar una base analitica al estudio de las formas corre-
lativas asegura Chasles que lo hace inicamente para con-
formarse con loshébitos de la mayor parte de los gedmetras
y hacer mis fécil la lectura de su Memoria (la primera de
las que acompanan al Appercu historique, en su 1.* parte,
§ 1.°); pero asegurando que le parece mas natural estu-
diarlas de una manera puramente geométrica. Y en efecto,
esta ha sido la tendencia constante de la Geometria pura,
claramente expuesta por Poncelet y que se revela en todas
las paginas de su Traité des propriétés proyectives des figures.

Esta misma tendencia se nota en Mobius; pero, si
bien la consideraci6on de las redes le permitié determinar
geométricamente pares de puntos homologos, no le basté
para probar que a los puntos de una recta 6 plano corres-
ponden puntos de otra recta 6 plano; lo cual sélo lo consi-
gue por el calculo barycéntrico. Y es que, sin haber hecho
el estudio previo de la relacion proyectiva entre las series
y los haces, no es facil abordar la que corresponde 4 las
formas planas y las del espacio, as{ homogréaficas como
correlativas.

La definicion geométrica de la relaciéon proyectiva en-
tre las series y los haces no es tan sencilla como 4 prime-
ra vista pudiera creerse, pues la misma simplicidad de es-
tas formas dificulta el establecimiento de relaciones entre
los elementos de una de ellas que subsistan entre sus ho-
mologos. Parece natural definir como proyectivas dos se-
ries 6 haces cuando pueden colocarse en posicién perspec-
tiva, o ser la primera y ultima de una serie de formas, cada
una de las cuales es perspectiva con la anterior, pero ;cué-
les son las relaciones intimas que deben existir entre dos
formas para que cumplan estas condiciones?



— 33 — -

Steiner adopt6 para caracterizarlas la igualdad de las
razones dobles de los diversos grupos de cuatro elemen-
tos de una forma y de sus homologos en la otra (1); y en
efecto, esta es la relacion métrica de caricter proyectivo
més sencilla 4 que satisfacen dichas formas, por intervenir
en ella sblo cuatro pares de elementos homblogos, que es
el nimero minimo; puesto que tres pares pueden tomarse
de una manera del todo arbitraria en dos formas que de-
'seamos sean proyectivas. Por esto, bajo una G otra forma,
reconocieron esta identidad de razones anarmonicas todos
los geémetras que de relaciones proyectivas se ocuparon:
no solo en la antigiedad Euclides en sus porismos (segin
se desprende de los comentarios de Pappus), sino en épo-
ca moderna, Pascal y Simpson, y recientemente Brian-
chon, Poncelet y Mgbius: pero ninguno parece haberle
dado antes la importancia que le dieron Steiner y Chasles,
ni constituido con ella la base del estudio de las seriesy
haces proyectivos, como preliminar para el de las formas
mas complejas, asi las homograficas como las correlativas.

La Géométrie Supérieure (1852), en que Chasles trata
esta cuestion, tiene sobre la citada obra de Steiner la ven-
taja de introducir sistematicamente en todas las proposi-
ciones los signos que deben tener los segmentos, mientras
que Steiner usa la razon doble sin tener en cuenta dichos
signos; pero uno y otro deducen sencillamente de la defi-
nicién de las series y haces proyectivos las demas rela-
ciones que los enlazan, ya se los considere separadamen-
te, ya en posicidn perspectiva, ya superpuestos: con cuya
base pueden dar grande unidad y sencillez 4 la exposicién
de casi todos los teoremas, porismos y problemas que

(1) La obra en que Steiner desarrollé este asunto es el Systematische
Entwickelung der Abhdngigheit geometvischer Gestalten von einander. Ber-
lin, 183a2.

w
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tanta celebridad tuvieron en la antigiiedad, y que, en su
mayor parte, son consecuencias inmediatas de dicha rela-
cién proyectiva. Esta relaciéon les permitié también dar
una definicién descriptiva sencilla de las secciones céni-
cas, de la cual derivan naturalmente la mayor parte de las
propiedades de estas curvas.

Pero 4 poco que se reflexione, se verd que la razén
anharmonica es un sistema especial de abscisas; pues de-
termina un punto de una recta por la razén de sus distan-
cias 4 otros dos fijos en la misma dividida por una cons-
tante, que es la razon analoga correspondiente 4 un tercer
punto fijo; y determina un rayo de un haz, sea de rectas ¢
de planos, respecto de otros tres rayos del mismo haz por
una expresién analoga, en la que se substituyen los seg-
mentos por los senos de los angulos que entre si forman
dichos rayos. Este sistema no es otro, en el fondo, que el
célculo barycéntrico abreviado aplicado 4 los puntos de
una recta, con la ventaja de aplicarse con igual facilidad 4
los haces que 4 las series, circunstancia que no parece ha-
ber observado Mdbius.

LLa raz6n anharmonica se aplica sin dificultad 4 la de-
terminacién de un punto 6 recta de un plano respecto de
otros cuatro fijos en el mismo, y de un punto 6 plano cual-
quiera respecto de otros cinco fijos, como hace el calculo
barycéntrico.

La definicién de las formas homograficas 6 correlati-
vas adoptada por Chasles en su Géométrie Supérieure, se
reduce 4 decir que dos elementos son homélogos cuando
tienen idénticas sus coordenadas en este sistema especial,
& condicién de que los elementos fundamentales 6 de re-
ferencia sean homologos entre si.

Para probar después que en dos formas planas homo-
graficas, por ejemplo, 4 los puntos de una recta corres-
ponden purtos de otrarecta, basta observar que los haces
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de rectas que proyectan los primeros desde dos puntos
fundamentales son perspectivos, y que, por tanto, tam-
bién deben serio sus homoélogos.

Este sistema de coordenadas es indudablemente el que
mejor se presta al estudio de las relaciones proyectivas
entre dos formas, y es, portanto, con ligeras variantes de
forma, el que se usa hoy casi universalmente para estu-
diarlas en la Geometria analitica; siguiendo el sabio con-
sejo de emplear en el estudio de cada cuestién el sistema
de coordenadas que le sea méis apropiado.

No vayiis 4 deducir de aqui que considere yo la Géo-
métrie supérieure de Chasles, y mucho menos el Systematische
Entwickelung de Steiner, como obras de Geometria anali-
tica, limitdndome 4 afirmar que la base en que apoyan
los principios sobre la relacién proyectiva son de caracter
analitico; pero los desarrollos ulteriores de estos principios
procuran uno y otro exponerlos geométricamente, como
hizo el mismo Chasles en su primer trabajo sobre este
asunto, teniendo sobre él la Géométrie Supérieure las venta-
jas que proporciona el estudio previo de lasseries y haces
para abordar el de las formas planas y en el espacio. Por
lo demas, no deja de transparentarse en la obra de Chas-
les aquel fondo analitico en la tendencia y la facilidad
grande que encuentra en pasar 4 las abscisas cartesianas
y en resolver por ecuaciones varios problemas que hubie-
ran podido resolverse con igual 6 mayor facilidad geomé-
tricamente sin recurrir 4 estas expresiones analiticas; bajo
cuyo concepto forzoso es confesar que lleva Steiner alguna
ventaja sobre Chasles.

La gloria de haber logrado emancipar la Geometria
pura de la analitica pertenece 4 Staudt, quien para evitar
el peligro de emplear sistemas de coordenadas, mas 6 me-
nos embozados, sento el principio de que debe excluir-
se en absoluto la nocién de magunitud de la demostracion
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de todas aquellas verdades que no la contienen en su enun-
ciado; lo cual le llevé 4 constituir un cuerpo de doctrina
con todas las propiedades de caracter descriptivo, al cual
llamé Geometria de la posicion, Geometrie dev Lage, con
separacion absolutade las propiedades métricas, que deben
formar, segtin él, una Geometria de la medida, que siga &
aquélla y en ella se apoye.

Al seguir esta marcha realiz6 el ideal que, segln ex-
presién de Poinsot, debemos perseguir siempre, de estu-
diar las cosas en si mismas, sin intermediarios extraifios,
que no pocas veces, ocultando el camino seguido para lle-
gar 4 una verdad, hacen que ésta quede aislada y sin enla-
ce logico con las demas de la teoria 4 que pertenece. Pues
bien, tratindose de propiedades descriptivas, la nocién de
magnitud es un intermediario que se introduce en la de-
mostracién y que, no estando en la hipétesis ni en la con-
clusién, deberd eliminarse para llegar al resultado.

Este es el defecto, que, como antes indicaba, achaca
Chasles con razén 4 los que dan la preferencia 4 los mé-
todos de la Geometria analitica para el estudio de las
cuestiones geométricas, y bajo este aspecto es indudable
la ventaja del método de Staudt sobre el de Steiner y
Chasles; pues la razén anharménica que constituye la
base de la exposicién de éstos, ;qué otra cosa es sino un
auxiliar estrano, como un andamio, cuando se trata del
cuerpo de doctrina constituido por las verdades de caréc-
ter descriptivo? Y, 4 no dudarlo, es mucho méas elegante
construir el edificio sin andamios ¢ ir derechamente al fin
deseado sin extranos auxiliares.

Para determinar las relaciones de caricter descriptivo
que enlazan dos series proyectivas, y que pueden servir
como definicibn, le bastd, seglin parece, estudiar atenta-
mente las redes de Mobius, en las que aparece construida
sobre cada lado del tridngulo fundamental una serie suce-
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siva é indefinida de series harmdnicas, derivadas de los
tres primeros puntos que los cuatro fundamentales deter-
minan sobre dicho lado y de cada grupo de tres puntos que
después se van obteniendo. Cada una de estas series har-
monicas resulta alli construida mediante un cuadrilitero
completo, una de cuyas diagonales es el lado considerado.

De aqui la idea natural de definir la serie harménica
de una manera puramente descriptiva, derivindola de la
construccion del cuadrilatero completo. De la compara-
cion de los varios cuadrildteros que pueden originarla se
deduce, no sblo que tres puntos bastan para determinar la
serie harmoénica, y que ésta tiene el caracter proyectivo,
sino también que sus dos pares de puntos conjugados des-
empenan idéntico papel uno que otro. Y, conocida la serie
harmoénica, facil es deducir de ella la definicién geométri-
ca y propiedades del haz harmoénico de rectas 6 de planos
que corresponden con los de aquella serie.

Estudiadas ast las formas harmoénicas, con exclusién
de toda nocién de magnitud, de lo dicho antes respecto de
las redes se desprende que dos series 6 haces proyectivos
son aquellos que se corresponden elemento a elemento, de
tal modo que 4 toda forma harmonica contenida en uno
de ellos, corresponde una forma también harmonica en la
otra.

Esta propiedad es la que toma Staudt como definicién
de las formas proyectivas de primera categoria, y de ella
deduce el teorema fundamental, base de toda la Geome-
tria de la posicidon, 4 saber: que dos series ¢ dos haces
proyectivos que tengan tres elementos confundidos con sus
homologos tienen también dobles todos los demais. Esta
deduccion es sencilla para todos los elementos que deri-
van de los tres primeros por la construccién de formas
harmoénicas sucesivas; pero, aunque Mobius demostré
para las series que por este medio es posible construir to-
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dos los puntos de la red y aproximarse indefinidamente 4
cualquier otro de la recta, su demostracién, como hemos
dicho antes, es de caricter métrico, como fundada en el
calculo barycéntrico..

Por esto Staudt varid el plan que parecia mas natural
en su exposicion, y para demostrar el citado teorema se
limita 4 decir que si las dos formas proyectivas (series,
por ejemplo) tienen un segmento cuyos puntos son todos
dobles, lo serdn también todos los demés, como harmoéni-
camente separados de algunos de aquellos por los extre-
mos de dicho segmento; y que, sino existe ninglin segmen-
to cuyos puntos sean todos dobles, serd posible encontrar
uno que no tenga ninguno doble, siéndolo sus extremos,
en cuyo caso no puede serlo ningin otro de la recta; pues,
de lo contrario, lo seria el harménicamente separado de
€l por dichos extremos, el cual es interior al segmento en
cuestion.

La demostracién parece concluyente, y, sin embargo,
atendiendo al caricter de fundamental que reviste dicho
teorema, no es de extranar que la severa critica de estos
tiempos haya querido depurarla por completo, dando lu-
gar 4 una renida controversia entre los partidarios y los
adversarios de la escuela de Staudt, en la cual han toma-
do parte Klein, Liiroth, Darboux, Schur y otros no me-
nos eminentes matematicos, y que ha dado por resultado
modificar dicha demostracién, poniéndola, segin parece, a
cubierto de toda objecion seria (1).

(1) Quien desee enterarse de esta interesante controversia, encontra-
ri los principales documentos 4 ella relativos en la importante revista
Mathematische Annalen de Leipzig, tomos VI, VII, XVII y XVIII.

La objecién & la demostracién de Staudt puede formularse breve-
mente diciendo que pudieran ser dobles todos los puntos de la serie
derivados de una de las redes de Mgbius, es decir, todos los que con
tres fijos dan razones anharménicas comensurables, sin serlo ninguno
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Del citado teorema fundamental se deduce que tres
pares de elementos homélogos definen la relacién proyec-
tiva entre las series y los haces, y que estas formas esta-
ran en posiciébn perspectiva si lo estin tres pares de ele-
mentos homodlogos, de donde se deducen las demés pro-
piedades y las construcciones referentes a estas formas.

De la definicién de las formas homogréficas 6 correla-
tivas, tanto las planas 6 radiadas como las mas generales
en el espacio, se deduce inmediatamente que las formas
homoélogas de primera categoria que contienen son pro-
yectivas, puesto que en ellas no sblo se corresponden los
elementos, sino también las formas harménicas.

Con esta base no presenta dificultad la determinacion
de la relacién proyectiva entre dos formas planas 6 radia-
das por cuatro pares de elementos homologos, y entre dos
cualesquiera del espacio por cinco pares convenientemen-
te dispuestos, nila deduccion de todas las demés propie-
dades de estas formas proyectivas, ya se las considere ais-
ladamente, ya en alguna posicién relativa especial, dando
lugar 4 la determinacion del nimero maximo y disposicién
relativa de los elementos de una forma que pueden estar
sobre sus homélogos de la otra.

Asi se ve, por ejemplo, que mientras dos formas pla-

de los demis; en cuyo caso, ni habria en la recta ningtin segmento cu-
yos puntos fuesen todos dobles, ni tampoco se podria encontrar en ella
ningin segmento determinado que no contuviese puntos dobles en su
interior; y, por tanto, no seria aplicable la demostracién de Staudt.
La dificultad radica, pues, en la nocién de continuidad, tan dificil
de establecer, y que, donde quiera que intervien=s, suscita counflictos
analogos. La manera de salvarla puede verse en la importante obra de
Th. Reye, Geometrie der Lage, en cuya primera edicién consigné la de-
mostracién de Staudt sin variacién, pero en las sucesivas la modific6
convenientemente: y también en la traduccién italiana que C. Segre ha
hecho de la Geometrie der Lage de Staudt, en la que, por respeto al texto
original, ha suplido con notas su deficiencia en este particular.
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nas homogréficas no perspectivas pueden tener, 4 lo sumo,
dobles los vértices y lados de un tridngulo, dos formas an4-
logas en el espacio pueden no tener mis elementos dobles
que los vértices, aristas y caras de un tetraedro; pero tam-
bién pueden en ellas ser dobles todos los puntos de dos.
rectas que se cruzan, los planos que pasan por ellas y las
rectas que las cortan.
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Entre las diversas posiciones relativas que pueden
ocupar dos formas proyectivas, acaso la mais importante
es aquella en que cada elemento pertenece 4 las dos for-
mas y, ya se le considere como de una G otra, le corres-
ponde uno mismo como homélogo; en cuyo caso el con-
junto de las dos formas asi relacionadas constituye una
forma en involucidn.

La teoria de la involucién esuna de las que més han
contribuido al desarrollo de la Geometria pura, y la que,
cuando adquiera todo el desarrollo de que es susceptible,
parece ser la llamada 4 coustituir la base de sus teorias
mas generales. Sus primeras nociones fueron ya conocidas
por los gedmetras griegos; después ha venido desenvol-
viéndose lentamente, apoyada siempre en sus propiedades
de caradcter métrico, hasta que la escuela de Staudt la ha
incluido en la Geometria de la posicion.

La involucién es de una sola especie tratandose de se-
ries 6 de haces; pero en las formas més complejas se divi-
de en dos grupos distintos, segtn que las formas proyecti-
vas, de cuya superposicion resulta, sean homograficas 6 co-
rrelativas. En el primer caso se obtiene la involucién
propiamente tal, mientras que las formas del segundo
grupo suelen llamarse polares.

Una serie 6 un haz en involucién tendra dos elemen-
tos dobles 6 ninguno, seglin que un par de los que son
conjugados esté 6 no separado por otro par; quedando la
involucién definida por dos pares de elementos conjugados,
4 cada uno de los cuales puede substituir uno de los

dobles.
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Casos particulares importantes de los haces propia-
mente tales en involucidén son los hacesrectangulares y los
simétricos: los primeros sin rayos dobles, y los segundos
con dos rayos dobles rectangulares, que son bisectores de
los 4ngulos formados por cada par de rayos conjugados.

En cada recta propiamente tal, son dignas de mencio-
narse las series simétricas, que también estdn en involu-
€i6n y tienen comeo puntos dobles el centro de simetria y
un punto impropio. Enla Geometria euclidiana este se-
gundo punto doble es comin 4 todas las series simétricas;
mientras que en la no euclidiana los diversos pares de
puntos dobles de todas las series simétricas situadas so-
bre una misma recta forman lo que se llama la involucién
absoluta en la recta (1).

Las formas planas y también las radiadas en involu-
€ién son todas homoldgicas.

Entre los casos particulares importantes de esta invo-
lacién podemos citar las formas simétricas respecto de un
punto 6 centro, al cual corresponde como eje una recta
impropiamente tal. Esta es Gnica en la Geometria eucli-
diana, mientras que en la no euclidiana es distinta para
eada punto del plano, y se llama polar absoluta del punto
correspondiente.

(1) Que estos pares de puntos dobles constituyen una involucién, se
deduce de un teorema de Schréter ( Fournal de Crelle, tomo LXXVH),
que dice: «si en dos formas proyectivas superpuestas, que no estan en
sinvolucién . se determina el elemento P, harménicamente separado de
»cada elemento P por sus homélogos P’y P,, ya se considere el P per-
»teneciente 4 una G otra de las dos formas, los diversos pares de ele-
smentos P y P,, asi determinados, forman una involucién». En efecto,
aplicado este teorema & dos series iguales y acordes situadas sobre una
recta, cuyos puntos homélogos conservan entre si una distancia coas-
tante P'P=PP,, se ve que el P es el centro de simetria de las series,
cuyos puntos homélogos son P' y P,, en las cuales el otro punto doble
esel £,
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Otras formas planas en involucién son las simétricas
respecto de una recta, en las cuales el centro es el punto
comin 4 todas las perpendiculares al eje, y suele darsele
el nombre de polo absoluto de dicho eje.

Las formas en involucién en el espacio ofrecen dos dis-
tintos géneros, segin sean 6 no homoldgicas.

Las primeras presentan dos casos particulares dignos
de mencidn, relativos & la simetria respecto de un punto 6
de un plano. En esta 4ltima, 4 cada plano de simetria co-
rresponde un centro, que es su polo absoluto, punto co-
mun 4 todas las perperdiculares 4 dicho plano; y en la
primera 4 todo centro de simetrfa corresponde el plano
del infinito en la Geometria euclidiana, y planos distintos,
que son sus planos polares absolutos, en la no euclidiana.

La involucién no homoldgica contiene infinitas rectas
conjugadas de si mismas (directrices de la involucién),
pero, 4 diferencia de lo que en la homoldgica acontece,
toda directriz contiene una serie en involucién, y es 4 la
vez arista de un haz de planos en involucién; pudiendo la
forma no tener ningin punto ni plano dobles, 6 tener dos
rectas especiales, que se cruzan, cuyos puntos son todos
dobles, y también lo son todos los planos que pasan por
cada una de ellas. Si existen estas rectas (que llamaremos
centrales), todas las directrices las cortan, y toda recta
que las corta es directriz; mientras que, si no existen rectas
centrales, todas las directrices se eruzan de dos en'dos.

Las formas no homoldgicas en involucién, aparecen,
segln esto, divididas en dos especies, seglin tengan 6 no
rectas centrales: en el primer caso todas las series y los
haces en involucién tienen elementos dobles, mientras que
en el segundo ninguna de estas involuciones las tiene.

La simetria respecto de un eje constituye una involu-
cibn, uno de cuyos rayos centrales es este eje, y el otro es
la recta comin 4 todos los planos perpendiculares al mis-
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mo, y se llama su polar absoluta en la Geometria no eu-
clidiana.

Las formas planas polares, ¢ sea las correlativas en
involucién, son las polares reciprocas de Poncelet, con la
diferencia de que aparecen con més naturalidad y genera-
lidad, y que pueden estudiarse sin el conocimiento de las
lineas de segundo orden; constituyendo, por el contrario,
el medio més sencillo de exponer toda la teorfa y propie-
dades de estas curvas, asi como del estudio de las radia-
ciones polares derivan sencillamente todas las propieda-
des de las superficies conicas de segundo orden, de una
manera directa é independiente de sus secciones planas.

Si en la forma plana polar hay algin punto situado
sobre la recta que le corresponde, 6 sea sobre su polar, el
conjunto de todos los de esta especie constituye la curva
de segundo orden directriz del sistema, y las polares co-
rrespondientes son las tangentes & la curva.

Otra recta del plano contiene una serie en involucidén
cuyos puntos dobles son los de interseccién con la curva,
y proyectada esta serie desde el polo de la recta aparece
un haz de rectas en involucién, cuyos rayos dobles son
tangaentes a la curva, estando ésta en involucién consigo
misma respecto de dicha recta como eje, y su polo como
centro.

Entre las radiaciones polares es digna de especial
mencidn la radiacién polar rectangular, por la circunstan-
cia especial de que, comparada con otra radiaciéon polar
cualquiera del mismo vértice, permite determinar los ejes
y planos principales de ésta, que son los de la superficie
de segundo orden directriz de la misma.

Entre las formas planas polares en la Geometria eucli-
diana, es importantisima la rectangular del plano del infi-
nito, y en la no euclidiana, la forma plana polar absoluta
situada en cada plano propiamente tal, que podra utilizar-
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se para determinar el centro y ejes de toda curva de se-
gundo orden situada en su plano, y para la clasificacion
completa de estas curvas.

Las formas polares en el espacio son de dos géneros
distintos, segn que todos los planos polares pasen por su
polo respectivo 6 que no se verifique esta condicién. Las
del primer género constituyen los sistemas que los france-
ses llaman focales y los alemanes sistemas nulos, formas
que tan numerosas é importantes aplicaciones encuentran
en la Estética y aun en toda la Mecanica.

Las formas polares propiamente tales son las polares
reciprocas respecto de una superficie de segundo orden que
estudié Poncelet; bien que, expuesta su teoria sin recurrir
4 dichas superficies, constituyen, por el contrario, la base
maés sencilla para deducir sintéticamente todas sus pro-
piedades; las cuales son, en gran parte las mismas de las
formas polares enunciadas bajo otra forma 6 simples
corolarios suyos. Estas formas polares se dividen en dos
grupos distintos segin admitan 6 no rectas dobles, que
corresponden 4 la divisién de las superficies en alabea-
das y ordinarias; bien que en el segundo grupo se inclu-
yen también los sistemas polares sin superficie direc-
triz.

En la Geometria euclidiana la comparacién de la for-
ma polar propiamente tal con la polar rectangular del
plano del infinito da origen 4 todas las propiedades relati-
vas al centro, didmetros y planos diametrales y la ulterior
clasificacion de las superficies de segundo orden. En la
Geometria no euclidiana se obtiene el mismo re-ultado por
la comparacién con la forma polar absoluta; aquella en
que 4 cada punto, recta y plano propiamente tales, co-
rresponden respectivamente su plano y recta polares abso-
lutos y su polo absoluto. Este sistema polar absoluto
tiene en la Geometria hipérbolica una superficie directriz
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de segundo orden, lugar de todos los puntos del infinito
de todas las rectas posibles.

Las propiedades de las involuciones y de las formas po-
lares absolutas conducen naturalmente al establecimiento
de las relaciones métricas entre las formas proyectivas y al
estudio de todas las propiedades métricas de la extension;
y constituyen, por tanto, la base de la Geometria dela me-
dida; pero la organizacién completa de esta ciencia, asi
constituida, no est4 ain terminada, 4 pesar de los aprecia-
bles trabajos llevados 4 cabo sobre algunas de las teorias,
precisamente las que parece debieran presentar mayores
dificultades, tanto en la Geometria euclidiana como en las
otras dos. Sin embargo, lo hecho hasta aqui paréceme
suficiente para probar que el estudio de la Geometria,
empezando por las propiedades descriptivas de la exten-
sion, presenta ventajas sobre el sistema contrario; pues
tiende 4 dar mayor generalidad y sencillez al conjunto de
la exposicién.

El concepto de proyectividad se aplica sin dificultad
a las formas de segundo orden, y aun 4 las de tercero, lo
mismo que 4 las de primero. Para abreviar, consideramos
como series de puntos 6 haces de planos de segundo orden
el conjunto de todos los puntos de una curva 6 de los pla-
nos tangentes 4 un cono de segundo orden; como haces
planos, radiados 6 alabeados de rectas, respectivamente el
conjunto de todas las tangentes a una curva, de las genera-
trices de un cono 6 de las generatrices de un mismo sistema
de una superficie alabeada de segundo orden. A estas series
y haces de segundo orden se aplican todos los teoremas y
‘construcciones referentes 4 los de primero: su relacién
proyectiva queda definida por tres pares de elementos ho-
mologos, y el mismo nimero determina también la relacién
proyectiva entre una forma de primero y otra de segundo
orden, las cuales se llaman perspectivas, si, por ejemplo,
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el vértice de un haz de rectas es punto de una serie de se-
gundo orden y los demds puntos estin sobre los rayos
homdlogos de aquel; 6 si la arista de un haz de planos es
rayo director de un haz alabeado cuyos rayos estén sobra
los planos correspondientes de aquel haz.

El estudio de las series'y de los haces proyectivos su-
perpuestos de segundo orden presenta sobre los de prime-
ro la ventaja de permitir la construccién sencilla de sus
elementos dobles; y, como de las series y los haces de segun-
do, se pasa 4 los de primero y viceversa, aquellos permi-
ten resolver todos los problemas de segundo orden, sin ne-
cesidad de acudir 4 las ecuaciones de segundo grado, ni al
conocimiento previo de las propiedades métricas de la cir-
cunferencia.

Una serie de segundo orden en involucién admite un
centro, situado en linea recta con todos los pares de pun-
tos conjugados; su polar es el eje de la involucién, sobre
el cual se proyecta ésta desde un punto cualquiera de la
curva, segn la involucién de puntos conjugados respecto
deesta curva. Estas dos involuciones tienen unos mismos
puntos dobles y estin determinadas por el solo conoci-
miento de la curva y el eje. Una cosa analoga sucede con
las involuciones de tangentes 4 una curva y las de gene-
ratrices ¢ planos tangentes 4 un cono de segundo orden.

Pero un haz alabeado en involucién admite infinitos
pares de ejes, tales que todo plano que pasa por uno de
ellos corta el haz segin una serie en involucién de segundo
orden, cuyo eje es dicha recta, y su centro el punto en que
corta al otro eje. De aqui se deduce que todo plano con-
tiene una directriz del haz alabeado en involucién, si pasa
por uno de sus rayos; y, en el caso contrario, contiene un
eje del mismo haz, que esel de la involucion que determi-
na en dicho plano. Y correlativamente, por todo punto del
espacio pasa una directriz del haz alabeado, 6 uno de sus
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ejes. Todos los haces de planos de primer orden perspec-
tivos del haz alabeado cortan 4 uno cualquiera de sus
ejes segln una serie en involucioén, cuyos puntos conjuga-
dos lo son respecto de la superficie que contiene el haz
alabeado, y sus puntos dobles estan sobre los rayos dobles
del haz,

Un haz alabeado en involucién determina una involu-
cion no homolégica en el espacio, en la cual se correspon-
den los pares de rayos conjugados y son directrices todas
las del haz y ademés todos sus ejes; conteniendo la invo-
lucion otros infinitos haces andlogos al propuesto, todos
los cuales determinan en cada una de las directrices unas
mismas series y haces de planos en involucién.

Uno de los haces alabeados en involucién, contenidos
en una involucién no homoldgica, quedard completamen-
te determinado cuando se fije una de sus rectas, sin mas
condicién que la de no ser directriz del sistema, y dicho
haz alabeado tiene como haz director el formado por las
directrices de la involuciéon que cortan 4 aquella primera
recta arbitraria.

Si el haz alabeado en involucién de que partimos, tie-
ne rayos dobles, éstos son las rectas centrales de la invo-
lucién no homologica que define; y, por tanto, son tam-
bién rayos dobles de todos los haces en involucién que
contiene; pero si dicho haz no tiene rectas dobles, tampoco
los tendra ninguno de los otros, y la involucién no tendra
puntos ni planos dobles. En uno y otro caso es facil, se-
gun lo dicho poco antes, determinar la directriz de la in-
volucién contenida en cada plano y la que pasa por cada
punto del espacio, que sera Gnica, 4 menos que el plano
pase por una de lasrectas centrales 6 el puntoesté en ella.

Dos involuciones cualesquiera, sean series 6 haces, de
primero 6 de segundo orden, pueden relacionarse proyecti-
vamente de infinitas maneras, si tienen las dos elementos
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dobles, 6 si no los tiene ninguna. Fijando arbitrariamente
un elemento que no sea doble, y el que deba corresponder-
le en la otra, y ademas los sentidos homélogos de las dos
formas, queda determinada por completo la relacién pro-
yectiva entre las dos involuciones (1). De aqui que dos se-
ries rectilineas en involucidn, sin puntosdobles, 6 con ellos
las dos, situadas sobre dos rectas distintas de un plano, ad-
mitan dos centros perspectivos harmdnicamente separados
por ellas, segin la diversa manera como se correspondan
los sentidos; y que dos haces de rectas en involucién' del
mismo plano y distinto vértice, admitan dos ejes perspec-
tivos distintos harménicamente separados por sus vértices.

.

(1) Sid y A4’ son los dos elementos que se han tomado como homé-
logos en las dos involuciones, también habrin de serlo sus conjugados
A,y A’ encada una de ellas; y ademas 4 un elemento doble de la pri-
mera corresponderd uno de los dos dobles de la segunda, pudiendo dis-
tinguirse cual de ellos deba tomarse, por la manera como se correspon-
dan los sentidos de las dos formas.

Si ninguna de las involuciones tiene elementos dobles, se podran
encontrar en la primera dos elementos conjugados B y B, harménica-
mente separados por los 4 y A,; los cuales, si se trata de una serie
en involucion de segundo orden, se determinaran por la condicién de
estar sobre la recta BB, que une el centro de la involucién con el polo
de la recta 44,; y su determinacién en los demés casos podra faciimen-
te reducirse al anterior. En la segunda involucién también existiran dos
elementos conjugados B'y B',, harménicamente separados de los 4'y 4’ ;
y las dos involuciones quedarin relacionadas proyectivamente por los
elementos 4, By 4,, homélogos de los 4',B’ y 4',, 6 bien, de los 4',
B,y A',, segin cual de los dos sentidos 4'B'4’, 6 A'B', 4', deba co-
rresponder con el sentido AB4,.



VI

Faltanos, para terminar esta ripida ojeada sobre la
marcha generalizadora que ha seguido la Geometria pura,
ocuparnos de los elementos imaginarios,cuyo estudio com-
pleto exigirfa un grueso volumen; pero que no haremos
méas que bosquejar rapidamente en la parte més directa-
mente relacionada con nuestro objeto.

Al estudiar mediante el Algebra las cuestiones geomé-
tricas, no es raro encontrar soluciones imaginarias, que no
tienen interpretacién geométrica; pero que, combinadas
entre si, pueden dar lugar 4 proposiciones sobre elementos
reales que corresponden 4 verdades geométricas; de modo
que la demostracién de algunas de éstas puede hacerse
con el auxilio de expresiones imaginarias, que se eliminan
en el curso del célculo y no aparecen en el resultado.

Cuando se determinan, por ejemplo, analiticamente los
puntos 6 tangentes comunes 4 dos lineas, y sus expresio-
nes analiticas son imaginarias, se dice que aquellas lineas
tienen puntos 0 tangentes imaginarios comunes; lo cual
tiene un sentido claro en Geometria analitica, pero nada
significa en la Geometria pura, puesto que dichas lineas
aparecen sin puntos 6 tangentes comunes. Pero el deseo
de llevar & la Geometria la generalidad del Algebra hizo
que, desde los primeros ensayos de sistematizacién de la
Geometria pura, se introdujesen en ella dichas denomina-
ciones, sin ventaja ninguna para la ciencia; puesto que es-
taban enteramente desprovistas de sentido.

Pronto se observd, sin embargo, que hay en ocasiones
elementos reales derivados de los imaginarios, como son
Ias rectas que unen puntos imaginarios conjugados y los
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puntos de interseccién de rectas imaginarias conjugadas,
que tienen propiedades idénticas 4 las que corresponden 4
dichos elementos, cuando los que las determinan son reales,
como sucede, por ejemplo, con las del eje radical y de los
centros de semejanza de dos circunferencias.

Lo natural y verdaderamente cientifico, en tales casos,
es demostrar dichas propiedades sin mencionar para nada
los elementos imaginarios de que dependen; y asi lo han
hecho siempre los gedmetras afectos 4 los antiguos méto-
dos; pero, como en ocasiones esta demostracién rigorosa es
mis dificil y complicada que la que corresponde al caso de
realidad de los citados elementos, con el afin de avanzar y
no quedar rezagados respecto de los analistas, dejando 4
un lado enojosos escripulos, admitieron algunos geéme-
tros el principio que llamé Poncelet de la continuidad, en
virtud del cual basta demostrar un teorema en una posi-
cién general de la figura a que se refiere, para considerar-
lo también cierto en otra cualquiera.

Asi es como para extender, por ejemplo, 4 las seccio-
nes coénicas las propiedades de los centros de semejanza
de dos circunferencias bast6 4 Poncelet, después de darles
la forma proyectiva, demostrar que dos secciones cénicas
situadas en un plano se pueden considerar como proyec-
ciones de dos circunferencias de otro plano. Y, aun cuando
esto no es cierto si las secciones conicas tienen cuatro pun-
tos reales comunes, no dej6 de admitir como generales las
propiedades deducidas por tal medio.

Al aplicar este principio de continuidad pueden presen-
tarse dos casos, segin que desaparezcan 6 se hagan imagi-
narios algunos elementos que intervienen en la demostra-
cion, permaneciendo reales los contenidos en el enunciado,
6 que también alguno de éstos pase 4 ser imaginario, En
el primer caso, el principio de continuidad permite dar
como cierto en su sentido propio el teorema, mientras que
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en el segundo no tiene éste ninglin sentido, lo cual no im-
pide que siga mirandolo como cierto Poncelet, puesto que,
segin dice, esta admisién 4 ningin resultado contradic-
torio 6 absurdo puede conducir.

Pero tal forma de introduccion de las imaginarias en la
Geometria, que tanto contribuyé en manos de este eminen-
te gedmetra 4 generalizar algunas teorias, si puede admi-
tirse como primer ensayo de método de investigacién, en
manera alguna responde 4 las justas exigencias de un mé-
todo cientifico; por lo cual pronto se tratd de estudiar maés
4 fondo la cuestion y de analizar cuil es el concepto geo-
métrico que corresponde 4 la nociébn de las imaginarias,
que nada dice por si misma. Después de varios ensayos
y de perseverantes trabajos, se logré descubrir que 4 los
teoremas en que intervienen las imaginarias correspon-
den otros equivalentes entre elementos reales perfectamen-
te claros.

Asi, decir que dos lineas de segundo orden cortan 4
una recta en unos mismos puntos, 6 decir que determinan
en ella una misma involucién de puntos conjugados, son
cosas idénticas, si esta involucidn tiene puntos dobles rea-
les: mientras que, en el caso contrario, la segunda for-
ma de enunciado subsiste, y la primera no tiene sentido
geométrico ninguno, por mas que, atendiendo 4 su ex-
presi6én analitica, corten las dos curvas a la recta en unos
mismos puntos, que son los imaginarios conjugados dobles
de aquella involucién.

Si entre las diferentes maneras como pueden determi-
narse 4 la vez dos puntos, rectas 6 planos, escogemos una
serie 6 un haz en involucidn, que los tenga por elementos
dobles, podremos considerar, en general, que una serie 6
haz en involucién define dos puntos 6 rectas, no sblo en el
caso en que sean reales dichos elementos dobles, sino tam-
bién en el caso contrario, en el cual serd esta manera
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de expresarnos puramente convencional, pero perfecta-
mente clara,

Asi, decir que una curva de segundo orden pasa por
dos puntos imaginarios conjugados, definidos por una se-
rie rectilinea en involucidn, es una manera convencional
de expresar que los pares de puntos conjugados de esta
involucion son conjugados respecto de la curva.

Al concepto obscuro de imaginarias, se substituye asi
el de invelucibén, perfectamente claro y definido, como
antes al de punto del infinito se habia substituido el de
direccién, mis claro'y preciso: y asi como en la Geome-
tria euclidiana, al hablar de un punto del infinito, enten-
demos referirnos 4 una direccién, asi al mencionar dos
puntos imaginarios conjugados, entendemos hablar de
una serie rectilinea en involucion, que no tiene puntos do-
bles.

Pero esto no basta, puesto que por tal medio se de-
signan 4 la par los dos elementos imaginarios conjugados
dobles de la involucién, y no permite, por tanto, aplicar-
les mas que aquellos teoremas en que intervienen juntos
de una manera simétrica. Para completar la determina-
cién de un elemento imaginario y distinguirlo de su conju-
gado, basta agregar al concepto de la involucién el del
sentido, y, como en toda serie 6 haz hay dos sentidos con-
trarios, una misma involucién, con cada uno de estos sen-
tidos, define los dos elementos imaginarios conjugados.

Para que se comprenda la manera cémo la reunidén
de estos dos conceptos, de involucién y de sentido, desem-
pefna el papel de elemento, andlogo al de los reales, forzo-
so sera entrar en algunos detalles sobre la manera cémo
se les pueden aplicar las construcciones y propiedades re-
lativas 4 los elementos reales, comenzando por indicar la
manera mas sencilla de representarlos.

Lo mas natural es representar un elemento imaginario
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por una forma simple ordenada (1); puesto que ésta de-
signa un sentido y 4 la par determina una involucién sin
elementos dobles, sien ella se consideran como conjugados
el primero y tercero, y el segundo y cuarto.

Un punto imaginario de una recta real admite, segln
esto, infinitas representaciones, correspondientes 4 otros
tantos grupos de dos pares de puntos conjugados de la
misma involucién (2), pudiendo elegir entre todas la que
empiece en un punto arbitrario de la recta, y que ademais
sea harmoénica, 6 bien proyectiva con una forma simple
ordenada cualquiera, con lo cual ya quedard completamen-
te determinada la representacién.

En cada una de las infinitas curvas de segundo orden
que determinan sobre una recta la misma involucién de
puntos conjugados respecto de la curva, hay una involu-
cién sin puntos dobles, cuyo eje es dicha recta, y que se
obtiene proyectando aquella involucién sobre la curva
desde uno cualquiera de sus puntos: y 4 un sentido consi-
derado en la recta corresponde uno determinado en la
curva, independiente de la posicion del centro, siempre
que la recta y la curva no tengan ningn punto comin. De
aqui que el punto imaginario, ademés de las representa-
ciones rectilineas, admita otras infinitas de segundo or-
den, correspondientes 4 estas diferentes curvas.

El plano imaginario se representa por cuatro reales

(1) Llamo forma simple (Wurf, de los alemanes) 4 la que consta de
cuatro elementos de una forma de primero 6 de segundo orden, y sera
ordenada si estan en la figura colocados en el mismo orden en que se
los designa, es decir, que el primero y tercero estén separados por el
segundo y cuarto.

(2) Aun con unos mismos pares de puntos 44', BB' hay cuatro re-
presentaciones de un punto imaginario, pues las ABA'B’, BA'B'4, A’
B'AB y B'ABA' designan uno mismo, por indicar todas un mismo sen-
tido; y las 4B'A'B, BA'BA, A'BAB' y BAB'A' son representaciones
del punto conjugado.
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que pasan por una misma recta, los cuales determinan 4
la vez el haz en involucion y el sentido; pero puede también
representarlo uno cualquiera de los infinitos haces en invo-
lucién de planos tangentes 4 las diferentes superficies cé-
nicas, que determinan desde aquella recta la indicada in-
volucién de planos conjugados.

La recta imaginaria puede ser de dos distintas espe-
cies, segn que la forma simple que la representa sea pla-
na 6 alabeada. La de primera especie se define por cuatro
rectas de un haz de primer orden; pero también puede
representarla un haz en involucién de tangentes 4 una
curva de segundo orden situada en su plano 6 de genera-
trices de un cono de segundo orden del mismo vértice, res-
pecto de los cuales los pares de rectas conjugadas de
aquella primera involucién sean conjugados.

La recta imaginaria de segunda especie se representa
por cuatro rectas de un haz alabeado de segundo orden,
en el cual definen una involucién sin rayos dobles, cuyos
rayos conjugados son el primero y tercero, y el segundo y
cuarto; pero tiene también otras infinitas representaciones
sobre cada uno de los haces alabeados en 1nvolucién con-
tenidos en la involucién no homolégica que aquél determi-
na; debiendo Ia recta en cuestién considerarse como una
de las dos centrales de esta involucién. Todos estos haces
alabeados en involucién determinan, en efecto, una misma
recta imaginaria; puesto que, en cada una de las directri-~
ces del sistema, determinan todos una misma involucién
de puntos y un mismo sentido, es decir, que la cortan en
un mismo punto imaginario; y, asimismo, determinan
tédos ellos con cada directriz un mismo plano imaginario.

El punto y el plano imaginarios y la recta imaginaria
de primera especie admiten todos, segiin hemos visto,
representaciones de primer orden, que son las empleadas
de ordinario para designarlos, prefiriendo, por lo general,



- B —

las harménicas. Perola recta imaginaria de segunda espe-
cie no tiene ningtn punto real, ni pasa por ella ningtin pla-
no real; y no admite, por tanto, ninguna representacién de
primer orden, sino que todas son haces alabeadds de se-
gundo orden; pudiendo tomar arbitrariamente la primera
recta de una de ellas, sin mds condicién que la de no ser
directriz de la involucién no homolégica, es decir, de no
cortar a la recta representada.

Todas las construcciones con elementos reales se re-
ducen, en Gltimo extremo, 4 determinar una recta por dos
puntos, un plano por tres y todos los anilogos; las cuales
se aplican 4 los elementos imaginarios, sin més que te-
ner presentes las propiedades mas sencillas de la involu-
cién. Asi, para no citar mas que un ejemplo, se obtiene
una representacién de la recta determinada por dos pun-
tos imaginarios, uniendo por rectas los puntos homélogos
de dos representaciones de aquellos puntos, que sean pro-
yectivas y, 4 ser posible, perspectivas entre si. Esto lti-
mo ocurre cuando las rectas reales que contienen dichos
puntos se cortan y, en tal caso, la recta determinada es
imaginaria de primera especie; pero serd de segunda cuan-
do aquellas rectas se crucen, y real si se confunden en una.

Basta lo dicho, sin mdas antecedentes, para extender 4
los elementos imaginarios la mayor parte de las propieda-
des (con sus demostraciones) expuestas para los elementos
reales: podremos efectuar proyecciones desde centros 6
ejes imaginarios y cortar un haz 6 una radiacién por rec-
tas ¢ planos imaginarios; y podrd ocurrir que, en estas
proyecciones y secciones, 4 elementos reales de una forma
correspondan otros imaginarios en la segunda; siendo nd-
tural llamar perspectivas dos secciones planas de una mis-
ma radiacién, aun cuando su centro sea imaginario, y pro-
yectivas, las formas que pueden colocarse en posicion pers-
pectiva entre si 6 con otras proyectivas.
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No es, sin embargo, facil formarse idea clara del con-
junto de todos los elementos imaginarios pertenecientes 4
una misma forma, aunque ésta sea de primera categoria,
ni de su disposicién relativa, como nos la formamos, por
ejemplo, de los puntos reales de una serie 6 de las rectas
reales de un haz; los cuales aparecen dispuestos como en
una cadena continua, de tal modo que se pueden recorrer
todos sucesivamente hasta volver al punto de partida, ya
sea en uno U otro de los dos sentidos; sin encontrar en
esta cadena ninguno de los imaginarios, cada uno de los
cuales solo corresponde 4 un sentido y no al contrario.

Para ver como se distribuyen los elementos imagina-
rios empecemos por fijarnos en la serie de puntos 6 en el
haz de planos cuya base es una recta imaginaria de segun-
da especie. Ya hemos dicho que ésta viene definida por
una involucién no homoldgica; que corta 4 todas las di-
rectrices de la misma, mientras que se cruza con toda otra
recta real; y que determina con cada una de las primeras
un punto de la serie y un plano del haz considerados, es
decir, una serie y un haz en involucidn con sentidos deter-
minados. De una representacién de uno de estos puntos se
deducen las que corresponden 4 todos los planos del haz
(excepto el que pasa por ella) proyectdndola desde todas
las demads directrices del sistema. Es, pues, ficil determi-
nar el plano del haz que pasa por cada punto real del espa-
cio, y el punto de la serie situado en cada plano real; puesto
que la involucién no homolégica tiene una sola directriz que
pasa por aquel punto y otra, también tnica, situada en
este plano.

Seglin esto, el namero de elementos de la serie 6 del
haz considerado es igual al de las directrices de la invo-
lueién, cuyo conjunto forma un complexo de rectas de
primer orden; y las diferentes maneras como pueden agru-
parse aquellos elementos corresponden 4 los modos de
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agrupacion de estas directrices. Todas las que cortan 4
una misma recta real son las generatrices de un sistema
de un hiperboloide y corresponden 4 elementos de la serie
y del haz considerados, que estidn en posicién perspectiva
con el haz de planos reales cuya arista es dicha recta, 6
con la serie de sus puntos reales; presentando, por tanto,
los mismos caracteres de continuidad que las cadenas de
elementos reales. Asi, fijindonos en el haz de planos de
arista imaginaria de segunda especie, todos los planos del
haz, cuyas rectas reales (directrices de la involucién) per-
tenezcan 4 un mismo hiperboloide, forman una cadena
que es perspectiva con las cadenas de los puntos reales
situadas sobre cada una de las generatrices del otro siste-
ma del mismo hiperboloide; de donde deducimos que tres
planos cualesquiera del haz determinan una cadena y
que otro del mismo haz pertenece a esta cadena, si su
recta real estd en el hiperboloide definido por las rectas
reales de aquellos tres planos; y, en el caso contrario,
dicho plano estara, respecto de la cadena, en uno 0 otro
sentido, seglin que su recta real esté de uno G otro lado
de dicho hiperboloide. Exactamente lo mismo se puede
repetir para las cadenas formadas por puntos de la recta
imaginaria de segunda especie.

Si suponemos cortado por un plano real cualquiera el
haz de planos antes considerado, obtendremos un haz de
rectas cuyo vértice imaginario esta situado en la directriz
de la involucién no homoldgica contenida en el plano se-
cante, punto perfectamente determinado por esta involu-
cién. Por cada uno de los deméas puntos reales del plano
pasa otra directriz del sistema vy, por tanto, uno de los
rayos imaginarios del haz de rectas seccién; de manera

~que este haz se compone de aquella recta real y de tan-
tas imaginarias como son los puntos reales del plano no
situados en ella. La representacion de todas estas rectas
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se obtiene provectando desde cada punto real del plano,
la representacién del vértice del haz.

A toda cadena del haz de planos corresponde una ca-
dena del haz de rectas seccidn; y, puesto que las rectas
reales de aquélla estin en un hiperboloide, los puntos
reales de ésta estaran sobre una recta 6 sobre una curva
de segundo orden, segn que el hiperboloide sea tangente
6 secante respecto del plano del haz, es decir, seglin que
la cadena considerad: en este haz contenga 6 no su recta
real. Toda recta real del plano, que no sea esta ultima,
determina una cadena del primer género, y toda seccibén
coénica que pase por el vértice y por su conjugado detei-
mina una cadena del segundo género (1). Esto permite
determinar, operando exclusivamente con elementos rea-
les, los rayos del haz de rectas que pertenecen 4 la cade-
na definida por tres cualesquiera y los elementos comunes
a dos cadenas.

Correlativamente con lo anterior el haz de rectas de
vértice real y plano imaginario, se puede obtener proyec-
tando desde un punto real una serie de puntos situada so-
bre una recta imaginaria de segunda especie. Y cortando
este haz por un plano real que no pase por su vértice, se
obtiene la serie de puntos de una recta imaginaria de pri-
mera especie, cuya representacién real es una forma plana
correlativa con la empleada para estudiar el haz de rectas
de plano real y vértice imaginario.

El examen de los demés casos que pueden presentar
las series y los haces, se reduce facilmente al de los ante-

(1) Que toda cadena de segundo orden debe contener el vértice y su
conjugado, se deduce de que los puntos conjugados de la involucién que
define el vértice deben ser conjugados respecto de todos los hiperbo-
loides formados por directrices de la involucién no homolégica que de-
fine la arista del haz de sus planos.
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riores. Asi, por ejemplo, para estudiar la serie situada so-
bre una recta real, lo més sencillo es proyectarla desde
un punto imaginario cualquiera, situado en un plano real
que pase por ella; en cuyo caso, 4 cada punto real de este
plano no situado sobre la recta dada, ni sobre la real que
contiene el centro de proyeccidn, corresponde una recta del
haz proyectante y un punto imaginario de la recta dada.

Cuando se consideran todos los puntos 6 rayos, asi
reales como imaginarios, de una serie 6 de un haz, no tie-
ne sentido el hablar de segmentos 6 de 4ngulos completos,
ni tampoco decir que dos elementos estan 6 no separados
por otros dos; pero estas denominaciones son perfecta-
mente claras cuando nos referimos sélo 4 los elementos de
una cadena contenida en la serie 6 en el haz. Asi, en un
haz de rectas de vértice imaginario y plano real, dos rayos
imaginarios correspondientes 4 dos puntos reales cuales-
quiera del plano limitan infinitos pares de angulos planos
completos, pertenecientes uno 4 cada una de las infinitas
cadenas que contienen dichos rayos; cadenas que estin
representadas por las lineas de segundo orden que pasan
por aquellos puntos reales y también por el vértice del haz
y por su conjugado; las cuales puede decirse que forman
un haz de cadenas.

De este estudio se deduce que si dos series 6 haces se
relacionan de manera que en ellos se correspondan los
elementos y las cadenas, también se corresponderan las
formas harmonicas; pero puede muy bien no ocurrir lo mis-
mo con los sentidos, es decir, que el sentido en que un ele-
mento esté respecto de otros tres (no pertenecientes los
cuatro 4 la misma cadena), puede ser distinto del que co-
rresponde 4 los elementos homélogos de la otra forma.

Para que dos formas sean proyectivas, basta que en
ellas se correspondan los elementos y también los senti-
dos. Esta definicién lo mismo se aplica 4 las formas ho-
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mograficas y correlativas planas, radiadas 6 del espacio,
que 4 las series y los haces, ¢ incluye la condicién de que
4 toda cadena debe corresponder una cadena, y & toda
forma harménica otra también harmoénica. De ella se de-
duce que bastan tres, cuatro 6 cinco pares de elementos
homélogos (1) para definir la relacién proyectiva entre dos
formas proyectivas de primera, segunda 6 tercera categoria
respectivamente, como sucedia con las formas compuestas
de elementos reales. Pero es digno de notarse que, asi como
las series y haces reales, para ser proyectivos, basta que en
ellas se correspondan los elementos y las formas harméni-
cas, y en las formas reales de segunda y de tercera cate-
goria basta la primera condicidn, no se verifica otro tanto
en este caso general; pues si suponemos, por ejemplo, que
en una serie corresponde cada punto con su conjugado, se
cumplirdn las condiciones dichas sin que puedan conside-
rarse proyectivas las series, puesto que tienen dobles todos
sus puntos reales, y ninguno de los imaginarios; siendo
facil citar ejemplos analogos para las formas méas com-
plicadas.

La relacibén proyectiva, bajo este aspecto tan general,
no se presenta en verdad tan sencilla como la establecida
para las formas reales, y para ver con claridad céomo se
corresponden los elementos homoélogos y aprender 4 cons-
truirlos, es muy interesante estudiar la relacion que enla-
za los elementos reales que determinan elementos homoélo-
gos en dos formas proyectivas cualesquiera,

Si la relacién es tal que a los elementos reales corres-
ponden otros también reales, se llama real-proyectiva, y
en ella 4 un elemento imaginario representado por una for-

(1) Los cuatro elementos de una forma de segunda categoria han de
ser tales que de tres en tres no pertenezcan 4 una de primera, y los
cinco de una del espacio han de ser puntos 6 planos que, tomados de
cuatro en cuatro, no pertenezcan 4 una misma forma plana ni radiada,
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ma simple corresponde otro representado por la forma
simple homéloga; lo cual no presenta dificultad tratindose
de series de puntos situados sobre rectas reales, haces de
rectas de vértice y plano reales y haces de planos de arista
real. :

Una cosa analoga puede también aplicarse 4 las series
0 haces de planos proyectivos, cuyas bases sean dos rectas
imaginarias de segunda especie: puesto que dichas formas
pueden considerarse como homdlogas en dos formas reales-
proyectivas en el espacio, convenientemente determina-
das (1); en las cuales aparece evidente la correspondencia
entre las cadenas, las formas harménicas, los sentidos, los
angulos completos y los segmentos.

Dos haces de rectas proyectivos de vértices imagina-
rios y planos reales también se pueden considerar como
homologos en dos formas planas reales-proyectivas y, por
tanto, sus rayos homoélogos correspondientes estin deter-
minados por dos puntos reales homélogos de estas formas
planas, siempre que correspondan los rayos reales de di-
chos haces. Pero, si esta circunstancia no se realiza, no son
proyectivas las formas planas en que se consideran corres-
pondientes los puntos reales de cada par de rayos hombé-
logos de los dos haces; puesto que en cada una se encuen-

(1) Sean, en efecto, a,b y ¢, las rectas reales de tres planos de uno
de los haces, 6 de tres puntos de la serie, a,, b, y ¢, las de sus homoélogos
en la otra forma; mgng una representacién de la arista del primer haz
(6 de la recta que lleva la serie), que corta & las a,b y ¢, y mpmngq,
una representacién, proyectiva con ella, de la arista del sezundo haz (6
de la recta en que esta la segunda serie) que corte 4 las a,. b, y ¢,. Las
formas homograficas en el espacio definidas por los cinco puntos 6 planos
am, ap, bm, bp y cn y sus homélogos a,m,, a,p,,b,m,, b p, y c,n,, contienen
como homélogos los dos haces 6 series proyectivas de que se trata. Si
el haz hubiese de ser proyectivo con la serie, las formas del espacio se-
rian correlativas definidas por aquellos cinco puntos y los cinco planos
homsélogos.



tra un punto especial correspondiente con la recta real que
contiene el vértice del otro haz. En este caso los puntos de
un plano situados en linea recta con uno de estos puntos
especiales, corresponden con otros que cumplen igual con-
dicibén en el otro plano; mientras que los situados sobre
otra recta cualquiera del primer plano corresponden con
puntos de una seccidén cbnica representante de una ca-
dena que contiene el punto especial del segundo plano; y
los de toda otra cadena de segundo orden (1) que no con-
tenga este punto especial corresponde con otra de la mis-
ma especie; y, en todos los casos, las series de puntos rea-
les representantes de dos cadenas homologas son reales-
proyectivas entre si. Estas y otras muchas relaciones no-
tables, que pueden utilizarse para la construccién de los
rayos homologos de los dos haces de rectas proyectivos,
se deducen inmediatamente, si se consideran estos haces
como secciones de dos haces de planos proyectivos cuyas
aristas sean imaginarias de segunda especie (2). De ellas se

{1) Es decir, representada por una seccién cénica.

(2) Para determinar estos haces de planos, si las rectasrealesa yq,,
que contienen los vértices de los dos haces de rectas considerados,
son homélogas, y desiguamos por By B,, C y C, los puntos reales de
otros dos pares de rayos homélogos, tracense por B y C dos rectas b y ¢
que se crucen entre siy con la g, y por B, y C, otras dos b, y ¢, que se
crucen entre si y con la a,; y ademds las rectas BC y B, C, que designa-
remos por m y #1,. y las p, n y g que, cortando & las 4, by ¢, determinan
con m en la recta a la representacién mpng del vértice del primer haz; y
las p,. #, y g, que con la m, cumplan igual condicién respecto del segundo
haz, siendo proyectivas las dos representaciones. Si, hecho esto, relacio-
namos proyectivamente las dos formas del espacio, como se hizoen la
nota de la pagina anterior, los planos am y a,m, de los dos haces serdn
homélogos, de donde se deduce lo dicho en el texto.

Si 4 las rectas realesay b,, que coatienen los vértices de los dos ha-
ces, corresponden respectivamente rectas que tienen los puntos reales
A,y B,y ademas los C y C, corresponden a otros dos rayos homélogos,
tracemos también las rectas b y ¢ que pasen una por el punto B y otra
por el C y se crucen entre si y con la a, y otras dos a, y ¢, que, pasando
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deduce, entre otras varias consecuencias importantes, que
dos haces proyectivos de rectas del mismo vértice, situa-
dos en un plano, admiten siempre uno 6 dos rayos dobles.

Al caso que acabamos de indicar 64 su correlativo
pueden reducirse, en ultimo extremo, todos los demas en
que se trate de estudiar la relacién proyectiva entre dos
series 6 haces cualesquiera, y en todos ellos se encontrara,
no solo la correspondencia entre las cadenas, sino también
la relacién real proyectiva entre los elementos reales que
determinan los homélogos pertenecientes 4 dos cadenas ho-
mologas.

La involucidén y las formas polares obtienen por este
medio inmensa latitud, pudiendo en ellas 4 uno 6 varios

por A, y C, se crucen entre siy con la b,; y designemos por m y m, las
rectas BCyA,C,, y porp,nyq, otras tres que corten 4 lasa, bye, y
que con s determinen en & una representacién del vértice del primer
haz,ylas p,, #, y ¢, que corten 4 a,, b, y ¢, y que con m, determinen en
b, la representacién del vértice del segundo haz proyectiva con aquella;
relacionando proyectivamente las formas del espacio como en la nota
de la pagina 62, en ellas no seran homélogos los planos am y b, m, delos
dos haces, y, por tanto, no seran proyectivas entre si las formas planas
en ellos contenidas; pero a las cadenas homélogas de los dos haces de
planos, representadas por haces alabeados de segundo orden homé-
logos, corresponden cadenas homélogas de los dos haces de rectas, las
cuales vienen representadas por las secciones de dichos haces alabea-
dos; secciones que seran series de primero 6 de segundo orden segtin que
los planos de los haces de rectas estudiados contengan é no alguno de
los rayos de aquellos haces alabeados. Si el primer haz contiene las
rectas a y b, su homélogo contiene lasa, y b,y 4 ellos corresponden dos
serie rectilineas,una que contiene el punto B y otra el 4,; si el primer
haz contiene la recta ay no la b, el segundo contendri la 4, y no la &,,
y les corresponderin respectivamente una serie rectilinea que no con-
tiene e! punto B y otra de segundo orden que contiene el 4,; y, por
@ltimo, 4 un haz alabeado que no contiene la a ni la b, y su homélogo
que no contiene la 4, ni la b,, corresponden dos cadenas homélogas de
segundo orden que no pasan por los puntos B ni 4,. Pero, en todos los
casos, las series que representan cadenas homélogas son proyectivas,
como secciones de haces alabeados proyectivos entre si.
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elementos reales corresponder otros imaginarios; y todos
los teoremas pueden enunciarse sin restricciones de nin-
gin género; pero esta generalidad no menoscaba en ma-
ra alguna el rigor cientifico, como sucedia con la aplica-
cibn del principio de continuidad.

A las curvas y superficies de segundo orden reales se
anaden, no solo la elipse y elipsoide imaginarios derivados
de las formas polares reales, sino otras deducidas de estas
formas polares mas generales; como seria, por ejemplo,
una curva de segundo orden determinada por cuatro pun-
tos reales y la tangente imaginaria en uno de ellos, la cual
no puede tener ningin otro punto real. Y cualquiera que
sea la superficie de segundo orden considerada, admite, en
este supuesto, doble generacion rectilinea.

A estas lineas y superficies de segundo orden se apli-
ca también, no solo la definicién de sistemas simples (1),
sino también la relacién proyectiva que existe entre las
secciones producidas en ellos por rectas que pasan por un
punto comin y el haz de rectas 6 de planos tangentes en
este punto, las involuciones que determinan en las rectas
cualesquiera y, en general, todas sus propiedades. Y
también se pueden establecer relaciones proyectivas entre
dos de estos sistemas simples 6 entre uno de ellos y una
forma de primero 6 de segundo orden, generalizando asiel
concepto de proyectividad, para el cual el sistema simple
de lineas 6 superficies desempena un papel anilogo al de
los haces, puesto que todas las lineas que contiene pasan
por cuatro puntos y todas las superficies del haz pasan por
una misma linea de cuarto orden; asi como sus correlati-

(1) Sistema simple de lineas 6 superficies de segundo orden es el con-
junto de todas las que cumplen la condicién de que todo par de puntos
conjugados respecto de dos de ellas, lo es también respecto de todas las
demas.

2
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vas podrian considerarse como series de lineas 6 de super-
ficies, puesto que contienen todas las lineas tangentes 4
cuatro rectas (1) 6 todas las superficies inscritas en una
misma desarrollable de cuarto orden.

Y, 4 pesar de esta gran generalidad, losteoremas en
cuyos enunciados intervienen elementos imaginarios tie-
nen un sentido perfectamente claro y definido, de tal
modo, que es posible transformarlos en otros relativos Gni-
camente 4 elementos reales; transformacién facil en algtn
caso, pero que en la mayor parte da lugar 4 enunciados de
extraordinaria complicacién, muy adecuada para poner
de manifiesto las ventajas de la introduccién de las deno-
minaciones abreviadas de punto, recta y plano imagina-
rios, para designar los conceptos més complejos que re-

sumen.

(1) Estas lineas tienen comunes todos los pares de rectas conjugadas
que lo son respecto de dos lineas del sistema, como las superficies tie-
nen comunes los pares de planos conjugados que lo son respecto de dos

de ellas.



VII

Hora es de poner fin 4 mi trabajo, que bastante he
abusado ya de vuestra nunca desmentida indulgencia; y
termino sin haber acertado 4 bosquejar, cual convenia, la
marcha que en el presente siglo ha seguido la Geometria
pura para emanciparse de la tutela de la analitica, a que
vivid sometida desde los comienzos de esta importante
rama de las Matematicas.

He tratado de exponeros cémo tras de la teoria de los
signos ha venido la de los elementos del infinito, indispen-
sable para sacar del estudio de las formas perspectivas
todo el partido 4 que se prestan. A estas siguid la teoria
general de la proyectividad en su doble aspecto de homo-
grafia y correlacidn; primero fundada en consideraciones
puramente analiticas, después relegando esta base anali-
tica al establecimiento de la relacion entre las formas mas
sencillas, las series y los haces; y, por ultimo, desterran-
dola por completo y, con ella, toda nocion de magnitud,
mediante el auxilio de la forma harménica derivada del
cuadrilatero completo. Con este motivo hemos visto apa-
recer la Geometria de la posiciébn que, entre otras, pre-
senta la ventaja de constituir sus teorias con entera inde-
pendencia del postulado de Euclides; las cuales son apli-
cables, por tanto, a las Geometrias hiperbodlica y eliptica
lo mismo que a la euclidiana. Derivando de la proyectivi-
dad aparece la involucién que, en cuanto se aplica 4 los
elementos impropios, constituye la base de la Geometria
de la medida; y, aplicada 4 las formas correlativas, da los
sistemas polares que constituyen la teoria natural y sen-
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cilla de las lineas y superficies de segundo orden, y, por
dltimo, la misma involucién contiene en si la teoria de los
elementos imaginarios, que parece formar la coronaciény
cubierta del edificio cientifico, puesto que se apoya en to-
das las anteriores, sirviéndoles de lazo de unién que las
completa, simplifica y generaliza.

No se crea, sin embargo, que con esto ha termmado
su mision la Geometria pura; pues el que mirado aislada-
mente parece edificio completo, es de esperar que en por-
venir no lejano se convierta en simple basamento de otro
mucho mas vasto. A la involucién de segundo orden, cu-
yos elementos conjugados estan agrupados 4 pares, sigue
de cerca la de orden superior, en la que cada grupo de
elementos conjugados consta de un nimero cualquiera de
éstos, constante para una misma involucion, pero variable
de una 4 otra.

Y como de aquella deriva la teoria de lineas y super-
ficies de segundo orden, en ésta se apoya la de las lineas
y superficies de orden superior; pues asi como un sistema
simple de lineas de segundo orden determina una involu-
cién en cada recta de su plano, que no pasa por ningln
punto comun; asi todo sistema simple de lineas 6 super-
ficies de un orden cualquiera determina sobre cada recta
una involucién del mismo orden. Esta observacién la ha-
bian hecho hace tiempo algunos gebémetras, definiendo ia
involucién por las relaciones métricas entre los segmentos
que cada grupo de puntos determina,perosu introduccion
en el campo de la Geometria de la posicidn, es de época
reciente. De modo que si la teoria puramente geométrica
de las lineas y superficies de segundoorden esta completa,
y el estudio de las de tercero y cuarto orden se encuentra
muy adelantado, la teoria general de las de un orden cual-
quiera estd todavia en perfodo de formacidén, & pesar de
los importantes trabajos que 4 ellas han dedicado eminen-
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tes geometras (1); y no es de estranar que asi suceda
atendida la dificultad del asunto, cuya exposicién analiti-
ca presenta aan tantas nebulosidades.

Pero la experiencia de lo pasado nos permite abrigar
bien fundada esperanza de que pronto se encuentren &
igual altura las dos teorias, analitica y geométrica, de las
lineas y superficies, como ha sucedido con tantas otras 4
las cuales parecia adaptarse mejor una que otra de las
dos formas de exposicién de las verdades geométricas. Y
no puede ser de otro modo, puesto que la mayor facilidad
en estudiar una cuestién determinada por un sistema que
por el otro, mas que de la naturaleza misma del asunto 6
del método, depende del grado de adelanto del capitulo
especial de cada una de las dos Geometrias que 4 su es-
tudio debe aplicarse. Para quien se empefnase en no usar
mas sistema de coordenadas que el cartesiano, segura-
mente le parecerian poco adaptables los procedimientos
de la Geometria analitica al estudio de cuanto se refiere &
los elementos del infinito y a la correlacién, que tan facil
encuentra el que estd habituado al empleo de las coorde-
nadas trilineales y tangenciales.

No debemos, pues, limitarnos exclusivamente a uno
de los dos métodos de investigacion, sino aplicarlos si-
multineamente en todas las cuestiones: no sélo por la ma-
yor facilidad que proporciona uno de ellos en cada caso,
sino también porque esto servird de estimulo para ahon-
dar més en el otro hasta conseguir en él igual simplifica-
cién; siendo este segundo resultado de mayor estima aln
que el primero, porque mas importante que obtener una
nueva verdad es, 4 no dudarlo, adquirir un nuevo instru-

(1) Es digna de especial mencion la memoria Grunzige esner rein geo-
metvischen Theorie der algebraischen ebenen Curven, de Kotter (Berlin, 1888),
premiada y publicada por la Real Academia de Ciencias de Berlin.
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mento para investigarlas 6 perfeccionar el que ya posee-
mos, para que sea fuente de otras muchas.

Pero, si de este terreno puramente cientifico descen-
demos al de las aplicaciones, saltan 4 la vista las venta-
jas que la Geometria pura presenta sobre la analitica;
ventajas que han hecho que en todo tiempo, y cada vez
con més decidido empeiio, la prefiriesen los hombres prac-
ticos en la resolucién de todos los problemas que tienen
relacion directa 6 indirecta con la Geometria.

De la Geometria pura se vale el artista en todo lo re-
ferente 4 la Perspectiva lineal que utiliza el pintor, y 4 la
Perspectiva relieve indispensable al escendgrafo, y de que
tanto partido sacan el escultor en la composiciéon de los
bajo-relieves y el arquitecto para estudiar la conveniente
disposicion de las diferentes partes de una construccion,
destinadas 4 producir determinado efecto. A ella acude
exclusivamente el constructor en todos los problemas re-
ferentes 4 la Estereotomia; 4 ella pertenecen, y no siem-
pre 4 sus teorias mas elementales, muchas de las cuestiones
de la Cristalografia, de la Optica geométrica, de la Carto-
grafia y de tantas y tantas otras ciencias que seria prolijo
enumerar.

Y no sblo en estas cuestiones de pura Geometria que
constituyen el terreno propio de esta ciencia, sino tam-
bién en otras muchas de caricter mixto, y aun en algunas
que parecen mas propias del Célculo que de la Geome-
tria, se aplica ésta con ventaja en muchas ocasiones.
Porque las construcciones graficas que proporciona la
Geometria pura, no sblo son mas sencillas é intuitivas que
los calculos que pueden llevar al mismo resultado, sino
que tienen sobre ellos la ventaja de hacer mas dificiles las
equivocaciones y més ficiles de descubrir cuando ocu-
rriesen. Y si bien los resultados del cdlculo pueden alcan-
zar mayor grado de aproximacién que la proporcionada por
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las construcciones grificas, ésta es més que suficiente en
casi todas las aplicaciones de.carécter practico, aparte de
que aquella mayor aproximacién es més ilusoria que real,
puesto que, salvo rarisimos casos, la falta de precisién del
resultado, més que del procedimiento aritmético 6 geomé-
trico que se emplea para deducirlo, procede de la que en
si mismos entrafian los datos de observacion 6 experien-
cia que les han servido de punto de partida.

Por esto la representacién y el cdlculo grafico, que tie-
nen su base en las doctrinas de la Geometria pura, en-
cuentran cada vez més partidarios y ensanchan el campo
de sus aplicaciones; hasta el extremo de que apenas se
encuentra hoy una ciencia de observaciéon que no los uti-
lice, no sélo para poner de manifiesto los resultados de sus
observaciones, sino también para combinarlos y deducir
de ellos las consecuencias 4 que naturalmente conducen.

Digalo si no, para no citar méis que un ejemplo, la
Estdtica grdfica con su aplicacién al célculo de la resis-
tencia de materiales, ciencia enteramente nueva, creada
por Culman, comeo aplicaciéon de la Geometria de la posi-
cion de Staudt, pocos anos después de llegar esta obra asu
conocimiento; ciencia que, sustituyendo por trazados grafi-
cos sencillos los prolijos cdlculos de resistencia empleados
hasta hace pocos afios, prepara una completa reforma en
la ensenanza de las escuelas técnicas, dando en ellas la
preferencia 4 los estudios de Geometria pura sobre los de
calculo, que dominaban casi por completo.

Y es que en realidad los poligonos de fuerzas y los
funiculares que para Culman y sus sucesores resumen
casi toda la Estética, junto con las lineas de presiones,
tan faciles de construir, ponen de manifiesto con extraor-
ria claridad la manera de actuar de las diferentes partes
de una construccién, y ensefia 4 determinar la forma y di-
mensiones que se les debe asignar.
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Poco podia pensar Staudt, cuando componia su obra,
guiado Gnicamente por el deseo de dar 4 la Geometrfa
mas amplia y sélida base, en esta aplicacién que tan pron-
to debia hacerse de las teorias en ella consignadas: lo cual
es ciertamente un ejemplo muy apropiado para estimular
al estudio de las cuestiones puramente cientificas, y dar-
les el méas amplio desarrollo de que son susceptibles, pres-
cindiendo de que puedan 6 no encontrar aplicaciones prac-
ticas; y también para contestar 4 aquellos que no dan im-
portancia 4 los trabajos cientificos de carécter elevado si
no ven enseguida sus aplicaciones, y aun con preferencia,
las que contribuyen 4 aumentar nuestras comodidades y
fomentar este refinamiento de la vida material que, para
no pocos, da la medida exacta del grado de civilizacién
de un pueblo. ;Como si el espiritu no distase infinitamen-
te de la materia, y en igual proporcion no aventajasen los
ad:=lantos intelectuales, y més ain los morales, 4 los pu-
ramente materiales!




DISCURSO

DEL

EXCMO. SR. D. FRANCISCO DE PAULA ARRILLAGA



Sefiores.

Para dicha vuestra y por fortuna mia, el discurso que
acabdis de oir encierra una exposicién acabada de las
teorfas fundamentales de la materia sobre que versa; y por
mano tan maestra delineada, que me excusa de la parte,
para mi ardua y dificilisima en otro caso, del encargo de
llevar la voz y representacién de la Real Academia en esta
solemnidad.

De la tarea que por designacion de nuestro ilustre
Presidente hoy me incumbe, queda tan solo 4 mi cuidado
la parte honrosa y placentera: la de saludar y dar la bien-
venida, antes que los demas, al nuevo Académico, y acom-
panarle por breve rato 4 través de campos vastisimos de
la ciencia, en los que, sin guia tan experto como él, no
sabria yo aventurarme con pie seguro, por haberlos reco-
rrido muy rara vez, siempre por deberes inexcusables, y
nunca para cosechar frutos, y menos lauros, como el
Sr. Torroja, sino 4 lo mis para mostrar como se cultivan;
y aun esto muy desmaiada y someramente.

Tenéis hoy delante de vosotros al sabio Arquitecto y
Doctor, 4 quien desde mucho tiempo antes de su eleccion
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deseabais con razébn llamar 4 vuestro lado, por sus singula-
res merecimientos en la disciplina Matematica, que con
verdadera vocacidn profesa; y 4 sentarse va entre vosotros
el autor de libros aplaudidisimos, sin precedentes en nues-
tro idioma: el profesor ilustre que, renunciando 4 los triun-
fos de carrera de tantos atractivos como la Arquitectura,
en que se suman a las satisfacciones supremas de-las Cien-
cias fisicas y exactas, las mas delicadas y personales de
las Bellas Artes, y no dejandose tampoco seducir en su
cargo de astréonomo del Observatorio de Madrid por la
arrobadora contemplacion de los astros, fuente de altisi-
mas concepciones y de inefables deleites, presuroso corrib
a satisfacer anhelos més desinteresados, aspiraciones quiza
mas intimas, ganando en buena lid una catedra de Geo-
metria y convirtiéndose en austero maestro, poseido de
amor tan entranable 4 la juventud estudiosa, hacia la que
su corazén se inclina de modo irresistible, que ni este su
primer trabajo académico se decide 4 dejar de dedicarle.

¢Son estos efectos hijos de un caracter moral, que re-
bosa con las ansias de prodigar el bien predicando la ver-
dad, y de ejercer en-conciencia uno de los mas nobles
oficios humanos, 6 es que nuestro nuevo compafiero tiene
por de belleza més amable y exquisita las verdades y las
indagaciones de la Geometria que la aplicacién de las
Ciencias y de la Estética al Arte de construir, y que la ob-
servacion y estudio del firmamento con todas sus grande-
zas y con todos sus sublimes resplandores?

Ambos juicios serian, a mi entender, por igual exactos.

Cuando en una ciencia se llega 4 ciertas alturas,
cuando con pleno dominio de las verdades adquiridas por
todos los demds, se asienta firme la planta sobre las ci-
mas, y por apropiaciéon de la mente se tiene por conquis-
tado todo lo que por debajo y por detras queda recorrido,
algo se debe sentir—yo no tengo de tales sentimientos
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experiencia—que impulse 4 subir mas y mas, sin dar va-
lor 4 otros goces que no sean los de lanzarse 4 regiones
superiores. Y debe al propio tiempo dejarse arrastrar
el 4nimo por el afin de comunicar lo pensado con aquellos
que un dia pueden abarcar nuevos horizontes, escalando
otras cumbres y colocandose mas cerca de la verdad ab-
soluta, 6 del limite que al hombre le est4 providencialmen-
te asignado.

De todas las particulares materias que la Matematica
comprende, ninguna como la Geometria para semejantes
satisfacciones, y para tan acendrados propositos. La ari-
dez del puro célculo necesita refrescarse 4 menudo con el
encanto de sus portentosas aplicaciones, especialmente 4
la Mecénica y 4 la Fisica: el puro anlisis de la cantidad
deja 4 la imaginacidén casi inactiva, por ser, como légica,
ejercicio exclusivo de la razén.

La Geometria, en cambio, contentando 4 la razdn en
igual medida, lleva en si una como visién objetiva é inme-
diata del espacio y de las infinitamente variadas formas
con que la imaginacién lo puebla, y 4 las que ajusta en el
acto las verdades que investiga, las proposiciones que es-
tablece, y las relaciones que determina.

Pero antes de entrar en disquisiciones, que desde aho-
ra os prometo que han de ser muy someras, sobre algunos
de los puntos que el Sr. Torroja acaba de sehalarnos como

“culminantes de la Geometria superior moderna, cmple-
me levantar el obscuro crespén extendido sobre el sitial,
que por vuestros unanimes votos le esta reservado.

Vacio se ha encontrado, con gran pena de todos vos-
otros, y muy particularmente mia, hasta hoy, en que va 4
ser ocupado,mucho mas dignamente, por cierto, que algin
otro puesto que el General Ibanez, Marqués de Mulhacén,
con sus méritos también enalteciod.

Amargo, y tal vez no legitimo consuelo es para la pér-
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dida de aquel hombre eminente, el de creer, como yo
creo, que no dejan de resentirse de su ausencia eterna, no
. ya las instituciones patrias, que él dejé establecidas y que
sostienen, aunque echando muy de menos su direccién,
las personas que él educé para las aplicaciones de la
ciencia geométrica, sino aquellas otras de caricter inter-
nacional,que, dicho sea con todos los respetos debidos, al-
canzaron bajo su presidencia el apogeo de su brillo y del
éxito en sus tareas.

Tampoco yo, como el Sr. Torroja, tengo necesidad de
enumerar ahora las obras y encomiar las maravillosas
dotes del insigne Ingeniero y General, del incomparable
organizador de la Geodesia espanola y director de la me-
dicién internacional del Globo, del iniciador de la reforma
y empleo universal de los nuevos metro y kilogramo, y del
autor de tantas producciones y trabajos cientificos; porque
en las actas de esta Academia, y para el publico en el
Anuario, consignada esta su necrologia con los sentidisi-
mos rasgos de la elegante pluma de nuestro Secretario
perpetuo. ‘

Las frases que el Sr. Torroja le ha consagrado, y es-
tas mias, mas sinceras que alihadas, sirvan de justo com-
plemento al epitafio escrito sobre la losa, que en extranje-
ra tierra, al lado mismo de la de otro espanol ilustre, cu-
bre los restos de D. Céarlos Ib4nez; y rinda de cuando en
cuando piadoso recuerdo al Marques de Mulhacén el nue-
vo académico al sentir sobre su toga la medalla que sobre
el uniforme de Ingeniero aquél con marcada preferencia
solia ostentar, ya que el vestir la toga de la Universidad
espaiiola le ha inspirado acentos de buena memoria, diri-
gidos 4 los preclaros Catedraticos, miembros de esta
Academia, que asimismo la muerte, no ha mucho, nos
arrebaté.

En sus panegiricos se complace también la Academia
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entera, como se complace en procurar que la Facultad de
Ciencias esté aqui siempre gallardamente representada.

Si, sefiores: la Universidad, y, por lo que atafie 4 nos-
otros més directamente, laFacultad de Ciencias de la Cen-
tral, no solamente excita de continuo nuestras ardientes
simpatias, sino que nos congratulamos en reconocer que
procura perseverantemente avanzar en la difusion y ense-
fianza de las ciencias, con mucho méas ahinco del que vul-
garmente se reconoce por espiritus descontentadizos en
exceso, que, por hdbito mis que por malicia, no toman en
cuenta nuestro propio caracter nacional.

Si no recelase que la modestia del Sr. Torroja me lo
habfa de reprochar, no temeria, por mi parte, entrar en
comparaciones, de que su citedra saldria airosa, con otras
catedras similares del extranjero. ,

Por lo menos, licito me ha de ser poner pablicamente
- en relieve, puesto que la ocasién se me brinda propicia, el
progreso que revela el programa de la ensefhanza de la
Geometria, que, después de todo, constituye el fondo del
discurso 4 que contesto.

Veinte afnos del segundo tercio de este siglo habian
transcurrido desde que en Francia tomd carActer oficial
la ensefanza de la Geometria superior, cuando un profun-
do matematico espaiiol, cuyo nombre acudird & vuestros
labios, aunque yo no le cite, porque, siendo gala de las
ciencias y de las letras espafnolas, 4 cada paso damos con
él, y dard la posteridad cuando la historia de nuestra ac-
tual cultura se escriba, publicé en la Revista de esta Aca-
demia, en la que acababa de entrar, una serie de articulos
con el titulo de Introduccibén @ la Geometria superior.

A su irrecusable autoridad me atengo para afirmar que
hasta aquella fecha (1867) nunca se habia explicado en
Espana esta materia, ni jamés se habia contado con ella
en nuestros programas de ensehanza; y a4 su grave testi-
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monio me remito para aseverar que no pasaron muchos
anos, después de tan enérgico aviso, sin que los programas
de las Escuelas especiales de Ingenieros exigiesen las teo-
rias que ¢l expuso, y la Universidad Central contase con
un profesor y un texto casi completo de aquella asigna-
tura.

Y eso que la Universidad, para tales reformas, no goza
de completa libertad; y no es cosa llana en ella aumentar
una ensefianza. .

Menester ha sido entender con lata interpretacién cual
debe ser el contenido de la asignatura de Geometria Des-
criptiva, y formar de ésta un curso en que, antes de lle-
garse 4 su particular objeto, se enseiie 4 los alumnos la
parte general de lo que hoy se da como Geometria su pe-
rior, como Geometria de la posicién, 6 como Geometria
proyectiva.

De proposito empleo todos estos nombres, a los cua-
les atin podria agregar los de Geometria moderna, y de Geo-
metria pura, y de Geometria no euclidiana, porque todos
ellos, y aun algunos més, se-aplican, noindistintamente,
pero si con variedad é insuficiente determinaci6n, 4 partes
6 4 conjuntos sistematicos de las teorias de la ciencia geo-
métrica.

Dividiase ésta 4 principios del siglo presente, para los
efectos de la ensefianza, como todas las ciencias y como
los tratados didacticos de todo género, en elemental y supe-
rior: disciplinada la primera con sujecibén casi estricta al
texto y severa doctrina de Euclides, y desarrolldndose 4m-
pliamente la segunda por su feliz alianza con el Algebra y
el Calculo infinitesimal.

Por resultado de alguna de las obras de Monge (1800),
de Carnot (1803), y de Poncelet (1822), en Francia; por
traducciones de Schumacher, y por trabajos originales de
Mobius (1827), Pliicker (1826 y 1846), y de Steiner (1832),
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en Alemania; inicifse una vigorosa restauracién de la
Geometria, que puede llamarse pura, por fundarse en es-
tudios independientes del método cartesiano y de la discu-
sién & interpretacién de formulas algébricas: restauracién,
por supuesto, que, como acontece siempre en la ciencia y
fuera de la ciencia, preparada estaba por autorizados pre-
cedentes, y fundada en verdaderas necesidades de saluda-
ble reaccion.

Como los ilustres autores que la emprendieron no ejer-
citaran su inteligencia en la resolucion y discusién de pro-
blemas y proposiciones elementales, 4 quetampoco descen-
dieron los matematicos, no menos ilustres, antecesores su-
yos, al aplicar el Algebra y el Calculo transcendente al
desenvolvimiento de la doctrina geométrica; el conjunto de
las nuevas teorias recibié en Francia, y también en Ingla-
terra, donde el texto de Euclides, mas que en parte algu-
na, se tenia por insustituible, el nombre de Geometria su-
perior, no bien hubo quien, con el prestigioso talento de
Chasles, dié con este epigrafe 4 luz un libro excelente
(1852) de la nueva Geometria, adecuado 4 las exigencias
de la ensehanza.

Mas jera, en realidad, estetitulo correctamente opuesto
al de Geometria analitica, consagrado ya 4 los estudios geo-
métricos, superiores también, realizados hasta entonces,
y que habian, no menos brillantes y progresivos, de con-
tinuar realizindose mediante la aplicacién del anélisis
finito € infinitesimal? ‘

A mi juicio, no: mejor quizé convenia al texto de Chas-
les el de Geometria moderna, con que su autor frecuente-
mente le designa; dado que otros matematicos, ya por en-
tonces consagrados 4 la completa depuracién de la Geo-
metria, habian de ver con intransigente recelo en la rela-
ciébn anarmoénica, de que parte, una especie de sistema
coordenado, y puesto que también estas investigaciones
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habian de engendrar en su propio seno sistemas nuevos de
coordenadas, diferentes si de las de Descartes, pero en-
caminadas al propio fin 6 al planteo de anéalogas ecua-
ciones.

Geometria proyectiva habian otros de llamar 4 la Geo-
metria restaurada ¢ instaurada en nuestro sig'o, para ex-
presar con tal nombre dos notas, no absolutamente carac-
teristicas, pero si senaladisimas del nuevo método general
de transformacion de figuras con que la Geometria se en-
riquecia para poder rivalizar con el Algebra y el Célculo,
que en esto la habian siempre aventajado, y que encerra-
ban el germen fecundo de muy utiles aplicaciones y de fu-
turos desarrollos.

El titulo de Geometria de posicibn usado por Carnot
(Géométrie de position), para significar que en sus proposicio-
nes abarcaba todas las posiciones de los elementos de las
figuras, adoptado por los alemanes, aunque en sentido
mucho mas amplio y transcendente (Géométrie der Lage),
sirvid, allende el Rhin, de ensena y guiéon 4 una verdade-
ra escuela de sutiles gedmetras, creadora de un sistema
completo de exposicién de la ciencia, & que di6 forma
en 1847 von Staudt, con una obra clasica y fundamental,
no opuesta, pero siradicalmente separada de la Geometria
de la medida (Géométrie des Masses), ambas comprendidas
dentro de la Geometria moderna. En ella se evitaba cui-
dadosamente tomar por punto de partida la relacién anar-
ménica, y se enunciaba la armoénica como propiedad del
cuadrilatero completo, cuya figura, introducida por Car-
not, cambié de definicidén mas tarde.

No temais, al verme asi barajar nombres, que vaya
ahora 4 dilucidar cuestiones filologicas, ni 4 puntualizar
el contenido de los tratados que 4 cada titulo deba corres-
ponder, ni mucho menos 4 proponer osadamente otros
nuevos, convirtiéndome en atrevido censor de tantos y tan
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grandes maestros: me limito 4 mencionarlos, por lo que su
evocacién pueda contribuir 4 precisar la indole y alcance
de la importante evolucién que durante el siglo XIX se ha
realizado en la ciencia del espacio.

Porque, bien pensado, debajo de estas cuestiones de
palabras, 4 veces hueras, otras veces se ocultan tendencias,
6 por lo menos matices, de concepciones fundamentales;
sin contar que las definiciones nominales suelen aclarar en
las ciencias especulativas las definiciones reales, marcando
la génesis y el proceso de los humanos pensamientos y
producciones.

El respeto mismo que los autores de novedades mere-
cen debe siempre impulsarnos a4 meditar sobre las palabras
con que las nombran, porque en ellas tal vez se encierra
la genuina y originaria significacién de la idea de que par-
tieron, lograran 6 no realizarla en sus obras.

Lo que importa en este punto es llegar 4 fijar bien por
tal camino el sentido general de las nuevas teorfas, y ver
lo que entre si tienen éstas de fundamentalmente comin y
distinto de las anteriores; y si se trata, como acontece en
nuestro caso, de discurrir en términos amplios sobre los
progresos de una ciencia determinada, en una determina-
da época también, diferenciandolos de los de otras épocas,
para recrearse en las ventajas que hayan reportado, y es-
timularnos con halagiienas esperanzas del porvenir, hay
que reflexionar tanto sobre las discordancias de fondo 6
de forma que presentan las distintas escuelas, tendencias,
6 pretensiones cientificas, como sobre las coincidencias
substanciales de procedimiento bien encaminado al ade-
lantamiento de tan hermosas y preciadas actividades del
espiritu humano, cuales son las que en las Matematicas
se ejercitan.

Los Gebémetras todos de este siglo, lo propio los que
por més conspicuos se citan, que otros que con menos no-
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toriedad han cultivado y cultivan de continuo, en innume-
rables libros, folletos y articulos de revistas, esta rama de
la Matematica, han aspirado y aspiran 4 constituirla en
ciencia independiente, hasta donde tan dificultosa empresa
es asequible, 6 en cuanto de independiente pueda tener,
por el deslinde de su propio dominio, y por el empleo, para
recorrer éste, de caminos 6 métodos propios y adecuados
4 su peculiar indole.

En cuanto de independiente cada ciencia puede tener,
he dicho, porque ninguna hayen realidad que del todo losea.

La Geometria estd contenida en la Matematica, y,
por tanto, sometida 4 la cantidad y al orden, categorias
primarias, dentro de las cuales se ha de desenvolver. Tie-
ne por objeto el espacio y las formas que en él se dan 6
son posibles, y en tal sentido puede prescindir y prescin-
de de la cantidad, mientras no tenga que particularizar
su contemplacién en porciones de magnitud definida del
espacio; y conserva, sin embargo, su caracter de Matema-
tica, sabiendo que el espacio es medible y que se halla,
por lo tanto, comprendido dentro dela categoria de canti-
dad, 4 la que serd preciso acudir siempre que tenga pre-
cision de determinar algo concreto. Pero asi como la pura
ciencia de la cantidad puede investigar propiedades de
ella sin descender 4 lo particular, cabe en cierto modo con-
cebir la Geometria como independiente de la magnitud.
En tal sentido, natural es que la razén se ejercite en pro-
piedades del espacioy que estudie en sus elementos origi-
narios todaslas formas, definiéndolas y clastficandolas en
general, sin limitacién alguna. Y, si en tales investigaciones
avanza y va sentando verdades y proposiciones, no hay
duda de que puede sistematizar conocimientos derivados
exclusivamente de la propia naturaleza de su materia y
por procedimiento deductivo.

Pudiera, de manera igualmente légica, no haber pres-
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cindido del concepto de magnitud y haberlo desde luego
aplicado al espacio, y, sumando nociones de cantidad y de
orden, apreciar éste y 4 la vez hacerlo objeto de compara-
ciébn y medida, caminando después siempre, y como antes,
deductivamente, y constituir de golpe la ciencia geomé-
trica completa.

En uno y otro caso puede ademas proceder por via de
induccidn (variacion de método que no consiente con igual
desembarazo de aplicacién lbgica la ciencia de la cantidad
pura): es decir, elevandose de lo particular 4 lo general y,
por abstraccion de accidentes, pasar desde las figuras 4
las formas, clasificar éstas, y venir 4 la investigacién de
todas las posibles. ,

Conviéneme hacer notar que estas consideraciones ge-
nerales sobre métodos no se dirigen 4 discernir el caracter
de analitica 6 sintética que a4 la Geometria moderna deba
atribuirse. Punto es este que Chasles en su discurso de
inauguracién de la catedra de Geometria superior dilucidé
largamente, haciendo notar el equivoco originado por el
nombre de Geometrfa analitica, dado 4 la Geometria que
se sirve del estudio y discusion de las ecuaciones, repre-
sentativas de las lineas y superficies, para conocer sus
propiedades, y demostrando la influencia que el nombre
de analisis, con dudosa propiedad dado por antonomasia
al Algebra y al Céalculo, ha ejercido en los juicios inexac-
tos hechos sobre los métodos de los griegos en Geometria,
y, por tanto, de los que se hagan sobre las teorias de aque-
llos ahora en cierto modo restaurados.

A lo que quiero referirme es 4 lo mismo que el sefior
Torroja se refiere, cuando, con razén manifiesta, expone
que la Geometria moderna busca la mayor generalizacién
posible en sus doctrinas, no limitando sus proposiciones
a determinadas figuras, ni anticipando indebidamente el
concepto de magnitud.
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Y ha podido en este punto acentuar mis el caricter
de los esfuerzos hechos modernamente para constituir la
ciencia geométrica en su mayor pureza, y por consiguiente,
con mayor generalidad.

Verdaderamente la Geometria admite hoy por nocién
cardinal la del espacio ilimitado, considerado intuitiva-
mente, no por abstraccion del cuerpo geométrico. Con-
templa el espacio, que es, segin definicién de los metafi-
sicos, posibilidad de posicién de objetos, y mentalmente
supone en él formas generales, cuyos elementos define y
cuya generalidad marca en oposicién 4 la nocién de figura.
Define lo que es una radiacién, y un angoloide, y una su-
perficie conica de orden par 6 dispar, antes que definir el
plano, y por consiguiente que los haces de rectas, pues el
plano es para la pura Geometria una superficie cénica de
orden dispar.

Resulta, pues, que lo que se pretende ante todo es
estudiar en términos generales el espacio como lugar de
formas cardinales (radiaciones, angoloides, superficies c6-
nicas, planos, haces y series de puntos), de las cuales sean
dependientes 6 derivados los cuerpos geométricos y las
tiguras, abarcando asi imaginativamente todo el espacio
y cuanto en él se pueda idear como objeto de la ciencia
geométrica. .

Esta misma consideracion conduce desde los primeros
'pasos 4 la introduccion del infinito en las definiciones y
proposiciones, partiendo de la observacion del giro de una
recta que se mueve al rededor de uno de sus puntosy
cortando 4 otra: donde se advierte que hay un momento
en que el punto de interseccién de ambas ha llegado al
infinito para reaparecer del otro lado sin solucién alguna
de tiempo ni de posicién: observacién que conduce 4 afir-
mar inmediatamente que dos rectas paralelas tienen co-
min un punto del infinito, y que éste es Gnico, en térmi-
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nos de que, aunque la frase extraiie, la recta se ha de mi-
rar como linea cerrada, y como complementarios dos seg-
mentos indefinidos, tomados &4 uno y otro lado de un
punto de ella. ‘

Por consideraciones igualmente légicas, se viene 4 in-
troducir el empleo de los signos desde estas primeras no-
ciones y sin todavia haberse empleado para nada la no-
cién de magnitud.

Sobre estas amplisimas bases—concepto general y cla-
sificacion de formas, consideraciéon del infinito y de los
signos— surgen inmediatamente los principios relativos
4 la dualidad y reciprocidad de las formas y de las figu-
ras, &4 su proyectividad, y 4 nuevas investigaciones sobre
las imaginarias, tales como el Sr. Torroja nos ha explica-
do, y que son los grandes capitulos abiertos por la Geo-
metria moderna.

Ante tan importantes concepciones ;no pierde algo de
importancia la eleccion entre las dos tendencias 6 proce-
deres que dejo indicados?

Ambos estardn 4 mi juicio dentro de la Geometria
moderna, de la Geometria pura, siempre que, cuando del
Algebra y del Calculo se use en las demostraciones y en
las investigaciones, no se empleen las ciencias de la canti-
dad para deducir de las expresiones algébricas propieda-
des geométricas, sino que éstas, lleven 6 no traduccion
algébrica, se deriven del estudio inmediato de las formas
generales 6 de las figuras particulares del espacio.

Me guardaré bien de entrar 4 discurrir sobre cuél de es-
tos métodos es preferible. Con las condiciones que he apun-
tado, hecha dejo la declaracién de que ambos me parecen
racionales. Y, en punto 4 fecundidad, tengo para mi que
ambos pueden producir frutos abundantes y sazonados, si
quien los aplica despliega grandes recursos intelectuales,
Respectod las ventajas para la ensenanza de la Geometria
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por cada uno de los dos sistemas, alld también se me figu-
ra que han de andar compensadas las facilidades y Ilane-
zas de uno con la mayor amplitud y generalidad que el
otro lleva consigo. Tal vez la eleccién mas acertada haya
de depender del caracter que al estudio de la Geometria
elemental se dé previamente.

Por lo demas, y en cuanto al més rapido progreso
cientifico importa, ;quién seria capaz de profetizar, por
conjeturas racionales 6 por la experiencia, que la historia
de las ciencias suministra, por donde conviene enderezar
el pensamiento para lograr més sélidos ensanches y al-
canzar mayores alturas en las esferas del saber?

La razéon humana, por ley de su naturaleza, no parece
que se satisface con otro método que el deductivo para
construir la ciencia, partiendo de las verdades 6 axiomas
mas generales, y derivando de consecuencia en consecuen-
cia proposiciones particulares. Pero como tal proceder
supone, lo que al hombre est4 vedado, facultad de elevar-
se sobre si mismo y sobre la naturaleza que le envuelve,
de aqui que, al inquirir las verdades, se le imponga el es-
tudio de lo contingente y de lo limitado, y satisfaga sus
aspiraciones por el procedimiento precisamente contrario
de la induccion 6 de la abstraccion.

Con ser tan perspicaz el entendimiento del Sr. Torroja,
y precisamente por haber ahondado tanto en estas mate-
rias, no se ha decidido 4 deciros cudles, en el inmenso
edificio que la ciencia geométrica labra, son las partes
principales, y hasta qué punto sobre ellas se ha de conti-
nuar edificando. Sélo ha afirmado juiciosamente que el
terreno sobre que los matematicos, y en este caso los geo-
metras, levantan las hermosas creaciones de su espiritu, se
halla bien cimentado y es capaz de soportarlas, sin riesgo
de que, con el transcurso del tiempo, flaqueen y se des-
moronen.
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Y, es verdad: mil y mil veces ocurre que los sabios; su-
biendo y subiendo 4 grandes alturas sobre el suelo en que
edifican, piranse repentinamente, asombrados de que el
sillar que acaban de asentar no necesitaba para formar
parte naturalisima de la obra que van erigiendo, sino
haberse continuado levantando directamente cierta co-
lumna, que otros dejaron truncada y que subia derecha-
mente 4 aquel mismo punto del edificio, desde el suelo 6
cimientos primeros de la construccidn cientifica.

Cosa es entonces de deplorar que aquel fuste, que an-
tiguamente comenzé 4 elevarse, quedase 4 corta altura
incompleto; pero no tanto como para desdenar la obra que
por otras partes se fabric6, y que ahora adquiere nuevos
enlaces y aplomos sobre verdades cardinales: sobre todo,
si se considera que 4 la limitada vista de los constructo-
res no le es dado abarcar desde el primer momento el plan
entero y superior destino del edificio que se propusieron
erigir.

La historia confirma en todas sus paginas la realidad
de tales juicios. No es Gnico, ni mucho menos, el caso de
Coldn, que por ir directa y més brevemente al Asia tro-
pieza con una Ameérica, ni siquiera soniada, que vale mas,
para gloria de sus descubridores y provecho de la huma-
nidad, que la empresa acometida, en justo premio de la
fe inquebrantable, prestada 4 una verdad, como la de la
redondez de la Tierra, superior en el orden cientifico 4 la
verdad parcial que se persigue y 4 la misma verdad real
que se descubre.

Si meditédsemos, por ejemplo, y para no salir fuera de
nuestra materia, sobre un punto determinado de la histo-
ria, en sus comienzos, de la nueva Geometria, advertiria-
mos c6mo Monge atiné, 6 pudo atinar, con la relacién que
sus procedimientos peculiares de Geometria Descriptiva
tienen con las verdades més generales de la pura Geome-
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tria; y como también Desargues hubiera podido llegar al
mismo término, de haber continuado edificando sobre al-
gunos de sus teoremas; y cémo Carnot, para fundamen-
tar su teorfa de las transversales, buscé y encontré apoyo
en el mismo lugar del suelo ya explorado por los gedme-
tras griegos, y donde éstos empezaron 4 establecer igua-
les 6 analogas proposiciones.

El hexagrama mistico, 6 aquella otra figura que cuen-
tan traz6 Mahoma, 4 guisa de rdbrica, sobre la arena del
desierto, con la punta de su cimitarra, pudieron parecer
simbolos misteriosos y raros, hasta que su exdmen sugi-
ri6 4 Euler una teoria general sobre cierto género de
figuras.

Dificilisima es para cualquiera, imposible para mi,
hacer 4 este propésito la sinopsis del estado actual de los
estudios geométricos. Es hoy tan copiosa la tarea a que
se consagran los gebmetras; son tantas las publicaciones
que & diario ven la luz; son tan varios y entre si tan dis-
tantes los puntos de vista que adoptan los autores de
Geometria pura, 6 los que se dedican 4 sus aplicaciones,
gue quizd no se esta 4 la hora presente en el caso de em-
prender su cuenta y su resumen, por lo que toca al Gltimo
tercio de este siglo.

Entre las dos ediciones de la conocida Reseita histérica
de los progresos de la Geometria, tuvo Chasles que dar 4 luz
un grueso volumen, en 1870, para completar su obra; y
no se refirié mas que 4 la ciencia francesa. Y Ball calcula
en quince mil los articulos, memorias y tratados sobre
asuntos mateméticos que al ano se imprimen en Europa
y América.

Lo que puede hacerse es condensar y resumir la histo-
ria de los progresos de la Geometria moderna en los doce
primeros lustros del siglo XIX, tal como aparece bosque-
jada en la introduccién a los Elementos de la Geonetria
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sproyectiva, por el malogrado profesor de Matematicas de
la Universidad de Tubinga, Doctor Hankel: obra péstu-
ma (Leipzig, 1875), dada 4 luz por iniciativa de Klein, y
por el celo del Doctor Harnack, y libro, en mi opinidn, el
mas claro y mejor ordenado como texto didéctico elemen-
tal de cuantos corren con iguales y parecidos titulos.

La reaccién que antes dije se inicié en fin del siglo
XVIII contra la absorcién de la Geometria por el Al-
gebra y el Calculo, cobrd vigoroso vuelo en Francia
por el ingenio de Monge y sus creaciones de la Geometria
Descriptiva. Maestro sin par en el arte de exponer, que ri-
valiza en elegancia con Lagrange y con Euler en sus lec-
ciones, fundador de la Escuela Central de Obras pablicas,
transformada luego en Escuela Politécnica, Monge no in-
vent6 con su Geometria Descriptiva una simple manera
de representacién de los sélidosen el plano, para uso y
provecho de los ingenieros, de los arquitectos y de los to-
pografos; sino algo mas transcendental para la ciencia: la
doctrina del transporte de las propiedades de los cuerpos
y de las formas generales 4 las figuras planas.

Aunque Monge no hubiese hecho mads, aunque no hu-
biese después marcado nuevos rumbos 4 la Geometria
Analitica, bastarale haber concebido y desenvuelto el mé-
todo de mirar en las dos proyecciones las propiedades de
los cuerpos geométricos, para merecer honores extraordi-
narios en la historia de las ciencias.

Reparad por un momento en la fecundidad de este
principio, y considerad la virtualidad de tal proceder, no
solo porque, como dije antes, se dota con él 4 la Geome-
tria de la flexibilidad del Algebra y del Calculo, sino mas
principalmente porque constituye, 4 mas de un sistema, un
método natural y generalisimo, ajustado como ninguno 4
la indole del entendimiento. ;Acaso el hombre puede por
si mismo, saliendo fuera de si, aplicar su intelecto a cosa
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alguna que no sea él mismo? ;No son proyecciones de las
cosas nuestras ideas acerca de ellas?

La transcendencia de tan cardinal principio se qui-
lat6 muy pronto, cuando Poncelet, prisionero de guerra
en la dura campaia de Rusia, medita sobre las lecciones
del maestro en las tristes orillas del Volga, y en sus sole-
dades prepara el Tratado de las propiedades proyectivas de
las figuras; 6 cuando Gaultier, también discipulo de Mon-
ge, explana sus teoremas sobre el eje radical de dos cir-
cunferencias, aplicindolos en toda su generalidad 4 cua-
lesquiera posiciones, para abrir campo al conocimiento de
las imaginarias en pura Geometria.

Débese también 4 la escuela francesa del primer tercio
del siglo la teoria de la reciprocidad polar, que, eliminando
la cénica de referencia, Gergonne ensancha con la funda-
mental idea de la dualidad.

Los alemanes, hasta el afio de 1820, no habian desco-
llado en investigaciones matematicas: tanto que, después
de Euler, solamente Gauss habfa ganado justo renombre
de matematico de primer rango.

Hasta que Mobius (1826), en su Cadlculo baricéntrico
inventa un sistema de coordenadas homogéneas, y deduce
de las propiedades descriptivas muchas de las relaciones
métricas, y presta al nombre de Geometria de la posicion
significado mucho més alto é “independiente del que en
boca de Carnot tuviera, Alemania no parecia rival de
Francia en el palenque de la Geometria. Aseguran los his-
toriadores que el profesor de Astronomia de Leipzig des-
conocia la obra de Poncelet, y 4 esta circunstancia atri-
buyen la diferente nomenclatura de la correlacién de figu-
ras que empled y los alemanes mantienen.

No asi Pliicker, que estudié en Paris con Poncelet y
Gergonne, antes de establecerse en Berlin y de publicar
sus nuevos métodos de la Geometria analitica pura. ;Lasti-
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ma para la Geometria que abandonara después la ciencia
del espacio por las ciencias fisicas, y que sélo al fin de su
vida (1868) volviera 4 sus primeras aficiones!

Con Mobius y con Pliicker comparte las glorias de la
Geometria alemana en esta primera época, Jacobo Steiner,
autor de verdadero genio. Suizo de origen, hombre singu-
lar que no aprendié a leer hasta los catorce anos, estu-
diante de Heidelberg, amigo del infortunado Abel, gene-
raliza la teoria de la transformacién de figuras con sus
Systematische Entwickelungen der Abhangigkeit geometrischer
Gestalten von einander (1832), y gana por el influjo de
Humboldt la citedra de Geometria moderna, creada en Ber-
lin (1834), y que habfa de honrar hasta su muerte (1863),
como honré las columnas de la Revista de Crelle.

En el segundo tercio del siglo los autores de obras que
pueden llamarse generales de la pura Geometria, y son
fundamento de la ensefanza, sirviendo de preparacién
necesaria al estudio de cuestiones especiales, se pueden
agrupar alrededor de los nombres de Chasles, de von
Staudt y de Grassmann: con el primero aquellos que, aun-
que no repugnan el empleo del Algebra y del Célculo, cum-
plen con la condicién de no deducir de los algoritmos y
formulas, propiedades geométricas; con el segundo, los
que construyen su doctrina sin la menor intervencién de
la magnitud, hasta haber agotado el concepto de la posi-
cion y de la direccién, y toman para pasar & la Geometria
de la medida el camino que poco antes de morir marcé
el profesor bavaro en sus Beitragen zur Geometrie der Lage,
y muy especialmente en su «Estudio (1867) de los semi-
didmetros reales é imaginarios de las curvas y superficies
de segundo orden»; y con el tercero, en fin, aquellos que,
partiendo de sus investigaciones filos6fico-mateméticas
(Ausdehnungs lehre), han creado el calculo geométrico, 6
concentrado sus esfuerzos en ciertas aplicaciones 4 la Es-
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tatica, 4 la Mecénica, 4 la Fisica y 4 la Cristalonomia, to-
mando entre otras por base la teoria de la composicién
de figuras.

Y al llegar 4 este punto nos salen al paso las severas
figuras de dos ilustres gedmetras, ambos de fama impere-
cedera, aunque por conceptos algiin tanto distintos: de
Chasles y de von Staudt. De Chasles, preclaro académi-
co del Instituto de Francia, autor de la Resenia historica de
los progresos de la Geometria, acogida en el mundo cientifi-
fico con estruendoso y merecido aplauso; del Tratado, mas
tarde, de Geometria superior; y de copiosos apéndices, com-
plementarios a esta obra magistral. Y de von Staudt, mo-
desto profesor bavaro, sin nombradia aparatosa y deslum-
bradora, que con la publicaciéon de su, no mis que en la’
apariencia, humilde Tratado de Geometria de la posicion,
en 1847, cinco afos antes de ver la luz la Geometria de
Chasles, conquisté puesto eminente entre los mas aventa-
jados creadores de la ciencia matematica moderna: pues-
to, en verdad, 4 que no ascendié de repente, ni sin por-
fiada lucha contra la indiferencia de sus contemporéneos,
pero que en la actualidad nadie le disputa.

¢Desmerecen en algo, por su cotejo reciproco y por la
discrepancia de método y estilo, los trabajos realizados
por estos dos famosos gedmetras, cada cual por cuenta
propia, y siguiendo en prosecucion de la verdad muy di-
versos caminos? Yo no lo creo asi; y, antes bien, me pa-
rece que mutuamente se completan, y que los de uno
cualquiera contribuyen & realzar, por efecto del contras-
te, el mérito é importancia de los del otro.

A estos dos esclarecidos nombres he agregado, renglo-
nes antes, el de Grassmann, no porque juzgue a éste como
propiamente gedmetra, sino porque me parecerian maés
incompletas de lo que en realidad resultarian por ser mias
estas notas generales, si no hiciese mencion especialisima
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de sus teorias sobre la extension, expansién 6 generacién
de formas lbgicas en abstracto, que tanto han contribuido
al sélido establecimiento de lo que con el nombre de
cdleulo geométrico hoy se propaga en provechosisimas apli-
caciones practicas.

En un concurso abierto en 1844 por cierta sociedad
cientifica alemana, para premiar el mejor trabajo que tu-
viese por objeto renovar los ensayos de célculo geométri-
co de Leibnitz, extendiéndolos y perfeccionandolos, Grass-
mann presentd su Ausdehnungslehve como nueva rama de
la Matematica.

Y en este libro, cuya segunda edicién (1878) acabé de
salir de las prensas cuando su autor pasaba 4 mejor vida,
la Geometria se define como ciencia del espacio, y se cla-
sifica entre las ciencias reales, al igual de la Mecanica, y
no entre las formales, que son la Dialéctica y la Matema-
tica, pura por supuesto.

Esta ofrece un tronco comin, que modernamente se
llama Logica deductiva (Formenlehve), y cuatro ramas, una
de las cuales (la que Grasmann denominé Ausdehnungsleh-
re) prepara nuevos fundamentos 4 la Geometria.

Schlegel, que, de conformidad con estos principios, es-
cribié (1872-1875) su Sistema de la Geometria (System
der Raumlehre), atribuye el poco 6 ninglin aprecio que de
la obra de Grassmann se hizo por espacio de muchos afios
4 la extraneza ciue causaba en su época hablar de » di-
mensiones y emprender operaciones desacostumbradas
con entes tan poco antes manejados, y también 4 lo abs-
truso de las ideas, expuestas en términos mas propios de
la Filosofia que de las Matematicas.

Mas ;4 qué continuar fatigando vuestra atencién sin
provecho ni beneficio?

Baste con lo dicho para que yo, cumplido un deber de
cortesia, pueda poner punto final & mi discurso, sin re-
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tardar por un momento méas la toma de posesidon de su
plaza por nuestro nuevo compaiero.

Mi cometido principal esta cumplido: mostrar explici-
tamente lo que implicitamente en el profundo trabajo del
Sr. Torroja se encierra, a saber: que en nuestro siglo la
Geometria ha cobrado nueva y exuberante vida, con sa-
via propia y sin dependencia alguna de las otras ramas de
la Matemética, 4 las cuales ha igualado en amplitud y fe-
cundidad; anadiendo de mi cuenta que el simple nombre
de geometra, amortiguado en los dos siglos anteriores
por el deslumbrante resplandor que el de los grandes ana-
listas de la cantidad despedia, hoy ha recobrado aquel
magnifico realce y vivisima claridad con que brill6 en la
puerta de la Academia de Platon.

Con ¢l se engalana el Sr. Torroja; por llevarle con
prestigio conquistoé envidiable derecho 4 contarse entre
vosotros; y, por mantenerle y acrecentar sus timbres, ten-
go por seguro que ha de perseverar en el empefio de
agrandar en nuestra patria la ensefianza de la ciencia del
espacio. '

iOjala que, tomandole como guia y maestro, logren
otros muchos dignos imitadores suyos vencer los obsticu-
los que en nuestra nunca bien desahogada vida nacional
se oponen a que Espana alcance glorias propias en la
historia de las Matematicas!



