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Parte 1

DISCURSO DEL EXMO. SR. D. DAVID
PEREZ GARCIA






1. INTRODUCCION

Excelentisimo Seior Presidente,
Excelentisimos Sefiores Académicos,

Sefioras, Sefores,

Es dificil expresar con palabras, y mas ain para alguien no especial-
mente habil con ellas, mi profundo agracedimiento a los miembros de la
Real Academia de Ciencias por confiar en mi para ocupar la medalla nt-
mero 51, dentro de la Seccion de Ciencias Matematicas. Pondré todo mi
empefo en estar a la altura del honor que me han concedido y en con-
tribuir, en la medida de mis posibilidades, a la mision y tareas de esta
Academia.

Desde 2018 he tenido el orgullo de ser Académico Correspondiente.
Pero, ya desde mucho antes, la influencia de esta Real Academia en mi
vida, y no solo cientifica, ha sido mas que notable; en primer lugar, y por
encima de todo, porque mis dos grandes maestros, Don Fernando Bombal
Gordon y Don Ignacio Cirac Sasturain, son Académicos Numerarios de
esta institucion.

Tuve el placer de conocer a Fernando Bombal durante mis afios de
Licenciatura en la Universidad Complutense de Madrid, en los que cur-
sé con ¢l Teoria de la Medida, Variable Compleja y Analisis Funcional.
Ya desde entonces, su conocimiento enciclopédico, historico y profundo
del analisis matematico me encandil6. Algo que no hizo mas que aumen-
tar durante mis aflos de tesis doctoral, codirigida entre ¢l y Don Ignacio
Villanueva Diez. Durante esos maravillosos afios, Fernando se convirtio
también en un segundo padre para mi, del que aprendji, y sigo aprendien-
do, mucho mas que matematicas. Escucharle hablar de cualquier tema (po-
litica, cultura, economia, ...) es siempre iluminador. Es lo que tienen los
sabios.

A Ignacio Cirac le conoci en un curso de verano que él impartia sobre
Informacion y Computacion Cuantica en la Universidad Menéndez Pela-
yo alla por 2004. Asisti al curso por sugerencia de mi buena amiga Maria
Isabel Gonzalez Vasco, con la que tuve la suerte de compartir departamen-
to durante mis breves afios en la Universidad Rey Juan Carlos. Desde el
primer momento, todavia no tengo muy claro por qué, Ignacio creyd en
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mi, tanto como para ofrecerme una posicion postdoctoral en su grupo a
pesar de mi total desconocimiento hasta de los conceptos mas basicos de
la fisica. El afio que pasé con ¢l en Garching es, seguramente, uno de los
mas interesantes, e intensos, de mi vida. La generosidad con la que me
tratd, y me sigue tratando, la cantidad (enorme) de tiempo que invirtio
(y sigue invirtiendo) en mi, en ensefarme basicamente todo lo que s¢ de
fisica cuantica, es algo que nunca podré agradecerle lo suficiente.

De Fernando he aprendido, entre otras muchas cosas, a apreciar el
poder del enfoque abstracto de los problemas. A veces, para resolver un
problema muy concreto, es mejor verlo como una instancia de un proble-
ma mas general, que permita aislar la estructura matematica adecuada que
marque el camino de su solucion.

De Ignacio he aprendido, entre otras muchas cosas, a apreciar el poder
del enfoque concreto de los problemas. A veces, para resolver un proble-
ma general, es necesario ganar intuicién a partir de ejemplos concretos
especialmente relevantes que marquen el camino de su solucion.

De ambos he aprendido que la ciencia, y en particular las matematicas,
requieren de proyectos a largo plazo, del desarrollo pausado y profundo de
nuevas teorias, de ser arriesgado y apostar por caminos no convencionales.
Estoy convencido de que no estaria hoy aqui de no ser por ellos.

Pero no solo los profesores Bombal y Cirac han sido los tnicos Acadé-
micos que han marcado mi vida personal y profesional. Por ejemplo, Don
José Maria Montesinos Amilibia me ensefi¢, en sus clases irrepetibles de
Geometria Riemanniana, la belleza y la potencia de interconectar distintas
areas de las matematicas. No creo que ninguna clase me haya impactado
e influenciado tanto como aquel curso del ano 2000.

Con otros muchos Académicos, tanto Numerarios como Correspon-
dientes, he tenido el placer de compartir proyectos comunes: Don Ilde-
fonso Diaz Diaz, Don Alberto Galindo Tixaire, Don Francisco Luis Her-
nandez Rodriguez, Don Miguel Angel Herrero Garcia, Don Manuel de
Leon Rodriguez, Don Miguel Angel Martin-Delgado Alcantara y Don Da-
vid Rios Insta. Todos ellos han sido siempre referentes para mi. Jamas
llegué a sonar que algin dia pasarian a ser mis compafieros en esta Real
Academia de Ciencias.
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Y, por supuesto, no puedo dejar de mencionar a Don Manuel Maestre
Vera, Académico Correspondiente, y al Profesor Richard Martin Aron,
Académico Extranjero, que me han acompafiado desde mis primeros pa-
sos como investigador, con un cariio del que no soy merecedor. He inten-
tado siempre seguir sus consejos, tanto en la vida como en la ciencia.

Sobre la presentacion

He de empezar confesando que ha sido dificil para mi elegir el tema de este
discurso, asi como preparar su contenido. Queria elegir un tema de actua-
lidad, en el que yo hubiera hecho contribuciones relevantes y que, a la vez,
pudiera ser presentado a una audiencia tan variada como esta; con exper-
tos de primera linea en las distintas ciencias, pero también con familiares
y amigos, de manera que todos pudieran disfrutar de la presentacion.

Creo que el tema elegido, los juegos no locales, cumple todos esos
requisitos. Espero que mi discurso haga justicia a la belleza y profundidad
del tema.

En la presentacion no seguiré un enfoque historico o cronolégico, sino
mas bien pedagogico, dejando que sea el hilo del argumento el que decida
en qué orden iran apareciendo las principales ideas y resultados.

Por esas casualidades del destino, cuando estaba ultimando los deta-
lles de este discurso, se ha hecho publico el Premio Nobel de Fisica 2022,
otorgado a los Profesores Alain Aspect, John F. Clauser y Anton Zeilin-
ger precisamente por sus contribuciones en este tema; mas concretamente
por sus experimentos asociados a la vertiente de los juegos no locales co-
nectada con la teoria de la informacion cuantica. Algo de lo que hablaré
en breve.

Empecemos.
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2. LOS JUEGOS NO LOCALES

Imaginemos un programa de television en el que dos participantes, Alice y
Bob !, juegan de forma cooperativa para intentar ganar. Al llegar al plato,
se les explican las reglas del juego:

» Regla 1: Antes de empezar el juego, se les aislara en habitaciones
separadas y no podran comunicarse

» Regla 2: El presentador elegira al azar de entre un conjunto de pre-
guntas conocidas por los concursantes y enviara una parte de la pre-
gunta a Alice y otra a Bob.

Por ejemplo, las preguntas podrian ser “Paises europeos”, y la forma
de dividir la pregunta podria ser enviar a Alice ternas de paises como
“(Espafia, Francia, Italia)” y a Bob la posicion dentro de esa terna del

A : : “ [ ” . [yl
pais elegido como pregunta, por ejemplo “posicion 2”. Esto identifi-
caria univocamente a “Francia” como pregunta, aunque en este caso
ni Alice ni Bob lo sabrian con certeza porque estan aislados por la

Regla 1.

» Regla 3: Alice y Bob tienen que responder de entre un conjunto de
respuestas conocidas; en el ejemplo anterior podria ser la capital del
pais en cuestion.

» Regla 4: Para todas las combinaciones de preguntas y respuestas
posibles, qué combinaciones son correctas y cuales no, es conocido
también de antemano por los concursantes. En el ejemplo mostrado
podria ser considerado correcto que al menos uno de los concursan-
tes responda la capital de forma correcta.

El objetivo es intentar ganar el juego con la mayor probabilidad posi-
ble. Por ejemplo, si Alice elige al azar uno de los tres paises y responde su
capital, y Bob no responde nada, la probabilidad de ganar el juego seria
del 33 %, es decir %

'Aunque sean en inglés, mantendré llamar a los participantes Alice y Bob por ser los
nombres que siempre se utilizan en este contexto.
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Es el objetivo de este discurso mostrar como este sencillo juego y sus
variantes describen una cantidad enorme de problemas, tanto en mate-
maticas como en fisica y en ciencias de la computacion y, precisamente
por ello, estos juegos no locales, como suelen llamarse, han constituido un
puente de unién enormememente rico entre esas tres disciplinas.

Para lograr estudiar de forma rigurosa los juegos no locales, tenemos
también que definir las reglas de manera rigurosa. La abstraccion mate-
matica de las reglas anteriores serian las siguientes reglas:

» Regla 1: Antes de empezar el juego, se aislara a los participantes
Alice y Bob en habitaciones separadas y no podran comunicarse.

» Regla 2: El presentador elegira el par de preguntas (z,y), con pro-
babilidad 7(z,y) de entre un conjunto finito de ellas @, y le pasara
la pregunta z a Alice y la pregunta y a Bob.

Definir el conjunto de preguntas como pares (z, y) es lo que forma-
liza la divisién de una pregunta en dos partes, cada una enviada a
cada uno de los participantes.

» Regla 3: Alice, respectivamente Bob, tiene que responder eligiendo
una respuesta a, respectivamente b, de entre un conjunto finito de
respuestas A.

» Regla 4: Para todas las combinaciones de preguntas y respuestas
posibles, hay una funcion V(a,b,z,y) con valores en {0,1} que
determina si esa combinacién gana el juego (resultado 1) o lo pierde

(resultado 0).

Por supuesto, se les facilita a los concursantes tanto los conjuntos
A, Q, como la distribucion 7 y la funcion V' (a, b, x,y), y se les permite
juntarse en una habitacion con antelacion para decidir qué estrategia van
a seguir una vez empiece el juego.

La pregunta es la misma de antes: icual es la probabilidad 6ptima de
ganar y cudl es la estrategia que lo consigue!

Conviene detenerse un momento a pensar en como formalizar la no-
cion de estrategia. Basicamente, consiste en decidir con qué probabili-
dad responder el par (a,b) si se recibe como pregunta el par (z,y); pro-
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Figura 2.1: Los juegos no locales son el objeto central en este discurso. Los partici-

pantes, Alice y Bob, deben dar respuestas a, b adecuadas para cada par de preguntas
x,y, sin poder comunicarse entre ellos.

babilidad que se denotara por p(ab|zy). Al ser p(ablzy), para cada par
(z,y), una distribucion de probabilidad, se tiene que p(ablzy) > 0y
> ap Plablzy) = 1 para todo z, y.

Ahora bien, las reglas del juego restringen las distribuciones de pro-
babilidad p(ab|zy) posibles. La estrategia mas general posible para Alice
y Bob consiste en utilizar el tiempo que estan juntos en una habitacion
antes del juego para muestrear de una distribucion de probabilidad ¢(\),
lo que de forma efectiva corresponde a asumir que, cuando el juego em-
pieza, tienen acceso a una fuente comn de aleatoriedad compartida. De
esta manera, la estrategia mas general posible que pueden utilizar es de la
forma

plablay) = 3 a(Wpalale\p (bl
A
para distribuciones de probabilidad pa(alz)), pp(blyA) que recogen la
forma en la que Alice (resp. Bob) responde a la pregunta x (resp. y).

Como la probabilidad de ganar el juego utilizando una estrategia dada
no €s mas que

Z p(ablzy)m(x,y)V(a,b,x,y),

a,b,z,y

es claro que siempre existe una estrategia dptima que es de tipo producto,
es decir de la forma p(ablxy) = pa(alx)pp(bly).
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Antes de continuar, puede ser interesante plantear un primer ejemplo
concreto de juego, conocido como juego CHSH, del que mas adelante
comentaré sobre su origen e interés.

En el juego CHSH hay dos preguntas posibles para Alice y Bob {0, 1}
y dos respuestas posibles {0, 1}. Las cuatro combinaciones de preguntas
00,01, 10, 11 se preguntan con la misma probabilidad i y la funcion de
verificacion es

V(a,b,x,y) = 1siysolosizy =a®b,

donde @ es la suma modulo 2, también [lamada XOR. Es decir, el valor
de V(a,b, x,y) viene dado por los valores de la siguiente tabla:

@9 10,00 | 0,1) | (Lo) | (1,1

(a,b)

(0,0) 1 1 1 0
(0,1) 0 0 0 1
(1,0 0 0 0 1
(1,1) 1 1 1 0

Es facil encontrar una estrategia que gana el juego con probabilidad %;
por ejemplo, si Alice y Bob siempre responden 0. En la notacion anterior,
esta estrategia se corresponde con la eleccion

pA(0[0) = pa(0[1) = 1, pa(1]0) = pa(1]1) =0,

pB(0]0) = pp(0[1) = 1, pp(1]0) = pp(1|1) = 0.

Como la respuesta (a, b) = (0,0) es correcta salvo para el par de preguntas
(z,y) = (1,1), esta estrategia gana el juego con probabilidad %. No es
dificil ver que no existe una estrategia mejor.
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3. NO ES TAN SENCILLO COMO PARECE

Dado un juego G, que viene descrito por los conjuntos A, Q y las funciones
w(x,y) y V(a,b,x,y), se llama valor del juego, y se denota w(G), a la
probabilidad 6ptima de ganar el juego.

A pesar de su apariencia sencilla, computar w(G), incluso dar una
aproximacion razonable de su valor, es dificil; de hecho, enormemente
dificil. {Podemos cuantificarlo? {Coémo se puede cuantificar lo dificil que
es un problema?

Uno podria pensar que esa dificultad es algo puramente subjetivo y
radica simplemente en la inteligencia del que lo quiere resolver: problemas
que son complicados de resolver para algunas personas pueden ser muy
sencillos para otras. Por ejemplo, yo jamas he sido capaz de resolver el
cubo de Rubik pero he visto a nifios resolverlo en menos de un minuto y
con los ojos cerrados.

Sin embargo esto no es asi. La teoria matematica de la complejidad
computacional permite, precisamente, clasificar de forma rigurosa los pro-
blemas en fdciles y dificiles, al menos desde cierto punto de vista. Veamos
cOmo.

Complejidad computacional: P vs NP

Empecemos con el problema de multiplicar dos nameros naturales; pon-
gamos 32 x 21. (Cuantas operaciones elementales tenemos que hacer para
dar la respuesta? En este caso bastaria hacer 7 operaciones, una para obte-
ner cada uno de los digitos que aparecen en el algoritmo de multiplicacion
que todos aprendimos en el colegio:

3 2
x 2 1
3 2
6 4
6 7 2
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{Y si ahora quisiéramos multiplicar dos niimeros, cada uno de n ci-
fras? (Cuantas operaciones elementales habria que hacer! Como hay que
multiplicar cada digito del primer numero con cada digito del segundo,
eso nos da n? operaciones. Luego hay que sumar, columna por columna,
los n? digitos obtenidos al multiplicar, lo que nos da otras n? operaciones.
Concluimos por tanto que el algoritmo de multiplicar dos niimeros de n
cifras requiere 2n? operaciones elementales. Como 2n? es un polinomio
en n, se dice que ese algoritmo tiene complejidad polinomial. !

Veamos ahora la operacion inversa de multiplicar, que es factorizar.
Supongamos que nos dan el namero 403 y nos piden encontrar dos ni-
meros a y b tales que su producto es 403. El algoritmo que nos enseflaron
en el colegio para este problema era el mas sencillo de todos: ir probando.
Primero intentamos ver si la division de 403 entre 2 es exacta o no, luego
la division de 403 entre 3, entre 4, y asi hasta que lleguemos a una division
exacta. En este caso, 403 entre 13 es 31 y nos da de resto 0, con lo que
13 x 31 = 403 y hemos resuelto el problema.

Nos podemos hacer ahora las mismas preguntas que antes: {Cuantas
operaciones elementales hemos usado? i{Cuantas habria que hacer si que-
remos factorizar un numero de n cifras?

Incluso en el caso en que cada division realizada se considere una tnica
operacion elemental, el caso peor en el que el namero de partida, llamé-
mosle N, sea el cuadrado de un numero primo (N = p?), el numero de
operaciones seria p = VN (ya que el algoritmo anterior requiere dividir
N por todos los numeros hasta encontrar la primera division exacta). De
hecho, el namero real de operaciones seria atin mayor ya que cada division
requiere en realidad de numerosas operaciones elementales.

Para poder comparar con el caso de la multiplicacion, vamos a intentar
dar el nimero de operaciones como funcion del numero de cifras n del
numero N de partida que se queria factorizar. Para ello observamos que
un namero de n cifras esta entre 107!y 10™. Por ejemplo, el namero de

siete cifras 4325214 esta entre 105 = 1000000 y 107 = 10000000.

'En realidad la complejidad, siendo de orden n?, es un poco mayor que 2n?, ya que en el
analisis no hemos tenido en cuenta las operaciones entre digitos que requieren “llevadas”,
como se decia coloquialmente en el colegio.
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Por tanto, el nimero de operaciones para el algoritmo “ir probando”
asociado a la factorizacion tiene complejidad al menos

VN > V101 = 10"7.

En este caso, como la n se encuentra en el exponente, se dice que el
algoritmo tiene complejidad exponencial.

Esto nos permite ya entender el concepto fundamental detras de la
teoria de la complejidad. Lo que se quiere entender es cobmo escala la com-
plejidad de un algoritmo para resolver un problema en funcion del tamafio
(medido en nimero de digitos o, mas rigurosamente, en namero de bits)
de la entrada del problema. También podemos observar dos comporta-
mientos bien distintos en esta dependencia. Puede ser polinomial, como
en el caso de la multiplicacién, o exponencial, como en el caso de la facto-
rizacion.

Tener algoritmos polinomiales o exponenciales lo cambia todo a la ho-
ra de resolver instancias grandes. Por ejemplo, con una complejidad 2n?
como en el caso de la multiplicacion, el numero de operaciones elementa-
les necesarias para multiplicar dos numeros de 161 digitos es solo 51842.
Sin embargo, con una complejidad de 10"z como en el algoritmo de
factorizacion considerado, el namero de operaciones elementales para fac-
torizar un numero de 161 digitos es 108°, mayor que el namero de atomos
estimado del Universo.

La siguiente observacion es que, a la hora de entender la complejidad
de un problema, estamos interesados en la complejidad del mejor algorit-
mo posible para resolverlo. Por supuesto, si conocemos, como en el caso
de la multiplicacion, un algoritmo polinomial, entonces podemos afirmar
que el problema de la multiplicacion tiene complejidad polinomial. A la
clase que contiene esos problemas la llamamos P.

La clase de complejidad P captura, por tanto, la clase de problemas
que se pueden resolver de forma eficiente con un ordenador, en el sentido
de que la cantidad de tiempo requerida para resolver el problema si se au-
menta el tamafio de la entrada escala de forma controlada. Naturalmente,
esto no quiere decir que cualquier problema en P sea eficientemente reso-
luble en la prdctica. Por ejemplo, si el tiempo de ejecucion de un algoritmo
escala como nlowoo, siendo n el ntumero de bits de la entrada, aunque
el problema es formalmente polinomial, el tiempo de ejecucion es irrea-
lizable. Incluso para problemas que escalan de forma lineal, al no tener
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en cuenta la clase P los posibles prefactores, un tiempo de ejecucion que
escale como 101" n, atin siendo formalmente lineal, es también irreali-
zable. En cualquier caso, al menos en primera aproximacion, se considera
la clase P como el conjunto de problemas eficientemente resolubles con
un ordenador.

{Qué pasa en el caso de la factorizacion? {Podemos afirmar que no esta
en la clase P?

Pues del analisis anterior no podemos deducir si esta en la clase P o no.
Lo Ginico que hemos visto es que el algoritmo concreto que nos ensefiaron
en el colegio de “ir probando” tiene complejidad exponencial. Pero podria
ocurrir que existiera otro algoritmo que si que fuera polinomial. Esto se
cree que no es cierto, pero no estd demostrado. De hecho, la seguridad
del algoritmo de cifrado RSA, que es el estindar usado actualmente en
basicamente todas las comunicaciones en internet, se basa precisamente
en la hipotesis de que el problema de factorizacion no esta en P.

(Hay entonces alguna forma de capturar el tipo de complejidad asocia-
do al problema de factorizacion?

La clave es darse cuenta de que, aunque no se sepa si existe un algorit-
mo polinomial que resuelva el problema, lo que si existe es un algoritmo
polinomial para verificar si una solucién propuesta es correcta: basta multi-
plicar (que es polinomial) los factores propuestos como solucién y verificar
que recuperan el nimero de partida. Los problemas con esta propiedad
conforman la clase de complejidad NP.

Para dar la definicion de la clase NP de forma un poco mas rigurosa
conviene comentar que, normalmente, en teoria de la complejidad se suele
trabajar con problemas de decisién, es decir, problemas en los que la res-
puesta es “si” 0 “no”. Asi, un problema de decision esta en NP si, siempre
que la respuesta al mismo sea afirmativa, existe un certificado de tamafo
polinomial que permite verificarlo en tiempo polinomial. Una manera de
convertir el problema de factorizacion en un problema de decision en NP
seria preguntar si, dados dos numeros naturales m, n, con m > n, existe
un divisor propio de m mayor que n. En el caso de que tal divisor exista,
ese es precisamente el certificado, pues basta dividir para verificar la solu-
cion, lo que requiere un nimero polinomial de operaciones en el nimero
de digitos de m.
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Obviamente, todo problema en P esta también en NP. La pregunta
de si P es igual o no a NP ha sido identificada como uno de los proble-
mas matematicos del milenio [28], con un premio asociado de un millon
de dolares. Como he comentado, ni siquiera se sabe si el problema de
factorizacion (que si esta en NP) esta en P o no.

La pregunta de si P = NP apareci6 ya explicitamente en los trabajos
de Cook [27] y Levin [67] en los que se define la clase NP, aunque parece
ser que ya Godel era consciente de la importancia de ese problema 15 afios

antes [94].

Pero la contribucion mas importante de Cook y Levin fue el descu-
brimiento de un problema natural NP-completo, en el sentido de que el
problema P = NP se reduce a ver si ese problema concreto, que esta en
NP, esta también en P. El problema se conoce como SAT y consiste en de-
cidir si existe una asignacion de Os y 1s para una cadena de bits z1, ...z,
que satisface una formula booleana dada, en el sentido de que le asigna el
valor 1 a esa formula.

Una formula booleana no es mas que una expresion logica asociada
a las variables x; que usa los conectores V, A, — (“or”, “and”, “not”). El
conector “or” asigna el valor 1 a 1 V x siy solo si z1 6 o son alguno
1. El conector “and” asigna el valor 1 a 21 A x9 siy solo si 21 y 2 son
ambos 1. La operacion “not” simplemente cambia el valor del bit de 0 a
1y viceversa, es decir =0 = 1, =1 = 0. Por ejemplo la formula booleana
(z1 V z2) A —xg se satisface con la asignacion 1 = 1,29 = 0,23 = 0 ya
que (1V0O)A—-0=1.

El problema SAT sigue siendo NP-completo aunque restrinjamos el
tipo de expresiones logicas a familias de ternas booleanas unidas por A,
donde en cada terna aparecen solo tres bits y los conectores V, —. Esta
variante del problema SAT se conoce como 3 — SAT. Como el conector A
solo da el valor 1 si los bits que conecta tienen ambos el valor 1, satisfacer la
formula booleana asociada a una instancia del problema 3 — SAT es equi-
valente a satisfacer todas las ternas booleanas unidas por A que contiene
la formula.

Desde los trabajos fundacionales de Cook y Levin, numerosos proble-
mas dentro de la clase NP han resultado ser NP-completos. Por ejemplo, a
los pocos afios ya aparecian cientos de ellos en el libro de Gary y Johnson
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[44]. Los problemas que no estan necesariamente en NP pero que, si estu-
vieran en P, las clases Py NP serian la misma, se conocen como NP-duros.
Es decir, un problema es NP-completo si es NP-duro y esta en NP.

Las enormes implicaciones filosoficas de suponer que P = NP hacen
creer que ambas clases son distintas. Si fueran iguales, cualquier problema
en el que se pudiera verificar eficientemente que una solucion es correcta,
se podria encontrar esa solucion también de forma eficiente. Obviamente,
esto significaria que la creatividad puede ser automatizada y que, por ejem-
plo, desde la perspectiva de las matematicas, seria esencialmente igual de
dificil verificar la demostracion de un teorema matematico, algo que cual-
quier persona con la suficiente dedicacion y formacion matematica puede
hacer, que la genialidad de obtener dicha demostracion.

Tal y como ilustra muy bien Scott Aaronson en su blog:

Si P=NP, el mundo seria un lugar profundamente distinto de lo que
creemos. No habria ningiin valor especial en los “saltos creativos”,
ninguna diferencia notable entre resolver un problema y reconocer
una solucién una wvez se ha encontrado. Cualquiera que pueda
apreciar una sinfonia seria Mozart; cualquiera que pudiera seguir
un argumento paso a paso seria Gauss; cualquiera que pudiera
reconocer una buena estrategia de inversion seria Warren Buffet.
Es posible remarcar este punto en términos darwinianos: si este es
el tipo de universo que habitamos, {por qué no hemos evolucionado
todavia para aprovecharnos de ello?

Por tanto, se pueden catalogar como problemas dificiles aquellos que son
NP-duros, ya que solo serian eficientemente resolubles en un ordenador
en el improbable caso en que P = NP.

Teorema PCP

El Teorema PCP esta considerado como uno de los hitos de la teoria de
la complejidad. Su demostracion original [6], debida a Arora, Lund, Mot-
wani, Sudan y Szegedy, fue simplificada enormemente por Dinur en [32],
que presento esta simplificacion como charla plenaria en el Congreso In-

ternacional de Matematicos (ICM) de 2010.
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El nombre del Teorema PCP (probabilistic checkable proof) viene de su
interpretacién como una variante probabilista de NP. He comentado que
NP es la clase de problemas para los que existe un certificado que permite
verificar la correccion de una respuesta en tiempo polinomial. El Teorema
PCP garantiza la propiedad sorprendente de que existen certificados para
los que es suficiente chequear una cantidad constante de bits aleatorios
para estar seguro, con una probabilidad arbitrariamente cercana a 1, de
que la respuesta es correcta. Basicamente, esto prueba que cada teorema
matematico tiene una demostracion para la que verificar su correccion
requiere solo leer unos pocos fragmentos aleatorios de la misma.

Como 3-SAT es un problema NP-completo, parece razonable pensar
que exista una version del Teorema PCP en términos de 3-SAT. En efecto,
este es el caso:

Teorema 3.1 (Teorema PCP. Version 3-SAT). Dada una instancia del pro-
blema 3-SAT, es decir una cantidad polinomial de formulas légicas involucrando
cada una a 3 bits de entre n posibles, salvo que P = NP, no existe un algorit-
mo polinomial que permita decidir entre las siguientes dos posibilidades, con la
promesa de que una de las dos es cierta:

Opcidn 1. Existe una asignacién de {0, 1} a cada bit que permite satis-
facer todas las formulas.

Opcion 2. Para cada posible asignacion de {0, 1} a cada bit, hay una
fraccién constante 0 de férmulas que no se verifican.

Basicamente, esta version del Teorema PCP nos dice, no solo que es
NP-duro decidir si existe una asignacion {0, 1} a cada bit que permite sa-
tisfacer todas las férmulas (que es el problema 3 — SAT estandar), sino que
sigue siendo NP-duro aunque sepamos que, si ese no es el caso, es porque
todas las asignaciones posibles de {0, 1} a cada bit fallan estrepitosamen-
te a la hora de satisfacer la funcion booleana dada (pues fallaran en una
fracciéon constante del niimero total de formulas). Es decir, si en vez de
en resolver el problema 3 — SAT estuviéramos interesados en maximizar
el nimero de clausulas que se verifican (lo que se conoce como problema
MAX — 3SAT), el Teorema PCP nos dice precisamente que ese problema
no es solo dificil de resolver, también es dificil de aproximar con cualquier
precision razonable; algo en lo que profundizaremos en breve.
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Figura 3.1: El Teorema PCP garantiza que no se puede aproximar a cualquier precision
razonable la energia fundamental de un sistema clasico de espines en los que las
interacciones son tripartitas y pueden involucrar a cualquier terna de espines.

Antes de seguir, conviene hacer un breve paréntesis para aquellos con
interés en la fisica, ya que se puede interpretar esta version del Teorema
PCP dentro del contexto de los sistemas (clasicos) de espin de muchos
cuerpos. Si asociamos cada formula logica a una interaccion clasica entre
espines, de forma que la energia de la interaccion es 0 si los valores de los
bits, que identificamos con los espines, satisfacen la formula, y la energia
es 1 si no, podemos leer el Teorema PCP como sigue:

En un sistema de n espines en el que consideramos interacciones a tres
cuerpos, de manera que cada terna de espines puede interactuar entre si, es
NP-duro decidir si la energia fundamental del sistema es 0 0 es mayor o igual
que una constante por el nitmero de interacciones, incluso con la promesa de
que una de las dos opciones es cierta.

La dificultad los juegos no locales

Podemos ya volver a nuestro objetivo de partida, que era entender la di-
ficultad de computar el valor w(G) de un juego no local. Para ello, dada
una instancia del problema 3-SAT considerado en el Teorema PCP, para
el que una de las opciones 1 o 2 es cierta, definimos el siguiente juego no
local:
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Se le asigna como pregunta a Alice un bit, elegido aleatoriamente en-
tre todos los posibles, y a Bob una clausula que contiene ese bit, también
elegida aleatoriamente entre todas las posibles. Alice tiene que respon-
der una asignacion del bit asignado, y Bob una asignacion de los tres bits
involucrados en la formula que se le ha dado. La respuesta se considera co-
rrecta si la asignacion de Bob satisface la clausula que se le ha preguntado
y si ambos asignan el mismo valor al bit que se ha preguntado a Alice.

Es claro que, si la opcion 1 es cierta, la estrategia de responder con
la asignacion que permite satisfacer todas las formulas gana el juego con
probabilidad 1. Sin embargo, si la opcion 2 es cierta, entonces el valor del
juego es como mucho 1 — %

Como consecuencia del Teorema PCP obtenemos asi esta variante del
mismo para juegos no locales

Teorema 3.2 (Teorema PCP. Version juegos no locales). Existe un § > 0
tal que, dado un juego no local G con la promesa de que su valores w(G) =10
w(G) < 1-9, decidir cudl de las dos situaciones es cierta es NP-duro. Es decir,
salvo que P = NP, no existe ningiin algoritmo que proporcione la respuesta en
un tiempo polinomial en el tamano del juego, determinado por el cardinal del
conjunto de preguntas y respuestas.

El resultado, ademas, sigue siendo cierto si todos los pares de pregun-
tas que se hacen se preguntan con la misma probabilidad.

El Teorema PCP se puede amplificar de manera que sea NP-duro in-
cluso decidir si el valor de un juego no local es = 1 o arbitrariamente
cercano a 0. Esto se deduce de otro de los principales logros en teoria de
la complejidad de los ultimos afios: el teorema de repeticion paralela de

Raz [91].

Teorema de repeticion paralela

Parece intuitivo que si Alice y Bob juegan al mismo juego r veces en pa-
ralelo con la exigencia de ganar los 7 juegos simultineamente, el valor del
juego resultante deberia ser w(G)", que seria la probabilidad de ganar los r
juegos si se juegan las r partidas de forma independiente con la estrategia
Optima para una partida. Sin embargo, uno podria pensar que estrategias
mas sofisticadas, en las que se utiliza la informacion de las 7 preguntas
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que se reciben simultaneamente, pueden permitir mejorar la estategia ba-
sica de jugar los r juegos de forma independiente. Esto es, de hecho, asiy
ocurre incluso en un juego tan sencillo como el CHSH [10]. Sin embargo,
lo que si es cierto es que la probabilidad de ganar los r juegos jugados en
paralelo decrece exponencialmente a 0, salvo el caso en que w(G) = 1.
Este resultado, altamente no trivial, es lo que se conoce como Teorema de
repeticion paralela, y fue demostrado por primera vez por Raz en 1998 [91].
Aplicado al Teorema PCP se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.3 (PCP + Repeticion paralela). Para todo € > 0, dado un juego
no local G con la promesa de que su valor es w(G) = 1 0 w(G) < ¢, es
NP-duro decidir cudl de las dos situaciones es cierta.

Inaproximabiliad en grafos

Una de las implicaciones mas importantes del Teorema PCP, y de su ver-
sion amplificada, es en la demostracion de que muchas de las principales
cantidades de interés en teoria de grafos son NP-duras de aproximar a
cualquier precision razonable. Es decir, que salvo que P = N P, cualquier
algoritmo eficiente que uno disefie para aproximar dichas cantidades fra-
casara estrepitosamente en algan grafo.

Un grafo no es mas que un conjunto de puntos, llamados vértices, con
algunos pares de ellos unidos entre si por una linea llamada arista. Una
estructura tan sencilla engloba, como es normal, una gran diversidad de
situaciones y problemas, como pueden ser:

» Una molécula, donde los vértices son los atomos y las aristas los
enlaces entre ellos.

» Internet, donde los vértices son las paginas web y las aristas los
hipervinculos entre ellas.

» Una red de transporte, donde los vértices son los puntos de entrega
y las aristas las carreteras que los unen.

» Una comunidad de personas, donde cada persona es un vértice y las
aristas reflejan, por ejemplo, una relacion de amistad entre ellas.

No es de extraiar, por tanto, que la teoria de grafos juegue hoy en dia
un papel central en casi todas las areas de la ciencia y la ingenieria, como
se ilustra muy bien, por ejemplo, en [42].
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Figura 3.2: En el problema MAX-CUT, uno debe encontrar la manera de bicolorear
un grafo que maximice el numero de aristas que unen vértices de colores distintos.
En este ejemplo, el valor de MAX-CUT es 5 y se consigue con la bicoloracién blanco-
negro dada en la figura.

El origen de la teoria de grafos [105] se suele situar en el famoso pro-
blema de los puentes de Konigsberg, resuelto por Euler en 1735. Desde
sus origenes, la teoria de grafos surgié motivada por sus aplicaciones. Por
ejemplo, ya en el siglo XIX, Kirchoff la utilizo para el calculo de corrientes
en redes eléctricas. Cayley y Sylvester, por su parte, utilizaron la teoria de
grafos en el problema de enumerar todos los posibles isomeros de los alca-
nos. Por ejemplo, Cayley mostré en 1875 que hay 802 isomeros diferentes
de la parafina C3Hos.

Dependiendo del problema de interés, son distintas las propiedades
de los grafos en que uno puede estar interesado. Por ejemplo, si el grafo
representa una red de comunicaciones, la robustez de la red a fallos o
ataques malintencionados estara dada por el minimo ntimero de aristas
que, al ser eliminadas, hacen el grafo resultante disconexo. A este nimero

se le conoce como MIN-CUT.

Uno puede considerar también el problema opuesto, MAX-CUT, de
encontrar la manera de asignar un color, blanco o negro, a cada vértice
del grafo, de forma que se maximice el nimero de aristas que unen un
vértice blanco con uno negro. Este problema aparece de forma natural,
por ejemplo, en el disefio de los chips que usan los ordenadores [9].

Uno puede también reenfocar este problema y preguntarse cual es el
menor nimero de colores que se necesitan para asignar a cada vértice
del grafo un color de manera que las aristas solo unan vértices de colores
distintos. El famoso teorema de los cuatro colores [4] establece que bastan
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cuatro colores para colorear un grafo planar, es decir, aquel que puede
ponerse en el plano sin que las aristas se corten. Interpretando los vértices
como paises en un mapa y las aristas uniendo paises vecinos, este teorema
prueba que se puede colorear cualquier mapa solo con cuatro colores.

La historia de este teorema es muy interesante [105]. La primera men-
cion al problema aparece en una carta de De Morgan a Hamilton en 1852.
Al parecer, la pregunta surgi¢ de uno de sus estudiantes, Frederick Guth-
rie, que a su vez la atribuye a su hermano Francis. Aparece publicada por
primera vez en la revista The Athenaeum en 1854. Tras numerosos articu-
los realizando progresos parciales en el problema, asi como varias solucio-
nes incorrectas, el problema fue resuelto en 1976 por Appel y Haken con
una demostracion asistida por ordenador.

Encontrar el nitmero cromdtico de un grafo, es decir, el menor niumero
de colores necesario para colorearlo en el sentido anterior, tiene aplicacio-
nes en problemas de optimizacion de recursos con algin tipo de incompa-
tibilidad [42]. Por ejemplo, si se quiere almacenar una serie de compuestos
quimicos de manera que, por seguridad, algunos pares de ellos no pueden
estar en la misma habitacion, icuantas habitaciones seran necesarias para
almacenarlos? Si uno considera el grafo que tiene por vértices los distin-
tos compuestos y las aristas unen compuestos incompatibles, la solucion
al problema es precisamente el numero cromatico del grafo, donde cada
color ahora corresponde a una habitacion distinta.

El mismo tipo de problema surge, por ejemplo, si se quieren asignar
los distintos aviones de una compaiia aérea a los distintos vuelos que esta
opera, donde por horario o localizacion, claramente algunos vuelos son
incompatibles para un mismo avion.

Otra propiedad de interés en un grafo es entender sus cliques. Un
clique es un subgrafo completo, es decir, una coleccién de vértices dentro
del grafo que estan todos unidos entre si. Es de particular interés el tamafio
del mayor clique dentro de un grafo, lo que se conoce como el problema
MAX-CLIQUE. Esto es especialmente interesante en sociologia, donde
los vértices representan personas y las aristas relaciones entre ellas. Un
clique es una comunidad de personas en la que todos estian relacionados
entre si. La importancia de este concepto en sociologia ya aparece en los
trabajos pioneros de Festinger, Forsyth y Katz, a finales de los afios 40

(38, 41].
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Figura 3.3: El problema MAX-CLIQUE consiste en determinar el tamafo del mayor
subgrafo completo contenido en un grafo dado. En el ejemplo de la figura este valor
seria 4.

Numerosas propiedades de los grafos, como es el caso de MAX-CUT,
MAX-CLIQUE o el niumero cromatico, son cantidades que, salvo que
P=NP, no se pueden computar en tiempo polinomial. Una excepcion es
el caso de MIN-CUT, que si que tiene un algoritmo polinomial [40].

Como consecuencia del Teorema PCP se tiene que, de hecho, tanto
MAX-CUT, como MAX-CLIQUE o el nimero cromatico, asi como otras
muchas propiedades de un grafo, son NP-duras de aproximar.

Por ejemplo, Feige y Kilian [37], mejorando un resultado anterior de
Lund y Yannnakakis [72], probaron en 1996 que, salvo que P=NP, para
cualquier ¢ > 0y para cualquier algoritmo polinomial para determinar
el niumero cromatico de un grafo, existe un grafo de n vértices tal que el
cociente entre la salida del algoritmo y el naumero cromatico real del grafo
es mayor que n' ¢, Es importante notar que el mayor nimero cromatico
posible para un grafo es n, con lo que el algoritmo fallaria casi tanto como
es posible. Poco después, Hastad demostrd en 1999 [49] que el mismo
resultado es cierto para MAX-CLIQUE. Ambos resultados se deducen,
aunque de forma no trivial, del Teorema PCP (recuerdo que el Teorema
PCP probaba precisamente la dificultad de dar una solucion aproximada

del problema MAX — 3SAT).

Una manera sencilla de ilustrar la conexion entre el Teorema PCP en
su version para juegos no locales y las propiedades de un grafo, como por
ejemplo el nimero cromatico, es via el problema conocido como LABEL-

—29 _



COVER. En este problema, dado un grafo, un namero fijo de colores
y un conjunto de pares de colores validos para cada arista, el objetivo
es determinar una coloracion de los vértices del grafo de manera que se
maximice el numero de aristas para las que la coloracion dada es valida.

Dado un juego no local, se puede construir un grafo asociado de la
siguiente manera. Hay dos tipos de vértices, los de Alice y los de Bob. Las
aristas son los pares de preguntas posibles. El grafo resultante es, por tan-
to, bipartito (es decir, 2-coloreable): si coloreamos los vértices asociados a
Alice de blanco y los de Bob de negro, todas las aristas unen un vértice
blanco con uno negro. Los colores posibles del problema LABEL-COVER
asociado van a ser las respuestas posibles, y las coloraciones validas para ca-
da arista (x, y) son precisamente los pares de respuestas ganadoras (a, b),
es decir, tales que V'(a,b,x,y) = 1. Es claro que, si todas las preguntas
se hacen con la misma probabilidad, el valor del juego es exactamente la
maxima fraccion de aristas con una coloracion valida que se pueden con-
seguir al colorear los vértices del grafo.

El Teorema PCP muestra, por tanto, que es NP-duro distinguir el caso
en el que todas las aristas se puede verificar del caso en el que solo es
posible hacerlo para una pequefa fraccion de las mismas.

El problema MAX-CUT se comporta, sin embargo, de manera un po-
co distinta. Es de hecho NP-duro dar una aproximacion con un error relati-
vo menor que una cierta constante [50]. Sin embargo, existe un algoritmo
eficiente, debido a Goemans y Williamson [46], que devuelve para cada
grafo un valor (G) > MAX — CUT(G) tal que

~ MAX - CUT(G) 2
min > min ———
G a(Q) 0<o<rm1 — cosf

> (,87856.
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4. TODO EMPEZO CON EINSTEIN, COMO TAN-
TAS OTRAS COSAS

He empezado hablando de los juegos no locales desde la perspectiva de la
teoria de la complejidad, donde aparecieron bajo el nombre de sistemas de
demostracion interactiva multiparte (multipartite interactive proof systems) a fi-
nales de los afios 80, gracias al trabajo pionero de Ben-Or, Goldwasser, Ki-
lian y Wigderson [13]. Sin embargo, historicamente, su origen se debe a la
fisica cuantica y, en concreto, al famoso articulo de Einstein, Podolskyy Ro-
sen de 1935 “Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality
Be Considered Complete!”[35]. Basicamente, Einstein, Podolsky y Rosen
se dieron cuenta de que la mecanica cuantica era incompatible con el hecho
de que las cantidades observadas estuvieran definidas de antemano y que,
por tanto, pudieran interpretarse como “elementos de realidad”. En fisica
cuantica, el valor de una cantidad (la orientacion del espin de un electron,
la direccion de polarizacion de la luz de un laser, la direccion de giro de la
corriente en un superconductor, ...), no esta definida de antemano, sino
que se define, de forma probabilista, al observarla.

Esta observacion, y el correspondiente debate filosofico, volvio al te-
rreno de la ciencia cuando John Bell, en 1964, se dio cuenta de que habia
un experimento (en aquel momento no realizable todavia) que permitiria
resolver el debate de forma concluyente [12].

El experimento propuesto no era mas que un juego no local en el que,
usando estregias cuanticas, se podria obtener una probabilidad de ganar
estrictamente mayor que con la mejor estrategia clasica posible. Es decir,
existen juegos para los que el valor cuantico w*(G) es estrictamente mas
grande que el valor clasico w(G) considerado hasta ahora. De ahi que,
en este contexto, a los juegos no locales se les conozca como desigualda-
des de Bell. La desigualdad viene de la cota w(G) que el juego impone a
la mejor estrategia clasica posible. Una estrategia cuantica con probabi-
lidad de ganar mayor que w(G) se llama, por tanto, una violaciéon de la
desigualdad de Bell. En el contexto de las desigualdades de Bell se suelen
considerar, de hecho, juegos generalizados en los que la funcion de veri-
ficacion V' (a, b, z,y) puede tomar valores reales que, en el contexto del
juego de partida, uno puede interpretar como el premio en euros que los
concursantes ganaran si contestan las respuestas a, b a las preguntas x, y.
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Esta idea fue refinada cinco afos después por Clauser, Horne, Shi-
mony y Holt en su articulo “Proposed experiment to test local hidden-
variable theories”[25], donde propusieron el juego CHSH que he descrito
al principio de mi intervencion. En ese juego el valor clasico es %, mientras

que el valor cuantico es cos? (7) ~ 0,85.

Para poder explicar estas ideas, necesito comentar algunas nociones
basicas sobre fisica cuantica que, por simplicidad, consideraré solo en di-
mension finita.

Una propiedad de un sistema fisico, como el espin de un electron,
viene dada por un espacio vectorial complejo, llamado espacio de estados
del sistema, que se puede identificar, para un cierto n, con C", es decir, el

conjunto de todas las n-tuplas (x1, z2, . .., x,) de nimeros complejos. La
base canoénica, que en general se denota por
|1) = (1,0,...,0) , ]2)=(0,1,...,0) ,..., |n)=(0,0,...,1),

se corresponde con las posiciones bésicas distinguibles de esa propiedad.
Por ejemplo, en el caso del espin del electron, el espacio seria C? y la base
vendria dada por la orientacion hacia arriba | 1) y la orientacion hacia
abajo | 1), que se corresponderian, respectivamente, con los vectores

’T>:(170)7 |¢>:(071)‘

El estado del sistema, que codifica toda la informacion que se puede obte-
ner del mismo, es un operador lineal, semidefinido positivo y de traza 1,
que actua en el espacio de estados del sistema (C? en el caso del espin).
El estado se llama puro si es un proyector de rango 1, definido por tanto
por un vector normalizado (con la norma euclidea) del espacio. Un ejem-
plo seria el estado definido por el vector |[+) = % (I 1) +14)), que se

corresponderia ! con la matriz (semidefinida positiva y de traza 1) dada
por

dado por la matriz

_Lpro A
P~=3\-1 1)

"Los operadores lineales 7" actuando en C? se corresponden con las matrices A de
tamafio n X n, de manera que la accion de T' en un vector de C% no es mas que la multi-
plicacion de A por ese vector.
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Para obtener informacion sobre la propiedad fisica en cuestion (por
ejemplo el espin), se necesita medir el sistema. La medida mas general
posible, llamada POVM por sus siglas en inglés (positive operator-valued
measure), viene dada por una coleccion de operadores lineales semidefini-
dos positivos { E, }4 actuando en el espacio de estados del sistema e inde-
xados por el numero de resultados posibles en la medida, con la condicion

de que ), E, es el operador identidad 1.

La probabilidad de obtener el resultado a al medir el estado p viene
dada por la regla de Born

pla) = tr(pEy).

La magia de la fisica cuantica emerge cuando se tiene un sistema com-
puesto, por ejemplo, por los espines de dos electrones distintos. En este
caso, el espacio del sistema estaria generado por todas las configuraciones
distinguibles, que serian 11,1/, 11, JJ. La nocién matematica asociada es
el producto tensorial que, a partir de dos copias del espacio C", construye
el espacio C™ @ C™. Este espacio tiene por base canénica precisamente to-
das las posibilidades |i) ® |) coni,j € {1,...n}y, por tanto, es isomorfo
a C"* (el producto tensorial multiplica las dimensiones). Por simplicidad
en la notacion, |ij) denotara |i) ® |7).

La clave del producto tensorial es que existen vectores entrelazados,
como por ejemplo el vector

1
V2
en el espacio asociado a dos espines, que define el estado puro pgpr. Un

vector estd entrelazado si no se puede escribir como un vector producto
de la forma v @ w. 2

[EPR) = —= ([ 11) + [ 1),

Con estas breves indicaciones podemos pensar ya coémo podrian Alice
y Bob usar la fisica cuantica para mejorar su probabilidad de ganar el juego
que les plantean. Mientras estan juntos en la habitacion antes del juego,
pueden generar un estado entrelazado p formado por dos sistemas, como
por ejemplo el estado pppr asociado al espin de dos electrones, de forma
que, al separarse en distintas habitaciones, cada uno de ellos se queda con

?La expresion del vector v ® w en la base canonica |i5) viene univocamente deter-
minada por el hecho de que el operador (v,w) — v ® w de C" x C™ en C" ® C" es
bilineal.
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uno de los dos subsistemas del sistema compuesto. Por ejemplo, cada uno
podria llevarse uno de los dos electrones. Cuando reciben las preguntas
x,y deciden implementar, en funcion de la pregunta, una medida, EZ
para el caso de Alice y F}Y para el caso de Bob, y dar como respuesta el
resultado de dicha medida.

Por lo comentado anteriormente, la estrategia asociada p(ab|zy) ven-
dria dada por la féormula

plabley) = o (p [Eg @ F]),

con lo que se puede definir el valor cuantico del juego w*(G) como la
mayor probabilidad de ganar el juego G utilizando estrategias cuanticas
de este tipo.

Es importante resaltar que estas estrategias cuanticas incluyen como
caso particular a (pero son mas generales que) las estrategias clasicas des-
critas al principio del discurso, es decir, aquellas que son de la forma:

plabley) = q(N)palalz))ps(bly))
A

y que, en el contexto de las desigualdades de Bell, se conocen como modelos
de variables ocultas.

En el caso del juego CHSH, por ejemplo, la estrategia cuantica éptima
consiste en que Alice y Bob compartan el estado pgpr y midan con los
operadores de medida siguientes:

1. Si Alice recibe la pregunta = 0, medira con los operadores E),
EY dados, respectivamente, por los proyectores en los vectores | 1)

y )

2. Si Alice recibe la pregunta x = 1, los operadores E}, E} seran los
proyectores en los vectores |+) y |—).

3. Si Bob recibe la pregunta y = 0, F{), FY vendran dados por los
proyectores en los vectores cos ( ) | 1) + sin ( ) | 1), en el caso de
F,y —sin (%) [ 1) +cos (§ )]U enelcasodeF1

4. Por ultimo, si Bob recibe la pregunta y = 0, F, F! seran los pro-
yectores en los vectores cos (%) | 1) —sin (§ ) | 1), en el caso de F{,
ysin (§) [ 1) +cos (F) | 1), en el caso de FT.
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Es un sencillo ejercicio ver que la probabilidad de éxito con esta estra-
tegia es precisamente cos> (%) ~ 0,85.

La demostracion de la optimalidad de esta estrategia es debida a Tsi-
relson [99], en lo que se conoce como cota de Tsirelson.

La idea subyacente a este fendnemo es ciertamente rompedora: si una
estrategia cuantica permite ganar un juego no local (pongamos el CHSH)
con una probabilidad mayor que la que permite la fisica clasica, entonces
podemos concluir que, por un lado, los resultados de las medidas hechas
por Alice y Bob estan correlacionados y, por otro lado, que dichos resul-
tados no estaban definidos de antemano, sino que se determinan proba-
bilisticamente al hacer la medicion.

Esto es, de alguna manera, el suefio de un criptégrafo: la garantia de
correlaciones sin comunicacion que se generan exactamente en el instante
deseado. No es de extrafar que, ya en 1991, Artur Ekert propusiera en
[36] esta idea para distribuir claves secretas que luego puedan ser utilizadas
para comunicar informacion de forma segura mediante, por ejemplo, el
“cuaderno de uso tnico”.

Laidea es ain mas sorprendente puesto que no requiere fiarse de quien
te provee de los equipos cuinticos necesarios para el protocolo, ni siquiera
conocer los detalles internos de los aparatos, ya que la Ginica informacion
relevante son los resultados que los aparatos proporcionan (salidas a, b) a
distintas configuraciones externamente controladas de los mismos (z, y).
A esto se le conoce hoy en dia como “criptografia cuantica independiente
del dispositivo”.

La clave para que esta idea funcione en la practica es poder saber, solo
a partir de la probabilidad de ganar un juego, qué es exactamente lo que
hacen los aparatos cuanticos que estan usando Alice y Bob para jugar; de
los que no podemos asumir nada mas que el conocimiento aproximado de
la distribucion de probabilidad p(ab|zy) que generan.

Por tanto, es crucial que, de alguna manera, la distribucion de proba-
bilidad p(ab|zy) o, mejor atn, la probabilidad de ganar un juego no local,
determine la estructura cuantica interna de los dispositivos utilizados en
el juego. Esta propiedad, conocida como rigidez o self-testing, la tiene, de

hecho, el juego CHSH.
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Primero Summers y Werner [97] para el caso exacto, y luego McKa-
gue, Yang y Scarani para el aproximado [77], probaron que si uno genera
una estrategia cuantica que proporciona, para el juego CHSH, un valor &-
cercano a cos> (%) es porque, salvo isometrias, han usado un estado cuan-
tico y unas medidas y/z-cercanas a las que he explicitado anteriormente.

Recientemente se ha visto [103] como estas propiedades de rigidez se
pueden deducir de un teorema de Gowers y Hatami [47] sobre represen-
taciones aproximadas de grupos, que mejora a su vez un resultado clasico

de Kazhdan [59].

La primera demostracion completa de que es posible el intercambio de
clave independiente del dispositivo fue debida a Vaziraniy Vidick en [102],
utilizando para ello un analisis muy sofisticado de la rigidez aproximada
del juego CHSH. Esto fue mejorado posteriormente por Arnon-Friedman,
Renner y Vidick [5], con una demostracion basada en un teorema de acu-
mulacion de entropia de Renner, Dupuis y Fawzi [32].

Mencién aparte merece la parte experimental. Al margen de las aplica-
ciones criptograficas, incluso inicamente para refutar la critica de Eins-
tein, Podolsky y Rosen y validar las predicciones de la fisica cuantica, es
necesario poder garantizar la independencia causal de Alice y Bob. Hace
falta, por tanto, que ambos estén suficientemente separados y que la dis-
tribucion de estados entrelazados entre ellos se haga mediante fotones. El
problema es que esto introduce el problema del ruido: con cierta proba-
bilidad los fotones se pierden en el camino, o no hacen click en el detector
correspondiente.

A pesar del éxito de los primeros experimentos de Aspect, Dalibard,
Grangier y Roger (7, 8, 6] en los afios 80, solo en 2015 [51] se ha conse-
guido finalmente cerrar lo que se conocia como el detection loophole, que
era basicamente la posibilidad de que precisamente los fotones no detec-
tados fueran responsables de una posible explicacion clasica del resultado
de los experimentos. Este hito, debido al grupo de Hanson en Delft, se
ha reproducido después, incluso con mayor fiabilidad, en otros grupos de
investigacion [45, 93], zanjando por fin la critica de Einstein, Podolsky y
Rosen casi 100 afios después.

Es natural preguntarse, por tanto, cual es el ruido que soporta una
distribucion de probabilidad P = p(ablzy) antes de pasar a tener una
explicacion clasica. Para ello se define un parametro w(P) de tolerancia al
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ruido como el infimo de los valores A tales que la distribucion AP + (1 —
A) P’ no es clasica para cualquier P’ clasica. Es decir, cuanto mas proximo
esté m(P) a 0, més robusto es el contenido cuantico de la distribucion de

probabilidad P.
En (58] nosotros logramos probar que

2

Py = > _
") = s,
donde v(P) es el mayor ratio posible entre la probabilidad de ganar un
juego no local generalizado con la estrategia dada por Py su valor clasico.

w (G)

De ahi que interese encontrar ratios oG tan grandes como sea posible.

{Como de grande puede llegar a ser este ratio en funcién del namero
de preguntas y respuestas’

Para responder a esta pregunta necesitaremos del analisis funcional.
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5. ANALISIS FUNCIONAL PARA JUEGOS NO
LOCALES

Mucho antes de que los juegos no locales aparecieran en el contexto de la
complejidad computacional, e incluso antes de los trabajos fundacionales
de Bell en fisica cuantica, se inici6 el estudio, dentro del analisis funcional,
de lo que hoy se conoce como teoria local de los espacios de Banach.

Los espacios de Banach surgieron en la tesis de Banach en 1920 como
abstraccion de numerosos espacios infinito dimensionales de funciones
y sucesiones estudiados anteriormente por Frechet, Hilbert, Lebesgue o
Riesz, y que son conjuntos naturales en los que buscar soluciones de ecua-
ciones diferenciales e integrales. Los trabajos de Bombal [15] o Pietsch
[86] son referencias obligadas sobre el origen de esta teoria. En la intro-
duccion de la tesis de Banach puede leerse:

El objetivo de este trabajo es demostrar algunos teoremas que son
ciertos para diferentes espacios funcionales (champs fonctionne-
les). En lugar de probar los resultados para cada espacio funcional
particular, he optado por un enfoque diferente: considero en gene-
ral un conjunto de elementos abstractos, para los que postulo una
serie de propiedades y demuestro los teoremas para esos conjuntos.
Entonces pruebo que los distintos espacios funcionales particulares
en los que estoy interesado satisfacen los axiomas postulados ...

Desde su origen, por tanto, el analisis funcional se ha ocupado del
estudio de espacios vectoriales de dimension infinita. Sin embargo, el ge-
nio de Grothendieck en su “Résumé de la théorie métrique des produits
tensoriels topologiques”, publicado en 1956 [48], se dio cuenta de que mu-
chas de las propiedades de los espacios de dimension infinita dependian
solo del comportamiento de sus subespacios de dimension finita. Este en-
foque, que se reduce a dar estimaciones y desigualdades asintoticas en la
dimension sobre espacios de dimension finita, es lo que se conoce como
teoria local de los espacios de Banach. Citando a Lindenstrauss y Milman

[69]:

El nombre ‘Teoria Local’ se aplica a dos temas ligeramente distin-
tos:
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(a) El estudio cuantitativo, cuando n — 00, de los espacios
normados n-dimensionales.

(b) Larelacion de la estructura de un espacio infinito-dimensional
con sus subespacios de dimension finita.

Un espacio normado de dimension finita no es mas que C" (o R" si
los coeficientes del vector son reales en vez de complejos) en el que se
considera una nocioén de longitud de un vector, llamada norma, con buenas
propiedades. Por ejemplo, se puede considerar la norma

(@15 @)l = |za| + 22| + - + 20|,
o la norma
(1, 20|l = max{|@1|, [z2], ..., [zal},

0, por supuesto, la norma euclidea ya considerada antes

(21, @)l = Ve + |2 + - + [zaf?

Cuando se quieren considerar esas normas en concreto, en vez de escribir
C™ (o R™), se escribe, respectivamente, £, (2 y (5.

Obviamente, un mismo vector puede tener longitudes distintas depen-
diendo de qué norma se use para medir su longitud. Asi, el vector (1,1, 1)
en R? tiene longitud 3, 1y v/3, respectivamente, al considerar las normas

s F - Tloo v - [l

En espacios vectoriales de matrices (z;,7);;_;, uno puede considerar
2.
también mezclas de estas normas, como por ejemplo

mgxz gl o Y max |35
7 7

Los espacios asociados se denotan, respectivamente, por 2 (£1) y £7 (£).

Asociado a cada espacio normado X de dimension finita, se puede
asignar su dual X* como el mismo espacio base C" con la norma definida
por

H(¢13¢23--"¢n)||X* = max Zgbzxz )
i=1
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donde el maximo se toma entre todos los vectores (x1, z2,. .., x,) tales
que |[(z1, 22, ...,2n)|lx < 1. Es muy facil ver que (X*)* = X.

En los ejemplos anteriores, se verifica de forma muy sencilla que (¢7)*
0%,y por tanto (¢2)* = {7, y también que (¢5)* = (5. Para los espacios
mezcla introducidos antes, se tiene también la dualidad

(E5(60))" = 47 (€5)-

De hecho, la definicion de dual puede verse como el caso particular, pa-
raY = C, de la definicién de norma para una aplicacion lineal cualquiera
T : X — Y entre dos espacios normados X e Y
T (@)]ly

|T|| = max ||T(x)|]y = max
=<1 220 ||zl x

Ya desde el Résumé de Grothendieck, la teoria local de los espacios de
Banach ha estado ligada a la nocion de norma tensorial que, por dualidad,
no es mas que una manera de definir clases de operadores lineales entre
espacios de Banach.

En pocas palabras, una norma tensorial se puede entender como una
forma de asignar, para cada par de normas || - ||, || - ||g en el espacio C",
una extension de ambas al espacio C" @ C™ que sea compatible con la
estructura de producto tensorial (por ejemplo ||v ® w|| debe ser igual a

[vllallwlls)-

La riqueza y potencia de esta idea pasd muchos afos desapercibida,
hasta que fue redescubierta por Pietsch, Lindenstrauss y Pelckzynski a fi-
nales de los afios 60 [85, 70]. El excelente libro “Tensor norms and ope-
rator ideals”de Defant y Floret [30], ya en los afios 90, ilustra de manera
magistral cuan rica y potente es, en efecto, esa idea.

Especialmente relevante es el resultado que Grothendieck llamo El
teorema fundamental de la teoria métrica de los productos tensoriales, reinter-
pretado por Lindenstrauus y Pelckzynski en 1968 [70] como un resultado
sobre la mejora en la sumabilidad de series que se obtiene de aplicar una
transformacion lineal y continua entre determinados espacios funcionales.
La importancia y el impacto de este resultado esta todavia descubriéndo-
se, tal y como se ilustra muy bien en el articulo de Pisier “Grothendieck’s
theorem: past and present”[88].
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Para enunciar el Teorema de Grothendieck hace falta introducir la nor-
ma tensorial €, que es la menor norma tensorial posible y, que por simpli-
cidad, definiré solo en el caso finito dimensional:

Definicion 5.1. Dados k espacios normados de dimension finita X1, ..., X}
y un elemento x = Zzwll ®---®xf € X1®---® Xp, se define

e(x) =sup|(¢1 @ ® ¢) ()|

donde el supremo se toma en todos los ¢; de norma 1 del espacio dual X y
(1@ @) (x) =D di(af) - dy(a})

No es dificil ver, por convexidad, que si consideramos el espacio ¢}
(por simplicidad en el caso particular de coeficientes reales), un elemento
A € {7 @ {7 se puede identificar con una matriz A = (4, ;)7;_; (también
de coeficientes reales) de forma que su norma ¢ viene dada por la expresion

E(A) = max ZAi’j Sitj 1 85, t5 € {+1, —1} . (5.1
2%

El Teorema de Grothendieck establece que existe una constante uni-
versal, llamada constante de Grothendieck K¢, tal que la expresion (5.1)
multiplicada por K acota superiormente a

sup Z Aiﬂ‘ v; - UJj y (52)

ihj
donde v;, w; son vectores en el espacio Eév para una dimension N arbitra-
. N
riay v-w denota el producto escalar usual de vectores: v-w = ) " | vg wy.

Esta ultima expresion (5.2) es, de hecho, el valor de otra norma tenso-
rial, llamada 73, en la matriz A.

En pocas palabras, el Teorema de Grothendieck establece que ¢ <

Yo < Kgeen (] ®17.

Normas tensoriales y juegos no locales

He comentado ya que hay una conexion muy estrecha entre los juegos no
locales y la teoria de grafos. Antes de pasar a conectar de forma directa los
juegos no locales y las normas tensoriales, es interesante remarcar que,
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de hecho, algunos de los principales problemas NP-duros en teoria de
grafos se pueden reformular como el computo de una determinada norma
tensorial en un cierto espacio de dimension finita.

Por ejemplo, se puede ver en [52] cémo, utilizando una reduccion pre-
via de Motzkin y Straus a una norma tensorial simétrica [39] (de las que,
para evitar extender mas atin este discurso, no hablar¢), el problema MAX-
CLIQUE se puede reducir a computar la norma ¢ de un cierto tensor
(Tij,k)7 j =1 en el espacio £5 ® €5 @ 3.

Otro ejemplo es el caso de MAX-CUT. Alon y Naor se dieron cuen-
ta en 2004 [2] de que, dado un grafo G, se puede construir una matriz
(Aij)ij=1 tal que el MAX-CUT de G se reduce a calcular la norma de
la matriz A en el espacio ¢} ®. (7. Por el teorema de Grothendieck, este
valor se puede aproximar, salvo la constante de Grothendieck K¢, por el
valor de la norma ~; de A que, de hecho, se reduce a un problema de pro-
gramacion semidefinida, para los que existen algoritmos de complejidad
polinomial. De hecho, el algoritmo de Goemans y Williamson ya comen-
tado [46] se puede ver como una version sencilla de la demostracion de
Krivine [65] del Teorema de Grothendieck para una clase muy particular
de matrices (4;;);;_;. El teorema de Grothendieck va mucho mas alla
y se aplica para dar aproximaciones eficientes, como problemas de pro-
gramacion semidefinida, a cualquier problema cuadratico del tipo de la

ecuacion (5.1) [2].

De esta manera, 50 afios después de su formulacion inicial, se puede
interpretar ahora el Teorema de Grothendieck como una aproximacion
eficiente con error multiplicativo K¢ al problema de aproximar el MAX-
CUT de un grafo y generalizaciones de ese problema. De hecho, gracias
al trabajo de Raghavendra y Steurer [90], se sabe, si la Unique Games Con-
jecture es cierta y salvo que P sea igual a NP, que no puede haber una
aproximacion eficiente mejor para el problema de optimizacion (5.1). Se
sabe también que, bajo esas hipotesis, la aproximacion de Goemans y Wi-

lliamson para MAX-CUT es 6ptima [63].

La Unique Games Conjecture esta considerada una de las conjeturas
principales en teoria de la complejidad [62]. Su formulacion e implicacio-
nes le valieron a Khot el premio Nevanlinna en el Congreso Internacional
de Matematicos (ICM) de 2014. La conjetura establece que un resultado
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similar al Teorema PCP es cierto para una subfamilia concreta de juegos,
llamados unique games, caracterizados por tener, para cada respuesta posi-
ble de Alice, una tnica respuesta ganadora posible de Bob, y viceversa.

Paso ya a conectar el valor de un juego no local con normas tensoriales.
Esta conexion surgio de una colaboracion con Junge, Palazuelos, Wolf y
Villanueva al poco tiempo de acabar mi tesis doctoral, que dio como fruto
los trabajos [84, 58, 57], que recogen buena parte de las ideas que voy a
contar a continuacion. Las cotas obtenidas en esos trabajos fueron luego
mejoradas notablemente en un trabajo posterior de Junge y Palazuelos [56]
utilizando el mismo tipo de herramientas.

Para conectar los juegos no locales con las normas tensoriales, hay que
recordar primero lo que ya comenté al principio del discurso: que, de entre
las estrategias clasicas, siempre existe una estrategia 6ptima que es de tipo
producto, es decir, de la forma p(ablzy) = pa(alx)pp(bly)-

Es importante notar ahora que pa(a|z), y andlogamente pp(b|y), se
puede ver como una matriz (Az )z q en los indices x, a, que en el espacio
0% (47) tiene norma

I(As0)aall = mix ) Apa =mix) paalz) =1.
a a

(Por simplicidad he asumido que el nimero de preguntas y respuestas po-
sibles es el mismo, al que he denotado por n).

Por tanto, utilizando que los espacios £ (£7) y £1(¢%,) son duales entre
si, y definiendo a partir del juego el tensor

(G(%a)v(yvb))(:p,a),(y,b) € e?(ego) ® ﬁf(ﬁg’o)

dado por G4 q),(y5) = T(2, )V (a,b, ,y), se tiene que el valor clasico del
juego no es mas que [57, 81]

w(@) = max Z pa(alz)pp(bly)m(z,y)V(a,b, z,y)

pa(alz),pp(bly) abay

= max (41 ® ¢2) (G)

1,92

donde @1, ¢2 son elementos de norma 1 en el dual de ¢7(¢%), que es
exactamente la norma € del tensor G' como elemento de 7 (¢7) @ €7 (£).
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N.B.: Se ha hecho el abuso de notacion de llamar G tanto al juego en
si como al tensor que lo define. Ademas, se ha utilizado el hecho de que,
en este caso, el maximo entre los elementos ¢1, ¢2 de norma 1 en 2 (¢7)
se alcanza en distribuciones de probabilidad de la forma p4(a|x), ps(b|y).

Queda ver como identificar el valor cuantico del juego w*(G). Para
ello necesitamos dar un paso mas y estudiar una forma de cuantizar los
espacios normados.

Espacios de operadores

A la hora de pensar como cuantizar los espacios normados, de cara a poder
capturar las propiedades de los sistemas cuanticos, la clave reside en re-
cordar que el producto tensorial modeliza los distintos subsistemas de un
sistema cuantico global. Puesto que cualquier sistema se puede considerar
siempre como un subsistema de otro mas grande, que incluye también a
su entorno, las normas consideradas, asi como las transformaciones entre
estados cuanticos, deben incluir de forma natural a dicho entorno.

Por ejemplo, en vez de considerar como transformaciones posibles en-
tre estados cuanticos simplemente los operadores lineales que preservan
la traza y que son positivos, en el sentido de que llevan matrices semidefi-
nidas positivas a matrices semidefinidas positivas, uno necesita pedir que
los operadores sean completamente positivos; es decir, que sigan siendo po-
sitivos al tensorizarlos con el operador identidad actuando en otro espacio
de matrices cualquiera, que modeliza el entorno.

Esta forma de cuantizar, considerando la tensorizacion con otro espa-
cio de matrices cualquiera, fue utilizada de forma magistral en la tesis de
Ruan, dirigida por Effros, a finales de los afos 80, para definir el con-
cepto de espacio de operadores (operator space en inglés) [34, 87] como la
cuantizaciéon natural de un espacio normado.

Asi, si llamamos My, al espacio de matrices con coeficientes complejos
de tamafio k x k, un espacio de operadores X (de dimension finita ) no es
mas que el espacio vectorial C" al que asignamos una sucesién de normas
|| - || en los espacios My ® X, de manera que dichas normas tienen buenas
propiedades de compatibilidad con la norma y las operaciones producto
y suma directa de la componente M}, del producto tensorial. En M}, se
considera siempre la norma de operador, dada por el mayor valor singular,
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que es la norma que hace de M}, una C*-dlgebra y que coincide con la
norma asociada a ver las matrices de M}, como operadores lineales de £5
en /5.

Es importante recalcar que un mismo espacio normado tiene varias
(de hecho infinitas) estructuras de espacio de operadores compatibles con
esa norma. Hay algunas, eso si, que son mas naturales que otras. Por
ejemplo, M, es trivialmente un espacio de operadores sin mas que definir
en M}, ® M, la norma inducida por la identificacion My, @ M, = My,.
Lo mismo ocurre, por tanto, con cualquier subespacio de M,., como por
ejemplo su diagonal, que como espacio de Banach es exactamente ¢,
o su primera fila R, y su primera columna C)., que como espacios de
Banach ambos son exactamente £5, pero que son distintos como espacios
de operadores.

A la vista de la definicion de espacio de operador, y por analogia con
la definicion usual de norma asociada a un operador lineal, dados dos
espacios de operadores X, Y y un operador lineal entre ellos T : X — Y,
se define la norma completamente acotada de T como el supremo en k de
las normas de los operadores lineales

dp T : M, @ X — M, QY.

Usando la identificacion algebraica My (CB(X,Y)) = CB(X, M} ®
Y'), se puede dar una estructura de espacio de operadores al espacio nor-
mado de operadores lineales de X en Y con la norma completamente
acotada CB(X,Y). En particular, para el caso en que Y = C, esto dota de
una estructura de espacio de operadores al dual X* de X.

El papel central que el producto tensorial juega en la propia definicion
de espacio de operadores hace que la teoria de los espacios de operadores
pueda verse como un anilogo no conmutativo de la teoria local de los
espacios de Banach.

De hecho, también en el caso de los espacios de operadores hay una
norma tensorial minimal, llamada min, que juega el papel analogo a la
norma ¢ introducida en la Definicion 5.1. La definicion, en este caso, es
la siguiente, que por simplicidad formalizo solo en el caso de dos espacios
de operadores de dimension finita
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Definicion 5.2. Dados dos espacios de operadores X, Y de dimension finita,
y un elemento z € X @Y, se define ||z||min como el supremo de

(@ B) (2, »

donde v : X — My y B : X — M, tienen norma completamente acotada
<1

A laluz de lo ya mencionado, no es sorprendente que el valor ctilantico
de un juego w*(G) coincida (en este caso salvo una constante), con el
valor de la norma min en £7(¢%) @ £7(¢2) del tensor asociado al juego
G (2,0),(y,p)- La intuicion de este resultado, que demostramos en el articulo
(57], es la siguiente:

Lo primero que necesitamos es entender cual es la estructura natural
de espacio de operadores en ¢7(¢%). Esta sera la obtenida de identificar

27 (02,) con el dual del espacio CB(£2, £2).

[eekinge ]

Con esta estructura, un conjunto de operadores de medida E? define
un operador a : /(%) — M, de norma completamente acotada = 1 sin
mas que definir £ como la imagen por a del elemento (z,a) de la base
canonica en (7 (¢2). Por otro lado, dada una matriz hermitica A en Mz,
la norma de A no es mas que el supremo en todos los estados cuanticos
bipartitos p de dimension k de la expresion tr[pA].

Asi, si evaluamos en el tensor del juego la expresion que aparece en la
definicion de la norma min para los ay 3 dados por operadores de medida
EZy F} respectivamente, obtenemos

(e ® 8) (Gaa), ) ). w0 L, =
sup Z m(z,y)V(a,b,z,y)tr [p (Ef @ FY)] .

El supremo, entre los o, 8 de norma completamente acotada < 1, de
la primera expresion es, por la Definicion 5.2, la norma min del tensor
asociado al juego G (,4),(y,5) €n el espacio £} (£,) @ (1 (L%, ). Por otro lado,
el supremo, entre todos los operadores de medida EZ, FY, de la segunda
expresion es, exactamente, el valor cuantico del juego w*(G); ya que, tal y
como he comentado antes, las expresiones p(ablzy) = tr [p (EX @ F/)]
definen precisamente el conjunto de estrategias cuanticas posibles.

—47 —



Por tanto, si todos los operadores o y 8 de norma completamente
acotada < 1 proviniesen de operadores de medida, se tendria que el valor
cuantico del juego seria exactamente la norma min del tensor del juego
en el espacio /7 (¢%) @ €7 (¢%). Gracias al Teorema de descomposicion de
Wittstock, esto se puede conseguir salvo constantes [58].

La pregunta de partida sobre el valor maximo del ratio “::((g)) se puede

reformular, por tanto, como calcular la norma de la identidad
Id: 07 (05) @ 07 (05) — 7 (L5) @min 1 (05) -

Para verlo, basta combinar las siguientes observaciones ya comentadas
anteriormente. Por un lado, el espacio £} (¢2%) ® 7 (¢7) se puede identifi-
car con el conjunto de juegos (generalizados). Por otro, la norma ¢ en ese
espacio se puede identificar con el valor clasico del juego, mientras que
la norma min refleja el valor cuantico. Finalmente, por la definicion de
norma de un operador lineal, la norma de la identidad es, precisamente,
el valor maximo del cociente de la norma min por la & entre todos los ele-
mentos de (7 (€2) @7 (£%) que, por las ol(;se):rvaciones anteriores, coincide

w* (G

(salvo constante) con el maximo ratio 5(G) entre todos los juegos (gene-

ralizados) posibles G.

Esta reformulacion nos permitié utilizar técnicas de espacios de ope-
radores, asi como de la teoria local de espacios de Banach, entre ellas el
Teorema de Grothendieck. Tras una serie de trabajos [58, 57, 56], el esta-
do actual del problema es que, salvo constantes universales,

n
b\/g; <= 47 (05) ®e 47 (65) — €1 (£5) @min £ (£5)[| < 0.

En particular, el cociente entre el valor cuantico y clasico de un jue-
go puede ser arbitrariamente grande. Ademas, para obtener la separacion
N

logn solo es necesario utilizar un espacio de estados de dimension n en las
estrategias cuanticas.

Se cierra el circulo. MIP*:RE

Esto lleva a las siguientes preguntas generales:
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{Como de grande es la dimension del espacio necesario para obtener
w*(@G)! {Puede ser que haga falta dimension infinita? De ser asi, {existe un
experimento que permita testar la necesidad de utilizar dimensién infinita
en la formalizacion de la fisica cuantica?

Mas atn, si consideramos dimensién infinita existen, de hecho, den-
tro de la fisica cuantica, dos maneras de modelizar la separacién espacial.
Una es con el producto tensorial, tal y como he esbozado en este discurso.
Otra, que es la estandar en el contexto de la teoria cuantica de campos, es
la condicioén, a priori menos restrictiva, de que los operadores de medida
de Alice y Bob conmuten. Las estrategias asociadas a esta modelizacion
serian, por tanto, de la forma

_ © Yy
plablzy) = w (pE;FY)
donde E¥, FY acttan ahora en el mismo espacio, pero conmutan entre si.

{Pueden permitir estas estrategias con operadores que conmutan pro-
babilidades de éxito mayores que las estrategias con productos tensoria-
les? Dicho de otra manera, {existen experimentos, aunque sean ideales,
que permitirian descartar el modelo de producto tensorial y cuyo resul-
tado solo fuera compatible con modelizar la separacion espacial con un
Gnico espacio infinito dimensional y operadores que conmutan? Esto es
lo que se conoce como problema de Tsirelson.

El problema de Tsirelson surge de una afirmacion sin demostracion
hecha por Tsirelson en sus trabajos sobre desigualdades de Bell, en parti-
cular en el articulo de revision que publico en 1993 [101]. En ¢l afirmaba
sin demostracion que las estrategias obtenidas con operadores que con-
mutan y aquellas obtenidas con el producto tensorial son exactamente las
mismas. En 2000, tras recibir la solicitud de una demostracion por parte
de Antonio Acin, Tsirelson se dio cuenta de que, en realidad, la demos-
tracion que tenia en la cabeza solo funcionaba para el caso de dimension
finita, con lo que planteo el caso infinito dimensional como una pregun-
ta abierta, que aparecié después en la lista méas famosa de problemas de
informacion cuantica de la época, mantenida por Reinhard Werner.

Algunos afios mas tarde, en 2011, en colaboracion con Junge, Na-
vascués, Palazuelos, Scholtz y Werner, logramos probar que una solucion
negativa al problema de Tsirelson implicaria, de hecho, una solucion nega-
tiva al Connes' Embedding Problem [55]; un problema planteado por Alain
Connes en su articulo seminal de 1976 [26], que ha resultado jugar un
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papel central en la teoria de algebras de operadores, asi como en teoria de
grupos [89]. Nuestro resultado fue obtenido de forma independiente tam-
bién por Fritz [43] y completado depués por Ozawa [80], probando que,
de hecho, el problema de Tsirelson es equivalente al Connes’ Embedding
Problem.

Desde la perspectiva de teoria de la complejidad con la que iniciaba el
discurso, la pregunta que surge es también clara. El Teorema PCP muestra
que es NP-duro aproximar el valor clasico w(G) de un juego no local. {Cual
es la complejidad computacional de aproximar el valor cuantico w*(G)?

Sorprendentemente, todas estas preguntas estan relacionadas entre si.

La primera contribucion crucial a estas preguntas fue debida a Solfstra
en su trabajo pionero [96] y su continuacion [95]. Solfstra consideré un
tipo particular de juego no local asociado a sistemas de ecuaciones lineales
en Zso y probo que cualquier grupo definido por una cantidad finita de
generadores y relaciones es, de hecho, un subgrupo del grupo solucion de
un sistema lineal. La clave es que las propiedades algebraicas del grupo
soluciéon determinan la existencia, o no, de estrategias cuanticas de tipo
conmutativo o tensorial que permiten ganar el juego con probabilidad 1.
Este potente resultado le dio acceso a todo el arsenal de la teoria de grupos,
pudiendo probar, por ejemplo, que existen juegos para los que hace falta
dimension infinita para obtener w*(G), o que el problema de si w*(G) = 1
o no es indecidible. Esto quiere decir que no existe ningun algoritmo, no
importa como de ineficiente, que permita determinar si w*(G) = 1 o no.

La construccion de Slofstra fue mejorada y simplificada poco después
por Dykema, Paulsen y Prakash en [33], utilizando para ello técnicas de
algebras de operadores.

Sin embargo, ninguno de estos resultados permitia probar o refutar el
Connes’ Embedding Problem pues, para ello, habia que obtener una separa-
cion entre el valor del juego con estrategias con operadores que conmutan
y el valor del juego que uno puede aproximar con estrategias asociadas al
producto tensorial. En todos los ejemplos anteriores, uno podia obtener
una probabilidad de ganar el juego arbitrariamente cercana a 1, aunque no
exactamente = 1, con estrategias de dimension finita y en el paradigma
tensorial.
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Esto es precisamente lo que afirma el articulo “MIP* = RE” de Ji,
Natarajan, Vidick, Wrighty Yuen [53], aunque a fecha de hoy el resultado
se encuentra todavia en proceso de revision. El principal resultado, en la
linea del Teorema PCP enunciado antes, es el siguiente:

Teorema 5.3 (RE C MIP*). Existe un § > 0 tal que, dado un juego no local
G con la promesa de que su valor cudntico es w*(G) =1 0 w*(G) < 1 -4,
decidir cudl de las dos situaciones es cierta es indecidible. Es decir, no existe
ningiin algoritmo, no importa cémo de ineficiente, que proporcione la respuesta.

Para entender por qué este resultado resuelve el problema de Tsirelson
y, por tanto, el Connes’ Embedding Problem, basta observar que existe un
algoritmo que aproxima por abajo el valor cuantico del juego en el paradig-
ma tensorial y otro, llamado jerarquia NPA [79], que permite aproximar
por arriba el valor cuantico en el paradigma conmutativo. Si el valor de am-
bas aproximaciones pudiera hacerse arbitrariamente cercano, lo que seria
el caso si el problema de Tsirelson tuviera una soluciéon positiva, existi-
ria un algoritmo para aproximar el valor cuantico de un juego a cualquier
precision constante, lo que contradice el teorema anterior. En el fabuloso
articulo “From Operator Algebras to Complexity Theory and Back” de
Thomas Vidick, se pueden encontrar mas detalles de esta idea.

Es ciertamente sorprendente como un resultado de teoria de la com-
plejidad, que puede verse como el analogo cuantico del Teorema PCP, al
menos en su version para juegos |, permite resolver un problema cen-
tral sobre algebras de operadores para el que las técnicas usuales de la
teoria habian resultado insuficientes. Esto enfatiza atn mas, si cabe, mi
observacion inicial sobre los juegos no locales: “no son tan sencillos como
parecen”.

"Esto no es lo que se conoce normalmente en la literatura como quantum PCP [1], que
hace referencia a una version del Teorema PCP en su version 3-SAT donde se cambia la
clase de complejidad NP por su analogo cuantico QMA.
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6. VARIANTES DEL JUEGO

He centrado la mayor parte del discurso en el juego no local de partida,
pero existen numerosas variantes y generalizaciones del mismo, motivadas
por distintos tipos de problemas.

Las generalizaciones mas naturales corresponden a considerar juegos
con mas de dos participantes, pero con idénticas reglas. En este caso apa-
recen grandes diferencias incluso en la familia mas sencilla de juegos: los

juegos XOR.

Los juegos XOR

Un juego XOR es un juego en el que los concursantes tienen que respon-
der un unico bit y en el que, ademas, la dependencia en la funcion de
verificacion V' de las respuestas es tinicamente a través de su XOR (o su-
ma modulo 2, denotada por @). Este es el caso, por ejemplo, del juego
CHSH con el que iniciaba el discurso, en el que V'(a, b, z,y) = 1 siy solo
si zy = a @ b. En este tipo de juego se suele considerar, en vez del valor,
lo que se llama su sesgo, que no es mas que la maxima diferencia entre la
probabilidad de ganar el juego y la de perderlo.

Tsireslon [100] demostro que, para este tipo de juegos, uno puede iden-
tificar el sesgo clasico con la norma ¢ de un cierto tensor en el espacio
07 @ 07, donde n es el numero de preguntas posibles, mientras que el
sesgo cuantico es precisamente la norma 5 de ese tensor. Por tanto, el
Teorema de Grothendieck garantiza que el cociente maximo posible en-
tre el sesgo cuantico y el clasico de un juego XOR de dos jugadores esta
acotado por la constante de Grothendieck.

Analizar, por tanto, el caso de juegos XOR tripartitos requiere analizar
la posibilidad de tener versiones multilineales del Teorema de Grothen-

dieck.

Hay una extensa literatura sobre posibles versiones multilineales del
Teorema de Grothendieck, que fue precisamente el tema central de mi
tesis doctoral. Aparte de mis propias contribuciones [16, 82, 83], citaré
como imprescindibles los trabajos de Carne [22] y Blei [14]. Lamentable-
mente, la mayor parte de las posibles generalizaciones posibles al contexto
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multilineal de la desigualdad de Grothendieck son falsas. Recientemente,
por ejemplo, Palazuelos y Briét [17] han dado un contraejemplo para una
de ellas, que habia sido propuesta como problema abierto por Pisier en

(88].

Para los juegos XOR logramos demostrar en [84] que el sesgo clasico
(resp. cuantico) esta dado por la norma tensorial € (resp. min) de un cierto
tensor en el producto tensorial ¢} ® --- ® ¢}, para cualquier numero de
participantes. En este caso, la estructura de espacio de operadores natural
en /7 es la obtenida como espacio dual de ¢, que, como he comentado
antes, se identifica a su vez con la diagonal del espacio de matrices M,,. Por
tanto, la desigualdad de Grothendieck multilineal buscada tendria como
objeto acotar la norma del operador identidad

Despugés, utilizando teoria de espacios de operadores, en combinacion
con técnicas probabilisticas, logramos ver que, ya en el caso de tres partes,
la norma de la identidad (6.1) no esta acotada en n [84], lo que muestra la
gran diferencia existente entre el caso bipartito y el tripartito.

Los juegos XOR también han sido analizados recientemente desde la
perspectiva de la teoria de la complejidad. Se cree que aproximar el sesgo
cuantico del juego para juegos XOR tripartitos es NP-duro, pero la prue-
ba original de ese aserto, debida a Thomas Vidick, contiene un error que
todavia no se ha acabado de subsanar [104]. Notese que para el sesgo cla-
sico de juegos XOR, incluso el caso bipartito es NP-duro de aproximar, ya
que hemos visto que aproximar la norma ¢} ®, ¢} permite aproximar la
solucion del problema MAX-CUT, que es un problema NP-duro.

Juegos con comunicacion restringida

Uno podria plantearse relajar la regla de que Alice y Bob no pueden co-
municarse en absoluto una vez que el juego empieza y dejar que puedan
enviarse algo de comunicacion. Por supuesto, si la comunicacion que se
les permite es arbitraria, ambos tendrian la informacion exacta del par de
preguntas (z,y) y podrian responder siempre de forma correcta. Para que
el juego tenga algo de interés, la comunicacion permitida debe ser, por
tanto, limitada.
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Hay esencialmente dos formas de limitar la comunicacion, que, ade-
mas, se pueden combinar entre si. Una es limitar el namero total de bits
de comunicacion que se les permite intercambiar. Otra es limitar el tipo de
comunicacion; por ejemplo, permitir que Alice comunique informacion a
Bob pero no al revés.

Centrémonos, para empezar, en el primer caso. Consideremos para
ello una funcion booleana f en dos variables, cada una de ellas una cadena
de n bits; es decir, f : {0,1}"x{0,1}"™ — {0, 1}. Definamos el juego XOR
en el que los participantes ganan si el XOR de sus respuestas a @b coincide
con el valor de f(x,y). Uno podria preguntarse:

{Cual es la menor cantidad de bits que Alice y Bob tienen que comu-
nicarse para ganar el juego con certeza (o con probabilidad mayor que un
valor fijo, e.g. %)?

Este valor coincide precisamente con la llamada complejidad de la co-
municacion de la funcion f.

La teoria de la complejidad de la comunicacion [66] ha sido amplia-
mente estudiada en ciencias de la computacion y tiene conexiones con nu-
merosas areas de estudio como, por ejemplo, la computacion en paralelo,
donde la comunicacién entre los nodos es uno de los principales cuellos
de botella en el tiempo total de computo.

El modelizar, tal y como hemos hecho, los problemas de complejidad
de la comunicacién como un juego no local permite analizar las posibles ga-
nancias debidas al uso de comunicaciéon cuantica (o entrelazamiento com-
partido que, via el protocolo de teleportacion, son recursos esencialmente
equivalentes).

Utilizando este punto de vista, tal y como se puede consultar en el
excelente articulo de revision [19], se pueden obtener distintas funciones
para las que existen mejoras exponenciales en la cantidad de comunicacion
necesaria si se utilizan recursos cuanticos en vez de clasicos.

Es interesante observar ademas que, utilizando las conexiones existen-
tes entre juegos no locales y analisis funcional, y entre juegos no locales y
complejidad de la comunicacion, recientemente Amr y Villanueva [3] han
obtenido nuevas mejoras exponenciales en la complejidad de la comunica-
cién dentro del contexto de los juegos XOR.
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Juegos con preguntas cuanticas

Dada la ubicuidad con la que se encuentran los juegos no locales, no es
de extrafar que varios protocolos cuanticos se puedan modelizar también
desde esta perspectiva. Para ello hay que permitir que las preguntas y/o
las respuestas puedan ser estados cuanticos. Un ejemplo particularmente
interesante viene motivado por la criptografia basada en la posicion.

Pensemos en un futuro (tal vez no tan lejano) en el que la movilidad en
las ciudades esté dominada mayoritariamente por la circulacion de coches
auténomos. Seria conveniente, para una adecuada gestion del trafico, que
los vehiculos autonomos puedan comunicarse entre si, lo que plantea el
problema crucial de la seguridad de dicha comunicaciéon para evitar un
jaqueo que pueda desencadenar accidentes o el colapso del trafico.

En ese escenario el identificador relevante de un vehiculo no es su
matricula, o laidentidad de sus ocupantes, sino la posicion GPS que ocupa.
Un vehiculo quiere estar seguro de estar comunicandose, por ejemplo, con
el vehiculo que esta delante de ¢él, al margen de quién lo ocupe.

La criptografia basada en la posicion tiene por objeto disefiar sistemas
de comunicacion donde la seguridad se basa, precisamente, en la posicion
GPS. La primitiva fundamental en este contexto, que garantiza la existen-
cia de sistemas de comunicaciéon seguros, es el protocolo de verificacion
de la posicion. Basicamente, es un reto que solo alguien en una posicion
GPS concreta puede resolver satisfactoriamente.

La idea de la criptografia basada en la posicion se debe a Chandran,
Goyal, Moriarty y Ostrovsky [23] y, cdmo no, puede también modelizarse
como un juego no local, en el que los jaquers potenciales son los partici-
pantes.

Vamos a pensar en el caso mas sencillo, que es el uno dimensional,
en el que suponemos que todas las personas involucradas en el analisis se
sitian en una recta. Un agente tiene que demostrar que esta en una cierta
posicion P. Para ello, recibe el siguiente reto:
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Figura 6.1: En la criptografia basada en la posicion los agentes maliciosos Alice y
Bob intentan contestar adecuadamente y en tiempo a las preguntas z, y que solo un
participante honesto en la posicion P deberia poder contestar de forma satisfactoria.

Dos verificadores, que actian de manera coordinada y que esta situa-
dos a izquierda y derecha de P, envian cada uno una pregunta z e v, res-
pectivamente, a la posicion P, de manera que ambas preguntas llegan a la
vez. El agente debe utilizar la informacion de ambas preguntas para enviar
una respuesta valida a y b a cada verificador, respectivamente.

Para pasar el reto de forma satisfactoria, el agente debe responder de
forma adecuada y, ademas, las respuestas deben llegar a los verificadores exac-
tamente en el tiempo que tarda una seial en ir y volver desde la posicion de los
verificadores a P. Si las respuestas llegan mas tarde, se consideran invali-

das.

Este tipo de criptografia cuantica basada en el estudio de los tiempos
de respuesta recibe el nombre genérico de criptografia cuantica relativista,
precisamente porque utiliza la premisa basica de que la luz tiene una velo-
cidad de tansmision conocida y constante. Algunas de las primitivas crip-
tograficas fundamentales, como bit commitment y coin tossing, son posibles
en este contexto [60, 61] e, incluso, se han podido realizar experimental-

mente (71, 73, 74].

Asi, si un participante malicioso quiere hacer creer a los verificadores
que esta en la posicion P sin estarlo, necesariamente su sefial tardara mas
en llegar a uno de los dos verificadores: el que esté mas lejos de él.

{Qué pasaria, sin embargo, si dos jaquers situados a izquierda y derecha
de P, entre P vy los verificadores, actuaran de forma coordinada en este
reto! No es dificil encontrar un protocolo donde pueden simular de forma
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Figura 6.2: Ataque trivial a la criptografia cldsica basada en la posicion. Los agentes
maliciosos solo tienen que copiar y transmitir la pregunta recibida del verificador
mas proximo y actuar como el participante honesto en el momento temporal en que
ya tienen acceso al par de preguntas z, y.

exacta el comportamiento de un agente honesto. Basta con que cada uno
de ellos, al recibir la pregunta del verificador mas cercano, la copie, de
forma que una de las dos copias la guarda en su memoria y la otra la envia
al otro jaquer que, al recibirla, pasa a tener la misma informacion que un
agente honesto y puede usarla para responder al verificador mas cercano.
Tal y como se aprecia en la Figura 6.2, los conos de luz asociados a los
tiempos de este ataque permiten pasar el reto sin problemas.

{Significa esto que la criptografia basada en la posicion no es posi-
ble? En realidad no. El ataque presentado requiere copiar la informacion
y, por el Teorema de no clonacion [108], esto no es posible si las pregun-
tas, en vez de cadenas de bits clasicos, son estados cuanticos. El protocolo
resultante se puede modelizar como un juego no local en el que los partici-
pantes, Alice y Bob, son los jaquers y el verificador es el presentador que
les plantea una pregunta cudntica, es decir, les envia un estado cuantico bi-
partito piﬁl‘gal, donde el sistema A es enviado a Alice y el sistema B a Bob.
La respuesta debe ser otro estado cuantico pfi{gl, donde A (resp. B) es el

sistema que Alice (resp. Bob) devuelve como respuesta al presentador. La

_ 58 _



necesidad de responder a tiempo permite a cada uno de los participantes
enviar un mensaje al otro, pero sin la posibilidad de darle luego respues-
ta. A este modelo de comunicacion lo llamamos comunicacion simultanea
unidireccional.

La pregunta de si la criptografia cuantica basada en la posicion es po-
sible puede por tanto reformularse como:

{Existe un juego no local con preguntas y respuestas cuanticas que se
pueda ganar con probabilidad 1 utilizando comunicacion arbitraria (equi-
valente al caso honesto), pero para el que esto no sea posible si se puede
utilizar solo comunicacion simultinea unidireccional?

La respuesta, tal vez sorprendentemente, depende de la cantidad de
entralazamiento compartido por los participantes [18]. El estado actual
del arte es el siguiente:

» Si los participantes pueden compartir un estado entrelazado de di-
mension exponencial comparada con la dimension de los sistemas
Ay B asociados a las preguntas y respuestas, entonces Alice y Bob
pueden simular el comportamiento de un agente honesto [11].

» Existen juegos para los que hace falta al menos una cantidad de en-
trelazamiento lineal para dar una respuesta valida [98].

Si existen juegos donde es necesario utilizar entrelazamiento exponen-
cial, entonces uno podria afirmar que la criptografia cuantica basada en la
posicion es posible a todos los efectos practicos. Sin embargo, si basta una
cantidad polinomial de entrelazamiento para simular el comportamiento
de un agente honesto, entonces la criptografia cuantica basada en la po-
sicion no seria posible, al menos sin hipotesis extra en las capacidades
computacionales de los participantes.

A dia de hoy sigue sin conocerse la respuesta, tal vez porque atin no se
han desarrollado las técnicas matematicas necesarias para ello.

En esa direccion, en el trabajo [54], hemos logrado extender la apli-
cabilidad de las técnicas de analisis funcional comentadas antes (normas
tensoriales y espacios de operadores) al contexto de la comunicacion simul-
tanea unidireccional. En un trabajo previo [29], logramos hacerlo para los
casos mas sencillos de comunicacion puramente unidireccional, o ausen-
cia de comunicacion (incluso en este caso los juegos son distintos al tener
preguntas y respuestas cuanticas).
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El resultado que mostramos como consecuencia del uso de estas técni-
cas de analisis funcional es que, bajo ciertas hipdtesis en la regularidad de
las estrategias empleadas por Alice y Bob, en el sentido de que dichas estra-
tegias no varian mucho si se modifican ligeramente las preguntas, existen
juegos para los que ganar con alta probabilidad requiere entrelazamiento
exponencial.

Sorprendentemente, May, Penington y Sorce han argumentado recien-
temente [76] que el diccionario holografico, conocido como corresponden-
cia AdS-CFT, iniciado por Maldacena y Witten en los afios 90 como solu-
cién para reconciliar gravedad y cuantica [75, 106], implicaria la existencia
de ataques con entrelazamiento polinomial.

Dada la aparente contradiccion entre este resultado y el nuestro, pare-
ce posible poder obtener nuevos resultados en el problema de la gravedad
cuantica utilizando técnicas de normas tensoriales y espacios de operado-
res, lo que abre un nuevo campo apasionante de investigacién en una de
las preguntas centrales de la fisica. Nuevamente, son los juegos no locales
los que actlan como puente entre ambos mundos; algo que, a estas alturas
del discurso, ya ni siquiera deberia sorprender.

Otra direccion interesante que surge de analizar la criptografia basada
en la posicion es una nueva definicion de complejidad de la comunicacion
de una funcion booleana f(z,y), conocida como complejidad garden-hose,
que podria traducirse como complejidad tipo manguera de jardin [20). El
nombre es bastante grafico y corresponde al siguiente problema, cuya des-
cripcion tomamos directamente de [20]:

En un agradable dia soleado, Alice y Bob se relajan en sus res-
pectivos jardines vecinos. Ocurre que sus dos jardines comparten
s tuberias de agua, etiquetadas por los nivmeros 1,2,...,s. Ca-
da una de estas tuberias tiene un extremo abierto en el jardin de
Alice y otro en el jardin de Bob. Por diversion, Alice y Bob juegan
al siguiente juego. Alice utiliza trozos de manguera para conectar
localmente entre si algunos de los extremos abiertos de las tuberias
que hay en su jardin. Por ejemplo, podria conectar la tuberia 2
con la 5, la tuberia 4 con la 9, etc. De forma similar, Bob conecta
localmente algunos de los extremos abiertos de las tuberias que hay
en su jardin; por ejemplo la tuberia 1 con la 4, etc. Ademds, no
se pueden usar piezas tipo T (o construcciones mds complicadas)
para conectar dos o mds tuberias a una dada, o viceversa. Final-
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mente, Alice conecta un grifo de agua al extremo de su jardin de
una de las tuberias, por ejemplo la 3, y abre el grifo. Alice y Bob
observan cudl de los dos jardines se acaba mojando. Es fdcil ver
que, como Alice y Bob solo utilizan conexiones simples uno-a-uno,
el agua siempre acaba saliendo eventualmente en alguno de los
dos lados. En cudl de ellos obviamente depende de las respectivas
conexiones locales.

Ahora pongamos que Alice conecta las tuberias y el grifo, no en
unas posiciones fijas, sino dependiendo de una cadena de bits priva-
da x € {0,1}"; para distintas cadenas de bits x, x’, puede conec-
tar sus extremos de las tuberias de forma diferente. Andlogamente,
la eleccién de Bob de como conectar las tuberias depende ahora de
una cadena privada de bits y € {0, 1}". Estas estrategias espe-
cifican una funcion booleana f : {0,1}" x {0,1}"™ — {0,1}
como sigue: f(x,y) se define como 0 si, usando las conexiones de-
terminadas por x e y respectivamente, el agua sale en el jardin de
Alice, y f(x,y) es 1 si el agua acaba saliendo en el lado de Bob.

Cambiando el punto de vista, podemos ahora considerar una fun-
cién booleana arbitraria f : {0,1}" x {0,1}" — {0,1} y pre-
guntar: {Cémo se puede computar f en el modelo de mangueras de
jardin? {Cémo tienen que elegir Alice y Bob sus conexiones locales,
y cudntas tuberias hacen falta, para computar f en el modelo de
mangueras de jardin? Recalcamos que la eleccién de Alice de qué
tuberias conectar puede depender de x, pero no de y, y viceversa;
esto es lo que hace no triviales las preguntas anteriores.

Para una funcién booleana f : {0,1}" x {0,1}" — {0, 1},
su complejidad tipo manguera de jardin GH(f) se define como
el menor niimero s de tuberias necesarias para computar f en el
modelo de mangueras de jardin.

La complejidad tipo manguera de jardin esta motivada por el siguien-

te juego no local cuantico, llamado qubit routing, asociado a una funcion
booleana f(z,y). Alice recibe como pregunta una cadena clasica de bits
x y un qubit en un cierto estado aleatorio [¢)). Bob recibe unicamente la
cadena clasica de bits y. Para ganar el juego Alice debe enviar de vuelta
el estado [1)) como respuesta si f(z,y) = 0, mientras que si f(z,y) =1

debe ser Bob quien envie el estado [¢)) como respuesta.
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Tal y como se demuestra en [20], la complejidad tipo manguera de jar-
din de f(x,y) es una cota superior al logaritmo de la dimension de entre-
lazamiento necesaria para ganar el juego utilizando comunicacion simulta-
nea unidireccional. Ademas, el resultado es constructivo, en el sentido de
que la colocacion de las mangueras en el computo de GH( f) proporciona
un protocolo para ganar el juego.

Desde su definicion, la complejidad tipo manguera de jardin ha ido
ganando relevancia, como se puede ver por ejemplo en [24, 31, 64].

Otras variantes

Hay numerosas otras variantes y generalizaciones de los juegos no locales
aqui presentados. En la mayoria de los casos la idea subyacente es simi-
lar a la propuesta por John Bell en respuesta a la critica de la mecanica
cuantica de Einstein, Podolsky y Rosen: tener un experimento que permi-
ta descartar un cierto modelo a partir tinicamente de las distribuciones de
probabilidad observadas.

De esta manera se pueden, por ejemplo, validar o refutar redes causales
[107], en las que se quiere entender qué procesos son causa o consecuencia
de otros. Se puede incluso disefiar un experimento para descartar la posi-
bilidad de modelizar matematicamente la mecanica cuantica con nameros
reales, en vez de complejos [92]. En este caso, de hecho, el experimento se
ha realizado [68], obteniendo que, en efecto, los nimeros complejos son
necesarios.

Que una propiedad tan fundamental como la necesidad de utilizar na-
meros complejos pueda obtenerse experimentalmente es algo que me re-
sulta fascinante y que es una consecuencia mas de la enorme riqueza de los
juegos no locales como puente de union entre las matematicas, la fisica y
las ciencias de la computacion.
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7. ALGUNOS DE LOS PRINCIPALES PROTAGO-
NISTAS DE ESTA HISTORIA

Para no cortar el hilo argumental del discurso, he preferido no hacer los
necesarios apuntes biograficos acerca de algunos de los grandes protago-
nistas del mismo. Es el momento de remediarlo. No es necesario decir que
hay muchas mas personas que han contribuido de forma crucial al tema
en el que he centrado este discurso, algunos de cuyos nombres ya he men-
cionado antes. Pero, como una eleccioén totalmente personal y por tanto
subjetiva, he decidido resaltar a John Bell, como el origen de los juegos
no locales; a Shafi Goldwasser, como una de las pioneras en el estudio de
estos juegos en teoria de la complejidad; a Irit Dinur, por su demostracion
del teorema PCP; a Boris Tsirelson, por su desarrollo sistematico de las
desigualdades de Bell; a Thomas Vidick, por todo el trabajo en juegos no
locales que condujo a la resolucion del problema de Tsirelson; a Alexander
Grothendieck, por la creacion de la teoria local de espacios de Banach; a
Gilles Pisier, como principal impulsor de la teoria de los espacios de ope-
radores y, por tltimo, a Marius Junge, como uno de los principales inves-
tigadores en la interconexion entre la informacion cuantica y las algebras
de operadores.

Me centraré primero en los que ya han fallecido (John Bell, Alexander
Grothendieck y Boris Tsirelson) a los que dedicaré algo mas de tiempo a
modo de pequeino homenaje. Curiosamente, en estos tres casos, las contri-
buciones clave asociadas a la tematica de este discurso fueron marginales
en sus carreras cientificas, en las que se centraron mayoritariamente en
otros temas completamente distintos. Mi fuente principal de informacion
para la biografia de John Bell ha sido el extenso obituario que le dedico la
Royal Society, de la que era miembro, tras su fallecimiento [21]. En el caso
de Grothendieck es dificil encontrar nada mejor que la fantastica char-
la impartida por Fernando Bombal en esta Real Academia: “Alexander
Grothendieck: una mente maravillosa y una vida fascinante” (aunque el
breve obituario de Mumford y Tate [78] es también muy recomendable).
En cuanto a Boris Tsirelson, la informacion mas relevante la he obteni-
do del obituario que le dedicé Gil Kalai titulado: “Trees not Cubes”, el
obituario de Mateus Aratjo “Boris Tsirelson 1950-2020”, la breve auto-
biografia que se puede encontrar en el blog del Institute for Quantum Optics
and Quantum Information (IQOQI) de Viena y su propia web.
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John Bell

John Stewart Bell nacio en Belfast en 1928. Se graduo en fisica matematica
en la Universidad de Queen, también en Belfast, en 1949. De alli marcho
al Complejo de Investigacion en Energia Atomica de Harwell, cerca de
Oxford. Tras el arresto de su director Klaus Fuchs por espionaje, Bell se
marcho al grupo de disefio de aceleradores que dirigia Bill Walkinshaw en
el Complejo de Investigacion en Telecomunicaciones de Malvern; comple-
jo que un afio después se trasladd también a Harwell.

En 1953, Bell obtuvo una licencia para investigar en la Universidad
de Birmingham, bajo la supervision de Sir Rudolf Peierls. Como parte de
su tesis doctoral en la Universidad de Birmingham, Bell demostré la que
seguramente sea la mayor contribucion de su carrera: el Teorema CPT;
obtenido también de forma independiente por Liidders y Pauli. En palabras

de Peierls (sobre Bell):

En aquella época nos enteramos de experimentos que parecian re-
velar evidencia de una particula cargada negativamente que era
estable, pero con masa menor que la del protén. Los experimenta-
les nos preguntaban si podria ser el anti-protén. Esto parecia poco
probable, pero iquién podia descartarlo de forma rotunda? Todo el
mundo esperaba que una particula y su anti-particula tuvieran la
misma masa, pero lera eso estrictamente necesario! Este problema
le tocé la fibra. A él no le gustaba dar por sentadas las creencias do-
minantes y solia preguntar: “/Cémo lo sabes?”. Enseguida obtuvo
el “Teorema CPT”, estableciendo que los resultados de una teo-
ria de campos deben permanecer inalterados si se invierte el signo
de las coordenades de espacio y tiempo 3y se intercambian particu-
las por anti-particulas [...]. El Teorema asegura en particular que
cualquier particula y su anti-particula deben tener la misma ma-
sa. Cualquier evidencia que contradiga el teorema seria muy dificil
de reconciliar con nuestro conocimiento bdsico actual de la fisica;
hasta la fecha no se ha encontrado ninguna evidencia. De hecho,
el experimento que habia motivado la cuestion no se confirmo.

Bell continu6 trabajando toda su vida en fisica nuclear y de altas ener-
gias, asi como en el disefio de aceleradores de particulas. Desde 1960 lo
hizo en el CERN, donde permanecio hasta su fallecimiento en 1990. Para
un resumen historico detallado de sus contribuciones en este campo se
puede consultar [21].
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Su trabajo sobre juegos no locales y, en general, sobre los fundamentos
de la fisica cuantica, era para él un pasatiempo que se remontaba incluso a
su época del instituto y, muy especialmente, a las discusiones mantenidas
con Franz Mandl en Harwell a principios de los afios 50. De hecho, en su
trabajo “On the problem of hidden variables in quantum mechanics” de
1966 en Reviews in Modern Physics escribe en los agradecimientos:

Las primeras ideas de este articulo surgieron en 1952. Estoy pro-
fundamente agradecido al Dr. F. Mandl por intensas discusiones
en aquel periodo.

Entre los muchos reconocimientos obtenidos por John Bell a lo largo
de su carrera destacan la Medalla Dirac, el Premio Dannie Heineman o la

Medalla Hughes.

Alexander Grothendieck

Laviday obra de Alexander Grothendieck valdrian para mas de un discur-
so como este en exclusiva. Considerado como uno de los mejores y mas
influyentes matematicos del siglo XX, su vida fue también intensa y fuera
de lo comun.

Grothendieck nacio en Berlin en 1928. Sus padres eran ambos acti-
vos anarquistas y su padre era, ademas, judio. Por tanto, cuando los nazis
llegaron al poder en Alemania en 1933, ambos huyeron a Paris, dejando a
Grothendieck a cargo de una familia de acogida en Hamburgo. Grothen-
diek permanecio con ellos seis aflos, hasta que en 1939, ante la inminencia
de la Segunda Guerra Mundial, fue enviado a Francia a reunirse con sus
padres. Justo ese mismo afio sus padres acababan de regresar a Francia de
luchar en la Guerra Civil espafola.

Tras la caida de Francia, su padre fue deportado por el régimen de
Vichy a Auschwitz, donde muri6. Tanto Grothendieck como su madre se
establecieron en Chambon sur Lignon, una pequefa ciudad simbolo de
la resistencia francesa donde Grothendieck completé el bachillerato en el
“College Cévenol”, una escuela con un claro ideal en pos de la no-violencia
y la solidaridad de todos los pueblos.

Entre 1945 y 1948 estudié matematicas en la Universidad de Mont-
pellier, tras lo cual marcho¢ a Paris, y luego a Nancy, donde inici6 su tesis
doctoral bajo la supervision de Laurent Schwartz. Parte de la tesis doctoral
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la realizo en Brasil, donde permanecio entre 1953 y 1955, y desde donde
fue enviando por carta a Schwartz sus progresos. Su tesis doctoral, mo-
tivada por la teoria de distribuciones por la que Schwartz habia recibido
la medalla Fields, versé precisamente sobre las posibles topologias natu-
rales en los productos tensoriales de espacios vectoriales topologicos. En
palabras de Schwartz:

Es un monumento, una obra maestra de primer orden. Fue nece-
sario leerla, comprenderla y aprender de ella, porque era dificil y
profunda. Me llevé seis meses a plena dedicaciéon. iQué trabajo
tan duro, pero qué felicidad! [...] Es la mds bella de mis Tesis”

Durante su estancia en Brasil escribio también su “Résumé de la théo-
rie métrique des produits tensoriels topologiques”, en el que probo el Teo-
rema de Grothendieck del que he hablado largo y tendido en este discurso.

Tras su regreso a Paris cambi¢ de tema y se centrd en la geometria
algebraica, area que revoluciono entre 1955y 1970, primero en el CNRS
y, tras 1959, como miembro del recién creado Instituto de Estudios Cien-
tificos Avanzados (IHES). En 1966 obtuvo la medalla Fields precisamente
por sus trabajos en geometria algebraica.

En 1970 dejo el IHES por motivos que no estan claros, aunque el mo-
tivo oficial fue que el IHES recibia financiacion del Ministerio de Defensa,
y abandono las matematicas para dedicarse al activismo medioambiental
y pacifista. Segin su amigo Jean Paul Cartier:

Llego a considerar Bures sur Yvette (donde estaba situado el IHES)
como una jaula dorada que le mantenia apartado de la vida real.
A eso se anadié una profunda depresion, junto con dudas sobre
el valor de su actividad cientifica. Me confié sus dudas y me dijo
que estaba considerando dedicarse a otras actividades distintas de
las matemdticas. Se podria afiadir quizd el bien conocido efecto
del “sindrome Nobel”que lleva a la perniciosa idea de que los 40
es la edad en que cesa la actividad matemdtica creativa.

Para afiadir después:

La guerra fria estaba en su apogeo, y el riesgo de una confrontacion
nuclear era muy real. Los problemas de sobrepoblacién, contami-
nacion y desarrollo descontrolado - todo lo que ahora se clasifica
como ecologia- comenzaban a atraer atencion. iHabia muchas ra-
zones para poner en cuestién la ciencial
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Regreso al mundo académico en 1972, pero se dedico ya casi exclusiva-
mente a dar clases (de forma irregular) en la Universidad de Montpellier.
Tras jubilarse en 1988 rechazo el Premio Crafoord de la Academia Sueca
de Ciencias, dotado con medio millon de dolares, aduciendo que:

Dado el declive de la ética cientifica, participar en el juego de los
premios significa aprobar un espiritu que me parece insano.

Grothendieck habia sido muy critico en los aflos anteriores con la co-
munidad cientifica, en concreto con su competitividad y la presién por
publicar.

Desde 1990 vivio de manera casi ermitafia en Laserre, un pequefio
pueblo de los Pirineos, hasta su fallecimiento en 2014.

Boris Tsirelson

Boris Tsirelson nacio en Leningrado en 1950, donde también estudio y
obtuvo el doctorado en 1975. Fue uno de los numerosos judios a los que
no se permitié abandonar la URSS durante la guerra fria (los llamados
refusenik), con lo que solo consigui6 emigrar a Israel en 1991 con la “pe-
restroika” y, segin el propio Tsirelson, gracias también a la inestimable
ayuda de Vitali Milman. Desde entonces ha sido catedratico de matemati-
cas de la Universidad de Tel-Aviv hasta su fallecimiento en 2020.

Su principal area de trabajo ha sido la teoria de la probabilidad, pero
ha realizado contribuciones brillantes en numerosos otros campos, como
el analisis funcional (con un Ginico trabajo, construyendo lo que hoy en dia
se conoce como espacio de Tsirelson) o en desigualdades de Bell, donde
sus trabajos pioneros de los afios 80 fueron ignorados durante décadas,
hasta el auge posterior de la teoria de la informacién cuantica. En sus
propias palabras:

Obtuve mi cota (pobabilidad 0.85..., entre 0.75 y 1). Pasé total-
mente inadvertida. Afadi algo mds de matemdticas, generalizan-
do el resultado, y en 1980 publiqué un articulo en “Letters in
Mathematical Physics”, que era ilegal para ciudadanos soviéticos
sin afiliacién académica; siendo un “refusenik” era afortunado de
trabajar como programador para la industria. Como joven mate-
mdtico soviético, creia ingenuamente que un articulo publicado en
una revista de fisica de occidente deberia ser leido por algunos
fisicos. No hubo ninguna reaccién durante afios [...]
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La falta de reconocimiento, en combinacion con ser un “refusenik”
durante largo tiempo me habia llevado a publicar demostraciones
esquemdticas, o a no publicar demostraciones en absoluto, de mu-
chas de las afirmaciones hechas en mis articulos. Algunos cdlculos
hechos en mi primer trabajo (de 1980) contienen errores corregidos
en un articulo de Elie Wolfe y Susanna Yelin (i32 afios después!
[...]). Mucho peor, mi articulo de revision de 1993 afirmaba un
resultado que de hecho ifue un problema abierto durante décadas!
Deberia haberse llamado el fracaso escandaloso de Tsirelson, pero
en vey de eso se conoce como “el Problema de Tsirelson” [...]

Por casualidades del destino, fue justo una semana antes de su muerte
por suicidio asistido en Suiza (motivado por un estado avanzado de cancer)
cuando se anuncié la solucion del Problema de Tsirelson en el articulo
MIP* = RE. Tsirelson se quedo fascinado por el resultado y comento:

Envidienme. Soy muy afortunado. Me marcho cémodamente du-
rante un pico de fama.

Shafi Goldwasser

Shafrira (Shafi) Goldwasser naci¢ en Nueva York en 1958. Obtuvo el gra-
do en matematicas en la Universidad Carnegie Mellon, para luego realizar
su master y doctorado en Berkeley en ciencias de la computacion, que fi-
nalizd en 1984. Desde entonces ha estado en el MIT, donde ostenta la
Catedra RSA de Ingenieria Electronica y Ciencias de la Computacion des-
de 1995. Desde 2018 es, ademas, la Directora del Instituto Simons de
Teoria de la Computacion en Berkeley.

Goldwasser recibio en 2012 el Premio Turing, considerado el Premio
Nobel de ciencias de la computacién, y posee numerosos otros premios y
distinciones, entre los que podemos destacar el Premio Godel (obtenido
dos veces, la primera por introducir los juegos no locales en teoria de
la computacion y la segunda por su trabajo en inaproximabilidad y en el
Teorema PCP), el Premio Grace Murray Hopper de la ACM, la Medalla
Benjamin Franklin, el Premio Emanuel R. Piore de la IEEE, o el Premio
BBVA Fronteras del Conocimiento. Es miembro de la Academia Nacional
de Ciencias de los Estados Unidos.
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Ha sido conferenciante plenaria en el Congreso Internacional de Ma-
tematicos (ICM) de 2002 y conferenciante invitada en el ICM de 1990,
asi como en numerosos otros congresos, tanto en matematicas como en
criptografia y ciencias de la computacion. Entre sus numerosos alumnos
figura Johan Hastad, al que ya he mencionado al hablar de la dificultad de
aproximar el MAX-CLIQUE de un grafo.

Irit Dinur

Irit Dinur nacio en 1973. Se doctord en la Universidad de Tel-Aviv en 2001
bajo la direccion de Shmuel Safra. Después de estancias postdoctorales
en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, en el Instituto de
Investigacion de NECy en la Universidad de Berkeley (como Miller Fellow),
se unio al Insituto Weizmann de Israel, donde es catedratica en ciencias
de la computacion.

Su demostracion del Teorema PCP en 2006 le valié fama mundial y
numerosos reconocimientos. Entre otros, fue conferenciante plenaria del

ICM 2010 y ha obtenido los premios Godel y Erdés.

Thomas Vidick

Thomas Vidick nacio en 1982 en Bélgica. Estudio matematicas en la Eco-
le Normale Supérieure de Paris. Realizo un master en Paris VII en ciencias
de la computacién, bajo la direccion de Julia Kempe, donde ya empezo a
trabajar en juegos no locales, tema que continuo en su tesis doctoral en
Berkeley bajo la direccion de Umesh Vazirani. Tras defender su tesis en
2011, obtuvo una plaza postdoctoral en el MIT, supervisada por Scott Aa-
ronson. Desde el 2014 esta en el Caltech, donde es catedratico en ciencias
de la computacion desde 2018. Es el director del Centro para las Matema-
ticas de la Informacion (CMI) del Caltech.

Ha obtenido numerosas distinciones, entre las que destacan el Presi-
dential Early-Career Award, o el Simons Investigator Award. Ha sido conferen-
ciante plenario del Congreso Internacional de Fisica Matematica (ICMP)

en 2021 y conferenciante invitado del ICM en 2022.
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Aunque no hemos llegado a colaborar juntos, he tenido el placer de
hablar largo y tendido de juegos no locales con Thomas Vidick en nume-
rosas ocasiones a lo largo de los ultimos afios. Su finura y profundidad
de pensamiento solo son comparables con su caracter abierto, humilde y
generoso.

Gilles Pisier

Gilles Pisier nacio en 1950 en Nueva Caledonia. Tras licenciarse en la Eco-
le Polytechnique de Paris en 1972 realizo posteriormente la tesis doctoral
en Paris VII bajo la direccion de Laurent Schwartz, que finalizé en 1977.
Para entonces ya habia producido 16 articulos. Desde 1981 es catedrati-
co de matematicas en Paris VI, puesto que, desde 1985, combina con la

Catedra A.G. y M.E. Owen de Matematicas en la Universidad A&M de

Texas.

Entre sus numerosos reconocimientos figuran el Premio Salem, el Pre-
mio Ostrowski y la Medalla Stefan Banach. Fue conferenciante invitado
en el ICM de 1983 y conferenciante plenario en el ICM de 1998, preci-
samente presentando la teoria de espacios de operadores y algunas de sus
aplicaciones.

Conoci a Gilles Pisier por primera vez durante mi doctorado. El visita-
ba la Universidad Complutense y le conté uno de los problemas en los que
estaba trabajando, relacionado con la generalizacion de los resultados de
Grothendieck a productos tensoriales de mas de dos espacios. Recuerdo
que le planteé¢ un punto en el que estaba atascado y cual era el resultado
que esperaba que fuera cierto. Cuando me disponia a contarle el camino
que estaba intentando seguir para probarlo me dijo: “Espera”. Penso du-
rante no mas de dos o tres minutos, al cabo de los cuales se levanté y
me dijo: “Lo que intentas probar es cierto, y la demostracion es esta” y
escribio sin titubear una demostracion nada sencilla, y muy elegante por
cierto, del resultado. Como pueden imaginar, quedé maravillado.

Marius Junge

Marius Junge nacié en 1962 en Hannover, Alemania. Estudié matemati-
cas en la Unviersidad Christian-Albrechts de Kiel, donde también reali-
z6 su doctorado bajo la supervision de Hermann Kénig, finalizando en
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1991. Permanecio en la misma universidad hasta que en 1999 se trasla-
do a la Universidad de Illinois en Urbana Champaign, donde continta
actualmente y en la que es catedratico de matematicas desde 2007.

Mi estrecha colaboracion con Marius Junge se remonta al afio 2003.
Yo estaba haciendo mi tesis doctoral y acababa de volver de una estancia
en la Universidad Estatal de Kent en Estados Unidos donde, por conse-
jo de Andrew Tonge, habia estado estudiando la teoria de los espacios
de operadores. Entre otras cosas, habia intentado probar (sin éxito) una
version para tres espacios del Teorema de Grothendieck que era natural
en ese contexto. Con el objetivo de aprender mas sobre espacios de ope-
radores invitamos a Marius Junge a darnos un curso sobre el tema en la
Universidad Complutense. Recuerdo que a mitad del curso nos pregunto:
“Me gustaria saber por qué estoy aqui”. Entonces le expliqué el problema
que habia estado intentando resolver y, para mi sorpresa, me dijo: “Yo
lo he resuelto. Tengo un contraejemplo. Pero no me parece lo suficiente-
mente interesante para publicarlo”. Dos afios después de aquello yo habia
cambiado ya de tema de investigacion y estaba trabajando como investi-
gador postdoctoral en el Instituto Max Planck de Optica Cuéntica, bajo
la direccion de Ignacio Cirac, Académico de esta casa. Alli me di cuenta
de que el contraejemplo de Marius Junge tenia, de hecho, un gran interés
en el contexto de los juegos no locales. Asi que iniciamos una primera
colaboracion que concluyd unos afios después en el articulo [84]. Desde
entonces, Marius Junge se fue interesando cada vez mas por la aplicacion
de las técnicas de las que era experto en el area de la informacion cuantica,
convirtiéndose en uno de los referentes mundiales del campo. He tenido la
fortuna de colaborar con ¢l en siete articulos hasta ahora y siempre quedo
asombrado (y exhausto) de la enorme energia que derrocha en cada sesion
de trabajo.
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8. DESPEDIDA

Hablando de quedar exhausto, no quiero cansarles mas. Creo que llegd
el momento de poner el punto y final a este discurso, que espero hayan
disfrutado. Pero no quiero despedirme sin agradecer antes a todas las per-
sonas que, de una manera u otra, han contribuido a que yo esté hoy aqui.
“De gente bien nacida es agradecer los beneficios que reciben y uno de los peca-
dos que mds a Dios ofende es la ingratitud” decia Don Quijote.

En primer lugar, y por encima de todo, quiero agradecer a mi familia:
a mis padres, Juan y Teresa; a mis hermanos, Lucas, Pablo y Jests; a mis
amigos, que siempre he considerado como parte de mi familia; y, cémo no,
a mi mujer Rut y a mis hijos Irene y Juan. Gracias por apoyarme siempre y
recordarme que, por mucho que me gusten las matematicas, hay (muchas)
cosas mucho mas importantes. Gracias por los mil proyectos que hemos
compartido juntos y por los que estin por venir.

También queria agradecer a mis maestros, que han sido muchos y de
los que tanto he aprendido: a José Luis Castafio, mi profesor de matemati-
cas y fisica en Bachillerato, que me inculco el amor por ambas disciplinas;
a Pilar Cembranos, que hizo que me enamorara del analisis matematico; a
Ignacio Sols y José Maria Montesinos, que me ensefiaron que matematica
no hay mas que una; a Ignacio Villanueva, Joe Diestel y Andreas Defant,
que me ayudaron a descubrir la riqueza de la teoria local de los espacios
de Banach; a Marius Junge, por ensefiarme con enorme paciencia basica-
mente todo lo que sé sobre espacios de operadores; a Michael Wolf, que
ha sido como un hermano mayor para mi desde que empecé a trabajar en
teoria de la informacion cuantica; y por supuesto, a Fernando Bombal y a
Ignacio Cirac, a los que ya he mencionado al principio del discurso. Seria
imposible imaginar mi trayectoria cientifica sin todos ellos.

Es igualmente cierto que nada de lo que he hecho hubiera sido posible
sin mis colaboradores, en los que incluyo, por supuesto, a los estudiantes
de doctorado e investigadores postdoctorales a los que he tenido el privi-
legio de acompafar a lo largo de estos afios. Y lo digo con total sinceridad.
Echando la vista atras y recordando cémo surgieron las ideas clave de mu-
chos de nuestros articulos, creo que jamas hubiéramos llegado a ellas sin
las numerosas sesiones de trabajo conjunto en la pizarra, algunas marato-
nianas. Son ademas esas sesiones de trabajo, precisamente, las que hacen
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de este oficio nuestro un trabajo tan enriquecedor a nivel personal y hu-
mano. Hay pocas cosas tan gratificantes, y que unan tanto a las personas,
como dar lo mejor de cada uno para crear algo juntos.

Por ultimo, quiero acabar como empecé¢, agradeciendo de nuevo a los
miembros de la Real Academia de Ciencias por el honor que me han con-
cedido al acogerme entre ellos.

Muchas gracias por su atencion.
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Excmo. Sr. Presidente.
Excmas. Sras. Académicas.
Excmos. Sres. Académicos.

Senoras y sefores.

Con profundo agradecimiento y una gran satisfaccion he recibido el
encargo de contestar a su magistral discurso y dar la bienvenida a esta Real
Academia a mi querido amigo D. David Pérez Garcia.

Nacido en Guadalajara el 14 de octubre de 1977, David fue el segundo
de cuatro hermanos. Sus padres, Juan y Teresa, eran ambos profesores
de matematicas en el Instituto Brianda de Mendoza de Guadalajara, uno
de los centros de educacion secundaria mas antiguos de Espafia. David
curso sus estudios de educacion primaria y secundaria en el Colegio de los
Salesianos de Guadalajara. En 1995 inici¢ sus estudios de Matematicas en
la Universidad Complutense de Madrid, que finalizd en 2000. Sus padres,
muy queridos y respetados por sus compaferos y alumnos, inculcaron a
sus hijos el valor del estudio y la cultura del esfuerzo. Y, ciertamente, a la
vista estd que consiguieron plenamente su objetivo.

Siempre he sentido un gran respeto y admiracién por mis maestros y
un indisimulado orgullo por mis discipulos, por lo que haya podido con-
tribuir a su formacién y habitos de trabajo. Y este orgullo estd mas que
justificado en el caso de David. Le conoci a finales del pasado siglo, cuan-
do era alumno en la Facultad de Ciencias Matematicas de la Universidad
Complutense de Madrid y desde el principio pude apreciar su vocacion en-
tusiasta y su brillantez. Sus respuestas a las distintas pruebas y ejercicios
destacaban por su elegancia y brevedad, abordando con precision y origi-
nalidad los temas propuestos. Por ello no lo dudé cuando me propuso le
avalara como Director en su solicitud de una Beca de Formacion de Perso-
nal Investigador y después, para iniciar su Tesis Doctoral. Por entonces yo
estaba interesado en el estudio y representacion de polinomios y operado-
res multilineales continuos en distintos espacios funcionales, trabajando
en colaboracion con el profesor D. Ignacio Villanueva, al que habia diri-
gido su Tesis Doctoral titulada Operadores multilineales en espacios de fun-
ciones continuas. En ella habian quedado diversos problemas pendientes,
asi que de mutuo acuerdo decidimos que este tema podia ser adecuado
para David y codirigir su Tesis entre ambos. Pero pronto la enorme ca-
pacidad de trabajo de David nos hizo ir ampliando el objetivo, tratando
ahora de encontrar una teoria satisfactoria de los operadores p-sumantes
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que extendiera al caso multilineal los importantes resultados de la teoria
iniciada por Grothendieck en su Résumé de la théorie métrique des produits
tensoriels topologiques y reformulada por A. Pietsch, ]. Lindenstrauss y A.
Pelczynski a finales de los anos 60 del pasado siglo. A partir de los afios
80 hay un gran interés en trasladar al caso multilineal la teoria de idea-
les lineales de operadores, con relativo éxito en muchos casos, pero no
en el de los operadores p-sumantes. En su Tesis, Operadores multilineales
absolutamente sumantes, defendida en enero de 2004, David introduce la
buena definicion de operador p-sumante en el caso multilineal, que le per-
mite recuperar gran parte de los resultados de la teoria lineal, y la compara
con otras definiciones existentes poniendo de manifiesto sus diferencias
y ventajas. En el desarrollo de la misma, David adquirié un enorme co-
nocimiento y habilidad en el uso de las normas tensoriales, que le iban a
resultar de gran utilidad en sus trabajos posteriores.

Poco antes de acabar la tesis doctoral, obtuvo una plaza de Ayudante,
y mas tarde de Ayudante Doctor, en la Universidad Rey Juan Carlos de
Madrid, donde permanecio hasta finales de 2006.

Parafraseando a Haruki Murakami, deambulamos sin rumbo fijo por el
gran continente de la casualidad, y a veces tenemos suerte y llegamos a un
buen destino: Como cita David en su discurso, en el verano de 2004 asis-
tié a un curso sobre informacion y computacion cuantica en la Universi-
dad Menéndez Pelayo, impartido por el profesor Ignacio Cirac. Supongo
que asistiria por curiosidad intelectual, pues ¢l mismo confiesa su total
desconocimiento de los conceptos mas basicos de la fisica cuantica. Sin
embargo, David se percatd de que algunas de las técnicas desarrolladas en
su Tesis podian ser utiles para abordar ciertas cuestiones planteadas en
el citado curso. Y sin dudarlo, acepto la oferta del profesor Cirac de una
posicion postdoctoral en el Instituto Max Planck de Optica Cuantica de
Garching, solicitando y obteniendo una licencia por estudios de abril de
2005 a febrero de 2006. Alli empez6 a trabajar en el area de las tecno-
logias cuanticas y los problemas matematicos asociados a las mismas, su
principal area de investigacion desde entonces.

A su regreso, tiene lugar otro hito importante en la vida de David:
en 2006 se casa con Rut, su novia de toda la vida (llevaban juntos desde
1993). Sus hijos Irene y Juan nacieron, respectivamente, en 2010y 2013.
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Y también obtiene un contrato Ramoén y Cajal con el que se reincor-
poro al Departamento de Analisis Matematico de la UCM a finales de
2006. Obtuvo una de las plazas de Habilitacién Nacional en el area de
Analisis Matematico en 2007 y una plaza de Profesor Titular de Universi-
dad en la UCM ese mismo afio. Desde agosto de 2016 es Catedratico de
Universidad en la UCM.

A lo largo de sus afios de labor investigadora, David Pérez ha aborda-
do muy variados y distintos temas, en los que ha dejado su impronta. A
continuacion, quisiera comentar brevemente algunos de ellos:

1.- Productos tensoriales topologicos y operadores multilineales.

Entre 2004 y 2009 David Pérez compaginé su interés en el 4rea de la in-
formacion cuantica con los temas de analisis funcional mas relacionados
con su Tesis. Ademas de resolver gran parte de los problemas planteados
en la misma, obtuvo, con diversos coautores, importantes resultados so-
bre extension de operadores multilineales, incondicionalidad de normas
tensoriales, etc.

2.- Analisis complejo y geometria de espacios de Banach.

En colaboracion con A. Defant, D. Garcia y M. Maestre, en un extenso y
profundo articulo publicado en Mathematische Annalen, obtuvieron una
version vectorial del famoso teorema de Bohr sobre la convergencia de las
series de Dirichlet, que establece que la anchura de la banda (en el cuerpo
de los numeros complejos) en el que una serie de Dirichlet dada converge
uniforme pero no absolutamente, es a lo mas 1/2. David y sus coautores
probaron que para una serie de Dirichlet con coeficientes en un espacio
de Banach X, esta banda tiene una anchura a lo mas 1 — 1/Cot(X), siendo
Cot(X) el cotipo optimo de X.

3.- Projected Entangled Pair States (PEPS) para describir y clasificar
las fases cuanticas de la materia.

Junto con J.I. Cirac y N. Schuch, David inici¢ en 2005 un programa para
desarrollar la teoria matematica de los PEPS y utilizarla como herramienta
para dar resultados matematicos rigurosos sobre las fases cuanticas de la
materia. Uno de los principales resultados ha sido el de caracterizar el
orden topoldgico mediante ciertas simetrias en los tensores elementales
que definen los PEPS. El orden topologico es una de las propiedades mas
interesantes y exdticas que pueden aparecer en los sistemas cuanticos y
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esta llamado a jugar un papel central en la actual carrera por construir un
ordenador cuantico. El motivo es que los sistemas con orden topologico
son inherentemente mucho mas robustos al ruido y a imperfecciones. De
hecho, David y sus coautores fueron pioneros en analizar el efecto de la
temperatura en la robustez de las memorias cuanticas. La importancia
del orden topologico ha venido reflejada por ejemplo, en la concesion del

Premio Nobel de Fisica 2016.

4.- Teoria de la complejidad, desigualdades de Bell y criptografia.

Estos temas han ocupado gran parte de la actividad investigadora de Da-
vid Pérez. El magnifico discurso que acabamos de escuchar esta dedicado
a explicar magistralmente el contenido y relaciones entre estos temas, asi
como las contribuciones mas destacadas de David Pérez y sus coautores
en estas areas. Quiza la principal de estas contribuciones ha sido mostrar
que la teoria local de espacios de Banach y los espacios de operadores son
el lenguaje matematico apropiado para estudiar las desigualdades de Bell
y los Interactive Proof Systems. Como ilustracion de la potencia de dichas
técnicas, segin hemos escuchado en el Capitulo 5 de su discurso, David
Pérez y sus coautores han logrado demostrar la posibilidad de encontrar
dentro de la fisica cuantica violaciones arbitrariamente grandes de desi-
gualdades de Bell, resolviendo asi una antigua pregunta de Tsirelson. La
conexion entre las desigualdades de Bell y el “Connes embedding problem”
sobre la clasificacion de las algebras de von Neumann, descubierta por
David Pérez y sus coautores, ha permitido el uso de técnicas de ciencias de
la computacion (asociadas al teorema PCP) para resolver finalmente ese
problema fundamental en la teoria de las algebras de operadores.

5.- Indecibilidad en problemas de fisica de la materia.

En 1931 K. Godel sorprendio a la comunidad matematica con el articulo
que lleva el expresivo titulo “Sobre proposiciones formalmente indecidibles de
Principia Mathematica y sistemas afines, I”. En él, Godel prueba que todo
sistema formal consistente y que contenga a la aritmética, es necesaria-
mente incompleto, es decir, contiene enunciados legitimos del sistema que
son indecidibles, esto es, ni su afirmacién ni su negacion son demostrables
en el sistema. Unos ailos més tarde, en 1937, A. Turing muestra que los
problemas de indecibilidad también se presentan en la teoria de la compu-
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tacion! al probar que el llamado problema de la parada (halting problem)
es indecidible, es decir, que no existe un programa P que permita saber
si cualquier programa concreto QQ va a terminar tras un nimero finito de
pasos o no?.

Pues bien, un importante problema en mecanica cuantica, el llamado
“spectral gap problem” consiste en determinar si dado un sistema cuantico
formado por un gran nimero de particulas interactuando entre si, la dife-
rencia de energia entre el estado fundamental y el primer estado excitado
del sistema esta acotada inferiormente (es decir, el sistema es “gapped” en
el lenguaje de los especialistas) o bien el sistema tiene un espectro conti-
nuo por encima del estado basico (el sistema es “gapless”). En un extenso
trabajo titulado Undecibility of the spectral gap (publicado en Nature y en
Forum of Mathematics Pi), David Pérez, junto con T. Cubitty M. M. Wolf,
han demostrado que el problema es algoritmicamente indecidible, es de-
cir, dadas las matrices que describen las interacciones locales del sistema,
no existe procedimiento (algoritmo) alguno para determinar si el sistema
resultante sera “gapped” o “gapless”. Por tanto, existen interacciones mi-
croscopicas entre particulas para las que es imposible predecir el compor-
tamiento macroscopico del material regido por dichas interacciones (en el
sentido de que es indecidible decidir si el material es, por ejemplo, aislan-
te o conductor). La prueba es muy técnica y consiste en demostrar que el
problema en cuestion es equivalente al problema de la parada de Turing.

Una version divulgativa de este trabajo fue la portada de Scientific
American en Octubre de 2018, y fue incluido en el listado “The Best Wri-
ting on Mathematics” en 2019.

El profesor Pérez Garcia ha publicado mas de 100 articulos en revis-
tas de primer orden en matematicas, fisicas y ciencias de la computacion,
incluyendo Nature, Nature Communications, PNAS, Physical Review Let-
ters, Physical Review X, Communications in Mathematical Physics, Forum

'On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem. Proc. London
Math. Soc., vol 42 (1937), 230-265

Por supuesto, para muchos programas concretos, pueden encontrarse pruebas de si
se paran o no. Por ejemplo, el programa “encontrar un nizmero impar suma de dos pares” no
se para nunca; “encontrar un nitmero natural que no sea la suma de tres cuadrados” se para
para n=7; “encontrar un nitmero par mayor que 2 que no sea suma de dos primos” nadie sabe
a dia de hoy si se parara o no (Conjetura de Goldbach).
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of Mathematics Pi, Mathematische Annalen, Transactions of the AMS o
IEEE Transactions of Information Theory. Sus contribuciones han reci-

bido mas de 8500 citas.

Su articulo de investigacion “Matrix Product State Representations”, con
mas de 1200 citas, ha sido seleccionado por Google Scholar como un “clas-
sic paper” en mecanica cuantica.

Como fruto de la calidad y relevancia de su investigacion, David Pérez
ha obtenido numerosos premios y reconocimientos, entre los que desta-
can:

» Premio Real Academia de Ciencias - Endesa 2012 a jovenes mate-
maticos.

s Un proyecto Consolidator Grant del European Research Council

(ERC).
» Premio Miguel Catalan (2017) a jovenes investigadores.
» Premio Fundacion Banco Sabadell en Ciencia y Tecnologia (2019).

» Medalla Ramon y Cajal de la Real Academia de Ciencias (2021).

Desde 2018 es, ademas, Académico Correspondiente de esta Real Aca-
demia. En 2014 fue John Von Neumann Guest Professor de la Universi-

dad Técnica de Munich.

Es también el Editor de Seccion en Informacion Cuantica de la revista
Annales Henri Poincaré, y editor de Letters in Mathematical Physics. Ha
formado parte del Comité de Programa del Congreso QIP, el mas pres-
tigioso en el area de la informacién cuantica, en sus ediciones de 2012,
2015, 2018, 2021 y 2022 (en este caso como Chair del Comité de Pro-
grama). Ha organizado también la seccion de informacion cuantica en el
International Congress of Mathematical Physics ICMP) de 2021. Ha sido
conferenciante invitado en el ICMP 2015, asi como en numerosos con-
gresos y workshops especializados (mas de 50 charlas invitadas).

Ha realizado numerosas estancias en prestigiosos centros de investi-
gacion, como son Kent State University (EEUU), Oldenburg University
(Alemania), California Institute of Technology (EEUU), Technical Univer-
sity Munich (Alemania), Kavli Institute for Theoretical Physics (EEUU),

Institute Henri Poincaré (Francia), etc.
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El grupo de investigacion “Matemdticas e Informacion Cudntica”, que
David cre6 en 2007, no ha dejado de crecer desde entonces. Actualmente
cuenta con 18 investigadores. El grupo ha recibido financiacion de nume-

rosos proyectos de investigacion. David ha sido Investigador Principal de
12 de ellos.

Merece también destacar su labor de formacién y direccion de inves-
tigacion. David ha supervisado 9 tesis doctorales y a 14 investigadores
postdoctorales.

Uno de los mayores méritos de David -que ha sido una constante
en su investigacion, como creo haber puesto de manifiesto en las lineas
anteriores- ha sido la de introducir y desarrollar nuevas técnicas matema-
ticas en problemas centrales en otras areas de las matematicas, asi como
en fisica de la materia, teoria de la complejidad y, sobre todo, en el area de
la informacion cuantica. Estas nuevas técnicas matematicas han supues-
to importantes avances, han permitido resolver preguntas abiertas muy
antiguas v, tal vez lo mas importante, han acabado consolidandose como
técnicas centrales en los respectivos campos.

Quisiera ahora referirme brevemente al extraordinario discurso que
nos acaba de regalar el profesor Pérez Garcia. Se trata, a mi entender,
de una verdadera exhibicion de orfebreria cientifica, al mostrar de una
manera rigurosa, clara y precisa las interrelaciones entre areas tan aparen-
temente distintas como la teoria de la complejidad, los juegos no locales,
la teoria de grafos y la mecanica cuantica, de la mano del analisis funcio-
nal. Ya me he referido anteriormente a parte del contenido del discurso,
al citar algunos de los resultados relevantes del nuevo académico, y poco
mas podria afiadir, tanto por mis limitados conocimientos en la mayoria
de los temas tratados como por la claridad en su exposicion.

Permitanme pues hacer una breve digresiéon en torno a las palabras de
E. P. Wigner, Premio Nobel de Fisica de 1963 en su famoso articulo The
unreasonable effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences’:

“El milagro de la adecuacién del lenguaje de las matemdticas para
la formulacion de las leyes fisicas es un don maravilloso que ni
entendemos ni merecemos.”

3Commun. Appl. Math., 13 (1960), 1-14.
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En efecto, es realmente sorprendente como las técnicas de productos
tensoriales topoldgicos y la relacion entre normas tensoriales, desarrolla-
das en el ambito mas abstracto de las matematicas, aparecen ubicuamente
en los distintos temas tratados en el discurso que acabamos de escuchar.

Muchos de los resultados citados y empleados por David Pérez tienen
su origen en los trabajos de Alexander Grothendieck (un pequeno esque-
ma biografico aparece en el Capitulo 8 del discurso que estamos comen-
tando), quizd mas conocido por su revolucionario trabajo en Geometria
Algebraica, que le valio la concesion de la Medalla Fields en 1966, que por

sus contribuciones al Analisis Funcional, no menos revolucionarias®*.

El joven Grothendieck, siguiendo los consejos de H. Cartan y A. Weil,
se incorpora a la Universidad de Nancy el curso 1950/51 para realizar sus
estudios de doctorado con J. Dieudonné y L.Schwartz. Ambos estaban en
la ctispide de su carrera académica. Schwartz acababa de recibir la medalla
Fields por su fundamentacion de la teoria de distribuciones. Y hete aqui
que les llega un desconocido estudiante de provincias, con una limitada
y poco ortodoxa educacion matematica, pretendiendo estudiar con ellos.
Probablemente para quitirselo de en medio, Schwartz le dio un articulo
que acababa de publicar recientemente con Dieudonné (“La dualité dans
les espaces (F) et (LF)”) y que incluia 14 cuestiones que no habian podido
resolver, para que pensara sobre ellas. Al cabo de unas pocas semanas,
segun relata Schwartz en su autobiografia®, Grothendieck volvio con la
mitad de las cuestiones resueltas, utilizando técnicas e ideas realmente
novedosas. Schwartz se dio cuenta rapidamente que habia topado con un
matematico de primer orden y le admiti6 en su Seminario.

El hecho de que Grothendieck no tuviera la nacionalidad francesa (sus
documentos de identidad se perdieron en Alemania y durante muchos
afios viajo con un pasaporte de apatrida) dificultaban la posibilidad de
otorgarle un puesto oficial de trabajo, por lo que los buenos oficios de
Schwartz le consiguieron un puesto de profesor visitante en la Universidad
de Sao Paulo en Brasil, donde permanecié entre 1953 y 1955.

*El lector interesado puede consultar el trabajo: F. Bombal, Alexander Grothendieck’s
Work on Functional Analysis, en “Advances Courses of Mathematical Analysis 117, World
Scientific Pub. (2007), 16-36.

>Un mathématicien aux prises avec le siécle. Editions Odile Jacob, 1997.
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Por entonces Schwartz estaba iniciando la teoria de distribuciones vec-
toriales, esto es, el estudio del espacio D/(F) := L(D, F') de los operado-
res lineales continuos del espacio test D := D(R™) (el espacio de las fun-
ciones escalares C'* con soporte compacto, dotado de su topologia limite
inductivo usual) en el espacio localmente convexo F'. La topologia natu-
ral para este espacio era evidente, induciendo asi una “buena” topologia
sobre su subespacio denso D’ ® F', pero esto no era obvio en general.

Asi que Schwartz propuso a Grothendieck en la primavera de 1953,
como problema de Tesis Doctoral, encontrar una “buena” topologia en el
producto tensorial £ ® F de dos espacios localmente convexos. Los pro-
ductos tensoriales, aunque bien conocidos por sus propiedades algebrai-
cas, apenas habian sido estudiados en el marco de los espacios vectoriales
topologicos, por lo que Grothendieck tuvo que comenzar a explorar una
“terra incognita”.

A finales de julio Schwartz recibe de Grothendieck una carta, en cier-
to sentido decepcionante: en E ® F hay dos topologias naturales, y son
diferentes en general. Schwartz no sabe qué decir, ya que en D’ ® F habia
solo una topologia natural. Afortunadamente, dos semanas después llega
una carta triunfal: ilas dos topologias naturales coinciden en D' ® F (y
con la usual)!

Las dos topologias naturales (que en el caso de espacios normados
vienen dadas por sendas normas) son las que hoy conocemos como la
topologia proyectiva o topologia 7 y la topologia inyectiva o topologia €. La
topologia 7 es la “mayor” topologia razonable (en un sentido preciso) y es
la que linealiza a través del producto tensorial las aplicaciones bilineales
continuas; la topologia € es la “menor” de las topologias razonables.

A lo largo de 1953 Grothendieck, desde Brasil, va remitiendo a Sch-
wartz una imponente serie de resultados, que culminaron en la elaboracion
de su Tesis Doctoral: Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires, de-
fendida en 1953 y publicada como volumen 16 en la prestigiosa coleccion
“Memoirs of the American Mathematical Society” en 1955. Es un traba-
jo monumental de mas de 300 paginas que contiene no solo los teoremas
principales de la teoria de productos tensoriales topologicos, sino canti-
dad de nuevos métodos, técnicas e ideas seminales que iban a renovar el
Analisis Funcional.
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Grothendieck sigui¢ trabajando intensamente en Analisis Funcional
durante su estancia en Brasil. Publico una serie de importantes articulos
en revistas brasilefias, de los que hay que destacar su “Résumé de la théorie
métrique des produits tensoriels topologiques”, enviado al Boletin de la Socie-
dad Matematica de Sao Paulo en junio de 1954 y publicado en 1956. En
opinion de A. Pietsch, “el articulo mds espectacular en la teoria moderna de
los espacios de Banach”. Ignorado por su dificil redaccion durante mas de
10 afios, en 1968 aparecio un extenso articulo en Studia Mathematica de
mas de 50 paginas (Lindenstrauss & Pelczynski, 1968) intentando mos-
trar a la comunidad matematica algunas de las joyas ocultas en el Résumé.
En su introduccion, los autores declaran:

“The main purpose of the present paper is to give a new presenta-
tion as well as new applications of the results contained in Grothen-
dieck’s paper ... Though the theory of tensor products constructed in
Grothendieck’s paper has its intrinsic beauty we feel that the results
of Grothendieck and their corollaries can be more clearly presented
without the use of tensor products ... The paper of Grothendieck is
quite hard to read and its results are not generally known even to
experts in Banach space theory...”

Y, en efecto, los autores evitaron el lenguaje de los productos tenso-
riales, usando sistematicamente lo que ahora se conoce como operadores
p-sumantes, que habian aparecido en otro articulo seminal de A. Pietsch
publicado también en Studia en 1967.

Volviendo al Resumé, la idea subyacente en el trabajo es la de obtener
nuevas clases de operadores entre espacios de Banach definiendo normas
adecuadas en E ® F. Grothendieck establece un método para obtener
normas tensoriales “razonables”, que resulta ser precisamente las que es-
tan entre las normas € y 7. En el Capitulo 4 se establecen los resultados
mas profundos y de mayor alcance. En el Teorema 4.1, que Grothendieck
llama théoréme fundamental de la théorie métrique des produits tensoriels, es-
tablece que el operador identidad en un espacio de Hilbert cualquiera es
lo que Grothendieck llama preintegral y que su norma preintegral esta aco-
tada por una constante universal K¢ (constante de Grothendieck). Como
cita David Pérez en su discurso, ese resultado se puede reinterpretar como
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una desigualdad entre dos normas tensoriales en £} @ £} ©. Grothendieck
no da ninguna justificacion de la razon de designar como fundamental este
teorema, aunque de ¢l deriva importantes resultados.

Como acabamos de escuchar, muchos afios después del trabajo de
Grothendieck resulta que la formulacion matematica correcta de aspectos
fundamentales en la teoria de juegos no-locales, teoria de grafos o informa-
cion cuantica involucra el uso de los productos tensoriales y el computo de
diversas normas tensoriales y ademas el teorema de Grothendieck aparece
por doquier. Se ha citado, por ejemplo, en el calculo del MAX-CUT de un
grafo G o bien cémo la constante de Grothendieck acota el cociente del
sesgo cuantico y el clasico de un juego XOR de dos jugadores. También
la importancia de obtener buenas versiones multilineales del teorema de
Grothendieck, uno de los principales objetivos de la Tesis Doctoral de

David Pérez.

Una vez mas, la afirmacion de Wigner aparece completamente justifi-
cada.

Querido amigo David, termino reiterandote la bienvenida a esta Real
Academia, que a partir de ahora tendra la suerte de contar con tu colabo-
racion, tus conocimientos, entusiasmo y buen hacer.

Muchas gracias.

®La formulacion que aparece en el discurso se encuentra en el citado articulo de Lin-
denstrauss y Pelczynski de 1968.
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