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DISCURSO

DEL SENOR

D. CECILIO JIMENEZ RUEDA



SENORES ACADEMICOS:

Faltaria a la verdad si negara que mis caros e intimos anhelos,
en mi juventud y aun pasada ella, fueron una Catedra en la Cen-
tral y esta Academia. Pero las aspiraciones de todo hombre cons-
ciente del limite de sus propias facultades podrian muy bien clasi-
ficarse en préximas, remotas y utépicas, segin cuando espere
verlas realizadas, en consonancia con sus medios de accion, aqui-
latados alla en lo mas intimo de la conciencia, donde no solemos
engafiarnos.

Si tratandose de la primera aspiracién, la tuve siempre entre
las realizables, mas préxima o mds remotamente, y perdéneseme
esta franqueza, en gracia a la sinceridad con que os hablo, cuanto
mds pensaba en la segunda, mis la alejaba de mi, hasta dar con
ella en la regién de las utopias, de la que no volvia a salir sino
merced a esos momentos de reaccién, en que nuestro espiritu, si-
guiendo el ritmo que gobierna lo creado, alterna con otros instan-
tes de desaliento y desilusidn.

Mas desde el momento en que las primeras molestias seniles
empiezan a alborear y la cabeza se cubre de canas, los periodos
de desaliento se alargan al mismo tiempo que los de reaccion alen-
tadora se acortan, y en estas circunstancias se hallaba mi espiritu,
cuando en brevisimo espacio de tiempo, vuestra bondad, nunca
tan bien probada como ahora, ha convertido en realidad palpable
aquel suefio dorado de mi vida intima, que se esfumaba en las va-
gas lontananzas de lo futuro, elevandome a esta suprema jerarquia
en el orden de lo cientifico.
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Tan alta estimo la distincion con que me habéis honrado, que
materialmente me encuentro confundido. Asi es que si busco ra-
zones que tranquilicen mi conciencia, explicaindome, de algtin modo,
las que vosotros haydis tenido para elegirme, ni las encuentro, ni
logro razonar; porque en mi alma no hay cabida en este instante
mas que para el sentimiento, y uno de éstos entre todos, mi gra-
titud, es el que la invade y llena por completo.

Pero esta gratitud, que sera antidoto contra todo conato de
desfallecimiento, pugna, como todo sentimiento hondo, por exte-
riorizarse; y no veo por ahora, y en-e:tas circunstancias, medio
mdas adecuado de lograrlo, que cumplir lo mas eficaz y rapida-
mente posible el precepto de vuestros Estatutos, que me manda
venir a ofreceros este modestisimo trabajo; para el que pido toda
vuestra benevolencia, que es mucha, procurando incorporarme de
este modo, cuanto antes, a vuestras tareas, y poner toda mi vo-
luntad, unica facultad de mi espiritu que atin conserva-los arrestos
de la juventud, al servicio de la Academia y de la e;ecucton de los
trabajos que ésta me confiare. ,

De que mi voluntad ha de estar siempre propicia, es buena ga-
rantia el no haberme faltado nunca en mis mas arduos empefios.
Mas jay!, que no es sdlo voluntad lo que hace falta para el huen
acierto y esmerada solucion de los problemas que la sociedad con-
fia a vuestras deliberaciones; y por eso mas de una vez habré de
menester de vuestro saber y-de vuestra indulgencia, que no dudo
me otorgaréis, ya que a creerio me induce vuestra anterior libera-
lidad para conmigo.

De este moda umcamente podre corresponder al compromlso
adquirido y aceptar tranquilo la responsabilidad que desde hoy
siento ya pesar sobre mi, y en esa creencia y fortalecido mi animo
por ella, pasar adelante en este mal hilvanade.discurso, al que tan
solicitamente prestais vuestra atencion.

Suelen unirse en estos actos académicos, los. motivos de com-

placencia y-de cordial satisfaccion que Jes dan cardcter de. fiesta,
con los recuerdos, siempre bien sentidos, de algun malggrado



9 —

compaiiero, que, rindiendo tributo-a la muerte, dejé su puesto a
otro, en este continuo renovar que lo inseguro y mezquino de la
vida del hombre traen aparejado.

Mas por un conjunto de especialisimas circunstancias, el caso
presente es uno de los muy contados en la vida de esta docta Cor-
poracién, en que podria, con visos de razon, prescindirse de traer
a cuento notas del contraste que dejo sefialado, ya que la vacante
se ha producido sin que la implacable y severa Parca haya, afor-
tunadamente, espigado en vuestras filas, arrebatandonos algin
sabio ilustre o-algiin maestro querido y respetado.

Ha ocurrido, y no creo pecar de indiscreto, pues es pdblico y
notorio, que ante las apremiantes exigencias' actuales de la vida
cientifica de las colectividades sabias, necesitadas del concurso
activo y asiduo de todos sus miembros, mientras instituciones si-
milares extranjeras prescinden, abreviando tramites, de [os discur-
sos de recepcion de sus individuos, respetuosos vosotros con las
gloriosas tradiciones espafiolas propias de estas solemnidades y
sefialadamente con las de esta Academia, os habéis limitado a po-
ner nuevamente en uso el vigor legal del art. 69 .de vuestros Es-
tatutos, que, por la accidn lenitiva del tiempo, habia llegado a no
ser frecuentemente observado con estricta sujecion al espiritu y a
la letra con que fuera redactado.

Obliga dicho articulo a.los sefiores Académicos electos a pre-
sentar su discurso de entrada en el plazo .de un afio, a contar des-
de el dia de su eleccidn, y os obliga asimismo a vosotros (dura
ler, sed lexr) a declarar la plaza vacante, y a proveerla de nuevo
cuando transcurrido dicho afio el elegido hase visto imposibilitado
de venir a rendir esta prueba de respeto a la tradicién y de con-
sideracién a la indole de vuestras tareas.

Magnanimas, sin embargo, nuestras leyes en estos casos de
inevitable severidad, no podia faltar al mencionado art. 69 un adi-
tamento compensador, y éste dice: Que el electo cuya plaza se
proveyere, podra ain presentar su discurso y, cumplida esta for-
malidad, ingresar en la Academia en la primera vacante de su sec-
cidn que mds tarde se produjere. .

Tales han sido-las causas de la -vacante cuya provision cele-



bramos en este acto, y las razones de la singularidad de hacerlo
en vida de mi ilustre antecesor en este puesto. Antecesor y com-
pafiero a la vez de Profesorado, cuya estimacion es grande por su
ingenio y su valer entre cuantos le conocen y entre vosotros mis-
mos, que no dudasteis en llamarle a vuestro lado, abriéndole las
puertas de esta Academia; pero mucho mds, y muy especialmente
lo es, para quien logré vencer con €l y casi en los mismos momen-
tos y circunstancias en los mas trascendentales actos académicos
de nuestra carrera universitaria. Por esto y por mi sentir, no dudo
que interpreto fielmente vuestro pensamiento y vuestre deseo, ha-
ciendo votos, como cordialmente los hago, por que véase aquél
pronto libre de las causas que contra su voluntad determinaron su
retardo y pueda de ese modo cumplir oportunamente con las for

malidades requeridas por la tradicién y vuestras leyes.

®* ¥ %

Mas pecaria de ingrato si, dando aqui por terminadas estas con-
sideraciones, pasara por alto a mi inolvidable maestro Don Epuar-
Do LEON Y ORTiz, que, electo para ocupar este mismo sillén de la
Academia, siete afios antes que mi predecesor, pas6 a mejor vida,
casi repentinamente, a los sesenta y ocho afios de edad, cuando
acababa de limar los parrafos, ya compuestos, de su discurso de
recepcion, y apilaba materiales para trazar las tltimas lineas que
aun faltaban a tan notable trabajo titulado Bosguejo del estudio
de las mareas, que por tan irreparable pérdida no llegd a leerse
en este sitio. Solicita, no obstante, siempre esta Academia con la
buena memoria de los que fueron sus ilustres miembros, honré la
del insigne maestro LEON Y OrTIZ, recabando, con la eficaz ayuda
del Sr. Ventosa, lo que habia de aquel discurso, y publicandolo,
como obra postuma del mismo, en el tomo x1v de su Revista.

Era LEON hombre de un talento natural envidiable y de una
cultura y erudicion vastisimas y, sin embargo, jamas buscé noto-
riedad, ni hizo ostentacion de su mérito propio; y esto, mas bien
que por modestia, lo cual requiere reflexion, por sencillez de ca-
racter; pues no parece que se daba cuenta de su propia moderacion.



Su ingénita naturalidad le llevé siempre a manifestar sin rebozo
ni eufemismos lo que sentia; y esto, qué pudo alguna vez aca-
rrearle algiln disgusto, era la causa de la atencién con que se le
escuchaba. No se esforzaba por agradar y, sin embargo, agrada-
ba; no se proponia nunca dar lecciones y siempre se sacaba de
sus platicas alguna ensefianza.

Un solo hecho sencillo de su vida intima, que nro veo incon-
veniente en hacer ptiblico, muertos sus protagonistas, revela de
una vez y en toda su grandeza la personalidad moral de LEON,
cuya vida de soltero pudiera presentarle como un tanto egoista,
siendo asi que a salvar a su hermana de una brusca e inesperada
desgracia de fortuna, sacrificé aquél todos sus ahorros y aspira-
ciones naturales, amparandola en su casa al lado de su madre,
hasta la muerte de ambas, y sin que en un solo aniversario dejara
después de elevar al cielo, por ellas, religiosas ofrendas, ni de
mantener siempre frescas en la tierra las flores que adornaban sus
sepulturas.

La labor cientifica del Sr. LE6N Y OrTIzZ es también muy gran-
de, y, sin embargo, no la fuce como debiera, por esa despreocu-
pacion en que vivié siempre, tratindose de asuntos que sdlo afec-
taban a su interés personal.

En su concienzuda traduccién del 7ratado de Geodesia de
CLARKE, cuyo texto se desenvuelve en 530 paginas, ha puesto
unas 400 notas, muchas de las cuales, como la relativa a la correc-
cién, tanto del tiempo de la oscilacion, como de la longitud del
péndulo de segundos, por efecto del balance de sostén, y otras,
son verdaderos articulos, que ocupan cinco o seis paginas casi
completas de letra muy menuda, y todas ellas estdn apretadamente
llenas de interesantes datos histéricos, o de otras ciencias, o de
ingeniosos desarrollos o transformaciones de cdlculo; notas que
avaloran extraordinariamente el mérito del texto inglés, y, sinem-
bargo, sélo dice LESN de ellas en su prélogo, que unas tienen por
objeto completar la resefia de los trabajos realizados por el Insti-
tuto Geografico y Observatorio de Madrid, que otras son un su-
cinto extracto de lo contenido en Memorias o libros especiales sa-
lidos de dichos Centros, y otras ofrecen transformaciones para



pasar de las férmulas de partida a las que han de ser demostradas.
Con lo cual deja asf medio cubierta con nombre extranjero no pe-
quefia cantidad de trabajo suye personal y de ciencia genuina-
mente espafiola. :

Y no hablamos de la traduccién de la Fisica de Ganot, en co-
laboracion con Sanchez Pardo, ni de la de Calor y frio de Tyn-
dall, por ser sobrado conocidas. No lo son ya tanto sus discursos
de apertura, modelos de bien decir, de la Universidad de Valencia
en 1881 y de la de Madrid en 1890, sobre Importancia de la Geo-
melria pura, el primero, y sobre la Figura de la Tierra el se-
gundo; redactado éste en catorce dias para salvar la fiesta univer-
sitaria de la inoportunidad en que un cambio de Gobierno colocé
el hecho por otro catedratico; ni la multitud de articulos originales
y traducidos que deja diseminados en varias revistas espafiolas,
pues LEON no quiso colaborar en Revistas extranjeras, no porque
desconociese el inmenso valor que tiene la actuacidn cientifica
cuando se hace de acuerdo con sabios de otras partes, sino porque
a su espafiolismo exagerado, sies que cabe exageracion en esto,
repugno siempre cierta propension a no tomarse en coasideracion
de valia entre nosotros, muchas veces, los trabajos de aquelios
que no ostentan alguno previamente sancionado por el extranjero:

Pueden citarse entre sus producciones originales un articulo
sobre ‘Poliedros regulares, publicado en la Revista de la Socie-
dad de Profesores de Ciencias, uno titulado Relaciones Trigo-
nométricas, que vioé la luz en las Ciencias de la Naturaleza, y
uno dirigido A/ piiblico y otro sobre Tablas de Logaritmos de
sumas y diferencias insertos en el Archivo de Mafemdticas, Re-
vista esta dltima, a cuyo sostenimiento contribuyé, no sélo con
articulos propios y traducciones en que no figura su nombre, sino
también con recursos pecuniarios; y finalmente todos los que ha
publicado en la Revista de la Sociedad Matemdtica Espariola,
como Arco de meridiano eliptico, Analogias trigonométri-
cas, Geometria vectorial y Biografia de Don jorge Juan.

Llena este dltimo articulo el niimero xm1 de la coleccion de di-
cha Revista, con el que {amencionada Sociedad, en-enero de 1913,
festejo el segundo centenario: del natalicio «del insigne marino na-
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veldense, 'y en el cual, como hecho al calor del fuego sagrado de
su patria chica, no se sabe qué admirar mas: si lo castizo, correc-
to y elegante del lenguaje o Ja cantidad de datos histdricos, cote-
jos con otros recientes de trabajos de Jorge Juan, y citas, graba-
dos, etc., que el hermoso trabajo contiene.

Mucho mas puede decirse del esclarecido maestro, a quien,
desde los tiempos en que asisti a su Catedra, profesé extraordina-
rio carifio, nacido de afinidades espirituales y alimentado luego con
ese conjunto de atenciones y mercedes que siempre prodigé LEON
entre sus discipulos. Mas el hecho de haber sido publicada por
D. Luis Octavio de Toledo su biografia en la Revista de la So-
ciedad Matematica Espafiola, me dispensa de continuarla yo agui
y sélo recordaré la frase que al terminar puso aquél en boca de
D. José Echegaray: «Fué LEON un hombre bueno, que buscé la
verdad y cumplié con su deber.»

Y dicho esto podria ya entrar en materia dando por terminadas
legitimas recordaciones; pero es el caso que el ilustre numerario
de cuya labor en esta Academia va a ser la mia, por azares de la
suerte, pobre y menguada continuacidn, fué el meritisimo general
de division D. Diego de OLLERO Y CARMONA, que, aurnque un
poco lejana ya su produccion cientifica, nc es por eso menos digna
de especial mencion.

Fué el General OLLERO hombre de una caballerosidad y de un
trato tan exquisito, que cuantos tuvieron la suerte, y hablo por
experiencia, de conversar con €l una sola vez, quedaron sus ami-
gos para siempre. Procedia del Cuerpo de Artilleria, en el cual
habia sido Profesor de la Academia, Director del Museo y Presi-
dente de la Comision de experiencias del Arma; todo lo cual ex-
plica y justitica su gran competencia en cuantos asuntos concier-
nen a la ciencia del artillero.

Compuso un 7ratado de Balistica que fué impreso por cuenta
del Estado, segin Real orden de 30 de junio de 1890, y en el mis-
mo afio publicé unas 7Tablas balisticas, sintesis de trabajos suel-
tos anteriores, que comprenden las inglesas, las de la Casa Krup,
de Siacci, de Mayevski y de Braccialini, y complementarias de los
diversos factores del tiro. Es autor de un 7ratado de Cdiculo de
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Frobabilidades, del que dos capitulos estdn consagrados a teo-
rias tan dificiles como las de Errores y Minimos cunadrados, no
obstante lo'cual estdn expuestas con admirable sencillez, razén
principal de que dicha obra alcanzara a la tercera edicién y de que
fuese premiada con medalla de oro en la Expasicion Universal de
Barcelona de 1888. También compuso, en colaboracién con don
Tomas Pérez Griiion, un Carso de Cdlculo infinitesimal, y todas
estas obras merecieron laudatorios informes de los Centros técni-
cos correspondientes.

Pero en donde su ingenio se manifesté mas fecundo es como
inventor de aparatos de precisién de Mecanica y de Cilculo, como
son: el eclimetro o escuadra automatica de punteria; su circulo de
punteria para la determinacién de las elevaciones de las piezas,
fuera de ellas; la regla balistica para el calculo de las ordenadas
de la trayectoria, con graduacion especial para el fusil Mauser;
la regla para el calculo de perforacion de las corazas o planchas
de blindaje y el baligrafo; aparatos todos ellos que dan solucio-
nes sencillas con empleo de sistemas originales que difieren de los
seguidos en el extranjero.

Un informe de la Inspeccién general de los Establecimientos
de instruccién militar relativo a un dltimo invento del sefior Ollero,
como es su Regla de Calculo, fundada en haber obtenido, con
una perfeccion mayor que hasta entonces, una de las coinciden-
cias de la regla fija con la mévil, dice: Que se ejecutan con esta
regla las cuatro operaciones aritméticas, y, por el empleo de esca-
las especiales, hace posibles las operaciones con funciones, calcu-
la férmulas y resuelve los problemas de la Trigonometria, siendo,
por tanto, aplicable a la Topografia y a la Geodesia; y permite, lo
que mas la avalora para el Ejército, solucionar inmediatamente
sobre el terreno, ciertas cuestiones que se presentan en el tiro de
combate 1.

Y aunque hase dicho que esta regla fué, para ofrecerla al pii-
blico, construida en Paris, sélo se hizo en los talleres de precision

! Cbpia del texto de este informe, del de la exposicién a las Cortes y
otros pormenores los debemos a la diligencia de nuestro particular amigo el
comandante de Estado Mayor D. Juan Lépez Soler.



del Museo de Artilleria un modelo, desistiéndose de la de Paris,
porque el precio de la ejecucidn, queriendo correr parejas con el
saber de nuestro general, no se armonizé, como suele suceder,
con los recursos de su posicién.

Fueron base de la invencién de esta serie de aparatos las afi-
ciones de su autor por la Nomografia, ciencia sistematizada por
M. D’Ocagne y a la que Lalanne presto su teoria de las Anamor-
fosis, la cual cultivé Ollero con fruto, por las muchas aplicaciones
que entrevié desde un principio para la Balistica, su ciencia pre-
dilecta; y en 1903 publicé unas Nociones de Nomografia balisti-
ca, conjunto de procedimientos para dar interpretacion nomogra-
fica a diversas férmulas matematicas, y conducente a obtener
nomogramas o abacos que, dentro de un plan general, resolvieran
los diferentes problemas; partiendo de la resistencia del aire a los
movimientos de los proyectiles, continuando por las tablas balis-
ticas que se derivan de aquellas férmulas, y acabando por las que
relacionan los diversos elementos del tiro; y aun llegaba a mas,
pues pretendia que las diversas soluciones se presentasen enlaza-
das entre si de tal modo que ofrecieran una imagen de la variacién
simultdnea de los diversos elementos que en el tiro se consideran.

Sabido es que en el problema fundamental de la balistica
intervienen una porcion de variables y de funciones de estas va-
riables, como la velocidad inicial, la en un punto de la trayectoria
y la pseudovelocidad !; el dngulo de proyeccidén, el de caida y
de situacién del blanco; la inclinacion de la trayectoria, las coorde-
nadas de los punmtos de ésta, la resistencia del aire y los coefi-
cientes balisticos dependientes del peso, forma y demas acciden-
tes del proyectil.

Tabuladas y reducidas a escala varias de estas funciones,
distribuyéndolas sobre los lados y paralelas medias de un rectan-
gulo, disminuyendo en constantes dadas los valores de unas, y
adoptando modulos especiales para otras, a fin de reducir los
dibujos y aumentar la curvatura de algunas curvas, parece haber
logrado nuestro general su propdsito en los dos abacos descritos

' Lléamase asi la proyeccién en sentido vertical de la velocidad v sobre
}a direccién de la velocidad inicial.
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en su Nomogratia. Y aunque muchos de esos ndmeros estén to-
mados de -tablas de antemano construidas por otras escuelas, las
constantes disminuciones de los mismos,-las modificaciones.que
esto introduce en las integrales que dan otros, y las comprobacio-
nes de calculos que necesiten todos, bastan para acreditar a cual-
quiera de un-ingenio nada -vulgar y de una constancia en el tra-
bajo digna de todo .encomio.

En el Memorial del Artillero, diseminada entre los afios 1880
a 1890, se ve una parte'de la labor del Sr. Ollero, que luego fué
cristalizando en las obras e inventos antes citados, pero en el-que
aun quedan muchas pinceladas y notas de:su fecundo estimulo.

La Patria le recompensd con distincién .que sdlo a sefialados
servicios, excepcionales trabajos y méritos sobresalientes, suele
pocas veces otorgar: la de haber sido propuesto a las Cortes, y
votado por éstas, el ascenso del Sr. Ollero a general de division,
a pesar de hallarse por su edad en la seccion de reserva; ley que
fué sancionada en 1906 y a la que dieron base laudatorios infor-
mes de los Centros técnicos del Cuerpo y una encomiastica expo-
sicién del Ministro del ramo a las Cortes.

Deferente esta Academia con las aficiones nomograficas del
general Ollero, publicé, sin duda, aquel tema para el concurso
de premios de 1907, que fué el de su muerte, en que se pedian
unas nociones de nomografia, y, apoyandose en ellas, la compo-
sicion de nuevos sistemas de dbacos, interesantes en teoria y uti-
les a la vez a las ciencias fisico-matematicas. Premio . cuyo tema,
aunque se volvié a reproducir en 1914, ni en uno ni en otro con-
curso tuvo licitadores; y al dar cuenta, finalmente, de su muerte
a la Academia el Sr. Echegaray, dijo: <A mds de sus profundos
estudios y de sus utilisimas' invenciones consagro a la Patria
constantes anhelos y entusiasmos de pundonoroso militar siempre
dispueste a todo género de sacrificios por ella».



Hecho el merecido elogio a la memoria de
los varones insignes, que un dia fueron, cada
uno en su esfera, propulsores incansables del adelanto matemati-
co en Espaiia, no como a sus altas virtudes corresponde, pero si
con la conviccion, carifio y respeto del que siente cuanto queda
consignado, paso a ocupar unos momentos vuestra atencién con

Tema: Su division.

Algunas considetaciones acerca de la evolucién de los conceptos
de punto, recta, plano y espacio.

A las transformaciones y extensiéon que en el sucesivo desen-
volvimiento de la Geometria han sufrido los contenidos de esas
palabras, desde el punto sin extensién hasta el plano de Riemann
y el espacio abstracto de 7 dimensiones, va unida la casi totalidad
de la doctrina actual de la Geometria, y fuera vana pretension
querer encerrar en los limites de un discurso los vastisimos hori-
zontes que se descubren hoy desde todos los puntos del campo de
tan armonica disciplina cientitica. _

Por eso no nos ocuparemos de los significados de esas pala-
bras, desde el punto de vista de los varios papeles que pueden re-
presentar, en relacidon con otros entes geométricos, y en los que
se les conoce con multitud de apelativos, como puntos, rectas y
planos singulares, multiples, inversos; puntos cénicos y de contac-
to; rectas tangentes, isogonales y antiparalelas; planos coordena-
dos, de desvanecimiento; centrales de homologias, etc. No entra

- tampoco en nuestro propdsito poner la mira en las mds elevadas y
2



sutiles abstracciones geométricas contenidas en dichos cuatro tér-
minos, ni disertar acerca de las iltimas complicadas corresponden-
cias geométricas que entre ellos pueden ser establecidas; porque
aun asi nada nuevo podria presentar a vuestra consideracidn, y,
en cambio, si estos trabajos pudieran influir, siquiera en parte mi-
nima, contra la aversion o simplemente pereza del medio social,
cuando se le ofrece lectura matematica, nada menos a propdsito
para sacudir esa pereza que las altas especufaciones, el tecnicismo
ininteligible por exagerado modernismo, y una distancia‘ infran-
queable entre lo que se da y el nivel medio de nuestra cultura ma-
tematica.

Pensando, pues (aunque sélo sea halagiiefia ilusion), en cierta
virtualidad de estos actos contra esa indiferencia apuntada del me-
dio y a favor del laudable estimulo en los pocos principiantes y afi-
cionados que a ellos acuden, nada mds natural, en esta hipétesis,
que buscar el contacto con la ciencia de las aulas, y hasta tomar
algunas ideas en ese mismo campo y en el de la historia, para que
cuanto hemos de decir venga como natural extension y sin brus-
quedades, respecto al caudal corriente aludido de los conocimien-
tos matematicos, cual corresponde a todo empefio de verdadera
divulgacion.

Modernamente existen tantas Geometrias, no sélo como gru-
pos de operaciones o de transformaciones pueden concebirse en-
tre los elementos de un conjunto de entes geométricos, sino como
concepciones distintas del espacio, que es uno de esos conjuntos,
podemos tener.

Las aparentes contradicciones que surgen al estudiar el espa-
cio en el terreno de la Filosofia, como es el hecho de que para
percibir el lugar ocupado por los objetos externos, tengamos ne-
cesidad de que esté de antemano en nuestra conciencia la misma
idea del espacio que tales objetos nos hubieran debido de dar, han
conducido a filésofo tan eminente como Kant a negar toda reali-
dad objetiva al especio y a considerar a éste como mera condicién
subjetiva necesaria de la inteligencia humana en su funcién de co-
nocer.

A esto replican otros fildsofos, como Balmes, que lo necesa- .
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rio @ priori para que se produzca el fenémeno de la sensacion de
espacio, es sencillamente la propia facultad de sentir en nuestra
alma y la existencia de objetos exteriores que la impresionen, dan-
donos un conjunto de sensaciones diversas, indiscernibles en un
primer momento, y entre las cuales va siempre mezclada la idea
de extension, que por eso parece indesalojable de la inteligencia.

Segin Stallo, el espacio no es ni un objeto fisico de sensacion
ni una forma innata del espiritu, sino un concepto.

La Geometria se aparta desde luego de esas discusiones y de
esos conceptos filoséficos del espacio, y sélo se preccupa de per-
feccionar la idea habitual para hacerla apta a sus propios fines.
Nuestras concepciones geométricas actuales del espacio pueden
reducirse a tres principales, cada una de las cuales se presenta
luego con circunstancias y detalles variados, a saber: el espacio in-
tuitivo habitual, el espacio fisico y los espacios abstractos de
cualguier niimero de dimensiones.

El primero, como todos vosotros sabéis, es aquel que nuestro
espiritu se ha forjado, tomando de los cuerpos materiales ciertas
partes como su forma y tamafio, superficies, lineas, puntos, que
por abstraccion idealiza luego, y después combina, originando las
figuras geométricas de las cuales estudia, al fin, no sélo aquellas
relaciones y propiedades que caen por entero dentro del trozo de
dicho espacio en que el hgmbre se mueve y puede constantemente
aquilatar con su experiencia, sino también aquellas otras que se
refieren a mas dilatados dominios espaciales y a las cuales llega
por pura intuicién, como la infinitud de la recta, el postulado de
Euclides y multitud de conceptos analogos.

Las principales dificultades en el rigor de las verdades geomé-
tricas nacen precisamente de estas dltimas relaciones y conceptos
de cardcter no experimental, los cuales tienden a revestir formas
absolutas o a priori, poco en armonia con la tendencia bien enten-
dida a hacer de los elementos de la Geometria una ciencia natural.

Al ilustre geémetra Moritz Pasch, de la Universidad de Gies-
sen, sugirieron esas mismas dificultades, en 1882, la idea de cons-
truir una Geometria concretada a una porcion del espacio limitada
por una superficie cerrada, con rectas y planos confinados por
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ella e introduciendo luego, con el nombre de impropios, puntos,
rectas y planos que podian suponerse fuera de este recinto, pero
cuyas determinaciones y propiedades se establecen desde dentro
con sus propios elementos. Y, segin Riemann, no es condicion ne-
cesaria que el espacio intuitivo ilimitado sea infinito, puesto que
podria ser reentrante en si mismo, como una esfera de tres dimen-
siones situada en una variedad de cuatro.

Nuestras sensaciones del espacio real son de tres clases: visua-
les, tactiles y motoras. La intuicién apoyada sélo en sensaciones
visuales nos da una variedad del espacio intuitivo, que puede de-
nominarse espacio proyectivo, en el cual la imagen de cada punto
exterior a nosotros nos la sugieren las proyecciones del mismo en
cada retina; esto es, los dos rayos luminosos proyectantes, con
los cuales coinciden de ordinario las visuales que desde ambos
ojos van a converger en €l punto. Y la experiencia atestigua que
la vision de un punto luminoso se produce, aunque dicho punto no
exista, siempre que recibamos dos rayos luminosos, vengan de
donde vinieren, que desde poco antes de tocar en nuestras retinas
coincidan con las visuales dirigidas desde ambos ojos al lugar en
que tal punto se ve situado, como ocurre con las imagenes virtua-
les de los espejos y lentes. Este es el fundamento de la idea de
Pasch: admitir, no sélo los puntos propios de su espacial recinto,
sino los correspondientes a dos rayos visuales concurrentes en un
lugar exterior al mismo, cuya existencia real no podemos, por
tanto, atestiguar, pero cuyo conjunto de dos tales rayos introdice-
se en la Geometria con el nombre de punto impropio, segin
Pasch, o de punto /deal, segin Kiein, siempre que las partes a
nuestro alcance, de dichos rayos, realicen ciertas posiciones y
enlaces con otros elementos geométricos, que fueran suficientes
para determinar dicho punto si cayera dentro del espacio propia-
mente dicho.

Las sensaciones tactiles y motoras nos dan otra porcion de
ideas contenidas en la de espacio, como direcciones, angulos, dis-
tancias, movimientos, giros, etc., etc., siendo insuficientes las de
cada grupo parauna cabal intuicién del mismo, pero cuya reunion,
unida a las sensaciones visuales y auxiliada por nuestras facul-
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tades de abstraer y de generalizar, completa en nosotros la idea
del conjunto arménico que hemos denominado espacio intuitivo.

Por espacio fisico, como el propio calificativo lo indica, se ha
entendido siempre el intimamente unido a los cuerpos fisicos y a
sus movimientos efectivos, cuyas propiedades nos son reveladas
pura y exclusivamente por los sentidos, auxiliados, si es preciso,
por instrumentos adecuados fisicos o matematicos, pero sin que
nos sea permitido afiadir o quitar nada a la idea que esos medios
forman en nosotros. Como dado por la sola experiencia sensorial
es un conjunto de cosas sueltas y finitas.

Muchas cuestiones geométricas hacen necesaria esta distincion
entre el espacio fisico y el intuitivo.

En efecto, modalidades de nuestros sentidos nos dan sensacio-
nes de continuidad alli donde no la hay, v. gr., las figuras del ci-
nematégrafo, la apariencia de brufiido que ofrecen a fa simple
vista los limbos graduados de precision; la indistincion al tacto de
dos puntas agudas a menos de un milimetro de distancia, el sonido
producido por la rueda de Savart, etc. Y aunque acortando la ve-
locidad al paso de la cinta cinematografica y a larueda de Savart,
o ampliando al microscopio la graduacién del limbo o la distancia
entre las puntas, la discontinuidad aparece, no se ha hecho con
esto mas que alejar un poco la dificultad, teniendo que ser al fin
la intuicion la que forme la idea habitual del continuo, obscura de
suyo, pero esencial en la de espacio y trascendental en la Mate-
matica.

Mas la idea intuitiva del continuo habia llegado a establecer
una distincién entre los continuos lineales, superficiales y de vo-
lumen, denominados simplemente, doblemente y triplemente in-
finitos, a la caal nan puesto término los continuos de Cantor,
constituidos por conjuntos no numerables de elementos que se
prestan al establecimiento de correspondencias biunivocas entre
puntos de un continuo lineal y los de otro superficial o espacial.

Consideremos, v. gr., un cubo y tomemos sus aristas por uni-
dad y tres concurrentes de ellas por ejes coordenados; represen-
temos las distancias al origen de los puntos de una arista por de-
cimales. sin parte entera, de infinitas cifras, en que puedan ser
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ceros, pero no nueves, las siguientes a una dada: tales son las ex-
presiones de los niimeros positivos racionales e irracionales me-
nores que zno. Con decimales sacados de cada -uno de éstos,
tomando la primera cifra detras de la coma, y sucesivamente las
4.2 7.7, 10.4, etc., siguientes, representemos la coordenada r de
un punto; tomando la segunda cifra y a continuacion sucesivamen-
te las 5.%, 8.%, 11.%, etc., representemos la p, y con la tercera cifra,
seguida de las 6.7, 9.7, 12.", etc., la z.

De este modo queda establecida entre los puntos del cubo y
los de su arista una correspondencia tal que no hay punto de la
arista que no tenga su unico correspondiente en el cubo y reci-
procamente, es decir, una correspondencia biunivoca, aunque no
a puntos sucesivos de la arista corresponderan puntos sucesivos
del cubo.

Consideremos, como segundo ejemplo, dos angulos planos
completos y adyacentes de 1° y de 179°. No hay ningtin rayo con-
tenido en el altimo que no tenga su tinico conjugado arménico en
el angulo de un grado respecto de los lados de éste, y reciproca-
mente; existiendo asi entre los infinitos rayos de uno y otro dngulo
una correspondencia biunivoca, y escapando a nuestra intuicion,
como siendo coordinables ambos conjuntos infinitos, esta el uno
contenido en un dngulo de 179° sin dejar vacios y el otro en un
angulo de un grado sin superposiciones; y aunque la frase mas
denso o menos denso pudiera expresar el hecho, no lo explica, ni
esa densidad puede equipararse a la fisica que de ordinario se usa
en medios discontinuos.

Bastan estos ejemplos para comprender sin esfuerzo cuan dis-
tintos son los conceptos del continuo fisico, del intuitivo y del ma-
tematico, que no pueden perderse de vista cuando de ahondar en
estas cuestiones se trata.

Por otra parte, el trazo fisico de una curva en el papel es un
camino de cierta anchura no eliminable; y el contacto dibujado de
dos curvas es un arco confundido de ambas jamas reducible a un
solo elemento. Nuestra facultad de abstraer y de generalizar forma,
de esas groseras percepciones del orden fisico, los conceptos puros
de curva y de contacto geométricos del orden intuitivo. Pero ni
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aun asi bastan tales conceptos a satisfacer las exigencias actuales
del progreso matematico. Construid, por ejemplo, a-un solo lado
de un segmento, considerado como base, un tridangulo isdsceles
de 18°, de angulo basico; a la parte de afuera de cada uno de sus
dos ultimos lados otros tantos tridngulos isdsceles semejantes, y
asi sucesiva e indefinidamente; el conjunto de los vértices de ta-
dos esos triangulos es una linea continua, en el sentido de que
entre dos cualesquiera de sus puntos, por proximos que se supon-
garn, hay siempre nuevos puntos; y, sin embargo, esa linea no pue-
de dibujarse por trazo continuo, ni tiene tangentes ni otros con-
tactos en ninguno de sus puntos. Son, pues, distintos los concep-
tos de curva y de contacto en el espacio fisico, en el intuitivo y
en el dominio matemaético.

Finalmente, si la suma de dngulos de todo triangulo no pudiera
exceder de dos rectos, bastaria que un solo tridngulo fuera eucli-
deo, es decir, tuviera esa suma igual a dos rectos, para que lo fue-
sen todos; porque ese tinico triangulo euclideo daria dos tridngulos
rectdngulos euclideos al trazarle una altura; con dos iguales de és-
tos se compondrian paralelogramés rectangulos, y una red de éstos
suficientemente grande daria por sus diagonales nuevos triangu-
los rectdngulos euclideos reducibles a otros de catetos arbitraria-
mente dados, con los que se compone todo tridngulo. De esto no
es dificil deducir la verdad contenida en el postulado de Euclides.
Ahora bien, la suma de los dngulos de un tridqngulo lobatschews-
kiano, es tanto menor cuanto mas grande es, como la de uno de
Riemann es tanto mayor cuanto mas grande es. De aqui que, para
decidir por experiencia, de la consideracién de un solo triangulo,
si el espacio es euclideo, lobatschewskiano o riemanniano conven-
ga ensayar trigngulos muy grandes.

Pero los tridngulos geodésicos y astronémicos, habida cuenta
de los errores de observacion, no han jamas permitido reconocer
que la suma de los angulos de ningiin triangulo rectilineo del mun-
do fisico difiera en mas o en menos de dos angulos rectos. Y aun-
que los enormes triangulos, cuyas bases son diametros de la orbita
terrestre y sus vértices opuestos estrellas de, paralaje nula, tienen
una suma de angulos en la base de dos rectos, es porque la pe-
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quefiez de dichas paralajes cae detro de la amplitud de los errores
de observacion y no pueden ser tenidas en cuenta. Mas, aunque
asi no fuera, habria, segiin Poincaré, dos hipétesis que tomar: la
de que el espacio fisico se acomodaba a la Geometria de Riemannn,
o la de que la propagacion de la luz no era rectilinea, siquiera su
pequeiia curvatura no fuera apreciable mds que a tan enormes dis-
tancias. Tal es otra razén de la distincion entre el espacio fisico y
el espacio intuitivo.

En los espacios abstractos, por dltimo, no es ya condicién pre-
cisa que sus elementos sean propiamente puntos, ni cuerpos, en
los que, dentro de los limites muy variables de la observacion, no
puedan discernirse partes; sino que pueden considerarse como ta-
les, entes abstractos de cualquier naturaleza como nimeros, vecto-
res, conicas, involuciones, superficies, elementos imaginarios, etc.,
sometidos sélo a la condicién de formar un conjunto, entre cuyos
elementos puedan definirse grupos de operaciones, y, al mismo
tiempo, se pueda tener en cuenta un sistema de postulados y de
conceptos primitivos.

Si éstos estdn contenidos en los de los puntos, rectas y planos
del espacio intuitivo se podran aplicar a éste muchas de las ver-
dades demostradas en aquéllos; en caso contrario, las verdades
expresadas en lenguaje geométrico relativas a espacios abstractos
no tendrén nada de geométricas y habra que saberlas traducir lue-
go al lenguaje propio del orden de conocimientos a que se apli-
quen.

Mediante estas consideraciones quedara bosquejado el conte-
nido, extensién y estructura de este trabajo con sélo indicar que
su objeto es partir de los conceptos que de los cuatro términos te-
nian los antiguos y seguirles a través de sus generalizaciones ad-
quiridas por la introduccion de los elementos del orden axiomdtico,
los ideales o impropios, los en el infinifo y los imaginarios en
el espacio intuitivo habitual, completando el cuadro con algo de
lo que pueden significar en espacios abstractos de cualquier
nimero de dimensiones.
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Hace muchos afios dijimos !, sin conocerla,
que la mas antigua definicién propiamente cien-
tifica de la linea recta debia ser de Platdn, 400 afios antes de Jesu-
cristo, y de este gran filésofo lo es, en efecto, segin Parménides,
quien asegura ®definié aquél la recta como la /inea cuyo medio
obscurece sus dos extremidades; o lo que es lo mismo, cuyos
puntos intermedios y sus dos extremos estdn situados sobre un
mismo rayo visual.

Un siglo después, segtin Proclo, en su comentario al primer
libro de Euclides, este gran gedmetra ordend y demostré muchas
cosas hasta entonces vagas e imperfectas, diciendo de! punto que
era una cosa indivisible y de la linea que era una longifud sin
anchura. Mas recientemente, segin Pasch, debe definirse el pun-
to: todo cuerpo en el que, dentro de los limites de la observacion
no pueden apreciarse partes, y las lineas como sendas sobre las
cuales sea imposible recorrer caminos diferentes sin salirse de los
limites impuestos por la observacion, en cuya vaguedad, muy apro-
piada para las ideas que nacen de la interpretacién de los fené-
menos, estriba la distincién entre los conceptos modernos y los
antiguos.

De la recta di6 Euclides una definicién cuya traduccion latina
de Cristoforo Clavio es ésta: Recfa linea estf quae ex aequo sua

Escuela cldsica.

! Notas para la Historia de 1a Geometria de la recta. Revista de Ciencias
y Letras. Abril de 1895.

2 Edicién F. Didot. 1. Paris, 1891, pag 634, y J. L. Heiberg. Abh. Ges-
chichte der Math., 1904.
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interiacet puncta: y en la interpretacion que debe darse a esas
palabras no coinciden todos los geémetras.

Segtin unos la idea expresada es la de la coincidencia de la
longitud y de la distancia entre cada dos de sus puntos, lo cual
envuelven ser minima distancia entre ellos, y se cae en la defi-
nicién que di6 Arquimedes pocos afios después, diciendo: Lineam
rectam esse minima earum quae terminos habent eosdem, defi-
nicion que volvio a resucitar Legendre en 1794. Otros interpretan
el sentido de Euclides como linea que permanece idéntica, o que
se apoya uniformemente, o que reposa igualmente entre cada
dos de sus puntos. )

Si esta identidad de forma significa sélo Ia posibilidad de hacer
resbalar un segmento de recta, con ajustamiento a la misma, a lo
largo de ella queda confundida con la circunferencia y con la #éli-
ce cilindrica sobre cilindro de revolucion. Pero si ese acopla-
miento del segmento a los diversos trozos iguales de recta, se
entiende con posibilidad de resbalar vy girar alavez, en ese caso
dicha propiedad es peculiary privativa de la linea recta. Algunos,
finalmente, dan a la definicién euclidea el sentido de ser simétrica
la recta de si misma respecto de cualquiera de sus puntos.

También es referida por Proclo, atribuyéndola a Herdn de Ale-
jandria la definicién que considera la recta como la snica linea que
permanece inmovil cuando se supone girando alrededor de dos
de sus punfos; y Gaus hizo observar de paso que es, en efecto,
esta la propiedad en que se funda la préctica para comprobar si
una cierta linea es recta o no, cuando se opera con el teodolito.

Ha habido y hay muchos gedmetras, Grassmann entre ellos,
que miran la recta como la /inea que conserva en cada uno de
sus puntos una direccion constante; idea contenida en el con-
cepto analitico-geométrico de coeficiente angular, el cual, ex-
présese como se quiera, es razon de la diferencia de ordenadas a
la de abscisas de dos puntos cualesquiera de la recta, y envuelve
siempre una idea de semejanza. Y Leibniz, en una carta a Gior-
dano, publicada en la edicién Gerardt de sus obras, la considera
como la linea que divide en dos partes congruentes al plano, y
éste como la superficie que divide a su vez al espacio en dos
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partes congrucntes. Claro que también una sinusoide divide al
plano en dos partes congruentes. Pero si la congruencia hubiera
de entenderse por ser la recta un eje de simetria del plano, estaria
definida. Juan Bolyai, en un apéndice a la obra de su padre Wol-
fang Tentamem, in elementa Matheseos etc., traducida al francés
por Héuel en 18G8, bajo el titulo Ciencia absoluia del espa-
cio, etc., y Lobatschewski en sus Nuevos elementos de Geome-
fria conuna teoria completfa de paralelas, publicados en 1829
en el correo de Kasan, y en los Gelehrfen Schriften de la Uni-
versidad, partiendo del supuesto de que es mds facil definir el
circulo que la recta, han considerado a ésta como el lugar de las
intersecciones de dos haces de circulos coplanarios concéntricos
iguales, y al plano como el lugar de las intersecciones de dos
haces de esferas concéntricas e iguales, o lo que es lo mismo,
como lugares de los puntos de un plano o del espacio, respectiva-
mente equidistantes de dos fijos; datos estos tltimos que condu-
cen facilmente a escribir la ecuacion del plano bajo su forma nor-
mal, y lo mismo la ecuacién normal de la recta !. También definen
la recta como lugar de puntos equidistantes de tres puntos fijos.

La mas antigua definicién de plano es la de Herdn, que dijo
ser la superficie que contiene enteramente toda recta que une
dos cualesquiera de sus puntos. Para Euclides era la superficie
que estd ifgualmente situada con relacion a sus rectas, defini-
cién obscura que parece postular que una recta y un punto fuera
de ella determinen un plano. Gaus propuso definir el plano como
el lugar de las perpendiculares a una recta en uno de sus purn-

' En efecto: sea @, & y ¢ las coordenadas rectangulares del pie de la
perpendicular p al plano dado desde el origen O de las coordenadas; 2a, 2b
y 2¢, seran las del punto simétrico Q del origen con respecto al plano, y sean
., v, z las de un punto cualquiera de éste; se tendra sucesivamente:

x4y 2P = —2a) - (p — 26 + (2 — 2¢)
O=—4ar—4by —d4cz+4a*+4b*+4c
ar--by-+cz=p* P iadnsial e ;—z:p;
L COST— P COSE+ ZCOSY =p,;

y lo mismo para la recta.
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fos. A esto mismo equivale la definicion de Deahna, que, haciendo
girar a una esfera alrededor de un diametro, y probando que cada
uno de sus puntos describe una curva cerrada, llamaba plano al
lugar de los rayos proyectantes, desde el centro de la esfera, de
los puntos de aquellas de dichas curvas que dividen a la superﬁme
esférica en dos partes congruentes.

Staudt define primero la radiacion de rayos y las porciones de
la misma y las superficies limitantes de estas porciones, que llama
superficies cdnicas completas,si estan formadas porrayos enferos,
y simples, si por semirrayos; y dicense cerradaslas que limitan
totalmente una porcién sola de radiacién. Las cerradas y completas
las llama de orden par cuando el rayo generador vuelve a la posi-
cion inicial tal como parti6 de ella, y de orden impar cuando vuel-
ve fnvertido, o lo que es lo mismo, cortando la superficie cénica
por una esfera concéntrica, cada generatriz es cortada en dos pun-
tos antipodas, y la superficie conica sera de orden par cuando
las intersecciones de la generatriz describen sobre la esfera dos
lineas cerradas distintas tales, que los puntos de una son anti-
podas de los de la otra, y de orden impar cuando describen
una sola curva cerrada cuyos puntos son antipodas dos a dos.
Sienta a seguida que toda recta que tiene comtin con la superficie
conica, el vértice y otro punto estd toda entera en la superficie,
y define el plano diciendo que es una superficie conica de
orden impar en la que puede hacer de vértice uno cunalquiera
de sus puntfos, con lo cual queda sentado que toda recta que
tenga dos puntos comunes con un plano esta toda entera en dicho
plano.

Por donde se ve que lo dificil ha sido en todo tiempo definir
bien esos conceptos de recta y plano, y, principalmente, el de
recta. Si todas esas definiciones son defectuosas ante la severa
critica actual, muchos siglos han servido como buenas, y lo que
es mas notable, a pesar de semejantes defectos, jamas se ha deja-
do de tener un concepto exacto de la linea recta finita y un crite-
rio bastante seguro para el manejo de la recta infinita.

Prueba este aserto el que de no haber tenido ese concepto
claro, no se hubieran podido percibir las deficiencias de aquellas
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definiciones, reconocidas en todos los tiempos; pero también da
esa impresion el hecho notable de que en todas las lenguas arias,
germanicas y célticas, a las ideas absolutas de justicia, de bien y
de verdad, casi innatas en la especie humana, va siempre estre~
chamente unida la idea de la recta. Basta observar a este propé-
sito como del sanscrito argu = recto, fisica y moralmente consi-
derado, sale arguta = rectitud, honradez; y cé6mo de la raiz arg.
rag de esa palabra, viene rego, regula y rectus, el inglés rigty
el aleman rechf, todas con el doble significado de lo que va de-
rechamente, sin torcerse ni desviarse hacia un lado ni hacna otro,
moral y fisicamente .

¢Como, pues, se comprende que teniendo los hombres clara
idea de una cosa no acertaran a definirla con rigurosa precision?
Se ha hablado de la imposibilidad de definir ideas primitivas, ideas
simples, etc.; pero las ideas de recta y plano no son primitivas, ni
simples; en cambio, requieren el concurso previo de un cierto na-
mero de conceptos primitivos y de posfulados, que, sin expresar-
los, cada geémetra ha tenido en cuenta, y ha supuesto tacitamente
que los demds también los habian de tener, por ser simultaneos con
los de recta y plano en nuestra conciencia, antes de discernir unos
de otros. Toda la imperfeccién de esas definiciones esta en eso:
en haberse callado qué cosas se tomaban como ldeas primitivas y
qué verdades como postulados.

Colocad delante de las definiciones de Euclides y de Leibniz,
como nociones primitivas las de punfo y equidistancia, y con
ayuda de un sistema apropiado de postulados sentar las nociones
de simefria sobre la recta, plano y espacio, y tales definiciones
servirian perfectamente para formular con todo rigor los principios
de la Geometria. Poned ante la de Arquimedes, como concepto
primitivo, el de distancia entre dos puntos y el de mayor y menor,
y determinar, bajo los postulados estrictamente precisos, la lon-

' En casi todas las épocas se ha usado de una regla o bastén recto en
toda su longitud, como simbolo o emblema del bien y de la justicia; y cual-
quiera que sea la razo6n del uso actual del baston de autoridad, no seria dificil
encontrar entre sus origenes, més o menos remotas concomitancias con estos
fundamentos.
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gitud de una linea. Sentad ante la de Grassmann la idea primitiva
de drreccion con el auxilio sélo de puntos de referencia, sin tener
en cuenta la nocion de recta, haciendo de la Geometria una espe-
cie de Andlisis Vectorial, y nadie habria puesto en duda nunca el
rigor légico de tales maneras de presentarla.

En suma, todas las definiciones de los antiguos son aceptables
si se expresan y concretan ciertos postulados de congruencias y
de movimientfos que sirven para su formulacion, y si se precisan
entre puntos, igualdades, equidistancias, simetrias, direcciones,
longitudes, mayor y menor, etc., aquelias nociones estrictamente
necesarias que deben ser tomadas como primitivas; y digo que
todas son buenas, porque todas, con tales aclaraciones, permi-
ten que en las demostraciones en que interviene la recta, pueda
pensarse ésta invariablemente unida a una figura indeformable,
e imaginar un movimiento tal que mientras todos los puntos
de la recta permanezcan inmdviles, los de la figura situados
fuera de ella se muevan; lo que juntamente con la constante po-
sibilidad de prolongacion por sus dos extremidades y la nocién de
la continuidad de sus puntos, constituyen las ideas integrantes de
la recta.

Y como éstas se tenian, aunque no se les llegara a dar buena
forma de expresion, de ahi que toda la Geometria antigua haya
sido aceptada sin protestas hasta fines del siglo xvin. Antes de
los trabajos de Lobatschewski, negando el postulado de Eucli-
des, habiase puesto en evidencia que, sin darnos cuenta, veniamos
aceptando otros varios postulados; y cuando, ahondando en esto,
se vio que eran éstos tantos en nimero que toda la base de la Geo-
meftria parecia quedar en el aire, fué cuando la alarma se apoderd
de los espiritus e hizo exclamar a D’Alembert (1770) que la defi-
nicion y propiedades de la linea recta, asi como el postulado
de las paralelas eran ¢l escdndalo de los Elementos de Geo-
metria.

A partir de esta época se han ido sustituyendo a esa manera de
ver, al principio lentamente y luego mas rapidamente, varias con-
cepciones impuestas por una critica severa, desprovistas de pre-
juicios del orden intuitivo, pero caida a veces en otros del orden
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légico !, que empezando por no admitir ciertos postulados cla-
sicos, y admitiendo otros, han acabado por dejar bien senta-
do que la Geometria, al tenor de la Mecdnica racional, es una
Ciencia del grupo de las Fisico-Naturales, en las que hay un
namero de proposiciones fundamentales del orden fisico, cuyo
conocimiento solo la experiencia puede proporcionarnos, y cuyas
otras verdades pueden ser establecidas con todo rigor por de-
ducciones logicas, sin que vuelva a tenerse que recurrir mds a la
experiencia.

Consecuentes con este aspecto de la cuestién Pasch, Schur y
otros gedmetras méas exclusivamente logicos, como Hilbert y
Peano, han tomado a su cargo reducir a un minimo el nimero de
esas proposiciones del orden natural, entre conceptos primitivos y
postulados, haciendo, por una légica inflexible, que desaparez-
can las obscuridades que, desde ese punto de vista, tenian las de-
mostraciones de la escuela clasica, y dando al cuerpo de doctrina
de tal Geometria un caracter de absoluta pureza, no muy confor-
me siempre con las impurezas de la realidad, pero si muy apto para
el estudio de la Geometria superior.

Replica a esto Félix Klein, que la insuficiente determinacién
que traen consigo los datos suministrados por la experiencia y por
la intuicién hacen que los postulados geométricos tengan que con-
tener, por mucho que se les depure, algunas cosas arbitrarias re-
lativamente a aquelilos datos; y, por consiguiente, que en Geome-
tria, como en toda Ciencia fisica, habra siempre cierto grado de
libertad para hacer una eleccion entre varias representaciones
posibles de la misma realidad; lo que puede también enunciarse
diciendo que la reduccién a un minimo de los postulados y concep-
tos primitivos no es un probiema determinado. Y esto es cierto,
aunque una sistematizacion de los postulados en cinco grupos: de
enlace, ordenacion, congruencia, paralelismo y continuidad, y las
condiciones que se les han impuesto de ser independientes, com-
patibles, simples o sin desdoblamientos posibles, y versar sobre

' Pues no cabe duda que cuando se exagera la simplicidad de los postu-
lados e ideas primitivas, se puede caer en no salir de proposiciones apenas di-
ferentes del principio de contradiccidn.
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relaciones muy evidentes del espacio intuitivo, hayan restringido
algo aquella libertad.

Aun va mas lejos Poincaré, en la Ciencia y la Hipétesis, sen-
. tando que los axiomas geométricos no son ni juicios sintéticos a
priori, ni hechos experimentales, sino pura y simplemente con-
venciones, conforme a las cuales se interpretan luego los hechos
que la experiencia nos ofrece; y esta afirmacion —dice F. Enriquez
en la Enciclopedia de las Ciencias Matematicas !{— conduce a la
tesis kantiana, que niega toda realidad al espacio; pero no va tan
lejos, pues a poco que se piense, no es 1o mismo negar toda ob-
jetividad al espacio que elegir una entre todas las convenciones po-
sibles acerca del modo de ser de esa realidad externa.

Los postulados de la Geometria — afiade el ilustre matemdtico
francés— son definiciones disfrazadas, y son rigurosamente cier-
tos, aunque las leyes experimentales que han determinado su adop-
cion no sean mas que aproximadas; todo Io cual hace que tenga el
mismo sentido preguntar si es verdadera la Geometria no eucli-
diana, como si son verdaderas las coordenadas pliikerianas o la
representacion axonométrica.

Hay, finalmente, otros geémetras como Meray, Paolis, etc., que
desearian poner como verdades fundamentales de la Geometria
hechos y movimientos del orden intuitivo de la Mecénica, que acer-
caran esta Ciencia a la Geometria.

A poco que se medite sobre estas cosas, échase pronto de
ver el cardcter doble, /dgico-intuitivo, de 1a Geometria, y la pugna
entre los partidarios del predominio exclusivo de uno u otro en
los elementos. Monumentos geométricos impecables ha erigido
la logica, pero en muchos casos para contemplados en una
vitrina sin contacto con el mundo exterior o a lo sumo para el
progreso de las abstractas idealidades de la ciencia. A errores sin
cuento ha conducido la sola intuicion, entre los que basta recor-
dar la existencia de derivada'en toda funcién continua; la exten-
sion por continuidad a elementos imaginarios de verdades demos-
tradas solo en elementos reales, la posibilidad de trazado continuo

' Edicién francesa. Tomo 111, primer volumen, pég. 5.
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y rectificacion de todas las curvas, la existencia siempre de tan-
gentes y otras.

Pero ¢cudntas geniales ideas no se deben al poder de la intui-
cién en sus variadas formas de imaginativa, inductiva, numérica,
fisica, etc.? La sola intuicién fisica, por la cual de los fundamentos
de la teoria del potencial sacé Riemann sus descubrimientos, entre
los que descuella la notable superficie que lleva su nombre, es su-
ficiente, por su fecundidad, a inmortalizar a su autor y a preconi-
zar el método intuitivo como uno de los mas prolificos y a veces
insustituible, aunque lleve siempre en si la falta de rigor cienti-
fico .

En Matematicas no podrd nunca prescindirse de la intuicién;
pero no deberd emplearse como elemento demostrativo, sino sélo
como gufa para las demostraciones y como recurso de invencion.

' En su conferencia VI ante el Congreso de Matematicos de Chicago,
sobre «El caracter de la Intuicion del Espacio», divide Félix Klein la intuicién
en natural y refinada, y dice que en la ensefianza es, no sélo admisible, sino
absolutamente necesario, que al principio sea menos abstracta, y se aluda a
los refinamientos gradualmente a medida que el estudiante vaya siendo capaz
de comprenderlos.

Estas notas me .son inspiradas —dice — por el recelo de un dafio que no
hace mas que aumentar y amenaza al sistema de ensefianza superior en Ale-
mania: el dafio de una escisién entre la ciencia matematica abstracta y sus
aplicaciones cientificas y teéricas. Una tal escisién seria deplorable, pues ten-
dria por consecuencia hacer reposar las ciencias aplicadas sobre una base in-
cierta y aislar a los sabios que no se ocupan més que de las Matemaéticas puras.
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Hace una veintena de afios que viene concretan-
dose con el nombre de Axiomadtica una parte de la
Ciencia, que se consagra, como indicamos antes, a precisar los
conceptos primitivos y axiomas o postulados de que no se puede
prescindir, a enunciarlos, a establecer su independencia y compa-
tibilidad y las condiciones a que deben obedecer, a definir median-
te ellos los conceptos de punto, recta, plano y espacio, y a cons-
truir, apoyandose en esas ideas, las primeras fundamentales pro-
posiciones sobre que ha de gravitar luego el peso de la Ciencia
entera.

En la introduccién a sus Fundamentos de la Geometria, dice
Schur, que desde unos diez afios, que hacen hoy diez y nueve,
viene sintiéndose la necesidad de dar a la Geometria unas bases
rigurosas, las cuales formula €l en ocho postulados, sin contar los
de movimiento, paralelismo, etc., cuatro definiciones y once teo-
remas; y nuestro compafiero D. Julio Rey Pastor, en sus Funda-
mentos de la Geometria Proyectiva Superior, obra a que otorgé
esta Academia el premio del duque de Alba, y en la que apenas
hay punto importante de la Geometria que no haya, a grandes ras-
gos, expuesto con su privilegiada sagacidad, ha formado un sis-
tema mixto de diez con los axiomas de Pasch relativos a la recta
y los del plano propuestos por Peano y simplificados por Moore,
que, aunque en el fondo estan en los de Schur, porque éste sinte-
tiza a veces dos en un solo enunciado, no cabe duda que estdn
mads aquilatados y satisfacen mejor las condiciones impuestas.

Suelen constar estos sistemas, de proposiciones alusivas a la

Axiomatica.
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existencia, divisién y prolongacién del segmento, como prepara-
cién para la definicion de la linea recta, de otras relativas a la
existencia, caracter, definicion, determinacién y division del plano,
y de un 1ltimo grupo que hace referencia a la existencia, defini-
cién y propiedades del espacio.

Dos axiomas y una definicién sientan la existencia del segmen-
to rectilineo al postular: 1.° Que existe una variedad ilimitada de
elementos que se denominan punfos. 2.° Que dos puntos diferen-
tes cualesquiera determinan univocamente un conjunto de infinitos
puntos, al que ellos mismos pertenecen como exiremos, que se
llama segmento; y al sentar que puede decirse de todo segmento
que une sus extremos, v de todo punto de un segmento distinto
de éstos, que esta entre ellos, que es interior o que pertenece al -
segmento, o bien que éste pasa por aquel punto; designandose
finalmente con el calificativo de e.rferiores los puntos que no per-
tenecen al segmento. .

Tres axiomas y dos teoremas establecen la division de todo
segmento. Por los axiomas se admite, cosas bien intuitivas. 3.° Que
si un punto es interior a un segmento, ninguno de los extremos de
éste esta en el segmento determinado por dicho punto y el otro
extremo. 4.° Que si un punto es interior a un segmento, dicho
punto, con cada uno de los extremos de éste, determina otros dos
segmentos cuyos puntos pertenecen al primero. 5.° Reciproca-
mente: que los puntos de un segmento, en cuyo interior hay ya
marcado un punto, pertenecen, excepto éste, que pertenece a los
dos, a uno u otro de los segmentos determinados por ese punto
con los extremos del primero, pero no a los dos a un mismo tiempo.

Con lo cual es ya demostrable, y con demostracion sencilla:
que el segmento determinado por dos puntos interiores a otro es
parte de éste .

t Sea AB el segmento y Cy D dos de sus puntos interiores en el orden

ACDB. Todo punto de CD es punto del segmento 4D, y, por tanto, de AB
(axioma 4.°). Todo punto de DB no pertenece a 4D, ni, por tanto, a CD (axio-
ma 5.%). Luego si los puntos del segmento CD pertenecen todos al conjunto
AB, y algunos de éste no pertenecen a aquél, CD es una parte de AB. Si C
se confunde con 4, o D con B, la demostracién es inmediata segiin los axio-
mas 3.°, 4.°y 5.°.
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Y que si en el interior de un-segmento hay un punto, lo divide en
dos: v.gr.,de la derecha y de la izquierda, y todo punto del segmen-
to de la derecha, por ejemplo, forma un segmento con el extremo
de la izquierda en cuyo interior esta el primer punto considerado *.

Llamase prolongacién de un segmento por un extremo al con-
junto, cuando existe, de todos los puntos tales que en los segmen-
tos que determinan con el otro extremo estd siempre contenido el
extremo considerado. Y -he aqui ahora dos nuevos postulados re-
lativos ‘a este concepto de la prolongacidn: 6.° De dos prolonga-
ciones de un segmento por un mismo extremo B, terminadas una
en D y la otra-en £, uno de estos dos ditimos puntos, estd nece-
sariamente entre el otro y el punto B. 7.° En el segmento deter-
minado por dos puntos, uno de la prolongacion a la derecha y otro
de la prolongacion a la izquierda de un segmento dado, los extre-
mos de éste son interiores a aquél.

Estos dos postulados afiadidos a los anteriores permiten demos-
trar sin tropiezo alguno que: si C es un punto interior al segmen-
to AB, primero: la prolongaciéon de AC por el extremo C se com-
pone del segmento CB y de la prolongacién de A B por el extre-
mo B;? y segundo: que las prolongaciones de dos segmentos,
uno interior al otro, y terminados en un mismo extremo B por este
extremo, son coincidentes *.

t Sea AB el segmento; C un punto de su interior y D un punto del inte-
rior de CD, todos ellos en el orden A C D B. Puesto que D es un punto del seg-
mento C B, pertenece también al AB (axioma 5.°). Y no perteneciendo C al
segmento D B (axioma 3.°), y estando por hipétesis en AB, tiene que perte-
necer a AD (axioma 5.°).

?* Todo punto de CB determina con 4 un segmento en cuyo interior
esta C segiin el teorema que precede: y pertenece (def. de prolongaci6n) a la
prolongacién de AC por el extremo C. Todo punto D de la prolongacién
de AB por el extremo B, es tal que B esta en el segmento A D (def. de pro-
longacisn), y como C estd en A B por hipétesis y ABen AD (axioma 4.°), C
estd en A D (axioma 5.°); luego D pertenece también a la prolongacion de AC,
y reciprocamente.

5 Sea D un punto de la prolongacién de AB; B estara en el segmento AD,
segtn definicion de prolongacidn; v estando C en AB también estard en AD;
(axioma 4.°Y, pero estando C en AB, B no estd en AC (axioma 3.°); y si C
divide a AD en dos segmentos ACy CD y B no esta en AC, tiene que estar
en CD; y estando B en CD, D es, por definicién, de la prolongacién de CB.
Andlogamente se demuestra el reciproco.
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Y henos aqui ya en condiciones de definir la linea recta con
todo rigor diciendo que es e/ conjunto de todos los puntos de un
segmento y de sus dos prolongaciones, y en condiciones también
de demostrar el teorema fundamental de la recta de estar siem-
pre determinada por dos cualesquiera de sus punfos; para lo
cual bastaré probar que uno de los extremos del segmento defini-
dor de una recta puede sustituirse por otro punto de esa recta sin
que el conjunto de sus puntos sufra alteracion.

Si en el segmento A B se sustituye el extremo de la derecha B
por un punto interior C, los puntos del segmento AC son comu-
nes a las dos rectas ABy AC, y lo mismo los de las prolongacio-
nes de ambas por su extremo comiin A. Los puntos del segmen-
to CB, como pertenecientes al AB y a la prolongacién del AC
por su extremo C, asi como los de la prolongacion del 4B por su
extremo B, también son comunes a las dos rectas, segiin los teo-
remas relativos a las prolongaciones. Si el punto C se supone en
la prolongacién de A B por su extremo B, este punto B es inte-
rior al segmento AC'y, segiin lo acabado de decir, ambas rectas
AB y AC son una misma. *

Exactamente lo mismo ocurre si el punto C se supone en la
prolongacién del segmento AB por el extremo A4,y pudiéndose
sustituir después el otro extremo A4 del segmento A C por un nue-
vo punto D de larecta AC, siguese que ambos extremos Ay B, de-
finidores de la recta dada, han sido asi sustituidos por otros cua-
lesquiera C y D de la misma recta, sin que el conjunto de los pun-
tos que la constituyen haya sufrido alteracion.

Definense acto seguido las semirrectas o semirrayos de un ori-
gen comin A diciendo que son, por una parte, un cierto segmento
AB, del que sea extremo el punto A4, mas la prolongacién del mis-
mo por su extremo B, y, por otra parte, la prolongacion de ese seg-
mento por su extremo A. Con esto es facil ver que dos tales se-
mirrayos no pueden tener mas punto comtn queel 4, el cual estara
en el interior del segmento determinado por dos puntos, uno de
cada semirrayo, y en una prolongacion del determinado por dos
puntos de uno solo de ambos semirrayos.

Para la teoria del plano, presentada bajo la gran generalidad
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que llevan estas concepciones no hacen falta por lo pronto mas que
dos postulados: uno, el octavo del sistema que venimos conside-
rando, por el que se admite que hay puntos exteriores a toda recta;
y otro, el noveno, segiin el cual aceptamos intuitivamente lo si-
guiente: que se denomine tridngulo a la figura constituida por tres.
puntos ABC no situados en linea recta, llamados vértices, por
los tres segmentos BC, CA4,y AB, que dos a dos de esos puntos
determinan llamados /ados opuestos y por todos los puntos de los
segmentos determinados por un vértice y puntos de su lado opues-
to; y que si en el segmento determinado por uno de los tres vérti-
ces A, por ejemplo, y por un punto D de su lado opuesto, se toma
un nuevo punto E'la recta £B tiene un punto coman con el lado
ACyla EC un punto comin con el lado AB del triangulo dado.

La proposicidn reciproca de este postulado que ha venido figu-
rando como tal hasta hace poco, puede ser hoy demostrada facil-
mente apoyandose en la directa, y dice: que los segmentos determi-
nados por cada uno de dos vértices de un tridngulo con un punto de
cada uno de sus lados opuestos tienen siempre un punto comiin !,

" Por todo lo cual no hay ya dificultad alguna en que con todo
rigor pueda ser definido el plano diciendo que es el conjunto de
los puntos de todas las rectas determinadas por cada vértice de
an tridngulo con cada punto de sus lados opuestos.

Dichas rectas forman tres conjuntos, que constituyen los tres
angulos del tridngulo. Los puntos de cada recta de un conjunto de
esos se dividen en tres partes: puntos del segmento comprendido
entre el vértice y su lado opuesto; puntos de su prolongacién por
el vértice, cuyo conjunto llamaremos prolongacion del tridngulo

t Sea ABCel tridngulo; CDy AG los seg-
mentos del enunciado; fun punto de AG. La
recta C/ tiene un punto £ en A B (post. 9.°),
y sobre el tridngulo CAD, AJ tiene que/te-
ner, segiin el postulado 9.°, un punto L en CD.
Si fuera S el punto tomado arbitrasiamente
en AG, CS tendria un punto F en AB; BS
un punto / en CD; Af un punto H en CB,
y CI un punto L en AG; todo conforme al
axioma 9.° y reciproco, aplicados a los tridn-
Fig. 1.4 gulos ABC, BCD, ABC y AGC (fig. 1.%).



_ 39 —

por el vértice, y puntos de las otras prolongaciones, cuyo con-
junto es la prolongacion del triangulo por el lado de que se trate;
fraccionandose el plano en siete partes: el tridngulo, las tres pro-
longaciones por los vértices y las tres por los lados.

Segtin el teorema reciproco del postulado 9.°, los puntos del
interior de los segmentos de los tres conjuntos de rectas conside-
radas son comunes y constituyen los puntos del tridngulo. Las
prolongaciones de éste no tienen mas puntos comunes que los si-
tuados en las seis prolongaciones de sus tres lados; siendo esto
que acabamos de decir, juntamente con las proposiciones relativas
al triangulo, todos los antecedentes necesarios para presentar ya
el teorema fundamental del plano: el que establece que tres cua-
lesquiera ABC de los puntos de un plano lo determinan y que si-
multineamente toda recta que tiene en €l dos cualesquiera de sus
puntos estd enteramente situada en dicho plano.

Desde luego es facil ver, y esto suele presentarse en concepto
de lema, que las rectas que unen un vértice del tridngulo defini-
dor de un plano a puntos de las prolongaciones de su lado opuesto
pertenecen al plano; porque sus puntos se pueden unir a uno de
los vértices convenientemente elegido, para que la recta de union
corte a su lado opuesto y pertenezca a las de uno de los tres angu-
los, en virtud siempre del postulado 9.° o de su teorema reciproco,
aplicados a tridngulos facilmente distinguibles entre los que la
figura ofrece, o se pueden suponer en ella.

Asimismo, todavia en concepto de lema, las rectas determina-
das por dos puntos del contorno ABC del tridngulo definidor
estan también en el plano; porque los puntos del segmento que
esas rectas tienen dentro del tridngulo, unidos a uno de los
vértices opuestos a los lados atravesados por la secante, dan
rectas que cortan a uno de estos lados en virtud del postula-
do 9.°, y pertenecen a un angulo del triangulo. Y los puntos de
las prolongaciones, de la secante, también pueden ser unidos a
un vértice de modo que la recta de union corte al lado opuesto
o a sus prolongaciones, en virtud del mismo postulado 9.%, o de
su teorema reciproco, aplicados a tridngulos cuyo sefialamiento
no tiene dificultad.



— 40 —

Cualquier vértice del tridngulo determinante de un plano puede
ser sustituido por otro situado en uno de los lados que concurren
en aquél o en sus prolongaciones: v. gr.: C por C, situado en BC,
sin que el conjunto de los puntos del plano sufra alteracién. Afir-
macion que, una vez evidenciada!, permite sustituir un vértice
C del triangulo definidor por un punto C; cualquiera del plano;
puesto que C, no puede estar mas que en las rectas del angulo A4,
o del B, o del C, si ha de ser un punto.del plano. Si esta en rec-
tas A4’ del angulo A, se podra sustituir sucesivamente ABC por
ABA’, y éste por ABC,, y lo mismo si el punto nuevo estd en
réctas del angulo B. Si estuviera en rectas del angulo C, se sus-
tituiria sucesivamente ABC por AC’ C, éste por AC'C,, y éste por
ABC;. Y por reiterada aplicacion de este resultado podran, dlti-
mamente, ser sustituidos los tres puntos ABC por otros tres cua-
lesquiera A,B,C, no situados en linea recta. Y como si una recta
tiene dos puntos en un plano, pueden éstos, en unién de un terce-
ro exterior, tomarse como elementos determinantes, queda proba-
do que dicha recta, toda entera, estara situada en dicho.plano.

Atiéndese, finalmente, a la division del plano por una de sus
rectas en dos /ados o semiplanos tales, que todo segmento cu-
yos extremos estén en uno mismo de los dos semiplanos no tienen
punto alguno comtn con la recta de separacion, mientras que los
que tienen un extremd a un lado y el otro al otro, tienen necesa-

! En efecto; las rectas del dngulo A pertenecen a los dos planos ABC
y ABC, en vxrtud del lema 1.° Las rectas del 4ngulo B de ABC cortan a AC,,
y las del mismo dngulo de ABC, cortan a AC
(postulado 9.°) y reciproco. Las del angulo C
de ABC cortan a AC,, y tienen dos puntos en el
contorno del ABC,, y las del C, de ABC, tienen
dos puntos en el contorno del ABC; unos y otros
puntos pertenecen, por consiguiente, a los dos
planos (fig. 2.%).

Si C’, estuviera en la prolongacién de BC
por su extremo C, este C estaria entre By C';
y tomando como primer tridngulo el ABC",,
por el caso anterior, seria ABC', = ABC.
Si C", estuviera en la prolongacién de BC por B, entonces, aplicando
dos veces la conclusién anterior, se tendria :

ABC = AC",C = AC"\B = ABC".

Fig. 2.*
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-riamente un punto comdn con dicha recta. Lo cual se evidencia
tomando dos puntos A y B sobre esa recta y otro C fuera de ella
como elementos definidores del plano, y considerando aquellos
segmentos CP que parten de C y tienen su otro extremo Pen el
triangulo ABC o en sus prolongaciones: por (C), (CA), o (CB)
para lo primero; o bien en las prolongaciones por (4), por (B) o
por (AB), para lo segundo; a todos los cuales se les puede aplicar
la idea de punto de una prolongacién y el postulado 9.° o su reci-
proco, que prueban lo afirmado.

Esta manera de introducir la idea de plano geométrico apoyan-
dola en los conceptos de punto y de recta, mediante la admision
de puntos exteriores a una recta, fué primeramente indicada por
Peano y, después de aquilatado por E. A. Moore el alcance del
postulado 9.°, constituye el mas sencillo y natural camino para
dicha presentacion, preferible a cualquiera otra en que se postu-
le el plano como un elemento nuevo, segiin hicieron Pasch e Hil-
bert; pues no deduciéndose de los solos axiomas presentados para
la recta, que las que unen un punto exterior con los de una recta
fija formen una superficie de esta especie, como se podria hacer
ver con sistemas de lineas que cumplen los postulados de una recta
¥ no los del plano, siguese gne no es legitima la definicién directa
del plano, sin un nuevo postulado colocado entre dicha definicion
y los axiomas de la recta; si bien no puede desconocerse tampoco
que esa falta de legitimacién trae una mayor simplificacion y rapi-
dez en la exposicion de la Geometria plana.

Y pasando ya al concepto de espacio, observamos que si para
introducir el plano hubo que admitir la existencia de puntos situa-
dos fuera de cada recta, para dar idea del espacio F; hay que
admitir (y esto constituye el postulado décimo del sistema que
venimos considerando) que existen punfos situados fuera de
cada plano.

Tal idea permite definir un tetraedro como una figura formada
por cuatro puntos ABCD no situados en un mismo plano, llama-
dos vériices, por los segmentos que cada dos de esos puntos de-
terminan, lamados arisias, por los tridngulos que forman cada
tres, llamados caras (diciéndose de un vértice que es opuesto ala
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cara definida por los otros tres, y de una arista que es opuesta a
la determinada por los otros dos), y por el conjunto de los puntos
de los segmentos determinados por cada vértice y los puntos de
su cara opuesta, llamados puntos del fefraedro; pudiéndose sentar
a renglon seguido con todo rigor que:

Un espacio E, es el conjunto de tfodos los puntos de las rec-
tas determinadas por cada vértice de un tetraedro con cada uno
de los puntos de su cara opuesta, mds los de las determinadas
por los infinifos pares de puntos situados uno en una y otro en
otra de cada dos aristas opuestas.

Las rectas definidoras de una especie £; vienen, pues, separa-
das en siete conjuntos: cuatro llamados friedros, de las que unen
un vértice a puntos de su cara opuesta, y tres de las que unen
puntos de cada par de aristas opuestas.

Todo plano determinado por los extremos de una arista AB y
por un punto £ de su arista opuesta CD (o por ésta y un punto
F de AB) pertenece enteramente al espacio A BCD, porque las
rectas del angulo 4 del tridAngulo AR E pertenecen al triedro A4,
las del angulo B a las del triedro B y las del angulo £ a las que
se apoyan en puntos de las aristas 4B y CD. De donde se sigue
que los puntos del segmento A4’ de una recta del triedro 4, com-
prendido entre este vértice y su cara opuesta, son comunes a los
de los segmentos andlogos de rectas de los otros tres triedros, y
a los segmentos E£F definidos por puntos de dos aristas opuestas,
y constituyen lo que hemos denominado puntos del tetraedro *; en
cambio no tienen puntos comunes las prolongaciones de ninguno
de esos segmentos; y de ahi que los puntos del espacio £; queden

' Pues las rectas 44’y £F,
como de dos dngulos del tridngu-
lo ABE, se cortan. Las rectas que
cortan a dos lados, CD y FD, del
tridgngulo CDF, teniendo sus pun-
tos comunes con los puntos del
plano CDF, pertenecen al espa-
cio £5 = ABCD (fig. 3.).

- Lo mismo se dice respecto de
Fig. 32 las rectas que cortan a CF y DF.
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separados por el tetraedro en quince partes, a saber: el tetraedro
mismo; las cuatro formadas por las prolongaciones hacia los vér-
tices de los segmentos A4’, etc., llamadas prolongaciones del te-
traedro por sus vértices; las cuatro formadas con las prolonga-
ciones de los mismos segmentos por sus otros extremos, llamados
prolongaciones del tetraedro por sus caras, y las seis formadas
por las prolongaciones de los segmentos EF que se apoyan en
dos aristas opuestas. v

Toda recta que tenga dos puntos comunes con un espacio E,
y fodo plano que tenga lres no situados en linea recta, estdn
por entero en dicho espacio y éste queda deferminado por cua-
fro cualesquiera de sus puntos ABCD, no situados en un plano.

Pues la consideracion del plano CD F prueba que pertenecen
al mismo espacio las rectas de unién de los puntos de una arista
con los de una cualquiera de las caras que se cortan en la arista
opuesta, y también las rectas de unién de dos puntos de dos caras,
tomados sobre rectas que estén en un plano con la arista no situa-
da en ellas.

Y como, seglin esto, pertenece al mismo espacio el plano de-
terminado por un vértice del tetraedro con una recta secante de
dos lados de su cara opuesta, siguese la pertenencia al referido
espacio de toda recta que una dos puntos cualesquiera de dos ca-
ras; fundamento, estas tres tltimas conclusiones, de que el mismo
conjunto de puntos proporciona un tetraedro ABCD, que otro
constituido por tres ABC de esos puntosy un cuarto D’ tomado
en cualquiera de las aristas concurrentes en D, y reciprocamente.

Lo cual puede interpretarse diciendo que un vértice del tetrae-
dro determinante de un espacio £, puede ser trasladado a un punto
interior de una de las aristas concurrentes en él; y reciprocamen-
te, también a un punto de la prolongaciéon de las mismas aristas,
y por reiteracion de estas traslaciones pueden los cuatro vértices
de dicho tetraedro ser sustituidos por otros cuatro puntos cuales-
quiera andlogos del mismo espacio.

También se verifica aqui que un espacio £; es dividido por
todo plano del mismo en dos partes tales que un segmento deter-
minado por un punto de una y otro de la otra parte tiene necesa-
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riamente un punto en dicho plano, y no lo tiene todo segmento de-
terminado por dos puntos de una misma de las dos partes. Propo-
sicién que se demuestra como en el tridngulo, tomando tres pun-
tos ABC del plano secante y uno D exterior para definir dicho
espacio; y observando que los segmentos que, partiendo de D,
tienen su otro extremo Pen las prolongaciones del tetraedro ABCD
por su cara opuesta (4B C), por el vértice (4) o por el (B) o por
el (C), o bien en las prolongaciones del mismo por las aristas
(AB) (BC) o (CA), cortan, segiin las definiciones de esas siete
regiones, al plano dado ABC, y no lo cortan los que tienen dicho
otro extremo P en una de las otras ocho regiones.

Para sentar que dos planos a y § que tienen un punto comiin S
tienen comiin una recta que pasa por dicho punto, hay una demos-
traciéon que no difiere esencialmente de la clasica, consistente en
asegurar sobre el plano « dos puntos 4 y B a distinto lado de los
dos en que § divide al espacio, tales que el segmento 45 no pase
por S, en cuyo caso contendrd otro punto Q de B; y la recta SQ
pertenecera a los dos planos.

Pero esto supone algo mas, puesto que dos planos con un
punto comiin en un espacio de mas de tres dimensiones pueden no
tener una recta comtn, por caer en distintos espacios E; de aqué!.

Al llegar al espacio E;, en efecto, y después que hubiéramos
ampliado los conceptos restringidos de recta, plano y espacio £5
que venimos considerando, convirtiéndolos en la recta, plano y es-
pacio E; de caracter proyectivo, podriamos continuar postulando
que fuera de nn espacio E, existen puntos; definiendo un espa-
cio E,, el conjunto de los puntos de todas las rectas que pasan
por los puntos de E; y por uno exterior al mismo; que fuera de un
espacio £, existen puntos; y definiendo un espacio E;: el con-
junto de los puntos de todas las rectas que pasan por los pun-
tos de £, y por un punto exterior al mismo; y asi sucesivamente
hasta el espacio E,. Pero también podriamos hacer punto en el
espacio £; y sentar como postulado, de otro cardcter que los
anteriores, que: .

Fuera de un espacio E4 no existen puntos. Unicamente con
esta restriccién es como es legitima la demostracién de que dos
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planos con un punto comin tienen una recta comin, o lo que es
lo mismo, este teorema necesita del citado postulado y viceversa;
por lo cual Hilbert lo presentd como postulado, aunque asi no se
exterioriza tan claramente su genuino cardcter de limitar a tres las
dimensiones dél espacio.

Pudiera verse contradiccién en que se siente por un lado que
no hay puntos fuera del espacio de tres dimensiones y en que se
admita por otro que si los hay. Esta aparente contradiccion da a
conocer, segln Veronese, expositor de la generacién recurrente
de los espacios proyectivos de n dimensiones, el verdadero al-
cance de la proposicion: fuera de un espacio E; no existen pun-
fos; que es una pura convencion:de cardcler prdctico, tan es-
tricta y justa como cuando nos circunscribimos a la Geometria
plana, prescindiendo de que existan puntos fuera del plano, y equi-
vale a esto: que el espacio a que vamos a circunscribir nuestras
experiencias geométricas es un espacio de tres dimensiones.

Para garantir la compatibilidad del sistema de postulados pre-
sentados suele usarse de un artificio counsistente en ilamar pun-
tos las ternas de ndmeros, que pueden ser coordenadas cartesia-
nas de fos puntos de un espacio de tres dimensiones, en el cual se
tenga ya hecha la compatibilidad de una cierta Geometria, como
ocurre con la Geometria euclidea: en introducir, constituidos con
aquellas ternas de numeros como elementos, los segmentos, rec-
tas, planos, etc., definiéndolos por expresiones analiticas y ecua-
ciones entre dichas coordenadas, sin que dejen de satisfacer a los
postulados admitidos; y en ver que tales entes asi definidos no en-
vuelven contradicciones légicas de ninguna especie, ni de sus mu-
tuas relaciones se deducen absurdos, como faciimente evidenciaria
para los diez anteriores postulados quien maneje un poco la Geo-
metria analitica 1.

La independencia de un axioma, respecto de los otros, se
prueba igualmente viendo que hay un sistema de elementos y de
entes geométricos que satisface al grupo y no a aquel cuya inde-
pendencia se quiere probar. Consideremos, dice Schur, que el

' Véase Rey Pastor: Fundamentos de la Geometria Proyectiva Supe-
rior, nim. 64,
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postulado primero: Existen infinitos elementos llamados puntos,
se refiera a los puntos de un espacio euclideo de tres dimensio-
nes, excepcién hecha de un punto O y de los de dos rectas que se
cruzan, que no pasen por 0. Que el postulado segundo: Dos pun-
tos A y B determinan univocamente un conjunto infinito de ellos
llamado segmento, se refiera a los arcos comprendidos entre 4
y B, que no contengan O, de toda cénica que pasa por ABO,y
corta a las dos rectas. Este sistema que satisface los postulados
de la recta y al primero del plano, no satisface al segundo del
plano mds que en ciertos casos en que los vértices A B C del trian-
gulo, el punto O y las dos rectas de exclusién, pertenezcan a un
mismo hiperboloide; luego la independencia del postulado 9.° que-
da establecida.

Andlogamente, si como conjunto de infinitos puntos se toman
los del espacio euclideo situados a un solo lado de un plano eucli-
deo «, y como definicién del segmento dado por dos puntos Ay B
se toma el arco de un circulo, comprendido entre ellos, cuyo plano
sea siempre perpendicular a «, los diez postulados y el de Lobats-
chewski son compatibles con este sistema; pero no lo es el postu-
lado de Euclides, lo que prueba que aquéllos son independientes
de éste; y con nuevos conjuntos de puntos se veria que también
son independientes de toda idea previa sobre las paralelas; y, por
consiguiente, que valen para las tres Geometrias eliptica, parabé-
lica e hiperbélica; por lo cual no ha hecho falta hasta ahora tratar
de la naturaleza de los elementos del infinito.



v

Ni en la definicién de segmento se ha di-
cho nada de la continuidad de sus puntos,
que pueden ser discontinuos, ni en la prolongacién se ha prejuzga-
do nada acerca de su posibilidad, que pudiera en casos no darse,
porque hemos operado hasta aqui, en un espacio limitado. Para in-
troducir ya el concepto de espacio proyectivo hay necesidad de ha-
cer nuevas hipotesis acerca de lo primero y de salirse con el pen-
samiento para lo segundo, fuera de los limites de ese espacio, a fin
de que al proyectar los puntos de una recta desde un punto exte-
rior a ella pueda establecerse correspondencia biunivoca entre di-
chos puntos y todos los rayos del haz proyectante, como también
entre los puntos de un plano y todos los rayos de -una radiacién
proyectante, y a fin también de que el caracter dual que, sin excep-
cién, tiene la Geometria de la radiacién de vértice propio, puesto
que cada dos de sus rayos determinan un plano y cada dos de sus
planos un rayo, pueda hacerse extensivo, sin excepcion, a la Geo-
metria del plano.

Esto se logra con la introduccién de los elementos /deales; pero
ésta requiere el concurso previo de ciertas proposiciones como
las de los triaristas y radiaciones en perspectiva, que, aunque co-
nocidisimas, conviene dar a su presentacién una forma que deje a
salvo toda objecion que a los nuevos conceptos pudiera oponerse.

El teorema de los triaristas homolégicos, o teorema de Desar-
gues en la radiacion, dice, como sabéis: que si las aristas aa’,
bb’, cc’, de dos triaristas relacionados, de vértice comiin, estdn
sobre planos concurrentes en una recta d, los pares de caras ho-

Elementos ideales.



— 48 —

mologas (opuestas a esas aristas) se cortan en rectas de un plano &,
y reciprocamente; y a esta proposicion ha dado D. Ventura Reyes
Prosper, catedratico del Instituto de Toledo, una demostracion
que ha sido incorporada a la ensefianza oficial alemana !, fundada
en que cada rayo de tres coplanarios de una radiacion separa
siempre a dos semirrayos de los otros dos; en los postulados y
teoremas del plano y en la interseccion de los planos de dos cons-
truidos triangulos, tan ingeniosamente combinados, que apenas
interviene el vértice de los triaristas; a cuya no intervencion en
absoluto tienden las nuevas concepciones °.

t  Schur: Grundlagen der Geomeirie, pag. 15.

2 Setomanen ay @ puntos 4y A’ a distinto lado de d. FEl segmento A4
tendra un punto D en d. Se toma en &' un punto B’ a distinto lado que D res-
pecto de b, y el segmento DB’ tendra un punto B en & (fig. 4.%). Si el plano
DBNA' pasara por el
vértice de los triaris-
tas, los planos @b y
a’ b se confundirian;
todas sus rectas se-
rian. comunes y ha-
bria una coplanaria
con las (ac-a’c') y
(be-b'e’). Si DBNA
no pasa por el vérti-
ce, en dicho plano no
hay ninguna de las
seis aristas y podre-
mos tomar sobre ¢ un
punto C, que no esté
en DBNA' y caiga a
distinto lado que D
respecto de ¢'; asi el
segmento D C tendrd
un punto C' en c'.
. Ahora bien, porel tri-

Fig. 4+ dngulo ACA’ se cor-
tan ACy A'C en M; por el DCB’ se cortan CBy C' B' en L; y por el A4’ B’
se cortan ARy A’ B’ en N. Y perteneciendo L, M, N a los planos de los
dos tridngulos ABC y A' B’ C, pertenecen a su interseccion, y las tres rec-
tas /, m, n, de interseccion de caras opuestas estdn en el plano determinado
por L, M, N con el vértice.

Para la reciproca se halla d como interseccién de aa’ y b66’, se traza el
plano dc que cortard al @’ ¢’ en una recta c,, que no puede Ser otra que ¢, por
la perspectiva de los triaristas abc y a' b’ ¢';, que tienen el mismo plano de
homologia mn que abcy a' b’ ¢'.
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También recorddis seguramente el otro teorema de las radia-
ciones perspectivas que dice que si dos radiaciones de vértices
distintos V'y V’ se cortan por un plano ¢ no perteneciente a nin-
guna de ellas, y se relacionan entre si de modo que sean corres-
pondientes los pares de rayos de una y otra que proyectan un
mismo punto de ¢, dicha correspondencia es biunivoca, a cada
tres rayos de un plano de una, corresponden tres rayos de otro
plano de la otra, y los planos comunes y rayo comin de las dos
radiaciones se corresponden consigo mismos.

Esta proposicion, que cuando se trata de elementos propios es
sencillisima, es el fundamento para la introduccion de los elemen-
tos ideales, y su establecimiento requiere nn minuciosc examen de
las circunstancias y situaciones en que los elementos que en ella
intervienen pueden encontrarse.

Primeramente conviene ver que a un haz de planos de arista 7
de la radiacién V corresponde un haz de planos de arista 7” de la
radiacién V', lo cual no tiene nada de particular cuando la recta r
corta el plano de la homologia ¢, en cuyo caso la r’ lo cortard en
el mismo punto, y los planos correspondientes de ambos haces
serdn los que desde V' y V' proyectan rayos del haz de rayos de
vértice re situado en el plano de la homologia. Pero puede suceder
que moviéndose el punto 7z sobre dicho plano, llegue a posiciones
para las cuales no podamos garantizar su existencia (como cuando
¢l se saliera del recinto limitado del referido plano ¢ en que opera-
mos).

No utilizando del rayo r mds puntos que los que estén a un
mismo lado del plano ¢, vamos a ver que aun en este caso sub-
siste la correspondencia de los dos haces de planos de aris-
tasryr.

Porque si son m, ny p las trazas sobre ¢ de tres planos del
haz r de la radiacién V, no estaran a nuestra disposicion de es-
tas tres rectas mds puntos que aquellos de cada una que caen a
un mismo lado respecto de las otras dos, y entonces es facil,
como se indica, construir dos triangulos, ABC y A'B'’, cuyos
lados homdlogos se corten en puntos /, K, L, de una recta y

cuyos vértices homoélogos Ay A, By B, Cy C’ caigan, res-
4



—. 50 —

pectivamente, sobre las mencionadas rectas m, ny pt. Y siendo
homoldgicos entonces, respecto del eje 7, los triaristas V (ABC)
y V(AB' ('), yteniendo los V' (ABC)y V' (A" B C'} cortén-
dose en rectas V'/, V'K, V'L de un plano sus pares de caras
- homdlogas, en virtud del teorema anterior, tendran sus pares de
aristas homologas sobre planos V'm, V'n, V'p que pasan por
ofra recta r’ de su radiacién. Luego a todo rayo 7 de V, corte o no
corte a nuestra vista al plano ¢, le corresponde biunivocamente
un rayo r’ de V.

En segundo lugar, hemos de considerar tres rayos a, 8 y ¢ de
un plano de la radiacién V. Si ellos cortan a ¢, los puntosae,bey ce
estardn en linea recta, y por ésta pasara al plano que contiene los
rayos homélogos @’ &' ¢’.

Pero si a, b, ¢, estando en un plano, no encuentran a ¢, pué-
dense siempre construir, como se indica 2, dos triaristas / m n
y ! m’' n', de vértice V, cuyos pares de caras homdlogas se cor-
ten en a, by ¢, respectivamente, y como estas tres rectas estan

' Setoman Ay 4 arbitrariamente sobre m. Se toma K al otro lado de p
a que estdn A y A’; y se trazan KAy KA’
que tendrén sobre p los puntos Cy C'. Se
toman By B sobre 7 de modo que B' y C’
estén a distinto lado de BC; con lo que BC
y B°C’ tendran un punto comiin J. Segin el
postutado del tridngulo aplicado al 4B K, KJ
tiene un punto L de A'B’, y segiin la ho-
mologia de los triaristas V (4 B C) y V
(A’ B’ C) respecto de r, ¢l lado 4 B pasa
Fig. 5.7 también por L (fig. 5.%).

* Se hace pasar por ¢ un plano que
corte a : Sobre su traza se toman dos puntos L y M, y se nombra
VL =1, VM =my (bL, aM) = n, cuya traza en : serd V. Se hace
pasar por b otro plano. Sobre su traza en ¢ se toman dos puntos L’
y N'ysesupone VL' =1, VN =ny (aN', c¢L’) = m’, cortando
ésta a ¢ en M. De este modo las caras de los triaristas /mny ' m' n’
pasan: las{my I m'porec; lasfn yil'n' por b ylasmny m'n por a.
Euclideamente puede reducirse la figura a las trazas de los triaristas
sobre :, imaginando en este plano las direcciones de a, & y ¢, a las que
seran paralelos los pares de lados de los tridngulos LMNy L' M V', que
quedardn de ese modo homotéticos. Después de esto es facil imaginar el caso
en que @, & y ¢ no sesn paralelas ni corten, a la vista, al plano «.
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por hipétesis en un plano, los planos de los pares de aristas homé-
logas II', mm’, nn’ de esos dos triaristas se cortaran en un rayo r.
Pero, cortando a ¢ esos tres planos, los triaristas que desde V' pro-
yectan los triangutos LMN y L' M" N'| trazas de aquéllos, esto
es, los triaristas [, m, n, y I, m’y n’, seran perspectivos respecto
del eje ' homologo del r, y, por consiguiente, también sus pares
de caras correspondientes se cortaran en rectas a’, &°, ¢, de V',
que estaran en un plano. Luego a toda terna de rayos coplanarios
de una radiacion, corten o no a nuestra vista al plano de la homo-
logia, corresponde biunivocamente otra terna de rayos coplana-
rios en la otra radiacion.

Por dltimo, que los planos que pasan por las vértices de las
dos radiaciones se corresponden consigo mismos cuando dichos
planos cortan al de la homologia, es evidente; y es evidente tam-
bién, después de lo dicho en la primera parte de este razonamien-
to, que a todo rayo r de uno de esos planos secantes del de ho-
mologia, aunque r no lo sea, corresponde un rayo r’ situado en el
mismo plano, puesto que pudiéndose determinar r por el plano
doble con cualquiera otro, su homélogo vendria también determi-
nado por el plano doble y el homélogo del otro. Si los vértices de
las dos radiaciones estan a distinto lado del plano de homologia,

el segmento V'V’ tiene un punto en dicho plano y no hay plano
doble que no corte al de homologia. Pero si los vértices Vy V de
las dos radiaciones estan a un mismo lado del ¢, puede ocurrir que
un cierto plano V' r no lo corte.

Témase en este caso, al otro lado de ¢ una radiacién V'’ re-
lacionada perspectivamente con cada una de las dadas por el mis-
mo plano de homologia. Dos rayos ry r' homélogos de Vy V'
tendran siempre un mismo-rayo '’ correspondiente en V'’ puesto
que los planos 7V’" y 7' V'’ no tienen mas que unarecta comin r’".
Témese un punto 7 enelsegmento VV’;elplano7’ T cortara al e
en una recta r”, tal que todos los rayos homélogos de las ra-
diaciones dadas situados en los planos Vr”y V' r” seran unos mis-
mos, ya se tome como plano para relacionarlas el plano ¢ o el 7'T.
Y, siendo en esta ultima correspondencia homélogos también los
rr’y r'r’, lo seran los rayos dados 7 y 7', interseccion el primero
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de los planos 77y Vr” e interseccion el segundo de los 7’7" y
V’r” homdélogos de aquéllos. Y como estan finalmente 7y 7' a
distinto lado del plano nuevo de referencia 77", estaran en un mis-
mo plano. Con lo cual queda sentado, de un modo general, que
dos rayos homdlogos cualesquiera estan siempre en un mismo
plano, que es el determinado por uno de ellos y el vértice de la
otra radiacion; el cual sera siempre doble, ya corten o no dichos
rayos, o dicho plano, al plano de la homologia.

Hemos llegado al término de esta minuciosa, aunque no muy
atractiva, revision de circunstancias en la correspondencia biuni-
voca entre los elementos de un plano y los de dos radiaciones ho-
mologicas por €l; y si la habéis seguido en sus detalles, no habréis
dejado de observar cudnto ingenio hay puesto en ella para hacer
posible siempre, con construcciones sobre el campo conocido
del plano de homologia, la determinacion, en todos los casos,
de elementos homélogos de ambas radiaciones. Asi que, cuando
se introduzcan en la Ciencia, con el nombre de elemenfos
ideales del plano, las partes fundamentales de esas construc-
ciones, nada arbitrario se habra introducido en la Geometria
plana, mientras su campo de accién se habri ensanchado extra-
ordinariamente.

Siguese inmediatamente de esa discusién: 1.° Que dos rectas.
a y b de un plano, independientemente de que se corten o no, de-
terminan una radiacién de rayos; es decir, se pueden construir los
rayos de esa radiacién que pasan por cada punto P del espacio,
hallando las intersecciones de los pares de planos e Py b P, de
las que no hay mas que una por cada punto P,y dos de estos
rayos (aP, bP) y (aQ, bQ) estan siempre en un plano. 2.° Que
dos rectas @ y & de un plano, cértense o no, mas dos puntos ex-
teriores Vy V' determinan dos rayos

(Va, Vvo)=r 'y (Va, Vb)=r,

uno de cada radiacion, que son homologos; y no soio elfos entre si
estdn en un mismo plano, sino que cada uno de ellos esta también
en un plano con cadauna de las trazas de los planos que pasan por el
otro, sobre el plano @&. 3.° Dos rectas @ y b de un plano, corten-



se o0 no, determinan un haz de rayos al que ellas pertenecen; es
decir, por todo punto C del plano 2 b se puede hallar el rayo ¢ del
haz, construyendo primero el rayo r de una radiacion de vértice
V que determinan Va y Vb, y hallando luego la interseccion del
plano rC con el ab.

Pero la figura tltima, ensefia, a su vez, a trazar por un pun-
to C de un plano en que hay dos rectas m y n, una recta con-
currente con ellas sin emplear construcciones fuera del plano, y
cortense o no dichas rectas en los limites en que se opera; para
lo cual basta construir un tridngulo cuyos vértices sean el punto
dado C y otros dos A y B de cada una de las rectas m y n, en
tomar A" y B’ sobre m y n, de modo que el segmento A" B” corte
al ABen L; en unir A"y L con un punto K de la prolongacion
de AC, y en unir el punto B’ con la interseccién / de LKy BC.
El punto comiin C’' de B’/ y A'K unido con C determina la recta
pedida.

Las rectas de una radiacion vienen ligadas por dos condiciones:
la de estar cada dos en un plano y la de pasar todas por un punto.
Mas como la primera supone la segunda cuando el vértice es pro-
pio, y suple perfectamente a la segunda en todas las construccio-
nes cuando no se tiene una garantia de la existencia real de dicho
vértice, podemos nosotros definir la radiacién de rayos: el con-
junto de todas las rectas, cada una de las cuales esta en un plano
con cada una de las otras, sin estar todas en un mismo plano.
Cuando dicha radiacion tenga vértice propiamente dicho, ella
define este vértice; cuando no, define lo que debe entenderse
por un punto ideal. Un punto ideal es, pues, el conjunto de
rectas cada una de las cuales estd en un plano con cada una
de las otras, sin estar todas en un plano, en el caso en que no se
tiene seguridad de la existencia real de su punto de concurso.
De este modo tienen una misma manera de determinacién los
puntos propios y los ideales. Asi, una recta y un plano, o bien
dos rectas de un mismo plano, determinan siempre un punto
real o ideal.

Ahora bien, si se tienen dos puntos ideales, dados por sus co-
rrespondientes radiaciones, por cada punto del espacio pasa un
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plano comitin a ambas, que es el determinado por los rayos de una
y otra que pasan por dicho punto; plano que contiene todavia una
infinidad de pares de rayos de las dos radiaciones. Todos los pla-
nos construidos de ese modo forman un haz de planos cuyo
eje, cuando las radiaciones dadas son de vértices propios, es
la recta que une estos vértices, y cuando no hay garantia de
la existencia de esa recta, introdiicese el propio haz de planos
bajo la denominacion de una recta ideal. Una recta ideal queda,
pues, determinada por dos puntos ideales; y como puede to-
marse para éstos un mismo plano comin a sus dos radiaciones,
determinase una recta ideal por un plano y dos recfas situa-
das fuera de él, una de cada radiacidn, que pueden suponerse,
o no, trazadas por un punto; o por un plano y dos rectus de la
primera radiacion y otras dos de la segunda, situadas las cuatro
en dicho plano; o bien, finalmente, por dos planos propios del
haz que representa.

Si suponemos dicha determinacién hecha por un plano = y por
dos rayos /'y m trazados por un punto £ del espacio, toda rectan
trazada por £, en el plano /m, determina con el plano = un punto
ideal; y el conjunto de todos los puntos ideales asi determinados
pertenece a la recta ideal dada. Si tres puntos de una recta ideal
w=l, mm, =n, se unen a otro punto  del espacio, los tres rayos
nuevos proyectantes ” m’ n’, estaran también en un plano, segin
el teorema de las radiaciones homoldgicas; y este plano pertene-
cerd al haz de la recta ideal dada =/mn, y, al mismo tiempo, a las
radiaciones de dichos tres puntos ideales; y, por ende, a las de
todos los puntos ideales de aquella recta.

Y estas consideraciones permiten que muchos teoremas esta-
blecidos sé6lo con elementos propios, puedan ser generalizados al
caso en que alternen con elementos ideales, por ejemplo: tres pla-
nos propios, un plano propio y una recta ideal, o bien dos rectas
ideales de un mismo plano, determinan siempre un punfo propio
o ideal. Pues como la recta ideal del segundo caso la determinan
dos planos propios y las dos rectas ideales del tercero dos pares
de planos propios, de los que tiene que ser comin un plano de
cada par para que las rectas ideales estén en un plano, los ele-



— 55 —

mentos propios determinantes, en los tres casos, son tres planos.
Silos tres planos pasan por una recta propia o ideal, tienen infi-
nitos puntos reales o ideales. Si no, dos de ellos determinan una
recta propia o ideal; con la cual el tercero no puede tener mas que
un punto coman, como es facil ver en detalle .

Entre puntos propios e ideales y rectas propias e ideales, no hay
elemento de un plano que no tenga su correspondiente en una radia-
cion perspectiva con él, ni ninguno de la radiacién que no tenga
su correspondiente en el plano; y a la perfecta dualidad existente
en la radiacion corresponde una perfecta dualidad existente en el
plano; pudiéndose decir de éste, de un modo general, que cada
dos de sus puntos determinan una recta y cada dos de sus rectas
determinan un punto, sean unos y otros propios o ideales.

El teorema de Desargues relativo a los triangulos homologicos
en un plano, que dice que si los vértices correspondientes de dos
tridngulos estdn alineados con un centro, sus pares de lados ho-
mologos se cortan en puntos de una recta, y reciprocamente, es
ahora verdadero para los diversos casos en que todos o parte de
los elementos que intervienen en él, incluso el centro y eje de ho-
mologia, sean propios o ideales; y su demostracion resulta inme-
diatamente, con sdélo cortar dos triaristas perspectivos por un pla-
no que no pase por su vértice comun.

! Sean a3y ylos tres planos dados. Por cada punto P del espacio pasa
un plano «’, §’, v, de cada
uno de los haces By, «3
y «v respectivamente. Dos
de estos planos 3" y v’ (fi- \
gura 6.*) se cortan en una )
recta r y pertenecenala ra- (& -
diacion de vértice ar. Sien-
do comtin a x y ;' por un
lado y a 2 y &' por otro
ese vértice, a dicha radia-
cién pertenecen los haces
de planos yz+v' y 3af’; y por
tanto los planos 2y v; vy,
por consiguiente, la arista
del haz 5v. Y si esta aris-
ta y r pertenecen a una misma radiacion, estdn en un plano: fuego el plano =’
pasa también por r, que es el signiticado geométrico de la proposicion.

r
Fig.6.»
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Por otra parte, en la demostracion del teorema dargesiano de
la radiacién intervinieron, como vimos, dos triangulos ABC'y
A" B’ C de planos diferentes, sobre los cuales giré toda la argu-
mentacién ideada por Reyes Proper. Ese solo hecho prueba
que el teorema actual es cierto también para tridngulos de pla-
nos diferentes. Y, aunque por la naturaleza de aquella cons-
truccion, los vértices de aquellos dos triangulos, y el centro
y eje de su homologia. eran elementos propios, con los recursos
de que ahora disponemos, puede ser la misma figura utilizada,
y el teorema valido, para el caso de ser ideales una parte o todos
los puntos y rectas que en su construccién intervienen, y estar
en un mismo plano o en planos diferentes los tridngulos supues-
tos, todo lo cual da al teorema de Desargues una generalidad
extraordinaria.

Por eso se utiliza dicho teorema para toda construccién funda-
mental con elementos ideales, y esa construccion, cuando la figura
es plana, puede realizarse totalmente en el interior de su plano,
excepcion hecha del tirado de una recta por un punto propio y uno
ideal, que requiere, como vimos, la intervencioén de una radiacion
en que el plano se supone colocado. Esta excepcién es legitima
porque, aunque la construccién en su plano de dos triangulos ho-
moldgicos con dos pares de vértices sobre las rectas definidoras
del punto ideal, y uno del tercer par en el punto dado, nos condu-
ciria al punto incdgnito de este tercer par de vértices, y, por tanto,
a la recta pedida, puede ocurrir que dicho tltimo vértice resultara
ideal, y en este caso no habriamos salido del problema propuesto.
Sin embargo, dada la libertad para elegir los vértices de los tridn-
gulos, la mayor parte de las veces podra también dicho problema
ser resuelto con recursos exclusivos del plano.

Para hallar, en segundo lugar, el punto y de interseccion de
una recta propia ¢, con la de unién de dos puntos ideales =
y 3 se construye un triangulo ABC que tenga dos vértices
Ay Bencydoslados ACy BC, pasando por 3y = respectiva-
mente. Se toma arbitrariamente un punto C y este punto se une
con 3 y : sobre cuyas rectas se procura que caigan los lados
correspondientes de los 4C y BC de un segundo tridangulo homo-
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logico de aquél; el tercer lado de este tridngulo, juntamente con la
recta ¢, determinan el punto ideal pedido .

Para construir, en tercer lugar, el punto de interseccion de dos
rectas ideales que pueden suponerse siempre, dada una por dos
puntos ideales Ay B, y la otra por una recta ideal d, se construye
un primer tridngulo A B C que tenga dichos dos puntos ideales y un
tercero propio C por vértices; se toma la recta ideal d por eje, de
homologia, y se construye otro tridngulo 4, B, C,, de dos vértices,
propios a lo menos, homoldgico del anterior; del cual dos lados cor-
ten a sus homologos del primer tridngulo en puntos de d'y ademas
sea propio el centro de la homologia V; el tercer lado 4, B, de este
triangulo resuelve el problema, porque sus intersecciones con el eje
de la homologia (recta ideal) y con su lado homélogo 4B (recta tam-
bién ideal) son un solo y mismo punto, que es el que se buscaba 2.

! Dicha construccién en detalle es la siguiente: Tomemos sobre ¢ dos
puntos propios 4 y B y determine-
mos el punto propio o ideal C de
interseccién de las rectas A3y Ba
(fig. 7.%). La libertad que asi re-
sulta en la eleccion def punto C
nos permite que, tomando otro
punto C’' y uniéndolo con 3y con 2,
podamos tomar sobre la recta C'8
un punto 4' que esté al otro lado
que 4 respecto de CC'. De este
modo los segmentos CC’ y A4’
tienen que tener un punto comtnV.
La recta propia BVy la C'= tienen
un punto B’ real o ideal comin;
de tal modo que las rectas ¢ y A'B' determinan el punto ideal pedido.

2 Los detalles de cons-
truccion(fig. 8.%), relativos
a este probiema, son los
siguientes: Se trazan las
rectas CAy CB que unen
un punto propio C a los
dos ideales dados Ay B.
Se hallan por el problema
anterior los puntos 2 y 4
en que dichas dos rectas
cortan a la recta ideal da-
da d. Se toma un punto ar-
Fig. 8.7 bitrario A,, el cual se une

Fig.7.2
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Resultado sorprendente que prueba cémo, a base del teorema
de Desargues, podemos nosotros ejecutar toda construccién con
elementos ideales de un plano, mediante el trazado de rectas
propias del mismo plano; pero debemos hacer constar al mismo
tiempo que, en cambio, el propio teorema de Desargues no puede
ser establecido con los nueve primeros postulados relativos a la
rectay al plano solamente, sino que requiere ia aceptacion del dé-
,cimo, en el que se postula la existencia de puntos existentes fue-
ra de un plano.

Y con esto podemos ya pasar a ocuparnos del plano ideal, que
nos permitird introducir en el espacio una dualidad entre puntos y
planos, analoga a la que los otros elementos ideales han permitido
en el plano entre puntos y rectas. Pero antes conviene que nos fije-
mos en aquella proposicién que dice que si dos planos estan rela-
cionados, mediante el auxilio de un centro ideal exterior 7, de modo
que sean correspondientes los puntos en que-son ambos planos
cortados por todo rayo propio o ideal trazado por aquel centro,
a cada tres puntos de una recta propia o ideal de uno de los pla-
nos, les corresponden tres puntos de una recta del otro plano.

Si los tres puntos considerados en el primero de los dos planos
estan en una recta propia, prueban la tesis, la definicion de recta
ideal y sus modos de determinacién, caso de que los correspon-
dientes, todos o algunos, tengan que ser ideales. Pero si los tres
puntos M, N, P, dados en el primer plano son ellos ideales, no pu-
diendo estar entonces mds que en una recta ideal, podriamos cons-
truir en dicho plano dos triangulos homoldgicos que tuvieran dicha
recta ideal por eje de homologia, y su centro de homologia fuera un
punto propio V, las proyecciones de estos tridngulos desde el cen-
tro 7 sobre el segundo plano dado serian otros dos tridngulos tam-
bién homolodgicos respecto del centro V' proyeccion del V, los cuales
tendrian, en consecuencia, sus tres pares de lados homélogos cor-

con Ay con $. Sobre 4,4 se toma un punto V al otro lado de 4,3 a que
estd C. Se une C con V,y el segmento CV tendrd un punto C, en 4,3. Las rec-
tas VB y C, = tendrén un punto real o ideal comin B, y la recta B, 4, es la que
se pide, pues tiene que concurrir con d = =3 y con AB, segiin la homologia
de los tridngulos ABC y A,B,C, respecto del centro V.
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tandose en puntos M'N P’ de una recta y estos puntos seran las
proyecciones de los puntos dados .

Todo lo cual, traducido al lenguaje corriente, quiere decir que el
lugar de todas las rectas ideales determinadas por un punto ideal 7,
juntamente con los puntos MNP de una recta ideal, es cortado por
un plano (el segundo de los dados) en una recta M’ V' P’.Y esto nos
autoriza a llamar a dicho lugar geométrico un plano ideal, y ade-
mdas a sentar que toda recta ideal que tiene dos puntos comunes
con un plano ideal estd enteramente contenida en dicho plano, y lo
divide en dos partes, puesto que el plano definidor de una tal recta
divide al espacio, y, por tanto, a todo plano ideal que tenga esa
recta por directriz.

A su vez son sencillas verdades desprendidas del nuevo con-
cepto de plano y de proposiciones anteriores, las de que: toda
recta ideal es determinada por dos planos, todo plano tiene con
un plano ideal una recta comdn: y segtn la definicion de recta
ideal, todo plano ideal es encontrado por una recta ideal en un
punto, que es dnico, siempre que dicha recta no esté contenida en
el plano. De todo lo cual se sigue inmediatamente que dos planos
ideales tienen comiin una recta determinada por las intersecciones

* Para hacer ver la posibilidad de la construccién indicada arriba: Tra-
cemos por P una recta y tomemos sobre ella dos puntos propios 4 y B. Una-
mos A con Ny BconM
(fig. 9."), y estas dos rec-
tas acusaran el punto pro-
pio o ideal C. Tomemos
un nuevo punto C,y sobre
la recta C; N un punto 4,
al otro lado de CC, a que
estd A. El segmento A4,
tendra con el CC, un punto
propio comiin V. Se halla
el punto propio o ideal B,
de interseccion de C, M
y 4,P,y segun el teorema
de Desargues larecta BB,
pasa por V. Proyectando Fig. 9.2
esa figura entera sobre el
segundo plano sin cuidarse de M Ny P, los nuevos triangulos ABC y 4B, C,
seran perspectivos respecto de V', proyeccién de V, y tendran sus pares de la-
dos homélogos, cortdndoseen puntos }M' N P’ de una recta homoélogade la MNP.
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de dos pares de sus rectas ideales, obtenidas las de cada par, como
intersecciones con un tercero, de los dos planos dados. Y, final-
mente, lo que es consecuencia de lo anterior: que tres planos idea-
les tienen comiin un punto o unarecta que no pueden ser mas que
ideales. Viéndose asimismo que toda recta y todo plano que ten-
gan un punto propio, no pueden ser mds que recta propia y plano
propio, respectivamente, etc., etc.

Pasch introduce el concepto de plano ideal, demostrando que,
asi como entre elementos propios, dado un tridngulo ABC, toda
recta que une un punto £ del lado AC a un punto D de la prolon-
gacion de AB por el extremo A, corta al lado BC de dicho trian-
gulo en un punto £, asimismo ocurre cuando son ideales todos los
mencionados elementos, y esto independientemente de que por los
puntos A, By C pueda o no pueda pasar un plano.

El artificio demostrativo de Pasch es también mucho més labo-
rioso, pues proyecta sobre un plano propio =, convenientemente
elegido, los puntos ABCD E desde dos puntos propios XK'y M no
situados separadamente en un plano con 4, B, C; con lo que ob-
tiene en = dos figuras planas A,8,C, D, E,y A, B,C, D, F;, en las
que no estan alineados 4,8, C, ni A;B,C; y si lo estan D, A4,B, a
la vez que A, £, C,, asi como también D; A; B;,a la vez que A, E; C;.
Desde un punto L del segmento M K proyectalafigura 4,8, C, D, E,
y hace de modo que las figuras radiadas L (4,B,.C.D,E)y M
(A;B.C;D,E,) sean perspectivas respecto de una cierta figura
plana A, B, C, D, E,, cuyos puntos estdn en la misma disposicién.
Y de aqui que si las rectas B,C,y D,E, se cortan en F, y las B,C,
y D, E; en F,, las F, L y F, M tengan que cortarse en un punto F,
de las rectas B, C, y D, E}; y, por tanto que la recta MF, = MF
esta en un plano con MB;,= MBy MC, = MCy también en un
plano con MD, =MDy ME,= ME, que es lo que geométrica-
mente se da a entender cuando se dice que la recta D £ corta a la
BC o que esté en el plano ABC, independientemente de la exis-
tencia real de dicho plano, que por eso se le llama plano ideal.

Pero eso de que la recta D E tenga que cortar a la B C, cuando
“los puntos D'y E se toman respecto de los 4 BCen la disposicién
indicada, no es otra cosa que una extension a puntos ideales, del
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postulado segundo del plano, que dice que si respecto del tridn-
gulo BDC, en el segmento CA, se toma un punto £, la prolonga-
cién de DE corta al lado opuesto BC; y es claro que si los dos
postulados del plano se verifican en lo que hemos llamado plano
ideal, todas las propiedades y relaciones obtenidas entre los ele-
mentos de los planos propios quedan ipso facfo generalizadas a
planos ideales, y la proposicion fundamental del plano en la Geo-
metria proyectiva es la contenida en el teorema anterior de Pasch,
a saber: que si cuatro puntos ABCD, no tres a tres en linea rec-
ta, son tales que BC'y AD se cortan, también se cortan ABy DC
por un lado y ACy BD por otro. No otra cosa debe verse en el
concepto de plano ideal, definido por los tres puntos ideales ABC.

La universalidad dada con los elementos ideales a los funda-
mentos de la Geometria Proyectiva, es, como habréis visto a poco
que os haydis fijado en ello, mucho mas amplia que la que se lo-
- gra con los llamados elementos en el infinito y los postulados so-
bre paralelas; puesto que para el concepto de punto ideal, no ha
hecho falta mas que los postulados relativos a los segmentos de
un tridngulo contenido en un limitado dominio, y no ha habido que
hacer hipétesis ninguna acerca del modo como pueden cortarse
dos rectas de un plano; todo lo cual hace aptos los coriceptos geo-
métricos ideales para fundamentar las Geometrias no euclideas,
cada una de las cuales se diferencia de la euclidea, y ellas entre si
por las diferentes maneras de ser y de comportarse dos rectas de
un plano ilimitado, difiriéndose asi la postulacién de si dos rectas
propias de un plano tienen un solo punto en el infinito o dos o
ninguno.

Esta independencia de la Geometria Proyectiva, respecto de
los postulados sobre paralelas, lograda con los elementos ideales,
fué hecha notar primeramente por Félix Klein, aunque Pasch habia
ya algin tiempo antes indicado dicha posibilidad y sembrado pre-
ciosos elementos para el completo desenvolvimiento de tales ideas.
La forma aparentemente elemental en que estos conceptos vienen
expuestos, ha hecho que no se hayan apercibido de todo su valor
los geoémetras ni haya sido por €stos bien apreciado todo su al-
cance hasta ha poco tiempo y después de las indagaciones de Hil-



bert; y entre nosotros puede decirse que aun no han adquirido
carta de naturaleza, ni se dan mas que en las lecciones de Geo-
metria superior, que nuestro estimado compafiero Sr. Vegas pro-
fesa de algin tiempo a esta fecha en un curso del periodo del
Doctorado de Ciencias Exactas; lo cual explica, por otra parte,
la indiferencia con que el piiblico espafiol ha acogido la esmerada
traduccién hecha de l1a obra de Pasch por los Sres. Rey y Alva-
rez Ude.

Una recta tiene un segmento que es el encerrado en el domi-
nio espacial en que operamos, cuyos puntos son todos propios;
segmento que puede faltar en absoluto si es ideal, y dos prolon-
gaciones de puntos ideales, sobre cuya posibilidad real nada se
prejuzga, que permiten en cualquiera perspectiva de la misma,
desde un punto propio o ideal exterior, asignar puntos distintos
de dicharecta a todos los rayos del haz proyectante, sin que quede
ningiin punto que no tenga su rayo proyectante ni ningtin rayo que
no tenga en la recta su punto de interseccién propio o ideal. Y
como la sucesién de rayos en el haz es cerrada y ciclica, de aqui
que en el espacio proyectivo haya que convenir también que la
recta es una linea cerrada y que sus puntos se suceden en un or-
den ciclico. Esta disposicién ciclica de todos los puntos de todas
los rectas de un plano, y el caracter proyectivo de tal disposicion
para todos los centros propios o ideales del plano desde los que
aquellas rectas pueden ser proyectadas, juntamente con la cons-
tante existencia del punto comiin a cada dos rectas de un plano,
dan al plano del espacio proyectivo el cardcter de superficie que
tiene un sentido, como la radiacion, mientras que en el espacio
proyectivo, lo mismo que en el ordinario, hay siempre dos senti-
dos helicoidales no reductibles el uno al otro.

* ¥ ¥

El postulado de Arquimedes, segtin el cual dados dos segmen-
tos hay siempre an miiltiplo del mds pequeiio gue excede al mds
grande, y otros postulados de congruencia, permiten introducir
niimeros que se corresponden con los puntos de una recta, me-
diante la operacién de medir; pero como los axiomas de congruen-
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cia no tienen caracter proyectivo, ha habido necesidad de introdu-
cir dichos nlimeros por otros caminos que tienen por fundamento el
concepto de equivalencia proyectiva y la formacién de redes como
lared armdnica, o serie de puntos... A, A, A A A A, 4;... C,
tales que cada uno es separado armonico del anteprecedente res-
pecto del precedente y de un punto fijo C,y constituyen un con-
junto numerable, habiendo, por tanto, un ntimero entero asignable
a cada punto; o como la red de Mdbius, compuesta de una multi-
tud de redes armoénicas, cada una de las cuales contiene los pun-
tos de la anterior y otros nuevos entre cada dos, que correspon-
den a expresiones numéricas de dos términos, como los quebra-
dos, o sea a los niimeros racionales; la cual red, como estos na-
meros, constituye otro conjunto numerable, pero no continuo .

Y si admitiéramos que sobre una recta no hay mas puntos que
los correspondientes a una red de Mobius, en un haz perspectivo
con ella no habria mas rayos que los correspondientes a esos pun-
tos, es decjr, los expresables también por los términos de un que-
brado; y definidos los puntos del plano, como intersecciones de
dos rayos, uno de cada uno, de dos tales haces, el plano no ten-
dria mas puntos que las intersecciones de cada dos rayos coorde
nados, que fueran expresables por niimeros racionales; y siguiendo
asi, el espacio no tendria mas puntos tampoco que las interseccio-
nes de cada tres planos, de los haces de planos que desde tres
aristas de una cara de tetraedro, proyectan las redes de Mobius
situada sobre sus aristas opuestas. Los punfos, segmentos, rec-
_tas, planos y espacio asi concebidos, darian origen a una clase
de Geometria, no continua, que podria llamarse racional, la cual
podria ser estudiada desde el punto de vista méfrico como desde
el punto de vista proyectivo; pero no seria toda la Geometria.

Para que nuestros conceptos de punto, recfa, plano y espacio
respondan a todas las exigencias ulteriores, hay necesidad de pos-

V' Véase nuestro Tratado de las Formas Geométricas de primera ca-
tegoria, nimeros 132 y 133. En donde, aunque los niimeros asignados a los
términos de la escala o red arménica, se trata de justificarlos por proyeccion
sobre una escala de partes iguales propiamente dicha, pueden, sin embargo,

ser introducidos simplemente como indicadores de resultados de la operacion
de contar.
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tular la confinnidad de la recta, que es la base de la continuidad
en el plano y de la continuidad en el espacio £; y en los espacios
de orden superior. He aqui cémo suele enunciarse el postulado so-
bre la confinuidad, lamado de Cantor. Si sobre un segmento rec-
tilineo OM hay dos series ilimitadas de segmentos OA, 04, OA,...
de una parte, OB, OB, 0B,... de otra, tales que los segmentos de
la primera serie crezcan, mientras que los de la segunda decrezcan
indefinidamente, en forma que los segmentos A,B,, A.B,, A;B;...
decrezcan constantemente y puedan llegar a ser mds pequefios
‘que todo segmento arbitrariamente fijado de antemano (por peque-
fio que sea) a partir de un cierto indice n (dependiente del pequefio
segmento fijado), existe sobre el segmento OM un punto X, y solo
uno, tal, que OX es mdas grande que todos los segmentos de la
primera serie y mads pequefio que todos los de la segunda '. Con
el postulado de Arquimedes se puede hallar la razén de cual-
quier segmento m al segmento unidad #, cuando esa razon es un
ndamero racional, y comprenderla entre dos niimeros fraccionarios
tan poco diferentes como se quiera, cuando aquélla no es expresa-
ble en ntimeros racionales, esto es, expresarla por un mimero irra-
cional. Y con el postulado de Cantor se puede reciprocamente
hallar sobre la recta OM, el punto X que corresponde a un niime-
ro irracional dado. El conjunto, pues, de estos dos postulados, en
todo tiempo mejor o peor expresados, proporciona los recursos
para la representacion carfesiana de los puntos de la recta y con-
siguientemente para la representacion cartesiana de los puntos del
plano y de los del espacio.

Sin embargo, no teniendo caracter proyectivo los postulados
de congruencia, base de la operacién de medir, no lo tiene esta
operacion, y por eso no contiene la Geometria Proyectiva la no-
cion de medida ni las que de ella dependen. Pero esto no quiere
decir que no puedan figurar fos nimeros en ia Geometria Proyec-
tiva, puesto que también vienen los niimeros de la operacion de

t El papel del postulado de Cantor ha sido también desempefiado por un
postulado Hamado de integralidad, que dice que el espacio es una variedad de
puntos que no puede ser aumentada por adicién de otros puntos, en forma que
la variedad aumentada satisfaga todavia al sistema de postulados, base de la
Geometria.
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contar, y ésta tiene caracter proyectivo, como hemos visto que se
dan en la red de M&bius.

Mas no siendo continua esta red, ni valiendo proyectivamente
el postulado de Cantor, han enunciado otros, Weierstrass y De-
dekind, equivalentes ambos en el fondo, y sélo diferentes en la
forma, de los cuales dice el primero: Que si un segmento OM con-
tiene una serie ilimitada de puntos sucesivos 4; A, A4,..., existe
un punto limite B, en cuyo enforno (o segmento tan pequefio
como se quiera, continente de B) se encuentra uno al menos de los
puntos de aquella serie; y el segundo que: Si un segmento OM es
dividido por dos clases de puntos, a cuya primera clase pertenez-
ca Oy ala segunda M, si todo punto de OM pertenece a una de
las dos clases, y si un punto de la primera clase se encuentra en
el interior de todo segmento limitado por O y un punto de la se-
gunda clase, existe un punto X tal, que todos los puntos de OX
pertenecen a la primera y los de XM a la segunda clase, y se de-
muestra que X es tinico, pudiendo coincidir con O o con M.

Las dos clases de puntos en que la hipétesis de Dedekind di-
vide al segmento pueden ser tales, que la primera tenga un tltimo
punto y la segunda un primero distinto, en cuyo caso se dice que
hay un salfo; o que la primera tenga un ultimo punto y la segunda
no tenga primero, o al revés: la primera no tenga dltimo y la se-
gunda si tenga primero; o bien, finalmente, que ni la primera
tenga dltimo punto, ni la segunda primero, en cuyo caso se dice
que hay en el segmento un vacio. El concepto de continuidad de
Dedekind tiene por fin excluir los saltos y los vacios.

Ahora bien, si se tienen en cuenta las correspondencias s6lo
biunivocas de Cantor entre puntos de variedades de diferente na-
mero de dimensiones; la imposibilidad de establecer dichas corres-
pondencias, a la vez, biunivocas y continuas; la existencia de
curvas que llenan un érea, etc., se comprendera que la teoria ma-
tematica del continuo es, por si sola, lo bastante trascendente
para constituir un tema vastisimo, no comprendido en el objeto y
plan de este discurso; tema que hemos rozado aqui, no sélo para
completar la idea del conjunto de puntos sucesivos y continuos

que hemos llamado segmento, base del de recta, plano y espacio,
5
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sino porque también en ese concepto se apoya el mas general y
exacto de curva sin puntos multiples, cual es el de Jordan: con-
junto de puntos en posible correspondencia, biunivoca y continua,
con los de un segmento, la cual sera cerrada o abierfa, segiin
que haya o no un solo punto de la misma al que correspondan los
extremos del segmento; y todavia, y muy principalmente,: porque
para introducir en los espacios abstractos, que no tienen puntos
propiamente dichos por elementos, el concepto de linea o variedad
continua de una dimension, o espacio elemental £,, hace falta
elegir de antemano un tipo determinado de linea suticientemente
sencillo, al cual, por correspondencias biunivocas y continuas, se
refieran en su definicién aquellas variedades; y ningtn tipo tan
senciilo de linea para ese fin como el de la linea recta del espacio
euclideo. Esta dltima es la idea de Riemann cuando aconseja equi-
parar la variacién continua del elemento generador de una varie-
dad elemental, con la nocién de la duracién o tiempo de su gene-
racion. '

~ Por eso nos permitimos insistir un poco mas en este punto,
trayendo a cuento el enunciado que en sus Fundamenfos de
la Geometria Proyectiva saperior, antes citada, pone el sefior
Rey Pastor, que dice: Que si se dan los infinitos segmentos
A4, AA,, A4, ... tales que cada uno contenga al anterior y todos
ellos estén contenidos en AB, hay un segmento AL interior a AB
o coincidente con él, que Tos comprende a todos sin que haya nin-
gin otro segmento AL’ interior a AL, que cumpla igual condi-
cién; forma de postulado de la continuidad con la que se prueba
que la red armonica 4 A, A, A; ... C tiene a su punto C como
punto limite de los segmentos A4, A4, AA; ..., que es una forma
proyectiva del postulado de Arquimedes; y con la que se demues-
tra que en los segmentos 4,8, 4,8, A;B; del postulado de Can-
tor hay un punto X dnico situado en todos ellos, lo cual es tam-
bién una forma proyectiva de ese postulado. En efecto, la sucesién
0A, 0A4, OA, ... contenida en OB, tiene un punto limite X situa-
do en OB, cualquiera que sea n, o lo que es lo mismo, B,
esta en XM, y, segiun el mismo nuevo postulado, la sucesion
MB, MB, MB, ... tiene un punto limite X’ coincidente con X;



pues si estuviera en el interior del segmento MX, el segmento XX’
seria interior a todos los segmentos A, B, lo cual excluye el enun-
ciado mismo de Cantor: y con esto y otras notables propiedades a
que semejante enunciado da base, se llega a sentar que la recia
continua no es un conjunto numerable; y, como lo es la red de
Mibius, que la recta tiene puntos exteriores a dicha red, y estos
puntos exteriores forman un conjunto infinito no numerable, por-
que de serlo lo seria la recta, suma de éste y el anterior, y, por
titimo, que en todo segmento hay infinitos puntos de la red de Mo-
bius e infinitos de la red binaria ..

Es admirable como la inteligencia humana acondicionada para
lo finito y relativo, en su lucha con lo absoluto e infinito, va poco
a poco desbrozando el camino que a tan capitales ideas conduce,
y como, aun convencida de que no serdn nunca totalmente cogidas
en su conciencia, como no lo es el infinitamente pequefio actual,
ni su inseparable el infinito actual, ambos integrantes del continuo,
va creando ideas, como las de conjunfo proyectivo, coordina-
cion de conjuntos infinifos, potencia de los mismos, entorno de
un punto, puntos de condensacion, saltos, cortaduras, etc., con
las cuales, al par que evidencia los peligros de una aceptacién
intuitiva de aquellas ideas, ensefia de qué modo pueden, por su-
cesivas aproximaciones, ser manejadas por el hombre, sin menos-
cabo del rigor l6gico de sus deducciones. No otra idea persiguen
los diversos postulados de la continuidad.

La equiparacion, por otro lado, del continuo de una variedad
geométrica elemental con el continuo analitico de una variable
real X, si bien permite introducir un conjunto innumerable de pun-
tos en dicha variedad, independientemente del concepto de con-
gruencia, no nos ensefta nada respecto a la construccién interna
de ese conjunto. Por eso, para algunos geometras, es mds general
el concepto de la continuidad de una variedad geométrica elemen-
tal £, que el del continuo analitico de una variable real.

No obstante, hasta hoy, este dltimo modo de ver la continuidad
de la recta, equiparable al continuo de una variable real X, es el

' Rey Pastor: Fundamenitos de la Geomeltria proyectiva superior, ni-
meros 94 a 99.
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mas inteligible y seguro para cuantas aplicaciones puedan hacerse
de esta ciencia. Y si se apura mucho, ya que muchos valores de
la variable real X no tienen una construccién geométrica ni arit-
mética exacta, y solo son manejables en el dominio de lo fisico
por segmentos o niumeros racionales aproximados, aun podria uti-
lizarse para el continuo una variable racional, con tal de que se
aplique solo al espacio fisico y a condicién de que para puntos no
incluidos en la red de Mgbius quede sentado que su representa-
cion es solo aproximada, conocido el grado de aproximacion y
abierto el camino para nuevas aproximaciones.

Después de sentar Pasch la teoria de las redes de puntos, de
designar por X = ABEP el indice de P en la red ABE, y de ad-
vertir cémo X pasa por todos los valores racionales incluso infini-
to, y c6mo determina completamente el elemento £ de la red, pasa
a su determinacion por dos niimeros, y por una razén doble de
cuatro mimeros; esto es, introduce las coordenadas ordinarias, las
homogéneas y las proyectivas de los elementos de la red, respec-
to de tres puntos fundamentales de ésta. Después de lo cual ya no
tiene dificultad la introduccién de las coordenadas, puntuales y
tangenciales, de las redes de segunda y de tercera categoria.

Las dificultades empiezan desde que se trata de considerar un
punto P no comprendido en la red. Para este caso sienta el prin-
cipio de que es siempre posible sefialar un segmento MN dentro
del cual no puedan distinguirse puntos separados, y tal que
ocurra lo mismo para fodos los segmentos congruentes o me-
nores que él. Construye a derecha e izquierda de £ puntos propios
de la red dada ABE; entre éstos y Potros B’ y £ y uno A’ fue-
ra de B'E’; de este modo los indices de los puntos préximos
a Penlared A" B’ E, son fraccionarios; y tomando a derecha e
izquierda de P segmentos de los de puntos no discernibles, y en
cada uno de éstos un punto de la red A" B" £’, reducidos los indi-

"ces de estos dos tltimos puntos H' y K” a coman denominador v,
el punto correspondiente a todo quebrado de la serie

1 2 L

y-o1' v y-+1
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que esté comprendido entre las fracciones representativas de los
H'y K, no puede diferir sensiblemente de P, porque si difiriera
se podrian hacer nuevas intercalaciones entre 4’ y P, por un lado,
y entre Py K’ por otro. Por la relacién analitica que liga a la coor-
denada de Penlared A" B £',ylasde A" B’y E' en lared ABE
se deduce facilmente la coordenada de Pen esta dltima red, y lue-
go se generaliza esto facilmente a la determinacion de puntos del
plano y del espacio.

Ahora bien, si los puntos de un conjunto de puntos dados no
se confunden con los de la red espacial, esto es, si la figura co-
rrespondiente a las coordenadas halladas no coincide exactamente
con la dada, la investigacién analitica relativa a la primera se po-
dra, no obstante, comprobar en la segunda, aunque sélo sea apro-
ximadamente. Y esto es bastante para que en todas las investi-
gaciones analiticas pueda decirse con todo rigor que el punto
matemdtico es el sistema de cuafro niimeros reales, no nulos a la
vez, de un sistema fundamental de coordenadas homogéneas, o
los productos de esos cuatro niimeros por otro cualquiera finito y
diferente de cero.

El plano matemdtico, el conjunto de los puntos matematicos
que satisfacen a la vez a una ecuacion lineal

u,r, 4 Uy, - Uy, + a2, =0

siendo u,, u,, u,, u,, las coordenadas homogéneas de este plano.

Y, por altimo, la recta matemdtica, el conjunto de puntos ma-
temdticos que satisfacen a la vez a dos ecuaciones lineales, siendo
puntos de un segmento de extremos (4, .1y, Xy, X)€" (Vy, Vs Vs, Vi),
los niimeros de la forma

(&, +rp), (o= 2py), (o4 rpy), (o +2p),

en que A es un ndmero arbitrario positivo, incluso 0 e %o, que
corresponden a los extremos del segmento. Estos conceptos de
punto, segmento, recta, plano y espacio, aunque sacados de los
entes geométricos correspondientes, son puramente analiticos y
responden perfectamente a todos los postulados admitidos, incluso
al de continuidad, a pesar de no haber podido imaginar ésta en el
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espacio real mas que aproximadamente; es decir, que el niimero,
que ha sido tenido siempre como ente esencialmente discontinuo,
viene a ser el instrumento fundamental para instituir el continuo
geométrico; probando esto, una vez mas, la escasa diferenciacion
entre los nimeros y el espacio, y la gran verdad de aquellas pala-
bras de Hilbert de que el Algebra no es otra cosa que una Geome-
tria escrita, ni la Geometria otra que un Algebra dibujada.



Aunque en el orden l6gico los ele-
mentos en el infinito deben venir tras
de los ideales, en el orden histérico son anteriores.

En la Geometria llamada parabdlica, que tiene por fundamento
el postulado de Euclides que dice que por un punto fuera de una
recta no se le puede frazar mds que una paralela, nacieron ob-
servando que dos rectas de un plano son entonces secantes o pa-
ralelas; y que si cuando son secantes tienen un plano y un punto
comiin, cuando paralelas tienen un plano y una direccion comiin.

Y como estas dos dltimas circunstancias juegan en la Geome-
tria euclidea el mismo papel que un punto propio, se le llamo
punto en el infinito. Todas las rectas, cada una de las cuales esta
en un plano con todas las demds, sin estar todas en un plano, o
pasan por un punto o son paralelas; en el primer caso forman una
radiacion de vérfice propio y en el segundo de vértice en el infi-
nito. Y este concepto de punto en el infinito, en la hipdtesis eucli-
dea, es el mismo punto ideal, con la sola circunstancia de ser aqui
unico en cada recta. Un haz de rayos con el vértice en el infinito
es el conjunto de todas las rectas de un plano paralelas a una
dada. -

El conjunto de todas las direcciones contenidas en un plano es
comiin con el de las direcciones contenidas en cualquier otro plano
paralelo, direcciones que son las de cada uno de los rayos de un haz
de vértice propio, contenido en uno cualquierade esos planos. Como
las referidas direcciones son sucesivas y continuas en el haz, los
puntos del infinito por ellas representados constituyen una linea

Elementos en el infinito.
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plana que, no teniendo mds que un punto comiin con cada recta del
plano, es de primer orden y se la llama recta del infinito de dicho
plano y de todos sus paralelos.

El conjunto de todas las direcciones posibles en un espacio
euclideo, representadas por los rayos de una radiacion de vértice
propio, queda determinado por una recta y un punto no situado en
ella, ambos en el infinito; del mismo modo que la radiacién queda
determinada por un plano (el representante de la recta del infinito),
y un rayo no situado en él, que es el representante del punto del
infinito; y, distribuyéndose la totalidad de puntos del infinito en los
de las rectas del infinito que se apoyan en ambas elementos deter-
minantes, tiene dicho conjunto la misma generacion de un plano, y
se le llama plano del infinito.

Que por un punto pasa una sola recta paralela a otra, un solo
plano paralelo a dos no paralelas, o paralelo a otro plano; y que
por dos puntos o por una recta pasa un solo plano paralelo a una
recta, son cinco proposicienes contenidas en las que dicen que dos
puntos determinan una recta y tres un plano, con sélo admitir que
los elementos puedan ser propios o del infinito.

El empleo de éstos en Geometria no introduce nada arbitrario,
cuando los teoremas en que intervienen se demuestran aparte o
apoydandolos en otros que ya contuvieran dichos elementos, que-
dando todo reducido al paso facil del lenguaje figurado con que se
les expresa al lenguaje corriente, y viceversa; y, en cambio, pro-
porcionan grandes recursos de sintesis y de analisis y aun de in-
vestigacion, sin contar la sencillez y simplificacién que llevan a
cuantas demostraciones ellos afectan.

No puede dejarse de insistir en estas cosas tan vulgares,
porque aun hay entre nosotros quien escribe que «si tuviera una
recta paralela a las generatrices de un cilindro un punto al infinito
con cada una de ellas, deberian esos puntos formar el perimetro
de una curva; y no se oponga, aiiade, el otro absurdo de que to-
das las generatrices de un cilindro tienen commin un solo punto al
infinito, etc.»>, lo cual prueba cuén dificil es que, a pesar de su
sencillez, o quiza por elia, tan capitales ideas se abran rectamente
paso en todas las inteligencias, y cuanto hay que insistir, multipli-
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cando los ejemplos, para arrancar hasta los dltimos vestlglos de
seme)antes aberraciones.

La segunda hipétesis que acerca de las paralelas puede hacerse
y que origina la Geometria llamada hiperbolica, es la contenida en
el postulado de Lobatschewski ! que -admite gue por un punto
fuera de una recta se le pueden trazar dos paralelas. En este
caso las dos paralelas forman dos angulos completos adyacentes,
tales que todos los rayos contenidos en uno de ellos cortan a la
recta dada, los del otro dngulo no la cortan, y las paralelas son
los elementos por donde se pasa de una de esas dos regiones del
haz ala otra.

Dos rectas de un plano pueden, pues, ser secantes, paralelas y
neutrales. Las secantes determinan en la recta dada puntos pro-
pios; las paralelas y neutrales, puntos en el infinito, y éstos tienen
ahora el mismo significado que los puntos ideales. Toda recta pro-
pia tiene un segmento de puntos propios y otro de puntos en el
infinito.

Las rectas conservan el cardcter de paralelismo en todos sus
puntos; son reciprocamente paralelas, y dos paralelas a una ter-
cera son paralelas entre si, como en la Geometria euclidea.

Pero la suma de los dngulos de un tridngulo rectilineo no puede
exceder de dos rectos, y si en uno de ellos valiera dos rectos, ocu-
rrirfa lo mismo en cualquier otro tridngulo, segiin vimos antes.
Como los tridngulos is6sceles con un vértice basico comiin fuera
de una recta y lados opuestos a ese vértice a continuacion unos de
otros sobre esa recta tienen sus dngulos basicos decrecientes por
mitades, se puede trazar por un punto una recta que forme con
otra un angulo tan pequefio como se quiera; y si dos perpendicu-
lares a una recta fueran paralelas, la suma de los angulos de un
triangulo rectilineo seria igual a dos rectos, puesto que se le podria
hacer diferir de ese valor en menos de lo que se quisiera. Llaman-

_do angulo de paralelismo al formado por la paralela y la perpen-

! Los alemanes ilaman a esta Geometria de Gauss, porque éste en sus
cartas a Schumacher ha dicho que desde 1792 viene obteniendo resultados en
el mismo sentido que los de Lobatschewski; pero tales trabajos no se han
publicado.



— 74 —

dicular o distancia a una recta desde un punto, cuanto mas éste se
separe de la recta mds pequefio es, y tiende a un recto cuando la
distancia tiende a cero. La distancia entre dos paralelas decrece a
medida que éstas se prolongan en el sentido del paralelismo. Las
perpendiculares en los puntos medios de los lados de un triangulo
0 no se encuentran o concurren en un punto, etc., etc. _

Todas estas verdades, y las que suelen seguirles relativas a la
linea limite de un plano u Aoriciclo a la superficie limite u hories-
fera y las que sientan las férmulas trigonométricas relativas a esta
Geometria, tal como las concibié Lobatschewski, no ofrecen difi-
cultad al que pueda prescindir de los habitos de la Geometria eu-
clidea y de la intuicién del espacio ordinario *.

Un recurso que facilita la intuicion de esta Geometria consiste
en introducir en el espacio ordinario ciertas lineas y superficies
que, por satisfacer a los postulados admitidos de la recta, del
plano y del espacio, puedan ser miradas como tales, y con las que
se llegue a la realizacion fisica, aunque sea con demostraciones
euclideas, del nuevo postulado y de sus consecuencias.

Aparte de la ayuda que a la deduccion l6gica presta la repre-
sentacién interna de hechos analogos a los que son objeto del co-
nocimiento, tiene este recurso la ventaja de sentar la independen-
cia del nuevo postulado y de poner término a las discusiones sobre
su posibilidad; pero no debe de perderse de vista que tales medios
no demuestran nada en los nuevos dominios: sélo ayudan a su
comprension.

Una imagen, pues, de espacio lobatschewskiana es la ya citada

! Dichas férmulas trigonométricas vienen en funcién de los angulos de

paralelismo relativos a distancias dadas por los lados del tridngulo, que - se
indican: I1(a), I (), ll(c), y son:

sen A tg [1(@) = sen B tg 11(b);
(cos A+ cos B cos C) sen[1(a) =sen B senC;
(cot A sen C sen I1(b) -+ cos C) cos IT(a) = cos [1();
cos A cos I1(8) cos Il(c) sen Il (a) + sen [1(#) sen I1(c) = sen I1(a),
las cuales se convierten en las de la Trigonometria ordinaria con s6lo suponer

el tridngulo infinitamente pequefio, (Véase Etudes Géométriques sur la Téo-
rie des Paraleles, par Lobatschewski. Traduit par Hoilel, 1895, pag. 33.)



del conjunto de todos los puntos situados a un solo lado de un
plano euclideo, llamado fundamental, en el cual se considere como
segmento entre dos puntos el arco comprendido entre ellos de la
semicircunferencia que pasa por dichos puntos y es perpendicular
al plano fundamental, o el segmento rectilineo ordinario que de-
terminan, si éste fuera perpendicular a dicho plano.

Uno cualquiera de los arcos o segmentos asi formados puede
evidentemente ser prolongado por sus dos extremos, constituyén-
dose con ambas prolongaciones y el segmento la imagen de la recta
lobatschewskiana. Fuera de una de estas rectas existen puntos, y
tres de éstos determinan un tridngulo. Los puntos de todas las
rectas (semicircunferencias) que unen los vértices de un ftal trian-
gulo a puntos de sus lados opuestos. constituyen un plano; y a poco
que se haya prestado atencién habrase podido comprender que
tales planos no son, euclideamente, sino semisuperficies esféricas
perpendiculares al plano fundamental. Sean, en efecto, ABC los
tres puntos dados. Ellos y el simétrico A’ del A respecto del plano
fundamental determina una superficie esférica entera que contiene
los arcos A’ABy A'AC,.y como en estos arcos estaran los pun-
tos simétricos de B y de C, también contendra el circulo me-
nor BCB'C’. La semisuperficie esférica utilizable contendra los
demas arcos determinados por un vértice y puntos de su fado
opuesto, por contener los simétricos de esos puntos la superficie
esférica entera. En el caso de estar los tres puntos ABC en un
plano euclideo perpendicular al fundamental, é1 mismo hace de
plano lobatschewskiano.

Fuera de uno de estos planos existen puntos; cuatro de éstos,
ABCD, no situados en un plano, forman un teiraedro, y éste de-
termina la imagen del espacio lobatschewskiano.

Supongamos ahora un plano euclideo « perpendicular al funda-
mental y desde un extremo del didmetro perpendicular a « del he-
misferio que contiene un triangulo 4 BC, hagamos sobre « la pro-
yeccion estereografica de dicho triangulo yde su simétrico A'B'C’.
Se habran obtenido dos tridngulos A, B,C, y A", B’, C', simétricos
respecto de la traza del plano fundamental en el de proyeccion,
como eje de simetria, formados con arcos de circulos perpendicu-
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lares a dicho eje. Si tomamos ahora la figura inversa del trigngulo
A B, C, respecto de A’;, como centro de inversion, el nuevo tridn-
gulo A,B,C, tendra dos lados rectilineos A,B,y 4,C, y el ter-
cero B, C, curvo con la convexidad hacia el interior del triangulo;
con lo que queda dicho que la suma de sus angulos es menor que
dos rectos, y como los dngulos de A,B,C,, A,B,C, y ABC son
respectivamente iguales, la suma de los dngulos del A B C es me-
nor que dos rectos.

Si un lado AB del tridngulo A BC fuera recta euclidea perpen-
dicular al plano fundamental, los otros dos lados serian arcos cir-
culares situados con AR en un mismo piano euclideo perpendicu-
lar al findamental, y se podria hacer la inversién de dicho trian-
gulo tomando como centro de. inversién el punto simétrico del A
respecto del plano fundamental, lo cual nos conduciria inmediata-
mente al mismo resultado.

Por un punto V exterior a una de esas semicircunferencias-rec-
tas se le pueden trazar dos andlogas tangentes (imagenes de dos
paralelas) cuyos contactos con aquélla estaran en el plano funda-
mental. Del haz de semicircunferencias que pasan por V, las
comprendidas en el dngulo de las tangentes continente de la recta
dada cortan a ésta; las del adyacente no la cortan. Si la recta dada
fuera una perpendicular al plano fundamental, sus paralelas por
un punto V serian la paralela euclidea, y el semicirculo tangente a
dicha recta en el punto en que atraviesa al plano fundamental. La
constancia del paralelismo en los puntos de un arco, su reciproci-
dad y la propiedad de ser paralelas entre si dos paralelas a una
tercera, son inherentes a la condicién de tangencia que representa
aqui al paralelismo. ,

También decrece la distancia entre dos arcos tangentes (para-
lelas) a medida que se prolongan; el angulo de paralelismo se ve
aqui inmediatamente que es funcién de la distancia, decreciendo
con ella y teniendo por limite un recto cuando la distancia se anu-
la, etc., etc.

Ahora bien, si en el espacio en que esta confinada la Tierra
con su atmdsfera, y tomando por plano fundamental uno en el Sol
perpendicular a la recta Tierra-Sol, supuesta inmévil, se constru-



yera una geometria concebida como se acaba de exponer, ¢habria
diferencia apreciable por la observacion entre esa (Geometria y
la vulgar o euclidea?

La contestacion que /n menfe habéis dado ya a esta pregunta
expresa mejor que nada el caracter de los postulados acerca de las
paralelas. :

La tercera y dltima hipotesis acerca de esta cuestién es el pos-
tulado de Riemann, por el que se admite que por un punto fuera
de una recta no se le puede trazar ninguna paralela. Las rectas
de un plano en esta hipdtesis no pueden ser mas que secantes. La
Geometria basada en esta hipétesis se denomina eliptica.

Aunque Lambert consideré como modelo de Geometria plana
de Riemann la de la superficie esférica, en que’los circulos ma-
ximos hacen de rectas y en la que se cumple que por un punto
fuera de uno de ellos no se puede trazar otro que no lo corte; que
la suma de los angulos de un tridngulo excede de dos rectos, etc.,
hay el inconveniente de que dos puntos no determinarian siempre
una recta, y F. Klein ha demostrado que cuando se toma una su-
perficie dada para referir a ella las construcciones que conciernen
a la Geometria plana no euclidea, no es mas que lo relativo a una
limitada regién del plano, lo que se puede parangonar con una
region limitada de dicha superficie; no siendo legitimo aplicar al
plano todo lo que se pueda decir de la superficie completa.

Esta Geometria se puede reflejar enteramente en la ordinaria
de las radiaciones de rayos en que los puntos, rectas y distancias
del plano eliptico vengan representadas por rayos, haces y angu-
los rectilineos de la radiacion, viéndose asi la perfecta compatibi-
lidad de la hipétesis de Riemann con los postulados admitidos de
la recta y de la congruencia en el plano. No bastan, sin embargo,
las interpretaciones planas no euclideas para la perfecta indepen-
dencia del postulado de Euclides respecto de los postulados con-
cernientes al espacio, pues cabria que en éste pudiera aquél ser
demostrado. Por eso se ha echado mano de la teoria de las varie-
dades tridimensionales de curvatura constante y de las determina-
ciones métricas de Cayley sobre cuddricas, interpretadas no eu-
clideamente por Klein.
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Para poder nosotros -exponer algo de estas determinaciones
métricas, como complemento de los conceptos de punto, recta,
plano y espacio que venimos considerando, necesitamos decir,
aunque sea brevemente, algo acerca de los polos, polares y pla-
nos polares absolutos y de las involuciones y polaridades ab-
solutas, que son entes en el infinito o ligados a estos, caracteris-
ticos de cada una de las tres geometrias.

Dos series congruentes! distintas situadas en una recta pro-
pia, son acordes o discordes, denominadas también directas e in
versas. En este segundo caso tienen un solo punfo propio de
coincidencia y constituyen la involucién Hamada siméfrica. Esta
involucién tiene siempre otro punto doble ideal, que suele deno-
minarse asociado del primero, por ser su conjugado arménico res-
pecto de cualquier par de puntos simétricos.

Si las series son acordes, no son involutivas, sino simplemente
proyectivas, en la proyectividad especial que define la congruen-
cia, y no tienen punto propio de coincidencia. Pero su involucién
unida, la que define cada punto con el conjugado arménico qQue le
corresponde respecto de sus dos homdlogos de [a congruencia,
esto es, la involucién definida por cada punto y su asociado, que,
como veremos luego, tiene los mismos puntos dobles que la pro-
yectividad, puede ser parabélica o ro. En el primer caso, que es
el de la Geometria euclidea, todos los puntos de la recta tienen
un solo asociado que se llama el punto absoluto o del infinito de
dicha recta; en el segundo, correspondiente a las otras dos geo-
metrias, la propia involucién, unida a la congruencia, se dice la
involucién absolula de la recta que le sirve de base. Al pasar de
una figura a otra congruente con ella, coinciden los elementos aso-
ciados de cada dos rectas homdélogas y, por tanto, los absolutos.

Dos haces de rayos congruentes distintos situados en un plano
y con el vértice comiin, pueden ser acordes o discordes, esto es,
directos o inversos; en este ultimo caso constituyen una involu-

' La congruencia se entiende aqui, y en todo lo que sigue, congruen-
cia en sentido proyectivo; es decir, en la proyectividad que define un movi-
miento con un punto o involucién invariante; dos segmentos o dngulos con-
gruentes serdn dos segmentos o dngulos de elementos correspondientes.
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cién simétrica, que tiene dos rayos propios de coincidencia que se
dicen perpendiculares entre si: uno, cuyos puntos son todos de
coincidencia, y otro que contiene dos series congruentes inversas.
Esta congruencia equivale a un giro del plano alrededor del pri-
mer rayo doble, segtin el cual cada semirrayo del haz y cada punto
del plano coincide con su simétrico.

Por un giro alrededor del segundo rayo doble, cada semirrayo
coincide con el suplementario de su simétrico, y cada punto con
el conjugado de su simétrico en la involucion inversa que el vér-
tice del haz determina en el rayo simétrico. Las dos operaciones
sucesivas llevan cada semirrayo sobre su opuesto y cada punto
sobre su simétrico respecto del vértice, lo que equivale a un giro
airededor de éste como centro.

Si los haces son acordes, son sélo proyectivos por la congruen-
cia; pero su involucién unida es siempre una involucion rectan-
gular que carece por lo mismo de rayos de coincidencia propios
y se llama involucion absolufa del haz de rayos. Cuando cada
dos rayos correspondientes de la congruencia son perpendicula-
res, ésta se confunde con la involucién absoluta. La congruencia
directa equivale a un giro del plano alrededor del vértice.

En los haces de planos de primer orden pueden hacerse consi-
deraciones analogas para los pares definidos por cada uno y su
conjugado arménico, respecto a los que les corresponden como
anterior y como posterior en un giro efectuado en el haz; y definir
su involucion absoluta el conjunto de todos sus pares de planos
perpendiculares 1. \

Cuando dos figuras congruentes de un plano propio tienen dos
puntos propios de coincidencia, todos los puntos de la recta r que
los une son de coincidencia; y cada dos puntos homélogos pueden
permutarse entre si, y, por consiguiente, la relacion entre las dos
figuras es involutiva y tienen ademas otro tinico punto de coinci-
dencia exterior a r, que es el punto ideal #, asociado al de inter-

t Estas relaciones de perpendicularidad coinciden con las que se definen
més adelante; y no hay inconveniente en que se tomen en un primer momento
en el concepto vulgar, con tal que se piense en seguida en la otra posible in-
terpretacién esencialmente proyectiva.
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seccién con dicha recta de toda otra que una dos puntos homélo-
gos; esto es, asociado a todos los puntos del eje 7. Ese punto se
llama polo absoluto de la recta r; y todas las que pasan por €l, en
el plano, contienen series congruentes, en las que /' y su inter-
seccién con el eje son puntos de coincidencia. La recta r y toda
otra que pase por su polo absoluto tienen entre si una dependen-
cia reciproca tal, que cada una de ellas pasa por el polo absoluto
de la otra y son perpendiculares; pero esta relacion de perpendi-
cularidad es diferente en la Geometria euclidea y en las no eucli-
deas; en aquélia, el polo absoluto de una recta @ y de todas las de
un mismo plano con ella, que pasan por su punto del infinito, es
uno mismo; mientras que en éstas el polo absoluto de una recta a4
es solo asociado del en que la corte otra b que pase por-él; y las
perpendiculares a esta segunda recta b tendran, en general, polos
absolutos distintos, aunque situados en dicha recta b.

Todos los puntos de un plano propio asociados a uno dado O en
el mismo, estan en una recta, que se llama la polar absoluta de
O en dicho plano; la cual no pasa por O, es recta ideal y sus pun-
tos son polos absolutos de las rectas del plano que pasan por di-
cho punto O. Puesto que trazando por O dos rectas perpendicula-
resay a;, y dos b y ¢ simétricas respecto de @, como eje de si-
metria de puntos de coincidencia, esto supone una congruencia en
que & y ¢ se corresponden y sus puntos homélogos My M', Ny N’
también, y éstos estdn sobre rectas perpendiculares a a, cuyas in-
tersecciones con ésta tienen el mismo punto asociado que tiene
el O en ay, lo que quiere decir que las series OMNy OM N son
perspectivas, y la recta de correspondencia de los puntos asocia-
dos al O en b y ¢, que son también puntos homologos de esa pers-
pectividad, pasa por dicho polo. Anilogamente se prueba que esa
recta de correspondencia pasa por el polo absoluto de a. Los dos
polos de a y a, y los puntos asociados al O en & y ¢ estdn, pues,
en linea recta, y analogamente sucede a todos los otros puntos
asociados al O.

Si en las Geometrias no euclideas se toman en un plano cuatro
puntos propios ABCD, que de tres en tres no estén en linea recta,
y sus polares absolutas respectivas abcd, éstas no pasaran tam-
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poco por un punto, tomadas de tres en tres; y entre ambos grupos
de elementos definen una correlacion, en la que a las rectas 4B,
AC, AD, etc., corresponden sus polos absolutos ab, ac, ad, etcé-
tera. Tomemos un quinto punto £, y Hamamos £” al punto corres-
pondiente a la recta AE. La proyectividad de A(BCDE) con A (ab,
ac, ad, E'), siendo la involucion absoluta de vértice A, prueba
que E’ es polo absoluto de AE. En general, a cada punto propio
del plano corresponde su polar absoluta, y a cada recta propia su
polo absoluto; y dicha correlacidn es independiente de sus elemen-
tos definidores. Sean dos rectas (A-ab) y (B-ab) de la primera
figura; por pasar ambas por ab tienen sus puntos correspondien-
tes A’y B’ en AB de la segunda figura; y como a larecta A'B'=AB
de la primera figura le corresponde el mismo punto ab de la se-
gunda, y lo mismo puede decirse de los demas pares, la correla-
cion es involutiva, y constituye un sistema plano polar.

Este sistema se llama el sisfema polar absoluto del plano con-
siderado. Si nos colocdramos ahora en el punto de vista de la Geo-
metria euclidea, los puntos asociados a dos de los definidores 4y B
de la polaridad, sobre la recta 4B, coinciden en uno: el del infi-
nito, o punto absoluto de la recta AB; las polares a y b, teniendo
dos puntos comunes, a saber: éste y el @b coinciden, y en ellas
coinciden, por lo mismo, las otras polares. Tal recta, unica en su
clase, se llama recta absoluta del plano, y no es otra que la que
hemos llamado al principio su recta del infinto, la cual es aqui la
polar absoluta de todos los puntos del referido plano.

Ahora bien, las involuciones absolutas de los haces de rayos,
cuyos vértices son puntos de ese plano, son cortadas por la recta
del infinito del plano en unos mismos pares de una sola involucion.
Puesto, que, si a un par de rayos rectangular @ y @’ de vértice V,
se le trazan, desde otro punto V' del plano, rayos respectivamente
perpendiculares b y b’, sera & perpendicular a @’ y pasarana y b’
por el polo absoluto de @’ y reciprocamente.

La involucidn asi definida sobre 1a recta del infinito de un plano
se llama la fnvolucidn absoluta de dicho plano.

Y, aunque anticipando ideas por no volver mds sobre este asun-

to, como cada dos puntos conjugados de esa involucion absoluta
6
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estdn siempre separados por los otros pares, por estario los rayos
correspondientes de todo haz en involucion absoluta perspectivo
con ella, sus puntos dobles son imaginarios, y se les denomina
puntos ciclicos del plano'y de todos sus paralelos, asi como las
rectas imaginarias que los proyectan desde un punto cualquiera de
esos planos se les llama rectas isdfropas; también se suelen de-
signar los puntos ciclicos con los nombres de ambilicos, puntos
circunlares y puntos normales del plano. Lo de ciclicos les viene
porque la involucién de didmetros conjugados de todo circulo es
rectangular; su seccion por la recta del infinito (polar del centro),
una involucion de puntos conjugados respecto del circulo y de
todos los del mismo plano y de sus paralelos; lo que se expresa
diciendo que todos esos circulos pasan por ese mismo par de
puntos.

Puntos ciclicos, imaginarios, y por afiadidura en el infinito,
todos los circulos de un plano pasando por ellos, rectas isétropas,
es decir, imaginarias y perpendiculares a si mismas, etc., son tér-
minos y conceptos capaces de desilusionar el dnimo mejor dis-
puesto, no familiarizado con semejante tecnicismo. Y, sin embargo,
el que haya seguido la generalizacién vera que todo ello expresa
hechos tan sencillos como éstos: que por todos los puntos de un
plano y de sus paralelos se pueden trazar en ellos infinitos pares de
rectas perpendiculares entre si; que si una recta es perpendicular
aotra, ésta lo es a aquélla; que por cada par de rectas perpendicu-
lares entre si trazadas por un punto hay otro par analogo, por
otro punto, paralelas a las del primero; que jamas pueden coinci-
dir las dos rectas de ninguno de esos pares perpendiculares, y que
los puntos de uno de dos didmetros perpendiculares de un circuio
tienen sus polares respecto del mismo paralelas al otro.

Volviendo a considerar las geometrias no euclideas, se demues-
tran faciimente las disposiciones, determinaciones y relaciones ordi-
narias entre rectas y planos perpendiculares con las relaciones de
congruencia; y pasandolas al lenguaje convencional admitido, el
hecho de que todas las perpendiculares a un plano estén de dos
en dos a su vez en planos, indica que todas pasan por un punto
ideal, el cual se llama polo absoluto del plano, y es asociado a



todos los puntos propios del mismo, y polo absoluto de todas sus
rectas propias; si dos planos son perpendiculares, cada uno de
ellos contiene el polo absoluto del otro, y reciprocamente, lo cual
puede tomarse como definicion de perpendicularidad. Si una rec-
ta e describe un haz de rayos de vértice V, su plano perpendicular
en V, describe un haz de planos, cuya arista es perpendicular al
plano del primer haz, y correlativamente, y ambos haces son pro-
yectivos.

Cuatro rayos a, b, ¢, d, de una radiacién de vértice V, que de
tres en tres no estén en un plano y sus cuatro planos perpendicu-
lares « 3 v 8, determinan una correlacién. Sea ae un plano del haz
de planos (ae, ab, ac, ad)y e, b,, ¢,, d,, los cuatro rayos que
les corresponden en la correlacion; tres de los cuales, &,, ¢,, d,,
estan en el plano =«; si ¢; no lo estuviera y designaramos por ¢’ la
perpendicular al plano ae, que estara en «, serian proyectivos los
haces &,, ¢\, dy, e, ¥ by, ¢4, d,, €', por serlo ambos con el haz de
planos, el uno por la proyectividad que supone la correlacion, y
el otro por perpendicularidad; luego e; y ¢ son un mismo rayo.
Dicha correlacion es, pues, una polaridad e independiente de sus
elementos definidores. Tal sistema se llama sisfema polar radia-
do absoluto del punto V.

Las polares absolutas del punto propio Ven todos los planos
de su radiacién se cortan de dos en dos, puesto que tienen que
pasar por el punto asociado del V en la recta interseccion de cada
dos planos, y como no pasan todas por un punto, estan todas en
un plano. Este se llama plano polar absoluto del punto V, y con-
tiene, ademds de las polares absolutas de V| todos sus puntos
asociados en las rectas de la radiacion y todos los polos absolutos
de los planos de ésta.

Los polos absolutos de una recta @ en los planos que pasan
por ella, unidos a uno de sus puntos A, dan rectas perpendicula-
resala r.nisma, que estan en un piano =; luego aquellos polos es-
tan en este plano, son puntos asociados al A y forman la polar
absoluta de este punto en el plano =. Esta recta, polar de todos
los puntos de a en los planos perpendiculares a ésta que por ellos
pasan, se llama /la polar absoluta de a.
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Si se toman cinco puntos 4, B, C, D, E, propios, que de cua-
tro en cuatro no estén en un plano y sus planos polares absolutos
%, 8, ¥, &, ¢, estos planos, en las geometrias no euclideas, no pa-
san cada cuatro por un punto, porque si pasaran, ese punto seria
polo absoluto de los planos determinados por cada tres de los
cuatro puntos considerados, lo cual no puede ser; ambos conjun-
tos de elementos determinan, pues, una correlacion que, analoga-
mente a como se ha hecho para el sistema polar absoluto de un
plano, se prueba que es una polaridad, independiente de los ele-
mentos definidores. Tal es el llamado sisferna polar absoluto de
las geometrias no euclideas que, como se ha visto, no puede ser
nunca un sistema focal y contiene todas las polaridades absolutas
de categoria inferior.

En la Geometria euclidea, los planos « y 8 contienen la polar
absoluta de la recta AB, y como los puntos ABx (asociado del A)
y AB3 (asociado del B) en esta recta coinciden, también coinci-
dirdn los planos a2 y 3 y todos los demés analogos. Todos los pun-
tos propios del espacio tienen ahora un mismo plano polar abso-
luto, que es un plano ideal y se llama el plano absoluto del espa-
cio, que no es otro que el que llamamos al principio el plano del
infinito. Los sistemas polares radiados absolutos de todos los
puntos propios son cortados por €l plane absoluto en un mismo
sistema plano polar absoluto, puesto que si dos rayos, uno de cada
radiacién, son paralelos, sus planos polares radiados respectivos
también lo son y determinan el mismo polo y polar en el infinito.
Tal es el llamado sisfema plano polar absoluto del espacio
euclidiano.

Sistema plano polar absoluto que no puede tener puntos do-
bles reales, por lo mismo que la radiacién polar absoluta no tiene
ningtin rayo contenido en su plano polar y representa una conica
imaginaria, que es cortada por todos los planos reales en los pun-
tos ciclicos de estos planos. .

. En las tres geometrias, al pasar de una figura a otra congruen-
te, el sistema polar absoluto queda invariante, constituyendo algo
caracteristico de cada una de las tres concepciones del espacio,
que fija a cada punto, recta y plano propios sus elementos pola-
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res absolutos, con so6lo convenir en cudl de los tres puntos de vista
nos colocamos.

Si se tiene un triangulo A BC rectangulo en A, y se traza en
B la perpendicular / al cateto AB, tomando el punto medio M de
la hipotenusa, y el D situado en la prolongacion del segmento A M,
siendo A M congruente con MD, por un giro alrededor de M los
puntos asociados de éste no habran variado, y la recta BD coin-
cidira con la AC, probandose asi la igualdad de los angulos alterno-
internos que estas dos rectas forman con la hipotenusa. Pero se-
gin se trate de geometria parabdlica, hiperbolica o eliptica, la
recta BD quedara sobre la perpendicular /, entre ésta y la hipote-
nusa, o al otro lado de /, lo cual origina la igualdad, inferioridad
o superioridad respecto de dos rectos de la suma de los angulos
de un tridngulo.

En las geometrias no euclideas, las involuciones absolutas de-
finidas sobre cada una de sus rectas propias tienen todos los pa-
res de puntos conjugados o asociados, separados por cada uno de
los demas, o no separados por ningtn otro par. En el primer caso
se esta en la geometria de Riemann, y en el segundo en la lobats-
chewskiana.

Como a cada sistema polar corresponde una superficie de se-
gu:do orden real o imaginaria, cuyos elementos son polares de si
mismos, las relativas a cada uno de los modos de ser del sistema
polar absoluto pueden tomarse coma fundamentales para esta-
blecer una métrica general de base proyectiva a la manera de
Cayley. Si se toma por superficie fundamental una propiamente
dicha de segundo grado /maginaria, se obtiene la geometria
eliptica; si se elige una superficic de segundo grado real, no
reglada, tomando en consideracion de puntos propios los situa-
dos dentro de esta superficie, se esta en la geometria hiperbo-
lica, y se cae en la parabolica cuando se hace degenerar la
superficie fundamental de la métrica de Cayley en una seccion
conica imaginaria, como antes hemos indicado.
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El problema de la medida en las figuras de una dimension se
reduce a hallar la distancia entre dos puntos y el angulo de dos
rectas. Todos los demas, incluso determinacion de diedros, se va-
liian por medio de esos.

Si la serie de puntos y el haz de rayos son.formas duales y
muy andlogas en el plano desde el punto de vista proyectivo,
desde el punto de vista métrico, las distancias son funciones algé-
bricas de las coordenadas, se hallan sobre base infinita, determi-
nanse de una manera uniforme, y la subdivisién en partes iguales
es sencilla; mientras que los dngulos son funciones trascendentes,
estan sobre base finita, determinanse por maltiplos de un periodo,
y su subdivisién es muchas veces imposible.

A pesar de esto, ambas determinaciones tienen comiin: la po-
sibilidad de adicionar las diferencias de medida con la de ser nula
ésta entre un elemento y él mismo, y la de no alterarse por un
desplazamiento en el espacio. Ambas permiten construir por suce-
sivos desplazamientos las escalas respectivas y tomar la diferen-
cia de dos medidas por el mimero de divisiones de escala com-
prendidas entre ellas.

Pero estos sucesivos movimientos entran en la nocion de trans-
formacion lineal de una figura elemental en si misma, lo mismo cuan-
do son corrimientos en la serie que rotaciones en el haz. Las deter-
minaciones métricas de la serie y del haz quedan asi encerradas en
un solo concepto: el de fransformacion lineal, y éstas, en las figu-
ras de una dimension, segin hemos visto, son de dos clases: las que
dejan fijos dos elementos reales o imaginarios de la figura y las que
dejan fijo un solo elemento. En la Geometria euclidea las medicio-
nes en la serie corresponden a transformaciones de la segunda cla-
se, cuyo elemento fijo es el del infinito, y las del haz a las de la pri-
mera, cuyos elementos fijos son las rectas isétropas del haz. Para
que la identificacion de ambas clases de medidas sea perfecta, hay
que colocarse en el dominio de las geometrias no euclideas, en las
que las transformaciones lineales de las series dejan en ellas dos
puntos fijos en el infinito; reales en la hiperbdlica e imaginarios
en la eliptica. Esto es, pues, lo general; las mediciones en la Geo-
metria euclidea pueden venir luego como caso particular.
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Tomando esos dos elementos fundamentales en el infinito P
y  como base de un sistema de coordenadas homogéneas 4, x,, ¥
designando su razén por z, {a transformacion lineal que construye
la escala viene dada por la ecuacién z'= hz,. Su reiterada aplica-
cién produce:

z,, hz,, i’z Iz, bz, bz,,...

que es la serie de los elementos de dicha escala, cuyas distancias al
elemento A de abscisa z, son dadas por la serie de los niimeros en-
teros. Por transformaciones lineales analogas interpoladas entre las
que han dado esos elementos se obtienen las subdivisiones, en cu-
yas distancias a z, el exponente de # es fraccionario; y continuando
asi se puede admitir que

z=~h"2z,
{en que « es un ntimero racional o irracional) es la determinacién de
un elemento cualquiera z,'y, tomando logaritmos, el namero = que
la expresa, serd: « = log ; :log A; o bien a = £ log —;; forma,

1 1
como se ve, que adiciona diferencias de medida, anula la distancia
de un elemento asimismo, y deja inalterada la distancia entre dos
cuando se opera una transformacion lineal. Y como la razon z : z, es
evidentemente la doble (PQZA), puede decirse que:

La determinacion métrica de la distancia o dngulo entre dos
elementos de una figura de primera categoria es igual al pro-
ducto de una cierta constante por el logaritmo de la razon do-
ble de dichos dos elementos y los fundamentales.

Si los elementos Py Q no son base de coordenadas vendran
dados por una ecuacién de la forma: az,? 4- 2bz,z, + cz,2 =0, o
sea abreviadamente: Qzz = 0; y la raz6n doble de ellos y otros
dos .r, .1, e v, p, es, como se sabe:

0 + 120, 2.9,

--xq "’ \/‘"-‘ xy T Qx.rgyy

la cual da para la medida de ZA

-2ty -+ \7 == ry"“Q.er ,

o T To o
--u/ - \ == rr/ Q,r,rny

ZA=k .log



en la cual es

Qy=axy +b(ry,+ ny)+ cny,,

y la constante £ se toma imaginaria o real, segiin que se trate de
geometria eliptica o hiperbédlica. En el caso de geometria para-
bélica no tiene sentido esa definicion de la medida; pero puede
buscérsele tomando a & inversamente proporcional a Vb2—ac y
considerando aquélla como limite de la hiperbdlica, al tender a cero
el expresado radical; lo cual conduce a la métrica ordinaria de la
geometria euclidea. '

En las formas de segunda categoria se obtienen para la dis-
tancia entre dos puntos en funcion de €., y para el angulo de dos
rectas en funcion de ®,,, expresiones idénticas a las anteriores,
con la sola diferencia de que ahora 2,, =0y ®,, = 0 son las
ecuaciones de la cénica absoluta en coordenadas puntuales y tan-
genciales, respectivamente; y las funciones @,y ®,, son las que
se obtienen de sustituir en las anteriores x,® por . p;; 1,1, por
- (1yy, + 1y, ), etc., y andlogamente se procede para las formas
de tercera categoria. »

Lo que precede os habrd hecho recordar lo que ya sabiais: el
trascendentalisimo papel que juegan los elementos en el infinito,
tanto en la geometria proyectiva como en la métrica, abarcandose
con ellos el inmenso campo de las tres geometrias y proporcio-
nando recursos, imposible de tocar aqui, para apurar las varieda-
des de geometrias que se ofrecen en cada campo, como cuando
en la eliptica se trata de aquilatar si todas sus radiaciones de rec-
tas tienen vértice y cudntos son éstos, y estando la clave de la
clasificacion de muchas lineas y superficies en €l mimero y la natu-
raleza de sus elementos en el infinito.
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Los problemas geométricos de se-
gundo grado, como hallar las intersec-
ciones de una conica con una recta o con un plano y sus correla-
tivos, construir las conicas definidas por cuatro puntos y una
tangente o por cuatro tangentes y un punto, etc., tienen, en la
geometria plana, casi siempre como fundamento o apoyo una de
estas dos cuestiones.

Dadas sobre una recta real dos series proyectivas, o dados dos
haces de rayos proyectivos con el vértice propio comiin, hallar los
elementos coincidentes homélogos de la proyectividad.

Y concretdndonos ahora a las figuras de primera categoria, com-
préndese, sin esfuerzo, que una de éstas, ABC ..., puede tener
dos elementos fijos Py Q coincidentes con sus homdlogos en una
infinidad de proyectividades con otras figuras 4'B'C’ ..., puesto
que entre los tres pares de elementos definidores de la proyectivi-
dad pueden figurar como dobles constantemente los P v Q y va-
riar a voluntad los del tercer par, constituyendo lo que se llama
un haz de proyectividades.

Entre las figuras A'B C', ..., proyectivas con la ABC ..., en
esas condiciones, existe una, y sdlo una, que esta en involucién con
ella, que se denomina involucién unida a esas proyectividades, y
que da sin ambigiiedad con sus elementos dobles, los que respon-
den al problema.

Si esa involucién es hiperbdlica, es decir, si ninguno de sus
pares de conjugados esta separado por otro, dichos elementos son
reales. Pero si es eliptica, es decir, si todo par de conjugados se-

Elementos imaginarios.
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para a otro, el problema no tiene solucién real, y propone Staudt
que se tome entonces como solucién la propia involucién unida,
denominandola par de puntos o de rectas o de planos imagina-
rios conjugados, segin que se trate de series o de haces de ra-
yos o de planos.

La involucién unida esta constituida, como indicamos antes,
por los pares formados con cada elemento y con su conjugado
armonico respecto de los dos que en la proyectividad le corres-
ponden, cuando se considera aquél como perteneciente a la prime-
ra o a la segunda figura; y lo mismo puede servir para determinar
los elementos imaginarios que los reales cuando existen.

Y para ver (concretandonos a las sz2ries) que los asi definidos
estan en involucién y que ésta tiene los mismos puntos dobles que
la proyectividad, supongamos ésta trasladada a una conica y que al
punto A, considerado como de la primera serie, le corresponda el 4;;
y considerando como de la segunda, el 4,. La recta AA (tangente
en A), que une dos puntos no homdlogos de una y otra serie, y la
A, A, que une sus homdélogos, se cortan en un punto A, exferior,
del eje proyectivo. La otra tangente a la conica desde Nlatocaen
un punto A’, conjugado armonico del A respecto de 4, y A,. Y como
la cuerda A4’ (polar de ), debe pasar por el polo del eje proyec-
tivo, e igualmente todas las cuerdas andlogas a la 4A4’, siguese
que estos pares de puntos A 4" constituyen una involucién; y que
ésta tiene el mismo eje proyectivo, y, por tanto, los mismaos pun-
tos dobles reales o imaginarios que la proyectividad dada.

En los haces tangenciales de segundoorden se demuestra analo-
gamente la propiedad correlativa; en la radiacion las dos cuestiones
perspectivas de esas, y para las series de primer orden no hay mas
que ponerlas en posicién perspectivacon figuras de segundo orden.

Y como, por otra parte, lo mismo queda determinada una coni-
ca por puntos o por tangentes, cuando estos datos son reales que
cuando son imaginarios conjugados, dados por involuciones, la
introduccién de éstas por aquéllos, queda legitimada, siendo incal-
culable su utilidad y trascendencia. \

Considerados de este modo los elementos imaginarios, vienen
apareados, y los razonamientos y deducciones geométricas exigen
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frecuentemente puntos, rectas y planos imaginarios aislados. Por
ejemplo, en el problema de hacer pasar una recta por dos puntos
imaginarios no conjugados, como la recta solucién no puede ser
real en este caso, hay que empezar por relacionar perspectiva-
mente las dos involuciones definidoras, con correspondencia de
todos sus pares de elementos conjugados. Y para esto tomariamos
el punto comiin a las rectas reales en que vienen definidos los
puntos imaginarios, su conjugado en una y otra involucion y los
pares de cada una, separados armonicamente por ese primer par;
pues es sabido que en las involuciones elipticas todo par de ele-
mentos conjugados tiene otro par, y sélo otro, que los separa armo-
nicamente (trasladada la involucion a una conica, los dos puntos
alineados con su centro perspectivo y con el de interseccion de
las tangentes en el par dado).

"~ De esta manera se habran construido dos series perspectivas
desde dos centros distintos Vy V' (puntos diagonales del cuadri-
vértice formado por los pares de conjugados arménicos construi-
dos en una y otra involucién), desde cada uno de los cuales son
proyectadas ambas involuciones de puntos por una misma de
rayos, y todo esto en virtud de que si se corresponden perspec-
tivamente dos pares de elementos conjugados de dos involuciones
se corresponden del mismo modo todos los demas pares !.

Resulta de todo esto que queda indeterminado cudl de los dos
puntos Vo V' es el alineado con los imaginarios dados. Si admiti-
mos que lo estan ambos, como cada una de las involuciones Vo V'
tiene dos rayos dobles imaginarios, pasan por los puntos imagina-
rios dados cuatro rectas imaginarias y las dos reales que los con-
tienen; lo cual es, por otra parte, lo que debe suceder, puesto que

t  Si los dos pares dados en correspondencia perspectiva son los dobles,
es evidente. Si sonlos AA' BB' de una ylos 4, 4", B, B', de otra, sean Cy
C’ un nuevo par de conjugados de Ia primera y C,C', sus perspectivas en la
otra. Seré:

CC'AB /N C,C,A, B,

{ X , .
C'CAB N C\C A B, | de donde: ¢ C, A, B 7 C,CA B,

;

por ser proyectivas las dos primeras. Luego C, y C',, son otro par de conju-
gadas de la segunda involucion, puesto que se corresponden doblemente.



Y

los imaginarios dados no son dos, sino cuatro puntos; y todo cua-
drivértice completo tiene seis lados.

¢Cémo, pues, distinguir qué pareja de esos cuatro puntos de-
fine cada una de esas seis rectas? Inducido por el doble signo con
que vienen afectadas las cantidades imaginarias del analisis, tuvo
Staudt la feliz idea de asociar al concepto de involucién el de uno
de los sentidos opuestos en que pueden moverse o girar sobre su
base sus elementos. De este modo, si A4" BB’ son dos pares de
una involucién eliptica las cuaiernas (ABA'B’), (BA’B' ), etc.,
indican un sentido y representan un solo elemento imaginario; las
(AB'A'B), (BAB'A’), etc., indican el sentido opuesto y repre-
sentan el elemento imaginario conjugado.

Ciertamente que un mismo elemento imaginario tiene infinitas
representaciones; pero dado un sentido (ABA’) en una de ellas
queda determinado el mismo sentido MN M’ en las otras. '

Y he aqui cémo por tan sencillo como ingeniosSo convenio se
salvan todas las dificultades. Pues si dos cuaternas de puntos
de una y otra involucion (ABA'B")y MNM’N") son perspectivas
y estdn en una semirrecta de las en que el punto comdn divide a
sus bases, cuando el sentido sea en las dos hacia dicho punto
comtin o al revés, el centro perspectivo V es el que esta fuera del
angulo de dichas semirrectas; y los sentidos ABA" y MNM’ de
ambas series corresponderan con el aba’ del haz proyectante,
como sus opuestos BAB' y NMN' corresponderan con el opuesto
bab’ del haz. Si en las mismas circunstancias, el sentido de
(ABA’B’) es convergiendo al punto comin de las semibases y
el de (MNM'N’) alejandose, o viceversa, el centro perspecti-
vo V’ estara dentro del angulo de dichas semibases; y los sen-
tidos ABA" y MNM’ de ambas series, aunque opuestos, corres-
ponderan como antes con un solo sentido mnm’ del haz, y sus
opuestos con el opuesto de éste. Estas perspectividades, con-
teniendo, como homdlogas, las representaciones arménicas que
parten del punto comiin !, prueban que hay wna sola manera
de relacionar perspectivamente, con correspondencia de pares

! Segun la nota de la pagina 91.
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de conjugados y de los sentidos tomados; a la vez, dos involucio-
nes elipticas. O en otros términos:

1. Hay un solo punto real situado en linea recta con dos ima-
ginarios no conjugados de un plano real, y ese punto es el mismo
que esta alineado con sus conjugados.

2.° Dos puntos imaginarios no conjugados de un plano real
determinan una sola recta imaginaria, la cual se dice de primera
especie. Y si aesto se afiade que por dos puntos imaginarios
conjugados pasa la sola recta real, base de la involucion que los
define; que por un punto imaginario (ABA’B’) y uno real P
pasa la recta imaginaria (@ & @' "), perspectiva desde P de
(4 B A" B"), o la sola recta real, base de la involucién (AB A’B’),
si P esta en dicha base, etc., comprenderase, sin esfuerzo, ia gran
generalidad alcanzada por la proposicion: dos puntos de un plano
no determinan una recta.

Correlativamente se ve que si Vy V' son los vértices de dos
haces en involucion representativos de dos rectas imaginarias del
plano real, @ su rayo cominy (a b a’ b’), (a c a’ ¢”) dos repre-
sentaciones armdnicas de dichas rectas, ambas involuciones son
perspectivas de dos modos, pues los puntos b¢, a’a” y b'¢” estan
en unarecta r, y los bc’, a’a’ y b'c en otra s, que son dos diago-
nales de cuadrilatero completo (&, &', ¢, ¢”). La involucién sobre
tomada en sentido conveniente es el punto imaginario de inter-
seccion de las rectas imaginarias dadas, cuando los sentidos de
sus representaciones son opuestos entre si de uno de los dos
modos; y tomada en sentido contrario es el punto en que se
cortan las rectas conjugadas de las dadas; esto es: cuando los
sentidos de sus representaciones son todavia opuestos, pero
del otro modo. La involucidon sobre s es la interseccién de las
rectas dadas cuando sus representaciones tienen un mismo sen-
tido; tomando aquélla hacia el lado conveniente cuando este
sentido comin es uno, y hacia el lado contrario cuando éste
es el opuesto. Luego:

1. Hay una sola recta real concurrente con dos imaginarias
no conjugadas del plano real, y esa recta es la misma que concu-
rre con sus conjugadas.
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2.° Dos rectas imaginarias no conjugadas del plano real, de-
terminan un solo punto imaginario.

Y si a esto se afiade que dos rectas imaginarias conjugadas se
cortan en el punto real, vértice de la involucién que las define, que
una recta imaginaria y una real se cortan en el punto imaginario sec-
cion por ésta de la involucién que define aquélla, o en el solo punto
real, vértice de esta involucidn, si la recta real pasa por él, etc., se
tendra idea de la generatidad- alcanzada por el enunciado: Dos
rectas de un plano real determinan un punfo.

Las perspectivas de las dos cuestiones que acabamos de indi-
car, desde un punto exterior a su plano autorizan a sentar:

1.° Que hay una sola recta real situada en un plano con dos
imaginarias no conjugadas de una radiacién, la cual es la misma,
que esta también en un plano con sus conjugadas.

2.° Que dos rayos imaginarios no conjugados de una radia-
cién determinan un solo plano imaginario. Cuando los rayos ima-
ginarios son conjugados determinan el plano propio de su involu-
cion. Cuando uno de los rayos es imaginario y el otro real deter-
minan el plano que desde éste proyecta la involucion que define
aquél, o un solo plano real si el de la involucidn pasa por el rayo
real. Y correlativamente:

3.° Hay unsolo plano propio concurrente con dos imaginarios
no conjugados de una radiacion, el cual es el mismo que concurre
con sus conjugados.

4.° Dos planos imaginarios no conjugados de una radiacion
determinan un solo rayo imaginario, etc.

También puede representarse el punto imaginario por dos pares
de puntos conjugados de una involucién eliptica sobre una conica
dada, asociada a un sentido indicado sobre dicha curva; y para
pasar de esta representacion de segundo orden a la del primero,
anteriormente expuesta, basta observar que la recta real, asiento
del punto imaginario dado, tiene que ser el eje proyectivo de la
involucién sobre la conica, que es la polar de su centro perspec-
tivo y pasa siempre por los puntos dobles reales o imaginarios
de dicha inyolucion; su involucion rectilinea representativa es la
proyeccion de la anterior desde un punto de la curva sobre dicho



— 95 —

eje proyectivo, y el sentido es el que resuita de esa proyeccion
siguiendo el dado en la cdnica, el cual es tinico por ser interior
el centro proyectivo.

El paso inverso de larepresentacion de primer orden del punto
imaginario de plano real a la de segundo se obtiene tomando una
cénica, entre las infinitas que hay, respécto de la cual sean conju-
gados los pares de puntos correspondientes de la involucién dada,
y proyectando ésta sobre dicha curva desde uno de sus puntos;
pudiéndose servir para ello del hecho de que las rectas que unen
dos puntos fijos cualesquiera M y N del plano, con los pares de
puntos conjugados de la involucion dada ABA'B’, se cortan en
puntos de una cénica que pasa por My N, respecto de la cual son
conjugados los pares de (44’, BB') y conjugada también la base de
ésta con la recta M, y en que la involucion resultante de proyec-
tar la dada desde M o N tiene por eje proyectlvo la misma recta
base de ésta !.

Analogamente puede representarse la recta imaginaria de pri-
mera especie por una involucion tangencial de segundo orden aso-
ciada a un sentido de la sucesién de sus rayos. Para pasar de esta
representacién a la de primer orden se toma por punto real de la
recta representada el centro perspectivo de la involucién dada,
que es el polo de su eje proyectivo, y luego desde €] se toma la
perspectiva de cualquier seccion producida en el haz de segundo
orden por uno de sus rayos. Para el paso inverso se procede
correlativamente con lo dicho acerca del punto. Por donde se ve

! En efecto: los rayos, tales como M Ay NA' y como MA' y NA, siendo
homologos de dos haces proyectivos no perspectivos se cortan en puntos
Ty 7" de una cénica La tangente en M y la recta MN, siendo dos rayos ho-
mélogos de esos haces, cortan a 44" en dos puntos conjugados Py S, la tan-
gente en N y la recta MV lo mismo, y como el punto S es en los dos casos
uno mismo, el P no puede ser diferente. Las dos tangentes se cortan, pues,
en P, polo de MN.Y siendo MNT un triangulo inscrito, larecta 4.1, que pasa
por el polo de un ladn, es cortada por los otros dos M7 y N7 en dos puntos
conjugados; A4 y MN son también conjugadas, puesto que la primera contie-
ne el polo P de la segunda. Luego A/ contiene el polo ( de A4, el cual
es el conjugado armoénico de § respecto de My N. Y los cuadrilateros com-
pletos, tales como MNTT A4, de los que una diagonal es 44" y otra la MV,
prueban que la tercera diagonal 7’7" tiene siempre que pasar por (, lo cual
demuestra el teorema.
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que el punto y la recta imaginaria de primera especie de plano
real tienen una sola base de representacion de primer orden e infi-
nitas para sus representaciones de segundo orden.

También la recta imaginaria de primera especie y el plano ima-
ginario tienen una sola base de representacion de primer orden en
la radiacidn, e infinitas en superficies conicas de segundo orden,
de la misma radiacién, y su establecimiento y paso reciproco se
logra por perspectiva de las dos cuestiones anteriores.

En las relaciones llamadas realproyectivas entre elementos
imaginarios son homdlegos los pares de sus involuciones respec-
tivas; las cuaternas que se toman para definirlas también conviene
que sean de elementos homdlogos, y que se puedan hacer partir
de elementos dados. Y esto puede siempre lograrse de una sola
manera en virtud de que si (48 4'B’) es una representacion de un
punto imaginario A de una recta real (y por perspectividad se
extiende a otros elementos), queda determinada la representacion
del mismo elemento o de su conjugado A = (MNM'N’), de modo
que le sea proyectiva y parta de un punto dado M. Y como dado
M esta dado su conjugado M’ hay que hallar séio los puntos NV
y &, lo cual se logra facilmente !, y, una vez obtenido, puédese

' Haciendo pasar por My M una conica, y proyectando sobre ésta, des-
de C, la involucion (ABA'B) 7\ (MNM'N"), se tendrd una involucién sobre
dicha cénica, en la que (4B4'R’) habrd determinado un sentido, y cuyo cen-
tro proyectivo E estard en el
segmento MM’ (fig. 10). De-
terminemos el punto F tal que
MEM F /X ABA'B'. El punto F
estard fuera de la cénica por
tener que estar separado del £
por My M a causa de estarlo
B’ de B por Ay A’; las tangen-
tes desde F tocan en G y G,.
Tomemos el G gue esté con M
y M en el sentido (ABA'R’), y su conjugado A en la involucién sobre la
conica. Las proyecciones sobre MM desde C de estos dos iiltimos puntos dan
los Ny N’ pedidos; porque ABA'B' 7N\ MEMF 7N\ G(MEMF) N\ MHM G /N
C(MHM G) 7X. MNM N'. Si en vez de G se toma G, se hubiera obtenido la
proyectividad con el conjugado A. Si ABA' B’ fuera arménica G se confundi-
ria con C y G, con H, y se estaria en el caso ya citado en el paréntesis de
la pagina 91 en que MNM N’ también es armdnica.

Fig. 10.

-
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relacionar proyectivamente una involucién consigo misma, toman-
do varias cuaternas con un par comdn y hallando sus proyectivas
a partir de otro par comitin. También puede ser ABA'B’ de una
serie y MNM' N de otra, empezando por tomar sus representa-
ciones arménicas, que son siempre proyectivas.

Pasando ya a considerar elementos imaginarios del espacio,
sentaremos ante todo: que toda recta real ¢ que no corta a la
arista de un plano imaginario determina con éste un punto imagi-
nario que no es otra cosa que la involucion resultante en @ al cor-
tar esta recta al haz de planos involutivo que define aquel plano.
Y todo plano propio « que no pase por la arista real de un plano
imaginario corta a éste segtin una recta imaginaria de primera es-
pecie, que no es tampoco otra cosa que el haz de rayos involutivo
resultante al cortar este plano al haz de planos en involucién que
define al imaginario.

En segundo lugar, son también relaciones en el espacio las si-
guientes:

1.2 Una recta imaginaria de primera especie (@¢ba'd’) y un
plano imaginario («f2'3") o se pertenecen o se cortan, determinan-
do en este dltimo caso, un punto real o imaginario. Lo primero
cuando (aba'b’) sea una seccion de (23x'3"); lo segundo cuando
el vértice de (aba’'d’) esté en la arista de (z323), y lo tercero
cuando no ocurra ni lo uno ni lo otro. En este tercer caso, si €l
plano de (aba'b’) pasa por la arista del haz de planos, la seccién
que esta arista produce en el haz (aba'b’) es el punto imaginario
pedido; si no pasa, la perspectividad de (aba’'b’) con la seccidn
que su plano produce en (z3z'3") determina una recta propia,
asiento del punto imaginario pedido.

2.* Una recta imaginaria de primera especie (¢ba’d’) y un
punto imaginario (ABA'B’) o se pertenecen o pasa por ellos, de-
terminandolo, un plano real o un plano imaginario. Lo primero
cuando (aba’'d") es una perspectiva de (4B4'B’); lo segundo cuan-
do en el plano de (aba’b’) esté la base de (ABA'B’), y lo tercero
cuando no ocurra ni lo uno ni lo otro. En este ultimo caso puede
suceder que la base de (ABA'B’) contenga el vértice del haz
(aba'b’), y entonces cada rayo de éste con aquella recta-base, de-

i
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termina un plano del haz de planos involutivo definidor del plano
imaginario pedido; y si no lo contiene, la perspectividad de (aba'd")
con el haz que desde su vértice proyecta la serie (ABA'B") deter-
mina una recta real que es el eje del plano imaginario pedido.

Para poder continuar estableciendo otras determinaciones de
elementos imaginarios en el espacio tenemos necesidad de pre-
sentar ya la recta imaginaria de segunda especie (elemento pertur-
bador del imaginarismo, como le llamé Steiner), la cual es por lo
pronto una involucion eliptica en un haz alabeado de segundo or-
den, juntamente con uno de los dos sentidos en que el rayo gene-
rador puede moverse sobre el hiperboloide o paraboloide que lo
contiene; recta que no tiene ningun punto real ni pasa por ella
ningiin plano real.

Sabese que entre los sistemas involutivos del espacio, ade-
mdas de los homoldgicos, hay los llamados de dos ¢jes, en que
los puntos situados sobre éstos, los planos que por ellos pasan y
las rectas que cortan a ambos son los tinicos elementos dobles; y
hay ademas los sistemas con sdlo rectas dobles, que pueden re-
ferirse a los de dos ejes en el caso en que éstos son imaginarios.
El conjunto de rectas dobles en los dos casos es una congruencia
de primer orden, porque por cada punto, y separadamente en cada
plano del espacio, no hay mas que una de dichas rectas; y en am-
bos casos existen infinitos haces alabeados, en involucion, conte-
nidos en el sistema involutivo del espacio. Los rayos directores de
estos haces alabeados son rectas dobles o simplemente conjugadas
del sistema involutivo, segiin que contengan o no cada dos puntos
conjugados. Las involuciones alabeadas que en ellas se apoyan
o tienen unos mismos rayos dobles reales que son los e¢jes del
sistema involutivo del espacio, 0 no tienen rayos dobles; en
el caso que no los tienen, todas esas involuciones alabeadas,
por lo que diremos en seguida, pueden tomarse como represen-
tativas de un mismo par de ejes o rectas imaginarias conjugadas
que se cruzan, correspondiendo cada una a uno de los dos senti-
dos de la sucesion.

De modo que las representaciones de una recta imaginaria de
segunda especie son infinitas bajo dos conceptos: porgue pueden
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hacerse por cualesquiera dos pares de rayos conjugados de una
involucién alabeada, y porque dichos pafes pueden ser tomados
en cualquiera de las infinitas involuciones alabeadas de la misma
especie contenidas en el sistema involutivo del espacio que una
primera involucion alabeada define.

Los ejes de los sistemas involutivos del espacio, sean reales o
imaginarios, son bases de series de puntos dobles y aristas de ha-
ces de planos dobles reales o imagina;ios, respectivamente; de-
terminados, caso de imaginarios: los puntos por las secciones que
en la representacion alabeada de los ejes dan los planos reales del
espacio, y los planos, por las perspectivas de dicha representa-
cion, desde cada punto propio del espacio. Las demas rectas do-
bles solo contienen involuciones de puntos y de planos.

En efecto, en una recta imaginaria de segunda especie re-
presentada por la involucién alabeada (ghg' /') en el sentido
(ghg’), este sentido determina uno mismo en cada una de las in-
voluciones de puntos o de planos situados en sus rayos directores
pqr,y estas involuciones estin en perspectiva con la (ghg '),
puesto que los haces de planos de aristas p y ¢, por ejemplo, son
perspectivos con una misma serie de puntos r (ghg’'h’), y corre-
lativamente; y no cambian de sentido cuando se tome por serie la
t (ghg’ I") situada en otro rayo director, ni cuando se pasa a otra
representacion (efe’f”) de la recta de segunda especie, en cuyo
haz director (pgs) figuren los mismos p v ¢ de antes, ni cuando
por su intermedio se pasa a otra representacién cualquiera.

Si a cualquiera de las involuciones elipticas alabeadas conte-
nidas en un sistema involutivo del espacio, que son proyectivas
con las de planos trazados por uno cualquiera de sus rayos direc-
tores, se asocia un sentido determinado, su relacién perspectiva
con las involuciones de puntos y de planos contenidas en los men-
cionados rayos directores exige que estos infinitos puntos imagi-
narios sean atribuidos a la recta imaginaria de segunda especie
dada; y que esos infinitos planos imaginarios, cada uno de los
cuales contiene uno de los puntos, sean también planos que pasan
por dicha recta.

Por otra parte, las diferentes representaciones (ghg'h’),
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(efe’f’) de una recta de segunda especie por dos cuaternas de
rectas tomadas cada una en un haz alabeado distinto son perspec-
tivas con las infinitas representaciones de sus puntos y todas es-
tan en el mismo sentido que las de sus haces de planos perspec-
tivos p (ghg'h') g (efe’f’). Todo lo cual justifica el que pueda
representarse también la recta imaginaria de segunda especie por
un sistema involutivo no homoldgico del espacio sin puntos ni
planos dobles, considerado en un sentido, y el que formen parte
de ella todos los puntos que son involuciones de primer orden de
puntos conjugados contenidas en dicho sistema, y el que pasen
por ella todos los planos que son involuciones de planos conjuga-
dos ‘contenidas en el mismo, tomadas tnas y otras en el sentido
determinado por el sistema. Y como las bases de todos esos pun-
tos y de todos esos planos imaginarios son las rectas dobles del
sistema, que forman una congruencia lineal de rectas reales, esta
congruencia es el asiento o base real de la recta imaginaria de se-
gunda especie.

Entendido cuanto en una recta imaginaria de segunda especie
hay encerrado y sus varios modos de representacion, cumple a
nuestro propdsito exponer nuevas determinaciones de elementos
en que intervengan rectas de esta_especie. Asi:

Toda recta de segunda especie determina con cualquier plano
real un punto imaginario, y con cualquier punto real un plano ima-
ginario, ideas antes ligeramente apuntadas. En efecto, en primer
lugar, todo plano real contiene un rayo doble d que es su inter-
seccion con el plano que le es conjugado en la involucién del es-
pacio dada, y esta recta doble tiene comin con la de segunda
especie el punto imaginario representado por la seccion involuti-
va rectilinea que ella produce en una representacion alabeada
(aba'b’) de la recta imaginaria que tenga 4 por rayo director; in-
volucién rectilinea que es la misma de los pares de puntos conju-
gados que da en esa base doble el sistema involutivoe del espacio,
y la misma que corresponde al eje proyectivo d de la involucion
puntual de segundo orden que el plano real dado produce en cual-
quier representacion alabeada (ghg’ /') de la imaginaria.

En segundo lugar, por todo punto real pasa un rayo doble d,
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de la involucion del espacio que venimos considerando, que es el
que lo une a su punto conjugado; y esta recta d, es arista de un
plano imaginario representado por la perspectiva, desde ella, de
una representacion (aba’d’) de la recta imaginaria, que tenga d,
por rayo director; involucion de planos que es la misma de los pa-
res de planos conjugados del sistema del espacio que pasan por
d,, y la misma que corresponde al eje proyectivo &, de la involu-
cion radiada de segundo orden que desde el punto real dado pro-
yecta cualquier representacion alabeada (ghg'h') de la imaginaria
de segunda especie dada.

Dos puntos imaginarios cuyas bases reales se cruzan determi-
nan una recta imaginaria de segunda especie. Pues tomando en
uno de los dos puntos imaginarios una representacion (M NM'N')
que a partir del punto M sea proyectiva con la (ABA B’} del otro,
segiin vimos que podia hacerse, y designando las rectas AM,
BN, AM y B'N' por aba't', respectivamente, se tiene una
representacion de la recta buscada en la involucién alabeada
(aba' b'), la cual determina de un solo modo el sistema involuti-
vo del espacio en que la recta imaginaria pedida esta contenida;
porque las rectas de unién de puntos homdlogos de dos se-
ries proyectivas en bases que se cruzan forman un haz ala-
beado de segundo orden; la involucion (aba’b’) definida en él
por (4BA'B') N (MNMN'), determina un sistema involutivo
del espacio, y a éste pertenecen todos los otros haces invo-
lutivos que se originen cambiando el punto M de la involu-
cion (MNMN') y conservando su proyectividad con la misma
(ABAF).

Dos planos imaginarios, cuyas aristas reales se cruzan, deter-
minan una recta imaginaria de segunda especie, lo que se demues-
tra sin dificultad, calcando, por correlacién, lo dicho en el caso
anterior. August introduce estas dos propiedades como definicion
de recta imaginaria de segunda especie, llamando asi al conjunto
de elementos imaginarios determinados o por dos puntos o por dos
planos cuyas bases reales se cruzan. Y aunque no se vea de ese
modo tan inmediatamente el complicado artificio geométrico de
una tal recta, se obtienen en cambio varias ventajas: como unifi-



car las definiciones de recta imaginaria de primera y de segunda
especie, que seran siempre intersecciones de dos planos imagina-
rios, cuyas aristas reales se corten o se crucen, o unién de puntos
imaginarios en andlogas condiciones; facilitar el estudio analitico
del imaginarismo permitiendo presentar la recta imaginaria por dos
ecuaciones lineales, y autorizar a extender el concepto de imagi-
narismo a espacios de especie superior, en los que las involu-
ciones no homoldgicas de Staudt se complican extraordinaria-
mente.

Toda recta imaginaria que tenga dos puntos comunes Py Q
con cualquier plano imaginario estd toda entera contenida en di-
cho plano. Si la recta es imaginaria de primera especie, como las
involuciones Py Q, tienen que ser secciones del haz de planos
en involucién definidor del plano imaginario y secciones del haz
de rayos en involucién definidor de la recta, este haz de rayos es
seccién del de planos, y los sentidos de estos dos tienen que co-
rresponderse, por corresponderse ambos con los de Py Q. Sila
recta es de segunda especie, las representaciones de los citados
puntos Py Q, teniendo que estar en rectas dobles de la congruen-
cia que representa la recta y ser perspectivas con una representa-
cion (aba’'b’) de ésta, y teniendo que ser perspectivas también
con la representacion involutiva del plano, los planos reales de
esta representacion, conteniendo a a b @' b'..., hace que su arista
corte a estas rectas y sea un rayo director de (aba’d’); lo que
juntamente con la correspondencia de sentidos prueban el teo-
rema.

Una recta y un punto no situado en ella determinan un plano;
lo cual ha sido ya examinado cuando la recta es de primera espe-
cie. Si ésta es de segunda especie, trazariamos primero por el
punto imaginario dado de base r, no doble, un plano real, el cual
sabemos tiene comdn con la recta imaginaria un segundo punto
imaginario de base doble s. La recta que pasa por estos dos pun-
tos imaginarios r y s de un plano real es imaginaria de primera
especie y, por consiguiente, contiene siempre un solo punto real P;
y la perspectiva desde este punto, de una representacion de la recta
de segunda especie (aba’'b’), o la perspectiva, desde la recta doble
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que pasa por P, de la involucion s, es el plano imaginario pedido;
el cual contendra, a su vez, la recta de primera especie anterior-
mente fijada en el plano real auxiliar, y las andlogas contenidas
en cualquier otro plano auxiliar, lo que da al plano imaginario una
generacion rectilinea analoga a las del plano real. Si la base real
r del punto imaginario es recta de la congruencia en que se asienta
la recta de segunda especie (aba’p’), tomada r como rayo direc-
tor de ésta, el plano r (@ba’b’) sera el pedido.

Una recta y un plano que no pase por ella determinan un pun-
to. Cuestion ya examinada cuando la recta es de primera especie.
Mas si ésta fuera la (aba’b’) de segunda especie y la arista real
r del plano no fuera doble, tomariamos primero en ésta un punto
real M, por el cual y por la recta (e¢ba’b’) sabemos que pasa
siempre un segundo plano imaginario de arista doble s del sistema
involutivo del espacio. La interseccion de estos dos planos imagi-
narios 7 y § pertenecientes a una misma radiacién de vértice M,
es una recta imaginaria de primera especie, la cual estd siempre
en un plano real =. La seccion por = de una representacion de la
recta de segunda Especie (aba’'b’), o la seccion por la recta doble
contenida en = del haz involutivo s, es el punto imaginario pedi-
do, por el cual pasard a su vez la recta de primera especie ante-
riormente fijada en el punto My todas las andlogas trazadas por
cualquier otro punto real auxiliar. Sir fuera doble, el punto seria
el r (aba’b’) como antes.

Una recta imaginaria de primera especie P (ABA'B’) y una
de segunda especie (aba’'d’) tendran un punto imaginario co-
man, cuando la recta doble de la involucién no homoldgica del
espacio situada en el plano 4B contenga una involucién de
puntos conjugados del sistema (aba’d’) que sea seccion del
haz P(ABA'B’). Y en este caso el plano imaginario que de-
terminan es el que desde la recta doble que pasa por P proyecta
la serie (AB A B’).

Dos rectas imaginarias de segunda especie (aba’b’) y (cdc'd")
tendrdn un punto coman, si las dos congruencias lineales de rectas
reales dobles en que vienen definidas tienen comiin una de esas
rectas r con una misma involucion de puntos conjugados (4B4°B")
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respecto de los dos sistemas involutivos del espacio. En este caso
teniendo que ser los haces de planos conjugados de arista 7, en los
dos sistemas, perspectivos con (ABA’B’), son uno mismo, que es
el que define el plano imaginario que contiene ambas rectas, y re-
ciprocamente.

Observando atentamente las maneras de corresponderse los
sentidos de dos elementos imaginarios dados y del determinado
por ellos, se ve inmediatamente que los elementos determinados
por un grupo de otros, y por los conjugados de los de ese grupo,
son a su vez elementos imaginarios conjugados.

Que tres puntos imaginarios, dos imaginarios y uno real, uno
imaginario y dos reales, o los tres reales determinan un plano o
estdn en una recta, y que tres planos reales o imaginarios todos o
algunos pasan por una recta o determinan un punto tinico comtn
a todos ellos, son consecuencia de los teoremas anteriores, que se
sacan hallando primero el elemento determinado por dos datos y
luego el determinado por éste y el tercero.

El cuidado con los sentidos de las involucjones al pasar de
unos elementos a otros proyectivos, ya que no van esencialmente
comprendidos en la proyectividad, ha determinado a muchos geo-
metras (llamados no separativos), como Segre, a tomar siempre
unidos los pares de elementos conjugados, y a otros, como Klein
y Liiroth, a servirse de las proyectividades ciclicas del orden n,
que son las dadas por la relacién

AlAgAg, ooy An 7(< AQASAL’ ey An Ah

las cuales definen los puntos dobles imaginarios como las involu-
ciones elipticas ligadas a la proyectividad, y que, en el fondo, los
grupos ciclicos de sus elementos no son otra cosa que grupos de
elementos conjugados de involuciones de orden superior 1: como
lo prueba por otro lado el verificarse en ellas la propiedad funda-
mental de las involuciones, de que si en una proyectividad entre
elementos de una figura de primera categoria hay uno solo, de
posicién general, que forme un grupo ciclico, ocurre otro tanto a

' Véase Tratado de Geometria Analitica, por D. Miguel Vegas, segunda
edicién, tomo 1, nim. 105.
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los otros elementos y la proyectividad es ciclica, es decir, es in-
volutiva *.

Las potencias sucesivas de las proyectividades ciclicas son
también proyectividades ciclicas; en las de orden par (2n) su po-
tencia enésima es una involucién ordinaria; por eso lo es el cua-
drado P, de la proyectividad ciclica de cuarto orden, lo cual hace
sencillo en este caso el paso de la representacion ciclica de cuarto
orden a la involutiva ordinaria de los elementos imaginarios.

Pero la proyectividad ciclica mas sencilla que conviene usar
para representar los elementos imaginarios es la de tercer orden,
porque por una parte viene definida por tres elementos 4B C de
un grupo ciclico, y por otra parte este grupo permite establecer la
distincién entre los dos elementos imaginarios conjugados que
vendrian dados por ABCy por CB A, respectivamente.

H. Viener hace notar que cuando P es una proyectividad con
elementos dobles reales D, D,, sus potencias sucesivas P, P2, 3, ...,

hacen corresponder a un elemento 4 los 4,4, 4,, ..., que tienen
como limite un elemento doble D,; y las potencias 21, P2, P-3, ...,
hacen corresponder al mismo 4 los A_14_q4_3, ..., que tienden

al otro elemento doble D,; y que las series andlogas que tengan
por origen dos elementos diferentes M y NV son proyectivas. Y
propone utilizar ambas series, caso de que la proyectividad no
tenga elementos dobles reales, como representante de uno y otro
de dos elementos imaginarios conjugados respectivamente. Amoe-
do, finalmente, considera juntamente con la transformacion homo-
grafica P el haz de proyectividades indicadas al principio, que
tienen los mismos puntos dobles; haz que comprende una sola in-
volucién de segundo grado y una infinidad de transformaciones
ciclicas.

Cualquiera que sea el sistema de representacion adoptado para

* Pues si se define la proyectividad por tres pares tomados en el ciclo dado
A, A3 /N A, A, A, para cualquier nuevo elemento B, se tendria

A A A B, 7 A, A A B, 7N A A A By S 7 A A A B v .

Luego siendo proyectivas la primera y iltima cuaterna B, == Bn.1; y la
sucesién B, B, B, ... Bn forma otro ciclo.



los elementos imaginarios de las figuras reales de primera catego-
ria, las generalizaciones introducidas con ellos obedecen a la ley
matemdtica de contener los conceptos anteriores de punto, recta
y plano reales, ideales o en el infinito, los cuales pueden venir
dados por involuciones parabélicas, como en las tangentes a una
cbnica cuyos puntos son todos conjugados con el punto real de
contacto, o por involuciones hiperbdlicas unidas a un sentido, el
cual indicaria, a partir del centro de la involucién, como lo indica
el signo + o el —, el punto doble de que se trata. Lo mismo
puede decirse de las representaciones por proyectividades cuando
no llevan la condicién expresa de ser ciclicas de orden superior al
segundo, porque éstas no tienen nunca elementos dobles reales,
y caracterizan sdlo a los imaginarios.

Y cualquiera que sean estas representaciones, los elementos
del espacio, ya sean todos imaginarios o en parte reales y en parte
imaginarios, tienen las mismas propiedades fundamentales, respon-
den al sistema de postulados admitido, con cierta modificacion
del concepto de segmento y de angulo imaginario, y obedecen a
los mismos principios generales que cuando se suponen todos
reales. Facilmente se ve, con efecto, la subsistencia de la ley de
dualidad, uno de los mas fecundos principios geométricos cuando
se considera, por ejemplo, una recta imaginaria de primera espe-
cie, conjunto de punfos imaginarios representados por involucio-
nes en todas las reclas reales del p/ano real que contiene aquella
recta, en correlacion con otra recta imaginaria de primera especie,
arista de un haz de planos imaginarios representados por involu-
ciones de planos, sobre todas las rectfas reales (aristas) que pa-
san por el punto real de aquella recta, etc., etc.

Existe actualmente tal riqueza de teorias, relaciones, corres-
pondencias biunivocas y multiunivocas, entre los elementos imagi-
narios del espacio ordinario, o entre los de espacios de drdenes
superiores; de lineas y superficies con elementos imaginarios, o
totalmente imaginarias, dadas por polaridades sin elementos dobles
reales o dadas por sucesiones (cadenas e hilos) de entes imagina-
rios convenientemente condicionados; y de cuestiones de puro
Andlisis o de Geometria analitica relativas a esa clase de elemen-
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tos, que se necesitarian muchos voltmenes para dar sucinta idea
del caudal cientifico a ellos consagrado !, cumpliendo a nuestro
objeto indicar ya solamente algo relativo a continuidad de los ele-
mentos de los entes imaginarios y a sus representaciones abrevia-
das mediante un elemento fundamental.

¥ % %

En la representacion de un dado elemento imaginario por una in-
volucion sobre una base real de primer grado, es evidente que pue-
de tomarse para primer elemento de la cuaterna determinante zno
cualquiera de dicha base, y como siempre puede hacerse que esa
representacion sea armoénica, el tercer elemento de la cuaterna viene
dado con el primero, en cuanto se den los otros dos. Quedan a
nuestra disposicién para mover el elemento imaginario sobre su base
real los segundo y cuarto elementos de la cuaterna arménica. Ha-
bra, pues, sobre una base real de primer grado tantos elementos ima-
ginarios como parejas de sus elementos reales puedan formarse.

Podemos admitir, como postulado: que si desde dos elementos
Ky L muy préximos de una base real parten representaciones
(KMK'M)y (LNL N') de dos elementos imaginarios 4y B, cu-
yos elementos reales correspondientes en dichas cuaternas estén
también muy proximos, dichos elementos 4 y B, asi como sus
conjugados A y B, estén, a su vez, muy préximos, y que tanto mas
éstos se aproximaran cuanto mds aquéllos se aproximen.

De este modo, si de los elementos disponibles de la cuaterna
se fija todavia el segundo, moviendo el otro por toda la base real,
se obtendra una sucesion lineal de elementos imaginarios, y a cada
posicién del cuarto elemento, supuesto fijo, correspondera (mo-

U Pueden consultarse sélo en espafiol: El Tratado de Geometria dc la
Posicion; y el discurso de entrada en esta Academia de D. Eduardo Torroja;
El Tratado de Geomnetria Analitica, y el discurso de entrada en esta misma
Academia de D. Miguel Vegas; los Fundamentos de la Geomelria Proyec-
tiva superior, de D. Julio Rey Pastor, y el Estudio sintético de los Espacios
Complejos de n dimensiones, de D.Olegario Fernandez Bafios; en cuyas obras
estd, ademas, la bibliografia extranjera mas completa y selecta acerca de estas
cuestiones. Nuestra aportacién pretende ser el enlace que, a nuestro modo de
ver, hacia falta, entre la definicion del imaginarismo y el contenido de estas
obras.
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viendo el segundo) otras tantas sucesiones lineales de los elemen-
tos imaginarios de dicha base. Los espacios constituidos por todos
los elementos de una base real de primer orden en el plano real
forman, pues, una variedad de dos dimensiones; analogamente se
veria que los conjuntos de elementos de base real en el espacio
son variedades de cuatro dimensiones.

Con ciertas restricciones pueden hacerse extensivas estas con-
sideraciones a los elementos contenidos en bases imaginarias. La
recta imaginaria de primera especie tiene como puntos los deter-
minados sobre cada una de las rectas del plano de representacion
por su haz involutivo, excepcion hecha de las rectas de dicho haz,
que dan todas un solo punto, que es su vértice. En cambio, los
puntos de la recta imaginaria de segunda especie son los deter-
minados en cada una de las rectas de lacorgruencia eliptica respec-
tiva, por los pares de puntos conjugados del sistema involutivo
del espacio que representa; congruencia de rectas que es una va-
riedad de dos dimensiones, pero que, ademads, lleva la complica-
cion de no poder ser representadas mds que en el espacio reglado,
que es una variedad de cuatro dimensiones. Los puntos, para
acabar, del plano imaginario son los representados en cada una
de las rectas del espacio, variedad de cuatro dimensiones, al cortar
con ellas al haz de planos definidor del imaginario, excepcion de
las que cortan a su arista en un punto real que dan todas ese mjs-
mo punto, etc., etc.

Esta condiciéon de la naturaleza del elemento imaginario de
venir en multiplicidades de mayor nimero de dimensiones que las
que corresponde a su base ha sido la causa de la mayoria de las
dificultades con que ha tropezado su desenvolvimiento, convertidas
en un fantasma para Steiner; por eso, aunque los espacios de n
dimensiones no hubieran rendido a la ciencia otra utilidad que la
de hacer posibles todas las representaciones imaginarias, habrian
hecho un papel importantisimo en ella.

Pero lo que mas ha preocupado a los geémetras ha sido lograr
representaciones de elementos imaginarios mediante fin solo ele:
mento real situado en una variedad del mismo nimero de dimensio-
nes que el conjunto de elementos imaginarios, v. gr., la variedad
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de puntos reales e imaginarios sobre una recta real de un plano
también real, por la de puntos reales de este plano; la variedad
de rectas reales e imaginarias sobre un plano real de una radiacién
propiamente dicha, por los rayos reales de €sta, etc., etc.

Para esto se toma, respecto al primer caso citado, en el plano
de representacidn la recta a, asiento del conjunto de puntos a re-
presentar, llamada elemento principal, y otra recta r asiento de un
punto imaginario R exterior a aquel conjunto, llamado elemento
fundamental; y desde éste se proyecta aquel conjunto. Cada recta
imaginaria proyectante tiene un punto real (que al principio queda
dicho como se construye), y éste sera el representante correspon-
diente a cada punto del conjunto. Reciprocamente, cada punto
real del plano es vértice de una perspectiva del punto fundamen-
tal; vy la seccion de esa perspectiva involutiva por la base del con-
junto dado sera el punto imaginario representado. Los puntos
reales del conjunto se representan por si mismos, y los puntos rea-
les de r representan todos al punto P = ar; asi que, excepcion
hecha de este ultimo caso, hay una correspondencia biunivoca entre
los puntos del conjunto a representar y los puntos reales del plano
de representacion.

Conviene observar que los mismos puntos reales del plano de
representacidn, con idéntico mecanismo, representan cada uno una
recta imaginaria del haz de vértice imaginario constituido por el
punto R, sélo que ahora éste hara de elemento principal y la varie-
dad de puntos sobre a de elemento fundamental. Aplicando la ley
de dualidad, por un simple calco de lo anterior, se obtendrian con
las rectas reales del plano, las representaciones de todas las rectas
reales e imaginarias de un haz de vértice real, sélo que este vér-
tice haria ahora de elemento principal y otro punto del plano, vér-
tice de una recta imaginaria dada, exterior a aquéllas, de recta
fundamental !; representaciones que servirian ademas para los pun-
tos imaginarios situados en la recta fundamental, es decir, para los
puntos de una recta de base imaginaria.

No hay, por tanto, necesidad de detallar todas estas represen-

' Segun lo dicho en las paginas 93 y 94.
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taciones que virtualmente estin contenidas en la primera. Volvien-
do, pues, a nuestra base a y punto fundamental R, tomemos en
aquélla la representacion arménica (PBQ, B’) de uno de sus pus-
tos, y la representacién también arménica (PCQ,C’) del punto R.
Los puntos reales representativos del (PBQ, B")y de su conjuga-
do son los otros dos puntos diagonales S y §’, diferentes del P,
del cuadrivértice completo BCC’'B’, los cuales estan sobre la
recta Q,Q, y separados armonicamente por las bases del conjunto
dado y del punto fundamental, todo lo cual facilita su construccién®.

Desde el punto de vista de la Geometria euclidea ofrece
este sistema de representacion un caso notable, que es aquel
en que se toma por elemento fundamental el par de puntos
ciclicos del plano. Entonces la base 7 del punto fundamental es
la recta del oo, y la cuaterna armonica, sobre la base a dada, 4
partir del punto del infinito de ésta, de todo punto imaginario
A = (0 BQ, B’) dado en ella, viene constituida por dicho punto
del infinito, su’ conjugado Q, (fijado por su abscisa . respecto a un
origen O) y por dos conjugados By B’ que, por ser separados
armonicos por los otros, tendran que estar uno a un lado y otro al
otro y equidistantes de ,, a una distancia y caracteristica del pun-
to de que se trata; de tal modo que éste variara cnando varie (;,
cuando varie el par BB’ y cuando varien ambas cosas.

El conjugado del infinito en la fnvolucion absoluta definidora de
los puntos ciclicos es el polo absoluto @, de & por el que pasa la
perpendicular a esta recta en Q;; los otros dos puntos conjugados C
y C’ de la cuaterna armonica de dicha involucién absoluta son los
asociados de (, en dos rectas trazadas por este punto, perpen-
diculares entre si, para que formen par de la involucién de rayos
absoluta o rectangular, y simétricos a la vez respecto de Q,Q, para
que sean separados arménicos por @ y Q,Q,. Estas direcciones
son, pues, las de las bisectrices del angulo recto (@ Q,Q,).

El cuadrivértice BCC' B’ esta formado ahora por las paralelas
a esas dos dltimas direcciones trazadas por By por B, las cuales
forman un cuadrado finito, y por las rectas a y Q;Q,. Los otros

' Segiin lo dicho en las paginas 92 y 93.



— 111 —

dos vértices Sy S’ de este cuadrado, situados eén Q,Q,, son los
puntos diagonales del cuadrivértice BCC'B’, uno de los cuales
es la representacién del punto pedido (¢ BQ,B’) y otro la de su
conjugado (B'Q, B w); todo perfectamente de acuerdo con la in-
terpretacion Canchy o Argand-Gaus de las cantidades complejas
del Analisis ¥ +-yV— 1y r—yV—1.

Si en vez de los puntos ciclicos se toman para puntos funda-
mentales dos imaginarios conjugados cualesquiera situados en la
recta del infinito, ni la condicién

a_l Q4Q27 nila QB=Q,B"=Q,S§
subsisten L.

Por estas consideraciones se llama método de Gaus al proce-
dimiento general de representacion que contiene a éste, y plano
de Gaus al conjunto de elementos que intervienen en dicha repre-
sentacién y su correlativa.

Si del plano de Gaus se hace una proyeccion estereografica
sobre una cuadrica sin puntos en el infinito, que puede ser tan-
gente a aquel plano en un punto G, tomando como centro de pro-
yeccién el punto V de contacto del plano tangente a dicha super-
ficie desde la base del punto fundamental r del plano de Gaus, y
haciendo de modo que los pares de conjugados de r lo sean res-
pecto de la cuadrica, habrase definido una correspondencia biuni-
voca entre los puntos de aquel plano y los de esta cuadrica, que
no tiene excepciones; pues al punto fundamental corresponde el V,
y constituye otro método para la representacion mono-real de los
elementos imaginarios, llamado de Riemann, porque este gran ges-
metra sacé mucho partido del caso particular en que la cuddrica
es una esfera y el elemento fundamental del plano de Gaus su par
de puntos ciclicos.

El Sr. Rey Pastor propone un nuevo método que llama circular,
en el que hace de figura fundamental una coénica, que puede ser

t No obstante, es tan sencilla y natural {a involucién absoluta en el infi-
nito para punto fundamental, y por ende la perpendicularidad de la ordenaida
imaginaria respecto de su abscisa, que juzgamos cualquier otra direccion obli-
cua para la ordenada imaginaria, mucho menos cémoda y mucho mas artificial.
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una circunferencia, sobre la cual desde uno de sus puntos se pro-
yectan todos ios puntos reales de la recta a, asienio de los imagi-
narios que han sido dados directamente sobre ella, o que son
secciones de un haz de rectas de vértice imaginario. Los puntos
propios de dicha circunferencia representaran a los puntos propios
de a, y toda involucién entre ellos representara, por su centro
proyectivo, al punto imaginario proyeccién sobre a de esa invo-
lucion. Los puntos propios del circulo representan, pues, cada
uno, dos puntos imaginarios conjugados, cuya separacion se logra
supeoniendo-al circulo dos hojas pegadas por su borde, y, miradas
ambas desde un lado, considérase positiva la superior para las
involuciones cuyo sentido es el de un observador que recorre el
borde teniendo el circulo a su 7zquierda, y negativa la inferior
para las involuciones de sentido contrario, y teniendo, para pasar
de un punto a su conjugado, que pasar por un punto real del bor-
de, si se ha de hacer el paso sin solucién de continuidad.

Staudt toma como figura fundamental una recta imaginaria de
segunda especie, y relaciona perspectivamente con ella toda figura
de primera categoria. Los elementos de ésta, sin excepcion, ven-
dran representados por las rectas reales de la congruencia eliptica,
que es asiento de la recta de segunda especie.

Por eso importa establecer las reglas para las sucesiones y para
las separaciones de sus elementos: sean L, M, N, F cuatro ele-
mentos de una de esas rectas imaginarias: /, m, n, f las rectas rea-
les que los contienen; y supongamos que no pertenecen a una
misma cuadrica alabeada. Tres de ellas, /, m, n, determinan una
de estas superficies; y una generatriz @ del otro sistema da con
ellas los planos al, am, an, los planos que desde a proyectan los
puntos (ABA'B’) de la involucion sobre f, definidora del punto
imaginario £, con su sentido ABA’, por ejemplo, es decir, los pla-
nos aA, aB, aA', se suceden en el haz @ en un sentido que puede
ser el mismo a(/mn), o el contrario. En el primer caso se dice que
el punto F estd en el sentido definido por dichos otros tres pun-
tos, tomados en el orden L, M, NV, y en el segundo, que esta
en el otro sentido NML. Cuando la recta f, asiento del punto
(ABA’'B’) pertenece al mismo haz alabeado, /, m, n, hay un solo
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plano af, en el que se confunden los a4, aB, aA’, y no puede
hablarse de sentido. Cuando tal ocurre se dice que F esta neutral
respecto de L, M, N.

El conjunto de todos los elementos que estan neutrales respecto
de tres dados constituyen lo que se llama una cadena; sus repre-
sentaciones regladas constituyen una cuddrica alabeada, a la que
por extension se le suele llamar a veces también una cadena. Dos
elementos £y G de una misma recta de segunda especie, que no
perteneciendo a una misma cadena LMWV estan con los elementos
de ésta, uno en el sentido LMN, y otro en el opuesto, tienen sus
bases una a un lado y otra al otro de la superficie de la cadena.
Una vez ligada una figura de primera categoria (v. gt., el conjunto
de puntos de base real @), por perspectiva a la recta fundamental
de segunda especie #, si por un plano = que pase por a se produce
una seccion en dicha recta fundamental, se obtendra un punto #
sobre la recta doble r contenida en =; como secciones con los di-
versos planos que pasan por # se obtendran los rayos imaginarios
del haz de vértice R, y como trazas de las rectas de la congruen-
cia eliptica continente de u, los puntos reales de los rayos imagi-
narios de ese haz de vértice £, y habremos obtenido en = una re-
presentacién gausiana de la figura de primera categoria dada. To-
das las cadenas de los elementos de u dardn cénicas en =, que
contendran el punto Ry su conjugado, y que se llaman cadenas
del conjunto de elementos de primera categoria en el plano de re-
presentacion de Gaus. Dos puntos reales de este plano, uno inte-
rior y otro exterior a una cadena, estan en sentidos contrarios res-
pecto de los elementos de ésta, y cada uno de ellos esta neutral
respecto de tres de los mismos; y asi como tres rectas de la con-
gruencia determinan una cadena, tres puntos de un conjunto a
determinan la cadena o cénica «ue pasa por ellos y por los puntos
RyR.

Una cadena viene a ser, pues, una sucesion lineal continua de
elementos, definida la continuidad, caso de imaginarios, por la de
una serie o haz real que aquéllos o algunas de sus perspectivas o
secciones ha de contener o por los que han de pasar.

Los elementos reales de base real constituyen siempre una ca-

&
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dena, cada dos de los cuales estan armonicamente separados por
dos imaginarios conjugados cualesquiera de la misma base.

Cada cuatro imaginarios hacen una figura arménica cuando sus
elementos representativos pertenecen a una misma cadena y estan
en ella dos separados armdnicamente por los otros dos. Su orden
de sucesion es el que sus representaciones tengan en la cadena
que los contiene. Pues toda cadena queda dividida en dos partes
por todo par de elementos My N contenidos en ella; de tal modo,
que si el elemento A cae en una de esas partes y el Ben la otra,
ambos estan separados por los My NV, y constituirdn una cuaterna
ordenada MANB cuando en la cadena tengan esa misma dispo-
sicion.

Si dos puntos, /'y G, pertenecientes a una misma figura unifor-
me estan separados por la cadena LMN, lo estan también por
toda otra cadena que tenga comin con la anterior dos puntos se-
parados por los Fy G. Y es curioso el hecho de que dos puntos
de una recta son extremos de infinitos segmentos; dos rectas de
un haz, lados comunes de infinitos dngulos, y dos planos de un
haz, caras comunes de infinitos diedros: constituidos por los con-
juntos de elementos de las diferentes cadenas que tienen comunes
aquel par y estan comprendidos entre ellos en un sentido deter-
minado. En suma, el estudio suficientemente aquilatado de estas
representaciones y de las relaciones entre las cadenas conduce a
una conclusién importantisima cuya trascendencia surge con su
sélo enunciado, a saber: que toda serie de resultados derivados
para elementos reales por consideraciones proyectivas sobre for-
mas uniformes correspondientes, tienen el mismo valor general
cuando se introducen en ellas elementos imaginarios.
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Hemos llegado al punto en que
los conceptos geométricos que ve-
nimos considerando alcanzan la mayor generalidad posible: pri-
mero, porque los elementos equiparables a los puntos del espacio
ordinario pueden ser aqui entes de cualquier naturaleza, algébrica,
geométrica y hasta fisica, como es la variedad de los colores, en
cada uno de los cuales hay grados sucesivos de colorido, tono, in-
tensidad y luminosidad, y como la variedad de las coordenadas
cartesianas y el tiempo considerado como una coordenada mas,
en muchas cuestiones de alta Fisica '; y después, porque la admi-
sién de que fuera de un espacio de n dimensiones hay puntos,
nos permite construir el espacio siguiente de n - 1 dimensiones
con sélo extender la ley de recurrencia por virtud de la cual se
pasé de la recta al plano ordinario, y de éste al espacio £;.

Los postulados para estas concepciones abstractas de la Geo-
metria son los mismos ya sentados para los puntos, rectas y pla-
nos del espacio ordinario, excepcion hecha, muchas veces, de los
del segmento, por darse la recta directamente, y sustituyendo el de
que fuera del espacio E; no hay puntos por el anteriormente cita-
do, y aun introduciendo el que prepara la definicion de plano bajo
la forma que le di6 Pasch de gue, si dos rectas se cortan, otras
dos que corten a esas fuera de su punto comun se cortan tam-
bién; porque esta forma es mas general y apta para el espacio pro-
yectivo, y no debe aqui prescindirse de nada que preste generali-

Espacios de 7 dimensiones.

t Véase la conferencia de D. Blas Cabrera sobre una Aplicacion a la
Fisica de la Geomelria de cuatro dimensiones. (28 Marzo 1914.)
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dad a estos espacios abstractos, en los cuales se suponen desde
lnego existentes todas las generalizaciones anteriores, pudiendo,
por tanto, alternar puntos, rectas y planos propios e ideales, ima-
ginarios y reales, etc., sin perjuicio de que, en casos particula-
res, pueda concretarse la especulacion a una variedad determi-
nada.

Llamando radiacion de (n — 1) sima especie al conjunto de
rectas que proyectan un espacio £,-1, de (m — 1) dimensiones,
desde un punto P exterior al mismo, el conjunto de puntos de to-
das esas rectas es lo que se entiende por espacio de n dimensio-
nes, el cual queda determinado por cualquiera de los espacios £, 1
contenidos. en él, llamados hiperplanos de £, y por un punto P
“cualquiera del mismo exterior a dicho espacio inferior.

En el espacio de tres dimensiones determinado por un plano =
y un punto P puede éste trasladarse a cualquier otro @ de una
recta de la radiaciéon Pr = L}, puesto que toda recta de la radia-
cion Qn, teniendo dos puntos con £, esta en éste, y reciproca-
mente. Y como otro plano, g, de £, = Qr, tiene que tener sus pun-
tos en rectas de la radiacién Qr, y reciprocamente, las radiacio-
nes Q= y Qg son una misma, y uno mismo los conjuntos de pun-
tos Pry Qp.

Elevando sucesivamente por recurrencia los teoremas: toda
recta con dos puntos y todo plano con tres, independientes entre
si, situados en un espacio de tres dimensiones, estidn enteramente
contenidos en él, se llega a sentar que todo espacio £, de orden
inferior a otro £, que tienen comin con éste tantos puntos inde-
pendientes como indica su orden aumentado en una unidad, esta
todo entero contenido en £,. Y entonces la demostracién de la
determinacion del espacio £, puede calcarse de la de E;. Porque
si son Py E,_ 1 los elementos determinantes de un espacio de m
dimensiones, puédese trasladar P a otro punto Q de las rectas de
la radiacion PE,, - ; puesto que toda recta de la nueva radiacion
QE,. ., teniendo dos puntos comunes con £, (el Q y el de £, 4
que la determina), esta toda entera en dicho espacio, y reciproca-
mente. Después puede sustituirse el hiperplano determinante de
la radiacion Q E;n—1 por otro Fp, ..y de E, puesto que sus puntos
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tendran que estar todos en rectas de Q £,,.-1, y reciprocamente.
Lo cual prueba que las radiaciones Q £, 1y Q F, —1 son una mis-
ma; y definiendo la primera el mismo espacio que PE, i, siguese
que los conjuntos de puntos PEn_1y QF,, — coinciden .

Los conjuntos de puntos, rectas y planos imaginarios, junta-
mente con los elementos reales situados en sus bases, que antes
he presentado a vuestra consideracion, pueden también ser eleva-
dos por la misma ley de recurrencia, y constituyen de ese modo
los espacios que se denominan complejos, que son una variedad
de los espacios abstractos.

Pero en los entes de elementos complejos vimos que no coin-
ciden los nimeros de dimensiones de sus bases reales, y los que
les corresponden como conjuntos de elementos reales e imagina-
rios indistintamente.

Cuando no se consideran mds que elementos reales, Ids varie-
dades de puntos de una recta y de rayos de un haz de rectas o de
planos de primer orden vienen determinados por dos de sus elemen-
tos y son espacios de una dimensidn, o conjuntos dispuestos en
una sola sucesién infinita, que se designa por «!. El conjunto de
puntos, o el de rectas de un plano, y el de rayos o de planos de una
radiacién, vienen determinados por fres, completamente indepen-
dientes, de sus elementos, y son variedades de dos dimensiones,
cuyos puntos, rectas o planos constituyentes, vienen en sucesion
intinita de entes de una dimension o, y por eso se representa su
namero por o2, El conjunto de puntos o el de planos del espa-
cio £; queda determinado por cuatro completamente independien-
tes de sus elementos, y son variedades de tres dimensiones, cu-
yos puntos o cuyos planos vienen en sucesion de entes de dos
dimensiones o ?, lo que autoriza a representar su niamero por « ¥,

El espacio ordinario, considerado como conjunto de rectas, se
determina por cuatro independientes de ellas abcd, puesto que
las @ y b como conjugadas y la ¢ como pertenecientes determi-
nan un complejo lineal de rectas; las mismas @ y # como conjuga-
das y la d como perteneciente determinan otro complejo lineal.

t Pueden completarse estos conceptos en la obra Fundamentos de la
Geometria Proyectiva superior, tantas veces citada, de] Sr. Rey Pastor.
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Y por todo punto P del espacio, en el plano Pc tiene el primer
complejo un haz de rayos y en el plano Pd, el segundo, otro haz
de rayos, con un rayo comun; determinando entre los dos la radia-
cién de rayos de vértice £y lo mismo para todos los demas pun-
tos del espacio. Esta variedad de rectas constituida por todas las
del espacio ordinario tiene, sin embargo, cuafro dimensiones y su
nlmero se representa por o«c*. Pero si no usaramos mds que rec-
tas en determinaciones de espacios compuestos de rectas, veria-
mos que fres independientes determinan un haz alabeado del que
ellas forman parte, esto es, una sucesion serial de «?! elementos,
que desde este punto de vista puede mirarse como de una di-
mension.

Que cuatro rectas independientes determinen una congruencia
de rectas de primer orden, de la que ellas forman parte, compues-
ta de infinitos haces alabeados, esto es, por una sucesién de entes
cada uno con « ! elementos, que puede mirarse como de dos di-
mensiones.

Que cinco rectas independientes abcde, esto es, tales que
cada tres no pasen por un punto ni estén en un plano y cuatro no
estén en un mismo haz alabeado, determinan un complejo lineal
del que ellas forman parte, que puede mirarse como un conjunto
de fres dimensiones, y, por ultime, sers rectas independientes de-
terminan el espacio ordinario reglado como variedad de cuatro di-
mensiones. ‘

Bastan estos ejemplos para comprender que si entre el nimero
de elementos reales determinantes de una forma real, su nime-
ro de dimensiones, los érdenes de los infinitos que expresan la
variedad y los grados de libertad de que un elemento goza en el
conjunto, hay estrechas dependencias, distan mucho, no obstante,
de poder ser expresadas, con relacion a toda clase de elementos,
bajo un solo enunciado.

En los espacios puntuales de puntos ordinarios, los niimeros
de dimensiones han sido constantemente una unidad menos que el
nimero de elementos que los determinan; y este mismo criterio se
sigue cuando se trata de espacios complejos en que hacen de
elementos o datos puntos reales, propios o impropios, e imagina-
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rios, con igual valor todos ellos en el conjunto. Ese nimero de
dimensiones. u orden se suele expresar por un subindice,y se
acostumbra a poner como exponente otro, indicador de la especie,
que es la diferencia entre el nimero de dimensiones del conjunto,
y el del elemento que le sirve de base, considerandose para este
fin el punto real como de dimensién cero y toda base imaginaria
como de dimensién — 1, y siendo de gspecie O todos los espacios
reales.

Asi, por ejemplo, la recta imaginaria que determinan un punto
imaginario A y uno real P exterior a su base es un espacio de
una sola dimension, y de primera especie, puesto que su base es
el vértice. Su notacion es A', y sus puntos pueden ordenarse en
un infinito de segundo orden, porque hay uno por cada recta real
del plano del haz A P, excepcion hecha de las que pasan por P.

La recta imaginaria que determinan dos puntos imaginarios
cuyas bases se cruzan es, asimismo, un espacio de una sola di-
mension, y es de segunda especie, porque su base es uno de los
ejes imaginarios de la congruencia eliptica, de dimension — 1, y
I —(— 1)=2. Su notacién es 4, y el conjunto de sus puntos
es un infinito de segundo orden, por haber uno en cada recta de
aquella congruencia.

El plano imaginario, determinado por un punto imaginario y dos
reales no situados en un mismo plano con la base del primero, es
un espacio de dos dimensiones, y de primera especie, porque su
base (arista del haz de planos que determinan los dos puntos rea-
les), es de una dimension. Tiene, pues, por notacion A', y un con-
junto de puntos expresable por !, cada uno situado sobre una
recta del espacio ordinario, excepcion de las que cortan a su aris-
ta en un punto, que dan solo éste.

La serie de puntfos complejos sobre recta real, quedando de-
terminada por dos puntos reales, es un espacio de una dimension,
es de especie nula, con una notacién A°, y un niimero de 202 puntos,
cuyas representaciones reales en el plano de Gaus eran los= ¢ pun-
tos reales de éste. El conjunto de puntos de todos los planos del
haz de planos complejos sobre arista real viene determinado por
cuatro puntos reales, no situados en un plano: dos determinantes
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de una serie de puntos complejos de base real, y otros dos para
la arista del haz, desde la cual se proyecta aquélla; es, pues, un
espacio de fres dimensiones y de segunda especie 4?%;, puesto que
la base o arista del haz de planos es de una sola dimensién. Co-
rrespondiéndole un conjunto de puntos dado por «¢ que son
los o ? sobre cada una de las o ! rectas reales del espacio ordina-
rio. El conjunto de los puntgs de todos los rayos del haz de rectas
complejas de vértice real, seccion del anterior por un plano real, o
perspectiva del 4, desde un punto real exterior, es un espacio A4°,
con « * elementos. El conjunto de los puntos de los rayos del haz
complejo, determinado por un punto imaginario y cada uno de los
puntos reales de un plano trazado por él, es asimismo un espacio
A%, que tiene dos dimensiones, porque lo determinan tres puntos
reales y especie nula, que es la diferencia entre 2 y (-} 2), que
corresponde a su plano base.

Estos ejemplos contenidos en el espacio puntual real £; bastan
para comprender la estructura intima de tales espacios y la ex-
{raordinaria complicacidén que adquiririan al elevar su orden o al
tomar como elementos otras figuras complejas distintas de los
puntos. En todos ellos se observa que los 6rdenes de los infinifos
con que se designa la totalidad de sus puntos es el duplo del ni-
mero de sus dimensiones.

Proyectando el plano imaginario de segunda especie A', conte-
nido en £; desde un punto P exterior a éste, se tiene una radia-
cion de oc! rectas contenidas en un espacio de cuatro dimensio-
nes £,. El conjunto de los puntos de todas estas rectas es un es-
pacio A'; de tres dimensiones contenido en uno de cuatro; y tiene
especie primera porque su base (plano determinado por el eje de
A', y P), es de dos dimensiones, constituyendo asi un hiperplano
de primera especie del espacio £°, con o * puntos.

Proyectando igualmente los puntos de una recta imaginaria de
segunda especie A%, desde un punto P de un espacio £, exterior
al £; que contiene las rectas de la congruencia, asientos de los
puntos de 4%, se obtiene un plano imaginario de segunda espe-
cie A2,, con un solo punto real, el P; con x? rectas imaginarias de
primera especie, que son las que desde £ proyectan los « ? puntos
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imaginarios situados en las rectas de la congruencia, y con w0+ pun-
tos que son los o ? de cada una de las o? rectas dichas.

De este modo se irian obteniendo por proyeccion de los ante-
riores, desde puntos del espacio £}, nuevos entes complejos conte-
nidos en ¢!, y asi sucesivamente; debiendo llamar la atencién sobre
que la identidad de valor geométrico de los puntos reales e imagi-
narios de un conjunto cualquiera de esos, que contengan de ambas
clases, es un hecho que puede comprobarse a posteriori con solo
fijarse en algunos de ellos. La recta imaginaria de primera especie,
por ejemplo, definida por un punto imaginario y otro real, puede
serlo por dos imaginarios de la misma, puesto que, siendo pers-
pectivas las representaciones de éstos, son secciones de un mismo
haz real de rectas. El plano imaginario de primera especie, deter-
minado por un punto imaginario y dos reales, puede serlo por dos
de sus puntos imaginarios y uno real, o por tres de sus puntos ima-
ginarios; pues siendo éstos perspectivos dos a dos, por el primero
y segundo y por el primero y tercero pasan dos haces de rectas
que, siendo a su vez perspectivos, determinan un haz de planos
como en el primer caso, etc., etc. Y obedeciendo dichos elementos
a los postulados fundamentales de la Geometria y a sus conse-
cuencias, puede extenderse a eflos todos los teoremas que de los
mismos nacen, propios de la Geometria ordinaria !.

Desde el punto de vista analitico, siempre que se tengan n para-
metros o coordenadas, o bien 7z razones de todos esos nidmeros
menos uno a éste (si son coordenadas homogéneas), de tal modo
acondicionada su existencia, que cada grupo de valores arbitrarios
atribuidos a dichas 7 cantidades nos permitan hallar una entidad, o
simplemente una solucion, y sélo una, compatible con las mencio-
nadas condiciones de existencia, el conjunto de todos los entes 0
de todas las soluciones que pueden de ese modo ser determinadas
constituye lo que se llama un espacio de n dimensiones. Todas las
esferas imaginables en el espacio euclideo son, v.gr., elementos
de un espacio de cuatro dimensiones, y lo mismo todas {as cénicas

! Véase Estudio sintético de los Espacios Complejos de n dimensiones,
de D. Otegario Fernandez Baiios; Tesis doctoral inspirada por el Sr. Rey
Pastor y desarrollada bajo su direccién.
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que se apoyan en cuatro rectas dadas independientes entre si; asi
como las cubicas alabeadas situadas sobre una superficie de se-
gundo orden forman espacios de cinco dimensiones.

Un espacio de 7 dimensiones contiene en si infinitos espacios
de 6rdenes inferiores que vienen definidos, generalmente, por una
o mds ecuaciones enire las coordenadas o parametros, siendo de
entre estos espacios subordinades dignos de especial mencion los
definidos por ecuaciones lineales.

La importancia capital de estas concepciones estd en la posibi-
lidad de interpretar en ciertos espacios constituidos con entes de
cualquier naturaleza propiedades y relaciones descubiertas de
antemano en otros, Jo cual se logra mediante relaciones que se es-
tablecen entre las coordenadas de los elementos variables de los
dos espacios, que han de ser del mismo nimero de dimensiones;
de tal modo que a cada elemento del uno corresponda uno o un
nimero finito del otro, y constituyen estas relaciones medios fe-
cundisimos de operar transformaciones geométricas, entre las que
son notables las del grupo de las racionales o biunivocas, con
elementos de excepcion o fundamentales.

Por medio de una transformacién de esta clase se puede refe-
rir al espacio punteado ordinario un complejo lineal de rectas, que
vimos es un espacio de tres dimensiones, que tienen rectas por
elementos; habiendo obtenido los Sres Noether y Lie, cada uno
por su lado, multitud de propiedades notables, entre las que puede
citarse el hecho de que al plano del espacio ordinario corresponde
la congruencia lineal de un solo eje del complejo, y a una con-
gruencia lineal cualquiera de éste, cuadricas que pasan por una
conica fija, etc., etc. La doctrina analitica de la dnalidad no es
mas que la aplicacion de este mismo principio al caso que mas a
la vista se tenia: el del espacio euclideo conjunto de puntos rela-
cionado con el mismo considerado como conjunto de planos.

Representar las rectas del espacio ordinario, viene a de-
cir Eugenio Beltrami ' por sus seis coordenadas homogéneas
abclmn, es como haber considerado una extensién quintuple-

' Cartas a Cremona (Enero 1892).—Obras Matemdticas, de Cremona.



— 123 —

mente infinita, uno de cuyos elementos queda individualizado por
seis valores independientes, @’ b’ ¢’ !"m’ n’, de esas coordenadas.
Y si en esta extension se aislan después todos aquellos elemen-
tos, en nimero cuddruplemente infinito, cuyas cordenadas satis-
facen a la ecuacion cuadratica.

al+bm-—+cn=0

que es.la condicién que impone la Geometria analitica a dichas co-
ordenadas homogéneas para que puedan representar una recta en
el espacio ordinario !, los elementos asi aislados son todas las
rectas de este espacio.

Conteniendo las cénicas de un plano euclideo dado en sus
ecuaciones homogéneas seis coeficientes, constituye su conjunto
otra variedad quintuplemente infinita. Y como la condicion analiti-
ca para que una conica ¢ sea inscripta en un tridngulo inscripto
en otra cénica P es cuadratica respecto de los coeficientes de esta
tiltima y puede ponerse bajo la misma forma

al +bm-+cn=02?
vese facilmente, mediante la relacion biunivoca entre el espacio

' Véase Tratado de Geomefria Analiiica; de D. Miguel Vegas, 2. edi-
cion, tomo 11, pags. 625 y 626, asi como la 636 y siguientes.

* §i fuera Au? 4+ By~ Cw* -+ 2Fuw?® L 2Guw + 2 Huw =0, la ecua-
cién tangencial de la cénica fija oyax® -6y’ -cz*+2fvzrgrz+
- 2hry = 0 la puntual de la cénica variable }, Ja condicion de inscriptibili-
dad de la primera y de circunscriptibilidad de la segunda a un mismo trian-
gulo (Salmon: Cdnicas, pag. 483, edic. francesa, 1870) puede ponerse bajo la
siguiente forma:

(Aa+Bb+Ce+Ff+2Gg+2Hh) —4 (BC-- F*)(be — )+
F(CA—G*)(ca—g*)+ (LB H)(ab— ")+ 2(GH~
—AF)(gh—af)+2(HF—BG)Y(hf—bg)+
T2(FG - CHY(fg—ch) =0
la cual, haciendo A =B=C=0y F=G=H=1, como es licito, se re-

duce a:
be-ca+ab-2af -2 g+ 2h=0
y haciendo en ésta
Af +b+e=L4g+ecra=mydh+a+b=n

sereduceasuveza: al+ bm—+ cn=20.

[
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euclideo reglado y el plano conjunto de cénicas, ambos de cinco
dimensiones en coordenadas homogéneas, que todas las coni-
cas ¢ circunscriptas a tridngulos circunscritos a una cénica fija ¢
constituyen una variedad de cuafro dimensiones de hecho andlo-
ga a la constituida por todas las rectas del espacio; y toda la Geo-
metria sobre las rectas en el espacio tratada de este modo coinci-
de con la Geometria de las conicas del sistema . Por ejemplo, a
un complejo lineal de rectas

aq + 3o+ ve+ M—+pm+vn=0

corresponde el grupo de coénicas del sistema ¢ circunscritas a
triangulos autopolares respecto de una cierta cénica cuyos coefi-
cientes de su ecuacion tangencial son (x—+p -+ v), (3 +v- 1),
(v =2-Fu), % pyv. Aunhaz de rectas corresponde un haz de
conicas, efc., etc.

Comunica Cremona al mismo Beltrami que, si con los coefi-
cientes de la ecuacién cartesiana de una esfera

2 (X V22— ) 2n X420, ¥

—2x Z-+tia (X212 Z2241)=0
se forma la ecuacion _
X At oty -t =0,

de la superficie absoluta, en un espacio de cuatro dimensiones,
cuyos elementos son las esferas del espacio ordinario, la distan-
cia de dos elementos equivale exactamente al angulo de dos esfe-
ras, entendido en el sentido ordinario ..

Y el Sr. Vegas, en su Tratado de Geometria Analitica, ad-
vierte que, determinando los parametros %, 7, v, una conica del
complejo de conicas representado por la ecuacion

S—r8 —p§—v§"=0
pueden dichos parametros considerarse como sus coordenadas *
' Obras Matemidticas, de Cremona, tomo 111.

Tratado de Geometria Andalitica, por D. Miguel Vegas, tomo 1, capi-
tulo xv. ’
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Esto es, como las coordenadas de un elemento de un espacio
constituido por el complejo de conicas. En el cual una ecuacion
F(kpv) = 0 representa una red de conicas contenidas en el com-
plejo, exactamente como la ecuacién f(xyz) =0 representa una
superficie contenida en el espacio ordinario; y asi como dos de
éstas definen una linea de dicho espacio, dos de aquéllas definen
un haz de conicas del complejo; y asi también como la ecuacion

f(ayz)— K¢(ryz) =0

representa todas fas superficies que pasan por la linea de inter-
seccién de las dos f(ayz)=0y ¢(xryz) =0, asi la ecuacion
f(Opv) — Kz (kmv) =0 representa una red que contiene el haz
de conicas comin a las dos reales representadas por las ecuacio-
nes f(Apv) =0y ¢(ipv) =0, etc., siendo manifiesta la perfecta
correlacidn entre las figuras y problemas del espacio ordinario y
las figuras y problemas sobre los cemplejos.

Inagotables serfan los ejemplos que de estas notabilisimas co-
rrelaciones podrian presentarse; pero es preciso terminar: bastante
he abusado de vnestra benevolencia. Lo expuesto es suficiente
para que quede bien sentado que puntos, rectas y planos ideales,
en el infinito, absolutos e imaginarios, geometrias no euclideas
y espacios abstractos de cualquier niimero de dimensiones, no son
cosas quiméricas ni vanos juegos de palabras, sino cosas tangi-
bles, representables y sobre las que pueden apoyarse deniostra-
ciones y resoluciones de cuestiones geométricas, que han llevado
los dominios de esta ciencia a unos limites casi inconcebibles.

También creo haber dejado entrever como los conceptos de los
absolutos de todas las geometrias, las mediciones de caracter su-
perior establecidas -para eilas, las relaciones proyectivas e involu-
tivas de Grdenes superiores y entre figuras complicadas de espa-
cios no ordinarios, en suma: cuanto constituye el caudal inmenso
de 1a Geometria superior, viene informado precisamente por las
fundamentales relaciones de la Geometria proyectiva elemental. No
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seré yo quien justiprecie el contenido de esta ciencia en tal o en
cual parte alicuota exacta del inventario total de la Geometria; lo
que s{ juzgo conveniente sentar es que sin un gran dominio de esa
primera rama de la Geometria proyectiva es imposible abordar con
fruto los extensos horizontes de la superior. Y que esa Geometria
proyectiva elemental o de primer grado, aunque lo familiarizados
que estamos con ella hacela aparecer sencilla, y en otras partes
andan sus nociones entre los nifios de la primera ensefianza, no
es, sin embargo, tan de facil alcance como a primera vista parece.

En el afio de 1847 fué editada la Geometria de Posicion, de
Staudt, verdadero fundador de esa admirable disciplina. Pero los
apéndices (o beifrages) que dicho autor fué poniendo a su primera
concepcion tueron apareciendo en los afios 1856, 57, 60 y 67. Es
decir, que en dar a conocer su obra completa tardé Staudt veinfe
afios. Pero tardé mucho mds tiempo en abrirse paso primero en
Alemania misma y salvando las fronteras en extenderse luego por
los demas paises.

No, como dice Hankel, porque la exclusién absoluta de las
propiedades métricas de las figuras hiciera se la considerase como
contraria a la naturaleza, sino porque lo elevado y abundante de
su doctrina dificultaba su comprensién a la mayoria, y porque,
como dice Fichte, obras verdaderamente revolucionarias no pue-
den ser juzgadas por sus contemporaneos: tienen antes que elevar
su publico y formarse por si mismas el Tribunal.

La traduccion francesa de la Geomelria de Posicién, de Reyes,
es del afio 1881, y la italiana de la de Staudt, de 1889, veinte y
treinta afios, respectivamente, después que fué dado a los alema-
nes tan singular instrumento. En la Estatica grafica de Culman,
impresa en Zurich, en 1880, dice este autor que habia creado en
dicha capital, en 1860, un curso de invierno, apoyado en relaciones
de la nueva Geometria; pero que pocos afos antes era inutil bus-
car en Zurich, ni en la Escuela de Puentes y Calzadas de Paris,
nada que tuviera relacién con los trazados de Poncelet o de Mi-
chon, etc.; todo lo cual viene en corroboracion de la resistencia
del medio a la propagacion de la nueva doctrina.

Ni mas perezosa Espaiia, ni mas diligente, hacia 1883 abri6 sus
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puertas a tan fecundos métodos, gracias a la iniciativa y tesén del
insigne maestro de todos, D. Eduardo Torroja y Caballa, de pre-
clara inteligencia, velada hoy por traidora enfermedad, quien los
di6 como fundamento cientifico de su notable Curso de Geometria
descriptiva de la Universidad Central, dando origen a una verda-
dera escuela de gedmetras espaiioles, precursora y preparadora a
la vez de la novisima que se inicia en estos momentos por el em-
puje de jovenes maestros importadores y divulgadores de los fun-
damentos de la Geometria proyectiva superior.

Antes de Torroja circunscribianse nuestros dominios geomé-
tricos a la métrica de Euclides, mds o menos adicionada, con unas
nociones sobre razones dobles; a la Analitica de Descartes, con
un poco de coordenadas trilineales, y a la Descriptiva de Momge;
por eso, tan injusto como fuera desconocer la vitalidad que trae la
nueva generacion, dispuesta a incorpbrarnos definitivamente a la
ciencia europea, seria regatear méritos a quien hizo posible el ad-
venimiento de la nueva era.

Nuestro atraso es mds de falta de extension que de ignorancia
del contenido; y lo diré en términos econémicos, que son los que
informan hoy casi todas las ideas: no es mas rica una nacioén por
tener mucho caudal, sino por tenerlo mds sabiamente distribuido,
en forma que sea mas reproductivo.

HEe picHo.
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SENORES:

Siempre es tarea grata la que desempefia el individuo de toda
Corporacion cuando tiene la honra de ostentar su representacion
en uno de estos actos y debe dar, en su nombre, la bienvenida a
un nuevo compafiero que lleno de sabiduria y méritos llega a ella
para compartir sus labores, sus penas y sus glorias; pero en el
caso actual la tarea que nuestro respetado y querido Presidente
ha tenido la bondad de confiarme es doblemente grata, ya que no
es ningdn secreto que al Sr. Jiménez Rueda y a mi nos une hace
largos aflos, no sélo una buena y fiel amistad, sino una comunidad
de ideales cientificos y profesionales, que hacen se reflejen en cada
uno de nosotros las fatigas, decepciones y venturas que en estos
terrenos recaen sobre el otro.

Un solo temor me asalta, y es el de no saber cumplir debida-
mente el honor que se me ha confiado, y que mi pobre pluma no
acierte a expresar de modo adecuado la alegria y satisfaccion con
que acogemos al Sr. Jiménez Rueda cuantos formamos parte de
esta Real Academia; pero bien sabe nuestro nuevo compaiiero, y
cuantos me escuchan, que si yo no sé expresar estas ideas de feli-
citacion sé sentirlas con todo mi corazon, y podéis perdonarme la
falta de expresion por el exceso de sentimiento.

Llega el Sr. Jiménez Rueda a la Academia provisto de multi-
ples y muy aquilatados méritos adquiridos en largos arios de cons-
tante y fecundo trabajo cientifico y en labor profesional no mas
breve ni menos fecunda. La lucha que mi digno compafiero ha
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sostenido para llegar a obtener el renombre que tan merecidamente
disfruta no ha sido corta ni breve, ni ha dejado de ser accidentada;
y en ella podréis ver algunas de las caracleristicas de su natura-
leza: la de la constancia en el trabajo, la de una firme voluntad de
vencer los obstaculos que a su marcha o desenvolvimiento se opu-
sieron y la de una tenaz perseverancia, sin desmayos ni precipita-
ciones.

Nacido el Sr. Jiménez en la provincia de Granada, comienza
sus estudios en su pueblo natal, Atarfe, y los contintia con gran
brillantez en el Instituto de segunda ensefianza de la capital de su
provincia, obteniendo en él premios ordinarios y matriculas de
honor en casi todas las asignaturas del Bachillerato, mas tres pre-
mios pecuniarios; el establecido en 1878 como extraordinario en
todos los Institutos para solemnizar el primer enlace de S. M. el
Rey Don Alfonso XII, habiendo tenido, ademas, la honra de figu-
rar en el Cuadro de Honor que el Excmo. Sr. Ministro de Fomento
ofreci6 a los primeros alumnos de todos los cursos en el afio 1877.
No menores triunfos obtuvo al estudiar la Licenciatura y Doctorado
de la Facultad de Ciencias, pues también en sus diversos cursos
obtiene multitud de premios y matriculas de honor, mereciendo
mencionarse, especialmente, el obtenido en la asignatura de Geo-
metria descriptiva, pues todos sabéis lo que su obtencién en
aquella lejana época significa.

Su amor a la ensefianza y su especial disposicion para la fun-
cién docente comienza a exteriorizarse desde su infancia: el Ayun-
tamiento de Atarfe le encarga de la ensefianza de una clase de
parvulos, cuando sdlo tenia diez afios; a poco mas de los quince,
y cuando aun estaba estudiando la ensefianza secundaria, dirige
en Granada, en compaiiia de un amigo, un colegio de primera y
segunda ensefianza; poco después, estudiando en la Facultad y
después de Licenciado, explica cursos diversos en colegios de
Madrid y provincias; ingresa como Auxiliar numerario en ia Facul-
tad de Ciencias de la Universidad Central, a poco, y, en virtud de
oposicidn, obtiene la plaza de Ayudante de Dibujo en la misma
Facultad, y en ella explica cursos de materias tan relativamente
heterogéneas, como el Andlisis matematico y la Geodesia, el
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Célculo infinitesimal y la Astronomia, la Mecanica racional y Geo-
metria descriptiva; aparte de cursos completos de (Geometria ge-
neral y Fisica matematica. En 1895 ingresa, al fin, en el Profeso-
rado universitario, obteniendo en refiida y lucida oposicién Ia
Citedra de Geometria y Geometria analitica de la Universidad de
Valencia, pasando en 1900 a la que hoy regenta con el ¢xito y au-
toridad que todos conocéis.

El desempefio de sus catedras, y la labor cientifica copiosa de
que inmediatamente hablaré, que prueban la ruda, tenaz y constante
lucha sostenida por nuestro compaiiero, no ha sido obstaculo para
que haya desempenado multitud de cargos que pudiéramos llamar
accesorios, de caracter cientifico unos, otros puramente adminis-
trativos, en todos los cuales ha demostrado sus singulares dotes
de competenciay energia. Ha sido, como antes he dicho, Ayudante
de Dibujo de la Facultad de Ciencias de Madrid; ha estado encar-
gado de la Estacion Meteorologica de Valencia; fué Presidente
honorario de la Sociedad Facultativa de Ciencias y Letras en 1895;
Delegado de Esparita en la Comisién Internacional de la Ensefian-
za Matematica de 1912 a 1914; Secretario de la Facultad de Cien-
cias desde 1905; Director actualmente de la Revista de la Sociedad
Matemdtica Espaiiola; Vicepresidente de la Seccion de Matema-
ticas de la Asociacion para el progreso de las Ciencias, y algunos
¢argos mas que no enumero por no hacer interminable esta ya
fatigosa relacion.

Antes de recordaros la labor cientifica de nuestro nuevo com-
paiiero habréis de permitirme una pequefia digresion, que espero
sirva para avalorarla y para que os deis mejor cuenta del esfuerzo
de inteligencia y voluntad que encierra. Pertenece el Sr. Jiménez
Rueda a una generacion que en cuanto se relaciona con los estu-
dios matemdticos ha tenido que hacer sola su labor, mejor dicho,
cada uno de los individuos que la componen ha tenido que ser su
propio maestro y orientarse por s{ mismo; ha tenido que autoedu-
carse y formarse cientificamente. y esto con falta casi absoluta de
Bibliotecas bien provistas, sin trabajos ni revistas recientes, y no
solo no recibiendo auxilio alguno exterior, sino teniendo que luchar
con un ambiente completamente hostil a sus ansias de verdadera



— 134 —

cultura matematica moderna, medio en el cual el estudiante de
Matematicas puras era mirado como un ente extravagante cuyas
facultades mentales no se estimaban como muy seguras y norma-
les. jCudntas veces no habra tenido nuestro compafiero que con-
testar a la eterna pregunta: dy eso para qué sirve?, y cudntos es-
fuerzos habra tenido que hacer para no dar la contestacion atribuida
a Laplace: <Las matematicas sirven, cuando menos, para evitar
que uno hable de lo que no entiende»!

Desde el primer tercio del siglo pasado, casi desde el comienzo,
hasta sus ultimos afios, la cultura matematica espafiola se nutrio
casi exclusivamente de la lectura de libros elementales franceses,
no siempre bien elegidos ni seleccionados con criterio sano. En la
época a que me refiero el que llegaba a conocer y dominar las
obras didacticas de Cirodde, Bourdon, Navier, Duhamel, o alguna
otra semejante, era mirado como un matematico de mayor cuantia.
Los nombres de los Abel y Galois, de los Riemann y Cayley, de
los Weierstrass, Kroneker, Sylvester, y tantos otros, eran aqui
casi desconocidos y no se pronunciaban nunca en nuestras aulas;
y los de los grandes matemdticos contemporaneos, los Chasles,
Hermite, Cremona, y tantos otros, se pronunciaban raras veces. Y
aun los mismos nombres que se ofan en todos los labios rara vez
eran citados por sus obras verdaderamente interesantes, sino por
alguna produccién secundaria, no siempre bien elegida; sirvanme
de ejemplo los nombres de Carlos Briot, conocido aqui por su 7ra-
tado de Algebra, libro de muy escaso valor cientifico, y desco-
nocido por su Tratado de las funciones elipticas, libro clasico,
excelente siempre, aunque hoy un poco anticuado, pero el cual
dudo fuera leido y entendido en Espafia por mas de media docena
de personas en la €época de su publicacién (la primera edicion es
de 1839 y la segunda de 1875); y lo mismo digo de Legendre, co-
nocidisimo por su poco acertado arreglo, o forma de exposicién
de la Geometria elemental, pero cuyos Ejercicios de cdlculo in-
tegral, Teoria de funciones elipticas y Teoria de niimeros pa-
saron desapercibidos, 0 poco menos.

La generacion del Sr. Jiménez Rueda, vuelvo a repetir, ha sido
y tenido el mérito de ser autodiddctica, si se me permite esta pa-
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labra, y ha tenido, ademads, el mérito no pequefio de preparar, y no
disfrutar apenas, con su labor constante y tenaz esta época de am-
pliacion de estudios matematicos, de pensiones para estudiar en
el extranjero, de creacién y fomento de Bibliotecas matematicas,
de Laboratorios, de Sociedade$ y revistas que de Matematicas se
ocupan, aunque su vida no sea todavia lo brillante y lozana que
todos deseamos.

Este proceso de avance en los estudios matematicos pudiera
sintetizarse en la forma siguiente: la época en que estudio el se-
fior Jiménez Rueda puede caracterizarse como época en que las
Matematicas se estudian en un solo libro, generalmente no bueno;
en la época en que se desarrolla, trabaja y ensefia, se estudian en
muchos libros y algunas, pocas, revistas; y asi preparan la época
que ahora se inicia en que han de estudiarse en muchas revistas,
llevando a ellas una colaboracion activa, y en pocos pero muy se-
lectos libros.

Como es natural, en ese cuadro de tonos tan sombrios como
ciertos que rapidamente os he pintado, no todo han sido obscuri-
dad y tinieblas: en €l han brillado dos faros luminosos de primer
orden, nuestro llorado Presidente D. José Echegaray, y nuestro
respetado compaiiero D. Eduardo Torroja, faro extingido definiti-
vamente el primero, por desgracia, y sufriendo el segundo un eclip-
se que haga sea pasajero £/ que todo lo puede; y al lado de ellos,
multitud de lucecillas de mayor o menor briilantez, apagadas ya
muchas de ellas, brillando otras todavia, y cuyos nombres no cito
por el natural temor de omitir aiguna digna de mencion. Echega-
ray, con sus brillantes y variados escritos y con sus atractivas e
inimitables conferencias, dié a conocer y propago multitud de teo-
rias matemdticas que aqui se desconocian y que por nadie antes
de él habian sido cultivadas en nuestra patria. Torroja, con la la-
bor mas callada y lenta, pero mas constante y tenaz de su catedra,
introdujo la escuela geométrica de Staudt, creando una pléyade
de discipulos, cuyos nombres estan en todos vuestros labios, que
han hecho y siguen haciendo intensa y muy profunda labor de cul-
tura matematica.

En resumen: la generacion del Sr. Jiménez Rueda ha tenido,



ademas del mérito de crearse a si misma, el de sentar las bases
fundamentales para dar origen a la nueva generacion que ahora se
inicia, de fuerza vital, creadora potentisima: y lo ha hecho con la
plena conviccion y consciencia de que llegaria un dia en que esta
generacién nueva habia de arrollarla y de negarle el mérito de su
abnegada actuacién; pero cumplid con valentia su propdsito y su
mision, y al rendirse en la lucha debe hacerlo con la paz y tran-
quilidad de espiritu que da siempre el cumplimiento del deber.

Y veamos ahora la obra del Sr. Jiménez Rueda. El trabajo que
aparece en primer lugar son sus Frolegdmenos de Aritméfica
Universal (un folleto de 110 pags. Madrid, 1889), obra excelente
inspirada en la Aritmética de Stolz, y en la cual se desarrollan con
singular maestria los conceptos fundamentales de los diversos sis-
temas de nimeros, y el de la teoria abstracta de las operaciones
que con ellos pueden efectuarse, trabajo no apreciado en todo su
valor cuando aparecio, entre otras razones tal vez, por la atmés-
fera viciada que reinaba en la época de su publicacién !. Siguie-
ron a esta obra sus 7rafados de las Formas geométricas de
primera y segunda cafegoria, publicados en Valencia en el afio
1898, que componen tres cuadernos, con un total de 1.081 pagi-
nas, y contienen una exposicion admirable por lo ordenada, clara
y sencilla de las teorias fundamentales de la Geometria proyecti-
va. jLastima que la obra esté incompleta! Si nuestro compafiero
se decidiese a completarla, todos {os amantes de las Matemadticas,
y muy singularmente cuantos dan sus primeros pasos en los estu-
dios geométricos, se lo agradecerian muy sinceramente.

Siguen a esta interesante obra las dos ediciones de su Geome-
tria Métrica (tres, realmente, pues a las impresas en 1903 y 1909
precedié una litografiada de corto niimero de ejemplares), libro
cuyo elogio no he de haceros porque todos le conocéis, y en el
cual vienen educandose cientificamente muchas generaciones de
alumnos de nuestras Facultades de Ciencias y Escuelas Especia-
les, con gran provecho para ellos, pues con su estudio adquieren,
no solo los conocimientos geométricos que les son indispensables,

' De la obra de Stolz tuvo preparada nuestro compafiero una version que,
por falta de editor, nc se publicé.
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sino aquella justeza en el pensar, aqueila severidad en el razonar
y aquella iniciacién en el descubrimiento de lo desconocido que
solo pueden adquirirse en el estudio y meditaciéon de libros que
reunan las condiciones antedichas en tan alto grado como las re-
une el de nuestro companero.

A las obras anteriores podéis afadir ta Memoria sobre la in-
tuicion en Geomelria, presentada en el Congreso de Ciencias de
Zaragoza, Memoria llena de agudas y muy notables observacio-
nes; la Nota sobre un teorema de Geometria esférica, utilisimo
para establecer correlaciones entre teoremas del plano y de la ra-
diacion en Geometria métrica, presentada al Congreso de Valen-
cia; su curiosisimo y ameno Discurso de apertura de la Seccion de
matematicas del Congreso de Granada, y que al versar sobre el
Arte de las Lacerias Arabes le permite, al par que rendir un tribu-
to de carifio a su pais natal, dar una muestra de sus conocimientos
artisticos y de las relaciones que entre éstos y los cientificos pue-
den encontrarse, cuando para hallarlas se aunan un estudio pro-
fundo y una elevacion de miras poco vulgar. No menos notable es
su Memoria sobre la Enserianza de la Geometria en Fspada,
presentada al Congreso de Cambridge, que tantas y tan intere-
santes observaciones contiene. Agregad a esto una serie de ar-
ticulos, notas, problemas y observaciones matematicas publicadas
en £l Progreso Matemdtico, en el Archivo de Matemdticas, en
la Revista de Matemdticas Elementales, y en la de la Sociedad
Matemdtica Esparniola, y mas de 200 articulos de vulgarizacion
cientifica de temas muy varios, y cuya sola enumeracién seria
para vosotros abrumadora, y tendréis una idea aproximada de
su labor.

En todas es#as obras debe verse, no sélo la ordenacion meto-
dica y la explicacion clarisima de las materias expuestas, sino
muy principalmente la multitud de ideas y proposiciones nuevas
de que estan llenos muchos de sus capitulos o partes. Recogidos
al azar, que el campo es feraz y se presta a Opima cosecha, yo
recuerdo la proposicion en que se demuestra gue la suma de [os
cuadrados de las amplitudes de dos superficies conicas de re-
volucion polares rectangulares es igual al cuadrado de la am-
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plitud de nn haz de semirrayvos *. La aplicacion de este teorema
a la expresion de los volumenes radiados de los angulos poliedros
en funcién de su superficie en lugar de hacerlo en funcién de sus
diedros e igualmente las areas de los poligonos esféricos en fun-
cion de su perimetro evaluado en arco de circunferencia maxima
en vez de hacerlo en funcidn de sus dngulos, todo lo cual acerca
mds estas determinaciones a las dreas de las figuras planas, teo-
remas todos de cuyo descubrimiento puede enorgullecerse el se-
fior Jiménez. :

Notabilisima es también la forma que adopta en la exposicion
de las propiedades de los angulos tetraédricos y paralelogramicos,
esencialmente diversa de las adoptadas en otros libros. No menos
curiosa y nueva es la demostracién directa para los triangulos es-
féricos de que a mayor lado se opone mayor angulo sin apoyarla
ni en la propiedad de! tridngulo plano de que un lado es menor que
la suma de los otros dos, ni en la correlativa del triedro; con el
cual consigue llevar enlazados con carécter dual los teoremas de los
triangulos planos y del triedro, y los de éste y del triangulo esféri-
co. Afiadid a lo citado las miltiples propiedades que combinando
relaciones diversas va obteniendo en todos sus trabajos, y tendréis
leve muestra de lo mucho y bueno que el Sr. Jiménez ha producido.

Mas si alguna duda tenfais, y sélo no conociendo al Sr. Jimé-
nez Rueda podiais abrigarla, la lectura que acabdis de oir de su
discurso se habra encargado de desvanecerla, porque, ¢habéis
visto con cuanta facilidad acomete en él los mas hondos problemas
de la Geometria? ¢Habéis oido cuan acertadamente expone fos
diversos caminos, los derroteros tan varios que investigadores y
expositores de los problemas de su ciencia favorita adoptan? No
creo facil que con su lectura precipitada y fragmentaria, cual estas
solemnidades exigen, hayais podido penetrar toda la intensidad de
este trabajo magistral; pero tengo la evidencia de que al leerlo y
meditarlo en vuestro gabinete de trabajo, mds de una vez habeis
de censurarme por la cortedad de los elogios que le dedico.

' Véanse JimmEnez Ruiena (C.): Lecciones de Geometria métrica (se-
gunda edicion, pag. 567) y Formas gecométricas de segunda categoria (pa-
gina 45).
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Comienza el Sr. Jiménez Rueda haciendo notar cémo por caso
fortuito y que raras veces acontece, si es que alguna vez aconte-
cid, viene a esta Corporacién a ocupar una vacante producida, no
por la pérdida dolorosa de un compafiero, sino por la aplicacién de un
precepto reglamentario que temporalmente ha privado a un muy
querido amigo y compaiiero nuestro de tomar posesion de la meda-
lla que va a usar. Mas, como muy oportunamente recuerda el Sr. Ji-
ménez, la ausencia de ese ilustre e infatigable compafiero, el se-
fior D. José Ruiz Castizo, serd solo temporal y transitoria, y dia
llegara en que le contemos entre nosotros, pues la eterna e incan-
sable Trabajadora se encargara, por desdicha, de aclarar nues-
tras filas, y una vez mas habra de cumplirse esta inexorable ley de
nuestra misera existencia.

Dedica después sentido recuerdo a los Sres. D. Eduardo Leédn
y Ortiz y D. Diego Ollero y Carmona, que le precedieron en el
puesto que ocupa. Poco tengo que afiadir a sus elogios: siempre
consideré a Leén y Ortiz como uno de los hombres de mayor inte-
ligencia y de mas vasta cultura y superior ilustracion del Profeso-
rado de las Facultades de Ciencias de nuestro pais. A pesar de
su extraordinaria modestia y de su aparente apatia y dejadez,
Leén era un trabajador infatigable que leia con afan y con fruto
cuantos libros y revistas crefa eran ttiles o necesarios para sus
estudios y sus escritos. En la época en que escribié la biogratia
de D. Jorge Juan estaba yo encargado de la publicacion de la
Revista de la Sociedad Matemdtica Espafiola, en que vié la luz
piblica, y apremiandole un dia para que me remitiese el original,
que a mi juicio se retrasaba demasiado, verificandose una vez mas
el hecho de ser tan facil pedir cuan dificil es dar buenos frutos,
hubo de contestarme con gran calma: esfoy terminando el estudio
de las obras de forge fuan, que no es facil ni corto; y era
exacto; para aquel trabajo Ledn hizo un estudio directo, profundo
y detenido de las obras de aquel sabio espafiol que en anteriores
ocasiones no habia realizado, y esta lectura de varios voli-
menes de materias muy diversas, escritos en lenguaje hoy poco
empleado, ni es sencilla ni hacedera en breve plazo. De su actua-
cion como maestro nada puedo afiadir a lo que en otra ocasion
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dije 1: S6lo si merece recordarse que en el curso de 1896 a 1897
explicé en la Escuela de Estudios Superiores del Ateneo unas lec-
ciones acerca de algunos puntos de Mecanica Celeste, y que hasta
este afio, veintiuno después, no se ha conseguido que materia tan
interesante figure en los cuadros de ensefianza universitaria.
Paco tiempo tuve la honra de tratar al general de Artilleria don
Diego Ollero y Carmona; pero en este corto espacio pude apreciar
aquellas cualidades eximias que le adornaban y que hacian de él,
ademas de un notabilisimo hombre de ciencia, un perfecto caba-
llero lleno de nobleza y bondad. Nada podria deciros de sus obras
que no haya sido ya repetido por sus bidgrafos y recordado hoy
por el Sr. Jiménez Rueda; su paso como Profesor de la Academia
de Artilleria dejé una huella tan profunda en aquel elevado Cen-
tro de enseflanza, que sus discipulos recuerdan hoy con satisfac-
cioén la profundidad de sus lecciones, al par que las cualidades de
bondad del Jefe. Os demostrara esto el hecho siguiente referido
por uno de sus mas queridos discipulos, el coronel D. Tomas
Pérez Griiidn; he aqui sus palabras 2: «En prueba de ello, permi-
tidme un ligero recuerdo de un hecho que no olvido jamas. Expli-
caba en nuestra Academia de Segovia la clase de Calculo infinitesi-
mal, y aquel dia nos daba a conocer la teoria de las curvas oscu-
latrices. Llevaria cerca de una hora de explicacion clara y metddica,
y al terminarla hizo el resumen de cuanto habia expuesto, segiin
era su costumbre, y preguntando a continuacion si todos habian
quedado bien enterados. La clase en masa, compuesta de unos 40
alumnos, contesto casi poniéndose en pie: Admirablemente, muy
fien. Era un homenaje, nunca visto en la Academia, a las condi-
ciones del Profesor, hecho de una manera respetuosa, pero sin
precedentes en los de su caracter militar, lo que no podia tomarse
como una falta de respeto». Alguno de los instrumentos de su in-

* Véase D. Epvarno LeéN v OrtizZ, Nofa biogrdfica, por Luis Octavio
de Toledo. — Revista de la Sociedad Matematica Espaijiola, ano v, pag. 1.
Madrid. 1914.

®  Riografia del Excmo. Sr. General D. Diego Ollero y Carmona, por
D. Tomas Pérez Grinon, Coronel de Artilleria. — R. S. M. E., afio 11, pa-
gina 149.
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vencion, la regla de céalculo, por ejemplo, si en lugar de su apellido
espaiol hubiera tenido un apelativo exdtico, hubiera encontrado
facilidades de construccion y propagacion que a ¢l le fueron, si no
negadas en absoluto, regateadas con exceso.

Con el modesto titulo de Algunas consideraciones acerca de
la evolucion de los conceptos de punlo, recta, plano y espacio,
presenta el Sr. Jiménez Rueda su trabajo, v en verdad que, como
habéis oido, su contenido es mds, mucho mas, que algunas con-
sideraciones acerca de la evolucion de esos fundamentales concep-
tos: en realidad es un examen detenido y minucioso de todos elios
y una revision sintética y rapida, pero tan intensa, de los principios
fundamentales de la Geometria, hecha con aquella precisién y
lucidez, que sélo el conocimiento profundo de asunto tan abs
tracto y el haber dedicado a él largas vigilias y sendas horas de
estudio y meditacion permiten concretar en las paginas de un dis-
curso. Ya €l mismo confiesa la dificultad de examinar en trabajo
de la indole del suyo actual la evolucién de esos conceptos desde
el punto sin extensién hasta el del espacio abstracto de n dimen-
siones; pero hemos de confesar que consigue tan admirablemente
su proposito, que nada de verdadero interés deja por tratar y exa-
minar; asi que yo he de limitarme en mj labor a una simple glosa
de lo expuesto por nuestro compariero, un indice, o poco mas, que
os sirva de guia cuando querais volver a leer un punto concreto y
determinado de los muchos que encietra.

Y no me es exigible otra cosa, pues viene el Sr. Jiménez a
recorrer este campo después de haber obtenido en él dpima cose-
cha nuestro comin compaiiero D. Julio Rey Pastor, el cual con sus
conocimientos extraordinarios, con su agudeza de comprensién y
observacion excepcionales y con su sentido critico insuperable, ha
dedicado sendos articulos al estudio de estos asuntos en varias de
sus obras, y muy especialmente en sus Fundamentos de la Geo-
metria Proyectiva superior, que premio esta Academia. En campo
recorrido tan recientemente por los Sres. Rey y Jiménez, dcreéis
que se podra espigar gran cosa?

En la primera de las siete partes que al desarrollo de su tema
dedica el Sr. Jiménez, examina y discute la idea de Kant, negando
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realidad objetiva al espacio, considerandole como mera condicién
subjetiva, oponiéndole la concepcidon de Balmes, entre otros, que
juzgan necesario a priori que existan cuerpos para que se pro-
duzca la sensacion espacial; y la de Stallo, para el cual es un con-
cepto; y hace ver después cémo nuestras concepciones geométri-
cas actuales del espacio se reducen a tres fundamentales: e/ espa-
cio Intuitivo, el fisico y los abstractos de n dimensiones. Al
examinar las dificultades que surgen en el rigor de las verdades
geométricas estudia y pone de relieve las interesantes ideas de
Pasch, introduciendo los elementos impropios; estudiando des-
pués la necesidad de diferenciar el espacio fisico del intuitivo en
muchas cuestiones geométricas. Y, por tltimo, hace notar cémo
en los espacios no es condicién precisa que sus elementos sean
propiamente puntos ni cuerpos en los que no puedan distinguirse
partes, sino que pueden considerarse como tales entes abstractos
de cualquier naturaleza, sometidos solo a la condicion de formar
un conjunto entre cuyos elementos puedan definirse grupos de
operaciones, y, al propio tiempo, se pueda tener en cuenta un sis-
tema de postulados y de conceptos primitivos.

No menos interesante es el parrafo dedicado a la escuela cld-
sica, en que examina y discute con gran detencién las antiguas de-
finiciones de punto y linea recta dadas por Platon, Euclides, Arqui-
medes (resucitada por Legendre), Herén y Grassmann, Leibnitz,
ambos Bolyai y Lobatschewski; asi como en las de plano de He-
ron, Gauss; la equivalente de Deahna y la mds moderna de Staudt,
haciendo observar las dificultades enormes que ha presentado siem-
pre una buena definicién de estos conceptos fundamentales, y de
qué modo el hecho de tener un concepto claro de linea recta finita
y un criterio bastante seguro para el empleo y manejo de la infi-
nita han permitido percibir las deficiencias de todas esas defini-
ciones y ha sugerido la necesidad de la admision de cierto nimero
de conceptos primitivos y postulados, probando cémo todas las
definiciones de los antiguos son aceptables cuando a ellas se ante-
ponen y completan ciertos postulados de congruencia y de movi-
miento que todos ellos admitieron sin manifestarlo explicitamente.

La critica que de todas estas definiciones de conceptos geomé-
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tricos fundamentales hace el Sr. Jiménez Rueda, le conduce al
examen de los principios basicos de la ltamada A.riomdtica. La
severidad que el concepto de rigor en Matemdticas iniciaron Abel
y Cauchy en el primer tercio del siglo pasado siguié desarroifan-
dose en la segunda mitad del mismo con la revision de los funda-
mentos del Analisis realizada por los Weierstrass, Dedekind, Du-
Bois Reymond, Dini, Tannery y otros; con la aritmetizacién del
mismo por Kronecher, que no ha sido mas que una forma de intro-
ducir el rigor en sus fundamentos; y que ha llegado a su pleno
crecimiento con Jorge Cantor, Emilio Borel y la pléyade de mate-
maéticos contemporaneos, creando y desenvolviendo ia teoria de
conjuntos, que, comenzando por deducir de las nociones simples
de los conjuntos finitos la idea de niimero natural, llega con el es-
tudio de las propiedades de los infinitos, y especialmente, con la
de los mensurables o medibles, a penetrar en las ideas mas eleva-
das del Analisis, dando origen al nuevo concepto de integral defi-
nida dado por Lebesgue y llevando por doquiera el espiritu de
exactitud y precision. Este espiritu y tendencia rigorista tenia que
alcanzar fatalmente al examen de los principios de la Geometria,
su rama hermana e inseparable, no menos necesitados de examen
minucioso y cuidadosa definicion.

Puede atirmarse que Moritz Pasch ha sido el primero en carac-
terizar el concepto de rigor matemadtico por estas dos condiciones

1.* Se enuncian explicitamente, pero no se definen, un corto
niimero de conceptos primitivos, por medio de los cuales se pue-
den definir todos fos demas.

2.*  Se enuncian explicitamente las proposiciones fundamen-
tales (axiomas, postulados), por medio de los cuales se deben de-
mostrar logicamente las demas (teoremas). Estas proposiciones
fundamentales deben aparecer como puras relaciones légicas en-
tre los conceptos primitivos, y esto independientemente de la sig-
nificacidon que se dé a estos conceptos primitivos.

! Véanse: Encyclopédie des Sciences Mathématiques pures et appli-
quées. Principes de la Géomelrie; exposé par F.Exrioves (Bologne), tomo 111,
volumen 1, pag. 6. REY Pastor (J.): Fundamentos de la (ieometria Proyec-
tiva superior, pag. 80.
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Caracteristicas diferentes presenta el sistema o escuela légica
de Peano, Veronese e Hilbert, caracteristicas que, definidas por
Rey Pastor con toda precision, no creo preciso repetir aqui.

Para satisfacer a estas condiciones de rigor, el mismo Pasch,
primero, y Schur, después, sientan las bases de la Geometria en
un conjunto de enunciados que comprenden, segin el sistema de
Schur, ocho postulados, sin contar los de movimiento, paralelis-
mo, etc.; cuatro definiciones y once teoremas. A este sistema sus-
tituye Rey Pastor un sistema mixto de diez proposiciones con los
axiomas de Pasch, relativos a la recta, y los de plano propuestos
por Peano y simplificados por Moore.

El mas notable, tal vez, de estos postulados es el relativo a la
introduccion del punto: Ewiste una variedad ilimitada de ele-
mentos que se denominan puntfos, y digo que es el mas notable
tal vez, porque en él se confiesa implicitamente, pero con toda
lealtad, la imposibilidad de dar una definicién justa y precisa de
este fundamental elemento geométrico. Verdad es que a posfe-
riori, y para garantizar la compatibilidad del sistema de postula-
dos empleados, se utiliza el artilicio de llamar puntos a las fernas
de niimeros (cuaternas si se emplean coordenadas homogéneas),
que pueden ser las coordenadas cartesianas de los puntos de un
espacio £}, en el cual se haya construido ya una cierta geometria.

Lo que resulta inmediatamente de la admisién de estos con-
juntos de axiomas, postulados y teoremas fundamentales es que
sobre ellos se construye todo el edificio geométrico con un rigor
y una concatenacion légica de las proposiciones verdaderamente
admirable, pues si en algunos momentos nuestro espiritu vacila y
se muestra a veces sorprendido acerca de la necesidad de la de-
mostraciéon de ciertas proposiciones, como, por ejemplo, de /a
posibilidad de prolongar una recta, un estudio mas profundo y
detenido disipa toda vacilacién, pone bien de manifiesto esta ne-
cesidad y muestra como sélo los prejuicios de los que hemos sido
educados en los métodos puramente intuitivos o, al menos, fun-
damentalmente intuitivos, pueden hacerrios dudar acerca de esta
necesidad. Por estas causas de rigor y sencillez, a la par, la Axio-
mdtica se va abriendo paso con bastante rapidez en la exposicion
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de los elementos de la Geometria y reemplazando los procedi-
mientos intuitivos, contribuyendo a ello no poco la propaganda
acertadisima que con sus preciosos tratados elementales han he-
cho los matematicos italianos Veronese, Gazzaniga, Enriques y
Amaldi: yo espero que su ejemplo ha de seguirse en plazo muy
breve por profesores espafioles, y que dentro de poco la literatura
cientifica espafiola ha de contar con Tratados elementales de Geo-
metria inspirados en estas sanas y beneticiosas doctrinas.

En todo el capitulo que sigue a la Aafomdtica, y en el cual se
ocupa el Sr. Jiménez en el estudio, introduccidén e importancia de
los Elementos ideales, palpita un deseo vehemente, expreso en
algunos puntos, tacito en otros, pero que vigorosamente se dibuja
y lee entre lineas, de que a estos interesantes elementos geométri-
cos se les concede una carta de naturaleza y un derecho a la in-
tervencion activa en la exposicion e investigacion de las verdades
geométricas tnuy superior a la que actualmente se les concede,
demostrando en todos los pdrrafos la firme fe que tiene en su vir-
tualidad y en su fuerza potencial.

Basandose en el teorema de Desargues, en la radiacion o de
los triaristas homolégicos, recordando de paso la importante con-
tribucién que llevé a esta teoria nuestro eminente compafiero don
Ventura Reyes Prosper, y en el examen escrupuloso de las cir-
cunstancias y situaciones en que pueden hallarse los elementos
que intervienen en el teorema de los elementos de las radiaciones
perspectivas, que con toda precisién enuncia, llega a fundamentar
de modo preciso la introduccién de los elementos ideales.

En los parrafos que siguen define con exactitud, y con la po-
sible sencillez, el punfo ideal, haciendo observar como los puntos
ideales y los propios tienen una misma manera de determinacion,
empleando como ejemplo las proposiciones que dicen: Una recta
y un plano, o bien, dos rectas de un mismo plano, determinan
siempre un punfo real o ideal, distinguiendo los casos diversos
en que el punto definido es de una o de otra naturaleza. La recta
ideal, determinada por dos puntos ideales, y que no es mas que
el medio de introduccién de un haz de planos construido en for-

ma analoga al haz de planos cuyo eje es la recta que une dos
10
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puntos propios, y cuya determinacion, ademas de las antes enun-
ciadas, puede tomar formas muy diversas, que analiza con gran
cuidado.

No menos interesante es la generalizacion que hace del teore-
ma de Desargues relativo a los tridngulos homolégicos en un pla-
no al extenderlo a los diversos casos en que todos, o parte al me-
nos, de los elementos que intervienen en é€l, incluso el centro y
eje de homologia, sean propios o ideales, y las consecuencias que
deduce de esta generalizacion, especialmente a las construcciones
con elementos ideales.

Ocupase después del plano ideal, elemento que permite intro-
ducir en el espacio una dualidad de puntos y planos analoga a la
que los otros elementos ideales han permitido en el plano entre
puntos y rectas, estudiando muy especialmente la forma en que
Pasch introduce este concepto. Terminan esta interesante parte
del trabajo del Sr. Jiménez Rueda algunas importantes reflexio-
nes acerca de la independencia de la Geometria proyectiva res-
pecto de los postulados relativos a paralelas, lograda con la inter-
vencion de elementos ideales, independencia sefialada por Klein y
Pasch, y no apreciada en todo su valor hasta que los trabajos de
Hilbert la han puesto de manifiesto.

El postulado llamado de Arquimedes, y algunos de congruen-
cia que permiten introducir niimeros que se corresponden biuni-
vocamente con los puntos de una recta, mediante la operacién de
medir y la de contar, el estudio de las redes arménicas y de M-
bius, y los postulados de la continuidad de la recta de Cantor y
Dedekind, vienen expuestos magistralmente en nuevos pdrrafos;
nada seria posible afiadir a las consideraciones que hace nuestro
compaiiero, y a las paginas que a los mismos asuntos dedica e}
Sr. Rey en su obra tantas veces citada. Solo si haremos notar
la exactitud y agudeza de observacién que evidencia aquel pa-
rrafo en que se pone de manifiesto la labor intensa que la inteli-
gencia humana ha realizado y realiza constantemente sin desma-
yo, para pasar de lo infinito y relativo. unico que le es dado co-
nocer con exactitud, a lo infinito y absoluto, salvandonos de los
peligros que la intuicion de estas ideas introdujo en tiempos pa-
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sados, y conduciéndonos con aproximaciones sucesivas a su ma-
nejo y conocimiento con rigor 16gico suficiente,

Mas conocidos y vulgarizados son los asuntos tratados por el
Sr. Jiménez en el apartado V de su trabajo, Elementos en el
infinifo, pero no menos interesantes y no menor es la maestria
que en su exposicion despliega. En efecto, aprovecha las definicio-
nes e introduccién de los elementos en el infinito para exponer los
fundamentos y diferencias de las geometrias euclidea, o parabdli-
ca; de Gauss-Lobatschewski, o hiperbélica, y de Riemann, o
eliptica, y todo ello con aquella dificil sencillez que entusiasma y
subyuga al conocedor de las materias, y que atrae y seduce al que
por vez primera las saluda invitandole al estudio y meditacion de
teorias profundas y poco accesibles, pero que se le exponen en
forma agradable y simpdtica, exenta de toda sospecha de difi-
cultad.

Antes de entrar en la exposicién de Ia teoria de las determina-
ciones métricas de Cayley sobre cuadricas, interpretadas no eucli-
deamente por Klein, complementos necesarios de los conceptos de
punto, recta, plano y espacio que va desarrollando, dedica sendos
parrafos a las nociones que juzga indispensables acerca de los
polos, polares y planos polares absolutos y de las involucio-
nes y polaridades absolutas, entes en el infinito o ligados a los
caracteristicos de cada una de las tres Geometrias, y en los cua-
les estos elementos se estudian y analizan con singular esmero y
atencién.

Verdaderamente notable es la parte que dedica al problema de
la medida en las figuras de una dimensién haciendo ver c6mo las
determinaciones métricas de la serie y del haz quedan encerradas
en un solo concepto, el de las transformaciones lineales, y c6mo
éstas son en esencia de dos clases, las que dejan fijos dos elemen-
tos reales o imaginarios de la figura y las que dejan fijo un solo
elemento, sefialando al propio tiempo las caracteristicas de cada
una de las geometrias. ‘

Observa Rey Pastor ! que el verdadero fundador de la teoria

! Véase la pag. 292 de la obra citada anteriormente.
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moderna del imaginarismo geométrico es el matemalico aleman
Paulus, que en su Tratado de Geomefria Proyectiva (1853) da
por primera vez una definicion rigurosa de los elementos imagina-
rios, definicién completada y aclarada en diversos articulos del
Archiv de Grunert. Paulus considera como sinénimas las expre-
siones par de elementos imaginarios e involucion elipfica,
siendo la primera locucién nada mas que un modo abreviado de
designar la segunda, que es util para dar generalidad a multitud
de teoremas, definiendo, ademads, la incidencia, coincidencia, et-
cétera, de elementos imaginarios. Algunos afios después, Staudt,
en sus Adiciones (Beitrige) a la Geometria de la Posicion, des-
arrolla la idea de Paulus dando una exposicion rigurosa y siste-
matica de las operaciones con elementos imaginarios, introducien
do al mismo tiempo una modificacion de importancia-al agregar a
cada involucion un sentido determinado, con lo cual distingue
cada elemento de su conjugado, llegando asi a una distincién de
interés entre los métodos posteriores de representacién de ele-
mentos imaginarios, pues en tanto que en unos se separa cada
elemento de su conjugado, en otros se procura evitar tal separa-
cion considerando pares de elementos conjugados.

Sin perder detalle, pero con rapidez al propio tiempo, va el
Sr. Jiménez en la parte sexta de su trabajo exponiendo la teoria
de Staudt relativa a Elementos imaginarios, explicando cémo
existe un solo punto real situado en linea recta con dos imagina-
rios no conjugados del plano y ¢cémo se determina y construye la
recta imaginaria de primera especie que une dos tales puntos ima-
ginarios; como hay una sola recta real concurrente con dos ima-
ginarias no conjugadas del plano real, y como se determina y
construye el punto imaginario de interseccion de dos rectas ima-
ginarias de primera especie de un plano. Hace ver también la
existencia de una recta real situada en un plano con dos imagina-
rias no conjugadas de una radiacién, y cémo se determina y cons-
truye el plano imaginario determinado por dos rectas de esa ciase,
asi como la recta de interseccién de dos planos imaginarios no
conjugados de una radiacidn.

Con igual sencillez y lujo de pormenores trata a continuacion
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de la representacion de los elementos imaginarios de primer orden
por figuras del segundo, y del paso reciproco de unas a otras re-
presentaciones, asi como de la manera de relacionar proyectiva-
mente dos involuciones, o una involucién consigo misma, con co-
rrespondencia de sus pares de elementos conjugados y a partir de
elementos previamente determinados, cuestiones ambas que jue-
gan importantisimo papel en las construcciones con elementos
imaginarios.

Entrando en los elementos imaginarios del espacio de tres di-
mensiones, y después de detallarnos cuando y de qué manera una
recta real ¢ imaginaria pertenece a un plano imaginario dado, y
en qué casos determina con él un punto real o imaginario, exa-
mina aquellas circunstancias que han de tener lugar para que una
recta real o imaginaria pase por un punto imaginario y cuando
determina con él un plano real o imaginario, presentdndonos la
recta imaginaria de segunda especie, segtin las ideas de Staud,
con todo el complicado andamiaje del sistema involutivo del espa-
cio que la contiene, con todas las rectas de la congruencia eliptica
que son el asiento de las involuciones puntuales representativas
de los puntos de la recta de segunda especie en cuestion, y ejes
de las involuciones de planos representativos de los planos ima-
ginarios que pasan por ella, y con todos los haces de rectas ala-
beados de segundo orden que directamente la representan, de-
biendo observarse que si hay otros modos de definir la recta
imaginaria de segunda especie por dos puntos o dos planos ima-
ginarios cuyas rectas bases se cruzan, como luego indica el sefior
Jiménez, ninguno de ellos da una idea tan precisa y acabada de la
naturaleza de una tal recta imaginaria como el sistema de Staudt,
al cual hay que recurrir cada vez que con el empleo de los otros
sistemas se tropieza en la mas leve dificultad.

Con gran acopio de elementos constructivos examina, después
de esto, los casos de determinacién de un punto imaginario por un
plano real y una recta imaginaria de segunda especie; de un plano
imaginario por una de estas rectas y un punto real; de una recta
imaginaria de segunda especie por dos puntos o dos planos imagi-
narios proyectivamente independientes; de un plano imaginario por



un punto imaginario y una recta imaginaria de segunda especie; de
un punto imaginario por un plano y una recta de segunda especie
ambos imaginarios; y sienta las condiciones y circunstancias para
que una recta imaginaria de primera o de segunda especie esté
enteramente contenida en un plano imaginario, y para que dos
rectas imaginarias de primera o de segunda especie tengan un
punto comin, o estén en un mismo plano, finalizando esta parte
con extensas consideraciones acerca de la determinacién de un
punto por tres planos y de un plano por tres puntos en los casos
en que los elementos determinantes son todos imaginarios, o lo
son solamente dos o uno, y los restantes son reales.

He resefiado minuciosamente esta parte del trabajo de nuestro
nuevo compafiero porque, a excepcion de los teoremas de caréc-
ter general contenidos en la Geometria del Sr. Torroja, es, a mi
juicio, bastante nueva en nuestra literatura matematica: en el dis-
curso de ingreso en esta Academia del Sr. Torroja se habla de los
elementos imaginarios y se dice que reduciéndose las construc-
ciones, en Gltimo extremo, a determinar una recta por dos puntos,
un plano por tres, y sus analogos, pueden aplicarse a los elementos
imaginarios sin mas que tener presentes las propiedades was sen-
cillas de la involucién; no teniendo el Sr. Torroja, en realidad,
necesidad de entrar en mds detalles y pormenores, porque la
finalidad de aquel discurso se encaminaba al establecimiento de
la proyectividad entre elementos imaginarios como medio de lograr
la generalizacion y simplificacién que distingue a la Geometria
pura. Y en trabajo anadlogo del Sr. Vegas, todo ¢l consagrado al
imaginarismo, tampoco tenia por qué abordar estos asuntos de
determinaciones geométricas, porque sus puntos de vista eran mas
analiticos que geométricos puros; y en sus recientes trabajos, el
Sr. Rey Pastor las ha supuesto conocidas por el lector, y como es
muy posible que con las definiciones a la vista de los elementos
imaginarios y la simple indicacion de sus determinaciones mds de
un aficionado se encontrara perplejo ante los datos reales de un
punto y de una recta imaginaria de segunda especie para construir
el plano imaginario que pasa por ellos, y otros problemas andlo-
gos, entendemos que el Sr. Jiménez Rueda ha llenado con esta
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parte de su trabajo un gran vacio y prestado un excelente servicio
al fomento de nuestra cultura matematica.

Pasa después a indicar las representaciones de los elementos
imaginarios por proyectividades ciclicas, por potencias y por haces
de proyectividades, y entra de lleno en las cuestiones de continui-
dad de los elementos imaginarios, una de las més complicadas y
dificiles de la Geometria; y con las representaciones por un solo
elemento real de estos entes complejos mediante proyecciones de
un elemento central de proyeccion o elemento fundamental, segtin
las ideas de Gauss, de Riemann y de Staudt, introduce el concepto
de cadena por el que se completa el modo artificioso de manejar
estos elementos en el terreno de la geometria pura, y llega hasta
enlazarlos con las antiguas representaciones analiticas de Cauchy,
tomando por elemento fundamental uno de los puntos ciclicos del
plano de representacion.

La altima parte del discurso del Sr. Jiménez Rueda versa sobre
los espacios abstractos de n dimensiones, los cuales presenta pri-
mero desde el punto de vista geométrico, y después bajo el as-
pecto analitico. Bajo el aspecto geométrico, definido y determi-
nado el espacio £, octipase, como caso particular, de los espacios
complejos, y en ellos, tras de breve discusién sobre dimensiones,
grados de libertad y niimero de condiciones determinantes, deja
sentadas nuevas propiedades de los entes con elementos imagina-
rios. Y desde el punto de vista analitico definelos como conjuntos
de entes determinados por grupos de valores atribuidos a las co-
ordenadas de sistemas previamente establecidos, y después de
advertir que la importancia de estas concepciones esta en la posi-
bilidad de interpretar en ciertos espacios constituidos con entes de
cualquier naturaleza propiedades y relaciones descubiertas de an-
temano en otros, pasa a presentarnos unos cuantos casos concre-
tos de estos pasos, como el de que la geometria de un complejo
lineal de rectas, y la del grupo de cdnicas circunscriptas a trian-
gulos conjugados respecto de una cierta cénica, son iguales, y
como el de que a una red de conicas f (%, u, v) = 0, contenidas
en un complejo de cdnicas, corresponde una superficie f(t, ¥, Z)
== ( del espacio ordinario, etc.
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He llegado al fin de mi labor: ahi tenéis condensado en pocos
parrafos el contenido del discurso de nuestro nuevo compaiiero;
ahi tenéis el indice, el guia que me habia propuesto formular para
llamaros la atencién acerca de los puntos mas culminantes, de las
bellezas matematicas mas interesantes que esta nueva obra, que
tanto honra a su autor, contiene. Y ahora, al terminar, permitidme
que, ademas de repetir mi doble felicitacion a la Real Academia y
al Sr. Jiménez Rueda, os dé un leal consejo: leed, estudiad y
meditad el discurso del Sr. Jiménez Rueda, pero prescindid del
indice que le he afiadido.



