DISCURSOS

LEIDOS ANTE LA

REAL ACADEMIA DE CIENCIAS

EXACTAS, FISICAS Y NATURALES
EN LA RECEPCION PUBLICA

DEL

SR. D. SIMON ARCHILLA Y ESPEJO

el dia 10 de Junio de 1888

MADRID

IMPRENTA DE DON LUIS AGUADO
Calis de Ponicjos, 8

1888



DISCURSO

DEL

SR. D. SIMON ARCHILLA Y ESPEJO



| % RQ\AJ\RA:

Cuando 4 mediados del afio anterior os servisteis llamarme 4
vuestro seno, propiseme desde luego acudir 4 él presuroso, que-
riendo significar con mi presteza en responder 4 tan honrosa in-
vitacién, no solo el buen deseo que me animaba de cumplir mi
cometido y cooperar con vosotros 4 los altos fines de esta sabia
Corporacién, en cuanto 4 mis débiles fuerzas y quebrantada sa-
lud fuera dado, sino también la grande estima en que tenia el
honor que me haceis de elevarme hasta vuestra altura, y mi
gratitud 4 la Academia, en cuya benévola indulgencia se halla el
principal, si no mi dnico titulo, para ocupar este puesto, al que,
sin temeridad, nunca pudieron aspirar mis cortos merecimientos.

Y tal era'mi deseo de expresaros asi cudnta era mi gratitud,
que 4 los ojos de ésta aparecia como plazo interminable el corto
tiempo de las vacaciones que habian de transcurrir para que, re-
anudadas vuestras tareas, pudiera yo ver cumplido mi propésito.

{Quién habia de decirme entonces que pasaria todo un afio y
buena parte de otro sin dar satisfaccion 4 tan natural y legitimo
deseo? 3;Ni como presumir 4 la sazén que la insidiosa enferme-
dad que h4 largos afios viene minando mi existencia habia de
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exacerbarse tanto, apenas me eligiésels, y continuar su obra des-
tructora con tan tenaz y decidido empefio? Forzado desde enton-
ces & prescindir de todo trabajo, y obligado & renunciar 4 6l
cuantas veces lo intentaron mis agotadas fuerzas, sentime incli-
nado 4 creer en més de una ocasién que no llegaria para mi la
hora, ya que no de pagar la deuda con vosotros contraida, de
hacer, al menos, publica ostentacién de mi reconocimiento en la
solemnidad de este acto.

Por fin, esta hora ha llegado. {Pero en qué condiciones para
mi, sefiores! Acudiendo tarde &4 vuestra llamada y, como 4rbol
duramente sacudido por recia tormenta, no pudiendo ofreceros
después de ésta sino pobres frutos, escasos y marcados con el
sello de la pasada borrasca, en vez de aquél, exuberante en pro-
fundos conceptos y brillantes pensamientos, exornado con todas
las galas del buen decir, y madurado al influjo de amoroso tra-
. bajo, que cada uno de vosotros ha traido 4 este recinto en mo-
mentos anédlogos al presente.

No extraiiéis, pues, que lleno de confusion me presente ante
vosotros, al venir en tales circunstancias 4 dirigiros por vez pri-
mera la palabra. Y esta confusion se acrece sobremanera al con-
siderar que he de ser yo, oscuro Catedritico, el que venga 4 re-
emplazar en este puesto, que tanto honré en vida el Excmo. Se-
fior D. Francisco de Paula Mirquez, al distinguido Académico
cuya pérdida todos deploramos; que, asi en el seno d esta Aca-
demia como en el Consejo de Instruccion publica, 4 que pertene-
cia; ya al frente del Observatorio Astronémico de San Fernando
y de la Escuela de Artes y Oficios de esta Corte; ya al prestar
al pais los importantes servicios que le llevaron al puesto de
Brigadier de la Armada, di6 siempre vivo ejemplo de inteligente
~ celo é incansable actividad, y, donde quiera, continuas y rele-
vantes pruebas de profunda ciencia, de amplios y variados cono-
cimientos, de gran competencia en las dificiles cuestiones de la
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Administracién y en la organizacion de la Ensefianza piblica, y,
lo que es mds raro ain y tiene mds valor é importancia, de no-
ble y entero caricter, de elevacion de ideas é independencia de
juicio, y de intachable y concienzuda rectitud, 4 prueba de todo
género de halagos y contradicciones. :

Séame, pues, licito, sefiores, ya que no cabe el declinar la
inmerecida honra con que os habéis servido distinguirme, ni es
dado 4 mi pequefiez llenar el hueco que entre vosotros ha dejado
tan notoria y respetable personalidad , seguir sus huellas é ins-
pirarme en su ejemplo, para que, al ocuparlo yo, no se muestre
tan al desnudo el desfavorable contraste, ni parezca del todo va-
cio su sitial.

'Debiendo, por disposicién de los Estatutos, desarrollar un
punto concerniente 4 las Ciencias Exactas, y creyéndome en
cierto modo obligado, por razén de oficio, 4 elegirle en el Anali-
sis infinitesimal, me propongo exponer 4 vuestra consideracion
algunags reflexiones acerca de las ideas capitales que informan
esta importante rama de la ciencia matemitica. v

Al preferir este punto, he temido muy en cuenta vuestra con-
dicion y la mia, y la naturaleza de las teorias del Andlisis, tan
rebelde 4 prestarse décil 4 las exigencias de este acto. He creido
que tal asunto, por su importancia y trascendencia especulativa,
era digno de ocupar vuestra atencién ; y en el especticulo lleno
de provechosas ensefianzas que ofrece la empefiada controversia
mantenida por los geémetras mds insignes y los mis profundos
pensadores de los siglos XVII y XVIII, con el propésito de es-
tablecer sobre solidas bases el Célculo diferencial, y en el vivo
interés que despierta tan prolongada -y singular contienda, he
buscado un modo de hacer que resalten menos las deficiencias
que en el fondo han de producir mi corto saber y escasa erudi-
cién, y el desalifio en la forma, hijo de malos habitos contraidos
en la ensefianza, donde la necesidad de ser claro obliga 4 veces .
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4 descuidar, ya que no 4 sacrificar, la forma al fondo, en la ex-
posicion de la ordenada serie de verdades que constituyen la
ciencia matemitica. -

Debiendo, ademds, por la indole propia del asunto, sefialar
la oscuridad que reiné en la mente de sabios tan grandes como
Newton y Leibnitz, de matemdticos como Bernoulli, Euler y
Lagrange, y de tantos otros, en lo que toca 4 la concepcion de
aquellas primeras nociones; las causas productoras de esa oscuri-
dad; y como ésta, trascendiendo 4 todas las ideas que con ellas
tienen intima conexion, les impidié dar base solida y verdadera-

‘mente matemdtica al Cilculo diferencial, llevindoles en mds de

una ocasion 4 errar en puntos en los que hoy cualquier docta
mediania puede discurrir sin temor de extraviarse; al ver el
singular empefo con el que todos y cada uno se esmeran siem-
pre en hacer que resalten las contradicciones que entrafia la
agena doctrina, sin parar mientes en las que envuelve la propia,
sin duda porque en la serena esfera de la pura especulacién se
cumple, lo mismo que en el dominio del mundo moral, la gran
verdad consignada en los Libros Santos y expresada por el que
es la Verdad misma, de que vemos la paja en el ojo ageno y no
llegamos 4 ver la viga en el nuestro; al considerar, repito, con
qué facilidad aquellos insignes varones cayeron en los mismos
errores que pretendian corregir cuantas veces intentaron esta-
blecer la teoria infinitesimal sobre su legitimo y natural funda-
mento, os inclinaréis, ciertamente, 4 ser benévolos con las apre-
ciaciones que me permita aventurar, en este delicado asunto, y
4 no escasearme la indulgencia, tan propia de vuestro saber y
elevacion de ideas como necesaria para mi en este momento.

La idea del infinito se halla tan estrechamente relacionada

_ con la especulacién matemdtica, que bien puede decirse sin pe-
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car de exagerado que casi no hay problema de esta ciencia, si
tiene cierto grado de generalidad ¢ importancia, que por manera
mds 6 menos directa no dependa de esa nocién fundamental.
Aparece en las puertas mismas de la Aritmética, al concebir
la generacion de la serie natural de los nimeros; muéstrase al
establecer la equivalencia entre ciertas fracciones ordinarias y
otras decimales, y se impone como elemento ineludible de los
nimeros inconmensurables y de las teorias de ellos dependientes.
De igual manera la encontramos interviniendo en las prime-
rag ideas de la Geometria y formando la trama y como la sus-
tancia de las verdades elementales que constituyen el sélido ci- -
miento sobre que se apoya tan vasta ciencia; y, 4 medida que
las dificultades crecen por referirse 4 investigaciones mds y mds
complejas, la nocién del infinito influye més y de un modo mis
directo. Pero donde esta nocién interviene por manera mis am-
plia, y se muestra en toda su fecundidad, y revela toda su impor-
tancia, es en el Anilisis algebriico, y muy especialmente en la
parte de éste 4 que se da el nombre de infinitesimal. Aqui las
primeras nociones y las consecuencias que de ellas se deducen,
las relaciones entre los diversos elementos de una misma teoria,
las afinidades y dependencia mds 6 menos proéxima 6 remota en-
tre teorias en apariencia distintas, la naturaleza intima y hasta
la estructura misma de los métodos demostrativos y de investi-
gacion, todo estd tan estrechamente ligado, en conexién tan in-
tima, y, por decirlo asi, tan saturada de la nocién del infinito, que
ni es posible dar un paso en esta ciencia sin tropezar con él, ni
aventurarse en cualquier sentido en la inmensa extensién del
Anilisis infinitesimal sin temor de extraviarse y caer, si no
alumbra el camino la poderosa luz que brota como de inagotable
manantial de esa fecundisima nocidn. )
Nada tiene, pues, de extrafio que, intentando Leibnitz escri-
bir un tratado, que nolleg6 4 publicar, de la ciencia por él ¢rea-
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da, y que otros se encargaron de exponer y desarrollar, surgiese
en su mente, imponiéndose aun antes de producida la obra, el
titulo de Scientia infiniti que habia de llevar y que se propo-
nia darle.

;Cusl es la causa de ese hecho, y el natural origen y racio-
nal fundamento en cuya virtud tal idea interviene en la espe-
culacion analitica? Por poco que se profundice, alcdnzase que
esa intervencion es de todo punto necesaria por dos causas dis-
tintas é igualmente poderosas. Es la primera la amplia genera-
lidad que compete 4 las leyes de variacién numérica; y la se-
gunda la necesidad de atribuir 4 esa variacién el cardcter de
continua: generalidad que aparece como uno de los rasgos mis
salientes del Algebra, y modo de variacion indispensable si
sus especulaciones se han de aplicar 4 todo lo que puede ser
numéricamente determinado, y muy en particular al estudio de
las leyes del mundo fisico, que, por referirse 4 fenémenos que se
realizan en el espacio y se suceden en el tiempo, se nos mues-
tran de ordinario, ya que 1o en todos los casos, cumpliéndose

-conforme 4 la ley de continuidad.

Pero si la simple variacién es un concepto que no entrafia
dificultades, no sucede lo propio cuando se le atribuye el cardcter
de continuidad, y por su medio pretendemos elevarnos 4 la con-
cepcion ideal de un nimero producido y determinado por una
ley de generacién continua.

Entonces, por la naturaleza misma de elementos tan hetero-
géneos como el nimero y la continuidad, entre los cuales no
cabe relacién directa é inmediata de ninguna especie, y porla
necesidad ineludible de relacionarlos de algin modo, siquiera
sea indirecto, para que asociados puedan aparecer ante el espi-
-ritu como unidad inteligible, surge, imponiéndose cual tinico”
medio de alcanzar ese fin, la consideracion infinitesimal, ya con

‘ la forma de lo mfinitamente grande 6 de lo infinitamente peque-



fio, ya encubriendo una y otra bajo las apariencias mis asequi-
“bles del limite. A

Y como la nocién de infinitamente pequefio refiérese de in-
mediata manera 4 la de infinitamente grande, puesto que éste
puede siempre mirarse como reci’proco de aquél; y como la del
limite, ligada, aunque de indirecto modo, con la de la variable
que lo determina, rediicese 4 aquellas y de las mismas depende,
por tener su origen en las relaciones habidas entre una constan-
te y la suma de ésta con un infinitamente pequeiio, ‘resulta que
toda consideracién infinitesimal no es otra cosa que una conside-
racion acerca del infinito.

No se mirard, pues, sino como la cosa mds natural que, de-
biendo yo discurrir en este momento acerca de los principios que
sirven de base racional al cilculo, y de las transformaciones que

“han sufrido desde su origen para llegar 4 constituirse tal como
ahora se nos muestran, haya comenzado ocupindome en consi-
derar esta nocion fundamental y su intervencion en la especula-
cién matemitica, y el que ahora procure determinar la idea que
corresponde 4 la misma, tal como interviene en el Analisis, des-
pués de ver la que de ella tuvieron los que, precediéndonos, lle-
garon por su medio 4 plantar y hacer crecer y desarrollarse el
frondoso 4rbol de la ciencia analitica.

NI es tampoco sino muy natural, que la nocién del infinito
apareciese desde luego como la base obligada sobre la que ha-
bia de apoyarse el peso entero del Calculo infinitesimal, cuando
del fondo y como de la sustancia de esta idea madre se vieron
surgir por vez primera los gérmenes de tan fecunda rama de las
ciencias exactas, que de su savia nutriése exclusivamente esa
doctrina en su rapido y asombroso desarrollo, y que cuando sus
frutos ya maduros Hegaron 4 producir aquella exhuberante fe-
cundidad, que en el corto plazo de breves afios hizo avanzar los
linderos de la ciencia mds de lo que habian progresado en el
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largo periodo de veinte siglos, todavia quedaba la nocién del
infinito campeando en los dominios del Anilisis, como la idea
- capital que todo lo domina y avasalla, en la cual y por la cual
los més intrincados problemas alcanzan pronta y completa solu-
¢ién, y las mds drduas dificultades parecen resolverse, como si no
hubiera obstdculo capaz de resistir el brioso empuje de tan pode-
roso instrumento, puesto en buen hora al servicio de la investi-
gacién matemidtica. .

Pero esa nocion, origen, al parecer, exclusivode tan precia-
dos frutos, que se muestra como manantial inagotable y foco
poderoso de luz que todo lo esclarece y vivifica en las abstrusas
y dificiles investigaciones de las ciencias exactas, aparece y se
muestra en los dominios de la razén como la luz material en los
del mundo fisico, que, si alumbra y vivifica, y por su medio los
espacios se iluminan, y las cosas se nos muestran en la profusa
variedad de formas y colores que por su combinacién y contras-
te originan el encanto que nos embarga en la contemplacién de
la naturaleza, es en si misma abismo de tenebrosa oscuridad,
sin matiz ni color que revele su presencia, reducida 4 misteriosa
corriente, que muda circula 4 través de los espacios, donde lleva
su influjo, que no puede ejercer sin elementos adecuados, cual
fecunda semilla condenada 4 perpétua esterilidad si no encuentra
tierra 4 cuyo abrigo germine.

La nocién del infinito se nos aparece con formas tan varias y
bajo aspectos tan diversos como las de los objetos 4 que se apli-
ca; y de aqui el que esta palabra sea un término de muiltiple sen-
tido, y corresponda en realidad i ideas completamente distintas.
Necesario es, pues, antes de usarla, precisar ese sentido y de-
terminar bien la nocién 4 que corresponde en nuestra mente:
porque, si ésta es vaga, no podemos deducirde ella sino conse-
cuencias vagas y mal determinadas, como el origen de donde
arrancan; y si, por ventnura, entre los elementos que concurren 4
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determinar dicha nocién aplicada 4 un objeto, los hay que pug-
nan entre s, 6 que son contradictorios, tenida en cuenta la na-
turaleza especial de ese objeto, el absurdo y contradiccién se
mostrardn por doquiera en las consecuencias, ya con las groseras
formas del error ostensible, ya con una de esas mil engafiosas,
con las que suele disfrazarse tomando las apariencias de la ver-
dad, cuyo puesto 4 veces ocupa; y cuyas prerrogativas usurpa,
casi siempre por nuestras preoéupaciones ¥ prejuicios, y no pocas: -
por nuestras miserias y flaqueza. '

Es la nocién del infinito, como tantas otras de donde arranca
la investigacién cientifica, primitiva é irreductible; y como todas
ellas participa en algin modo de aquella condicién que, refirién-
dose al tiempo, obligaba 4 decir 4 un tan ilustre y profundo
pensador como San Agustin, si zon quaeris scio, Si queeris nes-
cio quid sit: presenta esta importantisima nocién una doble faz,
oscura 6 luminosa, segin el punto de vista desde el cual se
considere: luz sin penumbra, oscuridad sin gradaciones que
suavicen la dureza del contraste, cuando del uno se pasa al con-
trapuesto punto de vista, en cuyo trdnsito la vision intelectual,’
deslumbrada, se ofusca y oscurece y pierde la conciencia del ca-
mino que recorre para llegar del uno al otro término, y, deso-
rientada, no acierta 4 darse cuenta de las condiciones contradic-
torias que ostenta la misteriosa via que ha de ponerlos en mitua
comunicacién. Y como esta via no puede ser otra, para el geéme-
tra, que el raciocinio dcductivo, que, partiendo de las verdades
fundamentales consignadas en las definiciones, postulados y
axiomas, conduzca sin tropiezo 4 las distintas verdades, con cuya
trama se constituye la ciencia, forzoso serd admitir, si dichas
contradicciones no tienen su origen en ilegitima aplicacion de
aquel procedimiento intelectual, que por necesidad radican en los
principios y concepeiones que sirven de tinico fundamento al racio-
cinio, en cuyo fondo resalta en primer término la idea del infinito.
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De dos modos distintos cabhe considerar esta nocidn, en sus
aplicaciones 4 la ciencia matemdtica. Es el uno, el correspon-
diente 4 aquella infinidad atribuida al tiempo, que vemos transcu-
rrir sin término que lo limite, sin fin en su continuo é incesante
desarrollo; y el otro el que resulta de la consideracién del espa-
cio, cuando es imaginado como inmensa capacidad que nada
limita y determina. La primera es, en cierto modo, y por decirlo
asi, una infinidad por hacer, al menos en lo que al tiempo
futuro concierne; la segunda una infinidad ya hecha y sub-
sistente. Una y otra, consideradas como magnitudes, aparecen
mayores que todas las de su especie, pero con una diferencia;
pues mientras en aquella que se refiere al tiempo la magnitud
que atribuimos 4 la infinidad no es, sino que puede ser mayor
que toda magnitud determinada, no sélo puede ser, sino que de
hecho lo es en la que se refiere al espacio. De ambas se dice en
Matemdticas que son infinitas, porque infinito significa lo que no
tiene fin, lo que carece de limite que lo determine, de término
donde concluye; y las dos cumplen con esa condicién. No obs-
tante, esas dos concepciones son de tan distinta naturaleza,.que
entre ellas media un abismo, pues se hallan separadas por toda
la distancia que aleja la potencia del acto: lo que puede ser de
lo que es; lo posible de lo real.

La infinidad, considerada 4 la manera de la que suele atri-
buirse al espacio, ha sido en esta materia la eoncep~ién funda-
mental de los geometras hasta muy entrado el presente siglo; y
como las apariencias de legitimidad que pudo presentar la apli-
cacion de ese informe ¢ indeterminado concepto al nimero y la
distancia, primeros elementos del Andlisis y la Geometria, arran-
can, 4 no dudarlo, de la clara idea que se crefa tener del espa-
cio, paréceme oportuno, antes de mostrar las consecuencias que
en el terreno matemdtico produjo esa doctrina, exhibir, 4 titulo
de prefacio, los fundamentos de esa claridad, condensados y ex-
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puestos con toda su fuerza por Archytas, matemitico griego y
filosofo de la escuela Pitagérica: «Si el mundo no es infinito,
»dice, supongdmonos colocados en su extremidad. ;Podré 6 no
»podré extender mi mano atin m4s alld? Decir que no, es absurdo;
»y, si puedo, habrd alguna cosa, sea cuerpo 6 lugar, fuera del
smundo. De cualquier modo que razonemos, se renovard siempre
»la misma cuestion: luego si hay algo mds alld 4 donde la mano
»puede extenderse, el infinito existe; porque ese algo es cuerpo:
-»6 lugar: si cuerpo, la proposicion queda demostrada; y, si lugar,
»como éste es aquello en que un cuerpo existe 6 puede existir,
-»dado que ese existir fuese in pofentia, habria que colocarle en-
»tre las cosas eternas, y entonces el infinito seria 4 la vez un
»cuerpo y un lugar.» *

Como no entra en mi propésito, ni seria pertinente en este
momento, mostrar lo que de contradictorio, vago 6 indeterminado
hay en esta manera de razonar, que alcanza ciertas apariencias
de fascinadora evidencia, no me ocuparé en ello; mas si me pa-
rece conveniente consignar que, aun sin entrar en el terreno
metafisico, y siguiendo, por el contrario, un criterio exclusiva-
mente positivista, tan en boga en nuestros dias, ya podria depo-
ner el Anilisis infinitesimal, como testigo de mayor excepcion,
con todo el peso de su doctrina como argumento ad hominem,
en el litigio filoséfico que ha de fallar acerca de la finidad 6 infi-
- nidad real del espacio.

Asi como de dos modos diversos se puede considerar la no-
cion del infinito, asi también cabe y es necesario considerar bajo
un doble concepto la de nimero, elemento de toda especulacién
analitica; porque puede el nimero concebirse como resultado de
simple agregacién de unidades, que se determina bajo el con-
cepto inico de multiplicidad, 6 como término de una compara-

1

Hoefer. Histoire des Mathématiques, Paris, 1874; paginas 133 y 134.
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cion entre dos cantidades de la misma naturaleza. Tales mane-
ras de considerar 6 concebir el nimero no son independientes, -
~ de modo que la una pueda establecerse prescindiendo por com-
pleto de la otra. La segunda presupone la primera, sin la cual
el resultado de la comparacién nada podria ser en ausencia del
elemento tnico capaz de producir esa determinacion, desde el
punto de vista que se considera; y la primera no basta para las
-necesidades del Andlisis, ni aun del Algebra, ni siquiera para.
las de la simple Aritmética, porque la agregacion de unidades-
tan solo puede engendrar un mimero discontinuo, que pasando
bruscamente de uno cualquiera al que le sigue, sin transieién
ni intermedio, es incapaz de determinar, representindolas bajo
el concepto numérico, todas las fases y modos de ser del guan-
tum que consideramos en las cosas, y 4 que atribuimos el con-
cepto de continuidad, 6 la cualidad de ser 6 engendrarse de una
manera continua. ‘
Concebido el nimero como resultado dela comparacién de dos
cantidades de igual naturaleza, no presenta desde luego esa di-
ficultad; pero surge al punto un nuevo obsticulo 6, mejor dicho,
la primitiva deficiencia bajo otro aspecto considerada. Porque ha-
biéndose de concebir el resultado de esa comparacién, como mul-
tiplicidad, 6 razén de multiplicidades 4 lo sumo, y habiéndose de
- expresar, para determinarla, por el nimeroabstracto, inico medio
que tiene 4 su alcance la inteligencia para conseguirlo, y siendo
aquél por su generacion esencialmente discontinuo, deducese que,
si bien no habr cantidad capaz de medida 4 la cual no corresponda
un mimero asi concebido que la determine, hay por fuerza que
aceptar la existencia de nimeros que, si es licito decirlo asi, no
tienen expresion numérica. Estos nimeros singulares, llamados
inconmensurables, que no pertenecen 4 la categoria del abstracto
6 vulgar, que no pueden concebirse ni como simple multiplicidad
ni como razén de multiplicidades numéricamente expresable, y
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cuyo ser 6 posibilidad contempla, 4 pesar de esto, la razén hu-
mana, concibiéndolos con perfecta claridad cuando los mira
desde el punto de vista conveniente, desempefian tan importante
papel en la ciencia matematica que sin ellos es imposible consti-
tuirla. Por su medio cabe el estudio de la cantidad continua y la
concepcion de un mimero ideal, al que sin contradiccién pueda
atribuirse el mismo cardcter, en cuanto es susceptible de repre-
sentar, determindndolo, todo valor correspondiente 4 una canti—‘_
dad continua; y se completa y perfecciona la serie numérica, ne-
cesariamente incompleta é imperfecta, si no viniera 4 servir de
complemento al ordinario 6 comin este nuevo nimero, creado
por la razén para las necesidades de la investigacién cientifica.

Pero es preciso reconocer que el ndimero inconmensurable,
que nace de esta segunda concepcién por modo tan natural y
sencillo, de la misma nocién que engendra al conmensurable,
sin diferencia, -en cuanto 4 la manera de producirse, presenta, en
si mismo considerado, clerto sello de oscuridad, cierto caricter
contradictorio, que no pierde sin el concurso de otra nocion, que
es indispensable introducir en el cilculo, capaz de llenar el va-
cio que acabamos de sefialar, y que naturalmente habia de produ-
cirse; al solo intento de querer expresar, bajo todos sus modos ¥
formas, lo continuo por lo discontinuo, la cantidad por el simple
nimero.

Esta importantisima nocién, que aparece asi, imponiéndose
en los umbrales mismos de la ciencia, esla nocién del limite. Pero
ésta presupone la de infinitamente pequetio, la que 4 su vez im-
plica la de infinitamente grande: nociones todas tan relacionadas
entre si y con la continuidad analitica, que sin ellas no es po-
sible dar un paso que corresponda 4 una marcha tan racional
como la indole de la ciencia matemdtica requiere en el dominio
propio del Andlisis infinitesimal. Y como el concepto que corres-
ponde 4 estas nociones capitales, necesarias para tener cabal ideal
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del simple mimero, tal como la ciencia matemética lo considera,
no puede ser completo y acabado' sin el conocimiento perfecto
de sus mutuas relaciones y natural subordinaciéon y dependen-
cia, resulta, por modo indudable, que no es mis dificil la con-
cepcion clara de los principios fundamentales del Calculo infini-
tesimal que la del simple nimero, y que el que no conciba con
perfecta claridad las nociones fundamentales sobre que descansa
dicho Célculo, niacierte 4 coordinarlas en su mente sin confusion,
ni vaguedad, ni contradiccion de ningtin género, no puede tener
idea racional del simple mimero; pues que, en suma, con esas

nociones y solo con ellas, hase logrado en nuestros dias encon-
 trar la solueién del gran problema, en vano perseguido duran-
te dos largos siglos por los matemaiticos mis eminentes y los
m4s ilustres pensadores, afanosos de asentar sobre bases sélidas
y racionales el Calculo infinitesimal.

Esas nociones supremas, aportadas al dominio de la ciencia
por la naturaleza y condicion de la cantidad variable, conforme
4 la ley de continuidad, aunque pueden concebirse con cierta in-
dependencia y nacen de diversas maneras en muy variadas cues-
tiones, sin que en la consideracion de c¢ada una hayan de inter-
venir directamente y por modo inmediato las demés, derivanse,
en definitiva y convergen, como 4 tronco comin de donde natu-
ralmente arrancan, de la nocién fundamental del infinito; y la
claridad ¥ confusién con que la inteligencia las ve en si'y en
sus mutuas relaciones, y la-legitimidad de su empleo como ins-
trumento 6 medio de la investigacion matematica, estriba exclu-
sivamente en la claridad 6 confusién con que la razén contemple
esa idea capital, y en que su modo de intervenir en la investiga-
cion sea tan natural y legitimo come la indole de los estudios
matemditicos requiere. Pero la verdad es que en la mente de
todos los matemdticos no ha aparecido siempre la nocién del in-
finito con aquella claridad y determinacion necesarias para servir
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de natural y legitimo fundamento 4 las teorias del An4lisis; ni
ha habido conformidad de pareceres acerca de si las cantidades
infinitas podrian entrar en la especulacién como elementos de un
razonamiento legitimo; ni siquiera los que tal condicion les con-
cedian atinaron 4 encontrar el modo como esa intervencion pu-
diera tener lugar sin que, ya en un sentido, ya. en otro, apare-
ciesen dificultades insuperables.

Estas dificultades, en que los geémetras de la antigiedad
no tropezaron ostensiblemente, alzironse rebeldes desde los
primeros ensayos que & principios del siglo XVII se hicieron
con el intento de perfeccionar el proCedimiento demostrativo de
aquellos en ciertas cuestienes dificiles, prétendiendo suplir las
deficiencias que, 4 su entender, presentaban, por medio de recur-
sos, que consistian en la consideracién directia del infinito; y,
desde entonces, constantemente se han manifestado, & bien en
la imposibilidad de deducir de principios evidentes por si mis—
mos, 6 con todo rigor demostrados por procedimiento logico y
completamente conforme 4 las severas leyes del raciocinio, las
verdades 4 que por induccién se elevaba la inteligencia mate -
mética en alas de la consideracion del infinito; 6 bien en la im-
posibilidad de despojar 4 los principios del cardcter absurdo 6
contradictorio que presentaban, cuando, s1gmend0 una marcha
contraria, asentibanse los que servian de base 4 la introduc-
cion del infinito bajo cualquiera de sus diversas formas, y pre-
tendiase deducir de ellos la verdad matematica.

Los antiguos, que siguieron la primera marcha, salvaron las
dificultades, ‘rechazando la nocién del infinito como elemento
demostrativo, y sﬁpliéndole por el largo y penoso método de
reduccion al absurdo; pero en los trabajos de los geGmetras mo-
dernos que, en general, han seguido el otro procedimiento y
usado y abusado de la nocién del infinito, quedaron subsisten -
tes, y ha costado improbo trabajo resolverlas, hasta que se ha
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logrado determinar con suficiente claridad el verdadero papel
que desempeiia en el Anilisis matemdtico y la manera legitima
de intervenir en el mismo esa importantisima nocién, cesa no
puesta en claro sino en nuestros dias.
Resulta de lo expuesto, que estudiar lo que haya de natural

y legitimo, y lo que de absurdo puede haber en los principios so-
~ bre los cuales se ha pretendido éxclusivamente asentar el Calculo
infinitesimal en las diversas fases que la cuestion ha presentado,
redricese, conforme ya antes hemos dicho, 4 estudiar el concepto
que de la suprema nocién del infinito, en sus relaciones con la
de mimero, tuvieron los hombres eminentes que con sus trabajos
llegaron 4 encauzar é imprimir rumbo fijo al pensamiento mate-
mético. Porque, 4 no dudarlo, todas las dificultades que se han
mostrado y pueden aparecer en los principios, se derivan tan
solo y arrancan exclusivamente de las que latentes persisten en '
la concepcion analitica de aquella idea fundamental; pues el
absurdo de consecuencia legitimamente establecida, por necesi-
dad radica en contradiccion habida en las premisas, y porque no
pudiendo dar un paso en la ciencia desde que la investigacién
alcanza cierto grado de elevacion ¢ generalidad, sin que de di-
recta 6 indirecta manera hayan de intervenirla nociéon del limite,
la de infinitamente pequefio, y la de variacién continua, .todas
las dificultades anejas 4 la clara concepcién de estas ideas capi-
tales se resuelven al resolverse las que el infinito matemdtico
presenta, puesto que, como ya lo hemos dicho, el infinitamente
pequeiio puede siempre mirarse, como la inversa 6 reciproca del )
infinitamente grande; la nocién del limite se refiere 4 la de
infinitamente pequefio; y el fondo oscuro que presenta la con-
tinuidad, solo aparece al suponer dividida la cantidad conti-
nua, y atribuir al nimero que expresa las partes que la consti-
tuyen, el concepto de infinidad.

~ Veamos, pues, el concept> que de la misma han tenido los
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gedmetras; y, comenzando por los de la antigiiedad, y redu-
ciendo nuestro examen al de las ideas de Arquimedes, que en
este punto resume todas las de aquella época, fijémonos tan solo
en dos de sus trabajos: el libro Del niimero de las arenas, por-
que trata directamente del nimero infinito; y el de la Cua-
dratura de la pardbola, en el que por vez primera, ademis de
lo que el titulo expresa, se suma una serie infinita y aparece la
nocion del limite y la de infinitamente pequeiio, aunque el in-
signe geémetra no les haga intervenir en aquella memorable
investigacion. Dejemos hablar al primero de esos libros, dedicado
4 Gelon, rey de Siracusa, que comienza ast:

«Creen algunos joh rey Gelon! que el nimero de los gra-
»nos de arena es infinito; mas no ya el de las que rodean 4 Si-
»sracusa y cubren las restantes playas de Sicilia, sino el de las
»que puede haber en todas las regiones habitadas y desiertas,
estd " lejos de serlo. Hay otros que juzgan no ser infinito su
»nimero; pero creen que es imposible asignar ninguno deter-
»minado que lo exprese. ;Qué juzgarian los que tal opinan, al
»considerar semejante masa de arenas, si imaginaran que la
»Tierra entera, levantada hasta la cumbre de los m4s altos mon-
»tes, con los mares y todas sus cavidades, se hallase repleta de
»ellas, y todavia pusieran la consideracién en el conjunto de
»una multitud de moles iguales 4 la supuesta? Ciertamente que
»no vacilarian de afirmar que el nimero de granos de arena con-
»tenidos en dicho conjunto, habria de exceder con mucho, y en
»gran manera, 4 todo mimero. Mas voy 4 hacer patente, por de-
»mostraciones geométricas, que ti comprenderds, que entre los
»nimeros dados por mi, y consignados en las cartas que eseri-
»bi & Zeuxippo, hay algunos que no solo exceden al de los
»granos de ‘arena que contendria toda la Tierra, sino también
»al de los que pudiera contener el mundo entero: y no ignoras
»que muchos astronomos dan el nombre de Mundo 4 la esfera

2
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»que teniendo su centro en el de la Tierra, tiene por radio la dis-
»tancia de ésta al Sol.» *..... y discurriendo asi Arquimedes, y
suponiendo que el gfano de arena tiene el volumen de una se-
milla de adormidera, determina un mimero m4s grande que el
de los granos de adormidera que cabrian en tan enorme esfera,
y aun en la incomparablemente mayor, cuya superficie tocase 4
la region de las estrellas fijas.

No cumple & mi propésito discutir los fines que el gran geo-
metra se propuso en este libro, ni examinar tampoco la luz que
puede dar respecto al orden sucesivo en que algunas de sus
obras fueron producidas *. Bistame, tan solo, consignar queen la
mente de Arquimedes aparece el niimero infinito mayor que todo
nidmero, y que & ninguno determinado, por grande que sea,
puede atribuirsele el cardcter de infinito. Porque jqué otra cosa
significa ese ensanchar cada vez mayor de los limites de aquella
inmensa capacidad, y llevarlos hasta los confines del universo
material, no deteniéndose mds que en el punto donde falta toda
realidad sensible, sino la afirmacién explicita y positiva de que,
4 donde quiera que dichos limites se llevaran, aun en alas de la
imaginacion mds atrevida, ésta habia de detenerse al fin, rendi-
da, cual persiguiendo una quimera, sin encontrar jamés otra
cosa que espacios finitos y numéricamente asignables, sin haber
adelantado un paso siquiera, después de tanto caminar, en la
imposible tarea de realizar por ese medio lo que en la mente del
hombre corresponde 4 la nocion del infinito? Este, ciertamente,
no tiene 4 los ojos de Arquimedes, cuando lo considera en el ni-
mero, el caricter determinado que corresponde 4 una nocién

t  Archimidis Opera; Apoilini Pergei Conicorum, 1ib. IIl,—Theodosii Spie-
rica methodo nova illusirata e succinte demonsirata, per Is. Barrow.—Lon-
dini, 1675, pag. 277 y 278.

*  Histoire des Sciemces Matkematigues et Physigues, per M. Marie.—Pa-
ris, 1883, t. I, pag. 85.
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sobre la que de modo legitimo puede recaer el razonamiento.
propio de las ciencias exactas; y, no cabiendo entre el mismo y
el nimero finito relacién alguna determinada y numéricamente
expresable, carece de la primera y mis importante condicidn
para entrar como elemento de la especulacion matemdtica, en la
que lo vago é indefinido no tienen cabida, y en donde la luz
clara y abundante de la evidencia no puede faltar, sin que al
punto la oscuridad se difunda por do quiera, y & veces se con-
dense de tal modo, entorpeciendo 4 la razon en su recto ejerci-
cio, que ésta, extraviada y tropezando, llegue 4 caer al fin, sin
poderlo evitar, en el abismo de las mas absurdas y monstruosas
contradicciones. '

" Por eso, 4 no dudarlo, este insigne gedémetra, modelo per-
fecto de rigor logico en el razonamiento matemdtico, no se deja
seducir porla pasmosa facilidad con la que en alas de la induccién

. podemos remontarnos y llegar de un solo vuelo hasta tocar casi
las mds altas verdades, conducidos por la vaga é informe nocién
del infinito; y desdefiando ese camino ficii, pero que le so-
mete 4 la humillante condicidn de cerrar los ojos, antes de llegar
4 la verdad apetecida, para no ver ni imaginar siquiera la miste-
riosa via que 4 ella conduce, prefiere la marcha ordinaria, en la
que nunca se pierde la conciencia del rumbo que se lleva y del
que hay que seguir para alcanzar el término anhelado; y no
vacila en separarse del camiho recto y tomar otro, aunque mas
largo, seguro, antes que, cual ciego menesteroso del tutelar auxi-
lio de prestado guia, tender la mano y dejarse conducir por el
misterioso é incomprensible poder de oscuro y contradictorio ra-
ciocinio. Tal hace en el famoso libro de la Cwadratura de la
pardbola, donde brilla explendoroso el fecundo genio y la inago-
table inventiva del gedmetra de Siracusa. En él establece Arqui-
medes por vez primera la exacta equivalencia entre el drea de la
pardbola y la de una figura rectilinea; y también por vez pri-
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mera determina alli la suma de una serie infinita, realizando
prodigios de ingenio, haciendo gala y como alarde de lujo en la
variedad de procedimientos para alcanzar su objeto, y de porten-
tosa sagacidad para evitar y vencer las dificultades de que se
hallaba sembrado el 4spero camino que 4 aquel habia de condu-
cirle. Y en este libro y en los procedimientos en él consigna-
dos se encuentran, no sélo el gérmen de las ideas, sino las ideas
mismas de donde arrancan, sino todas, la mayor parte de las
concepciones que muchos siglos después, tras de larga y penosa
elaboracion cientifica, habian de servir de base solida y natural
fundamento al Célculo infinitesimal. Y, cosa singular, que 4 pe-
sar de su aparente anomalia tiene sencilla explicacion: estas no-
ciones capitales, de que por decirlo asi se halla saturado el in-
mortal trabajo del principe de-los gedmetras de la antigiiedad,
que resaltan en cada una de las lineas de sus cortas piginas, no
se encuentran alli explicitamente consignadas, ni intervienen de
directa manera en la investigacién; antes, por el contrario, todo
el arte y refinamiento de ingenio que rebosa en el imperecedero
escrito, tiene por principal objeto el empefio sistemitico de que
no intervengan dichas nociones, de pasarse sin ellas, aunque su
consideraeién se impone, aunque no es posible que pasen inad-
vertidas por el que lee y mucho menos por el que pudo y supo
escribirlo, dado que por medio de ellas se ve con plena evidencia
cual ha de ser la solucion del prtgblema; pues & pesar de todo,
como si desdefiase tan seductora oferta, como queriendo hacer
alarde de vencer, sin apelar 4 medios extraordinarios, dificultades
al parecer insuperables, con recursos comunes, pero mds que
nada, y en realidad por conservar 4 la ciencia exacta el carac-
ter que le es propio y no desnaturalizar la evidencia de sus
conclusiones derivindola de la induccién dnicamente, prescinde
de aquellas nociones que ni entran en su plan ni convienen 4
sus propositos; y, fundindose en propiedades particulares que
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nacen del problema particular de que se trata, llega 4 la solu-
cién sin que intervengan aquellas ideas que del fondo de la
cuestion surgen, y que veinte siglos después, utilizadas por los
geometras del siglo XVII, dan origen al Célculo infinite-
simal. ' ‘

Porque ;quién puede dudar de que Arquimedes demuestra
que el 4rea de la pardbola es constantemente igual 4 la suma de
un nimero cualquiera de términos de aquella notable serie por
cuyo medio la expresa, con tal que se le afiada una fraccion de-
terminada del 1ltimo, y que éste puede alcanzar valores mds pe-
quefios que todo valor prefijado, cuando crece mds y mds el ni-
mero de los que se consideran? Y el que esto hace jno es indu-
dable también que tiene, de la nocién del limite y de la de infi-
- nitamente pequefio, una ideaclara, é idéntica 4 la que poseen los

geometras modernos, después de constituido de modo riguroso en
el presente siglo el Célculo infinitesimal? En la mente del gran
geémetrd existian, si, estas nociones perfectamente definidas,
aunque ni siquiera se haya tomado el trabajo de darles nombre;
¥ no s6lo éstas, sino también la que corresponde 4 la concepcion,
atin mds oscura de lo que es, y realmente debe entenderse y
ahora se entiende, por la suma de una serie infinita.

Quien explicitamente consigna que no hay ninguna magni-
tud determinada que sea infigita, ni nada determinado y tan
grande, que, por grande que sea no sea numéricamente expresa-
ble, como Arquimedes lo hace en su libro Del nimero de las
arenas, y quien, como este insigne geémetra, no ve en la nocién
de infinidad caracteres de determinacion suficientes para consti -
‘tuir un elemento de la especulaciéon matemdtica, como rigurosa-
mente se deduce de la Cuadratura de la pardbola, aunque expli-
citamente no lo consigne; no cabe, repetimos, que tenga de

. aquellas nociones que se le imponen y que por fuerza ha debido
considerar en el curso de su especulacion, otro concepto que el
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que le atribuimos, y es patrimonio comin, tras largo batallar,
de los matemiticos de la edad presente. ‘

Solo una de las nociones sobre las que habia de asentarse al
fin el Calculo infinitesimal no considera Arquimedes en sus os-
critos, ni de ellos resulta como consecuencia inmediata y nece-
saria: la del limite de.la razén de dos infinitamente pequerios 6
de dos infinitamente grandes; cosa por otra parte natural, por
no haberse ocupado en las consideraciones que nacen del con-
cepto de la cantidad, mirada como variable. Pero, fuera de esta
idea capital, todas las demds en que se apoya la teoria infinite-
simal palpitan en el fondo de sus inmortales investigaciones.

. Y esto no es decir que Arquiniedes haya de ser el fundador
de dicho Cilculo, como algunos pretenden. No: Arquimedes lleg
solo 4 resolver dificiles problemas, que después tuvieron solucion
natural y sencilla por el Cilculo infinitesimal; y en los medios
que puso en juego para conseguirlo, creo, sin haberlo pretendi-
do, la mayor parte de las nociones fundamentales que, mal in-
terpretadas, habian de servir mis tarde de causa ocasional de
dicho cdlculo, y después, restablecidas 4 su primitive, genuino
y natural valor, de asiento racional al mismo, adquiriendo al fin
por su medio el Calculo infinitesimal base logica y cardeter, 4 la
vez que racional, verdaderamente matemdtico.

Tales fueron las ideas de este hombre insigne y de los gran-
des geémetras de la-antigﬁedad, en lo que concierne 4 la nocion
del infinito y al papel que le corresponde en las consideraciones
matemdticas.

Por eso aquellos hombres eminentes, que partian de la infini-
dad del espacio, no viendo con perfecta claridad la nocién del
infinito en el mimero y la de su correlativo el infinitamente pe-
queiio, no pudieron mirarlos como elementos adecuados para
asentar sobre ellos la especulacion matemdtica; pues entre esos
nimeros inconcebibles y las cantidades finitas, base de todo
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célculo, ni veian ni podian percibir lazo alguno que llegase 4
relacionarlos, estableciendo la mutua dependencia que alcanza 4
determinar de un modo perfecto y completo los de la una por los
de la otra categoria; de tal modo, que esa mutua dependencia y
subordinacion hiciera posible el concentrar, por decirlo asi, toda
la ciencia en los principios; de cuya fecunda virtualidad pudiese
brotar, al calor del trabajo intelectual, la verdad matem4tica com-
pleta, por via exclusivamente deductiva. Por eso se explica aquel
prescindir de dichos elementos, que como medio inductivo les
fueron, sin duda alguna, de grande utilidad y provecho; aquel
exquisito cuidado con que al establecer sus teorias procuran ex-
cluirlos como elementos de la especulacién; y aquella especie de
espanto con que los miraban, como temerosos de que las oscuri-
~dades que entrafia su concepcién vinieran 4 reflejarse en el
cuerpo de la ciencia matemdtica y 4 turbar la diifana claridad
que brilla en todas sus verdades y que constituia y constituye
el mds preclaro don y el mds envidiable privilegio de las cien-
cias exactas,

Y este orden de ideas, en que Arquimedes y los gedmetras
de la antigiiedad se colocaron al considerar la idea del infinito
actual, en sus relaciones con las del ndmero y distancia, bases
de toda investigacion analitica y geométrica, es 4 todas luces

"natural y legitimo: como que lo contrario conduce inevitable-
mente 4 consecuencias y conceptos contradietorios.

En efecto, la distancia es una relacién que nace de la posi-
cion de dos puntos determinados en el egpacio. Suprimid uno
de los dos puntos 4 que esta nocién se refiere, y la nocion misma
se extingue, pues no cabe relacién sin términos sobre los que re-
caiga. ;Qué es, 6 qué puede ser una distancia infinita, atn dado

el supuesto de que el espacio fuera realmente infinito? Dada la
posicion del primer punto, jcudl seria la del segundo para que
la distancia que ambos determinan pudiera tener el cardcter que
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exige la nocién de lo infinito? Realmente no cabe ninguna; pues
cualquiera que fuese la posicidn en el espacio de ese segundo
punto, siempre habria otros ain mis alld, que, determinando

- distancias mayores, viniesen 4 despojarla del caricter de infinita,

si hubiera llegado 4 atribuirsele; sin que sea posible encontrar
ese cardcter de infinidad, sino cuando el segundo punto. ocupal;a
la dltima posicién posible en el espacio: es decir, cuando hubiese
llegado al fin de una cosa sin fin.

Y otro tanto puede decirse del niimero, ya como simple con-
junto de unidades, ya como resultado de la razén 6 comparacion
de dos cantidades. Porque, atendiendo 4 la primera de esas con-
cepciones, como la serie de los ndmeros llamados naturales es
infinita, es decir, no tiene fin ni término en que se detenga y
concluya, y contiene todo nimero posible, sin que haya nin-
guno que en ella no se encuentre; y como estos van creciendo 4
medida que en la serie se avanza y todos los en ella comprendi-
dos son finitos y de relacion determinada con cualquiera otro
fijo de la misma, resulta que, para obtener el mimero infinito,
mayor que ninguno otro, no hay mds medio que elegir el tltimo
de dicha serie: esto es, realizar la quimera de encontrar el fin de
una cosa que no lo tiene. "

A igual término se llega mirando el nimero como resultado
de la razén 6 comparacion de dos cantidades. Si la primera per-
manece constante y la otra decrece, el nimero, resultado de di-
cha comparacion, crece; y, cuando la dltima disminuye indefini-
damente, el nimero optenido crece sin limite. ;C6mo podré ob-

‘tenerse por semejante procedimiento el nimero infinito, ya que

todos los realizados por los distintos valores de aquel elemento
variable son completamente determinados y necesariamente
finitos? No hay mds que un solo medio, y ese consiste en que
realmente llegue 4 anularse aquel elemento variable; y asi el ni-

- mero infinito seria el resultado de la comparacion de una cantidad
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4 cero: es decir, seria el resultado de la comparacion en que falta
uno de los dos términos que se han de comparar, que como com-
paracion es nada, pues no puede haberla, y como resultado de la
misma, verdadero contrasentido, concepto absurdo y contradic-
torio. No existen, pues, el nimero y distancia infinitos, y no
cabe atribuirles, sin contradiccién, el concepto de infinidad que
repugna 4 su propia condicion y naturaleza.

Ya 4 principios del siglo XVII encontramos la nueva pléyade
de matemdticos que emprenden la gran obra de continuar los
trabajos de los antiguos, interrumpidos por un largo periodo que
se acerca 4 dos mil afios. Mas jqué grandes diferencias resaltan
entre los unos y los otros! Que no en vano transcurren veinte
_ siglos; y como el tiempo todo lo cambia, no habia de escapar el
pensamiento matematico 4 esa ley inexorable.

Aquella especie de religioso temor de los antiguos ante la
consideracién del infinito, habia llegado 4 desaparecer para los
hombres de este periodo. No temieron aplicar 4 ella el Andlisis
matemitico; y, seducidos por las engafiosas apariencias que no
lograron extraviar 4 los antiguos, y arrastrados por la pasmosa
facilidad con que, por su medio, las consecuencias se ordenaban y
lo. desconocido aparecia como producto de evocacion misteriosa,
no tardaron en considerar semejante procedimiento como la cosa
m4s natural, y en asentar sobre tan incierta base los fundamen-
tos de la investigacién; cayendo asi en el abismo de monstruo-
sas contradicciones que, por necesidad, habian de producirse al
adoptar como punto de partida conceptos contradictorios é in-
compatibles por su misma naturaleza.

~ Entre ellos aparece en primer término Buenaventura Cava-
lieri con su teoria 6 método de los indivisibles. No es tan grande
el espacio de mil novecientos afios que media entre éste y Arqui-
medes, como grande es la distancia que separa la doctrina ma-
temitica de uno y otro geémetra; mas como 4 pesar de la in-
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mensa inferioridad de la doctrina de Cavalieri, comparada 4 la de
Arquimedes, cuyas deficiencias pretendia suplir, fué un gran
paso dado en el camino de la ciencia infinitesimal, y en cierto
modo origen de las nuevas consideraciones é ideas nuevas pro-
ducidas en el siglo XVII, habremos de examinar qué es en si
esta teoria, y qué elementos no tenidos aiin en cuenta 6 conside-
rados de diversa manera hasta entonces, trajo al Andlisis mate-
mético.

El método de los indivisibles es una aplicacién directa é in-
mediata de la nocién del infinito 4 la resolncién de los problemas
mateméticos. _ )

Como al dividir un todo en partes iguales éstas decrecen &
medida que su nimero aumenta, deduce Cavalieri que, cuando
dicho mimero sea infinito ¥, por consiguiente, el mayor de todos,
la parte, resultado de la correspondiente division, alcanzari el
minimum de pequeiiez, elemento 4 que di6 el nombre de indi-
visible.

Ninguna porcién finita de la recta goza del caricter que
atribuye 4 lo indivisible, que solo encuentra en el punto. En el
tridngulo, descompuesto por rectas paralelas 4 uno de sus lados,
en el cono dividido por planos paralelos 4 la base, los trape-
cios y troncos de cono originados por esos modos de descompo-
sicion, alcanzan la condicion de indivisibles por la divisién in-
finita, y se transforman, mediante ésta, en rectas y circulos
paralelos 4 las bases respectivas; y de ello infiere que la longitud
de una recta es la suma del infinito nimero de puntos que con-
tiene; el drea del tridngulo la suma de infinidad de lineas; y el -
volumen del cono la suma del infinito nimero de circulos que
se obtienen cortdndole por medio de planos paralelos 4 la base.

De esta manera y por tal concepcion, ayudado de la consi-
deracion de las razones finitas de esas sumas infinitas, establece
directamente y con aparente sencillez y facilidad, las mismas
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verdades que por reduccion al absurdo demostraron los antiguos,
y asi constituye un método del que se deducian, como sin es-
fuerzo, consecuencias verdaderas, por cualquier otro procedi-
miento laboriosamente-alcanzadas.

La teoria de los indivisibles, 4 la vez que fecunda, sencilla é
intuitiva, mostraba todas las apariencias de luminosa en el pun-
to mismo en que radica la oscuridad y confusién de ideas que

_entrafia. La noci()n' de indivisible es, en si misma considerada,
dura de admitir como dice Newton, y con ella las sumas de pun-
tos que determinan lineas, las de lineas produciendo superficies,
y las de superficies originando cuerpos; pero aparecian en cierto
modo como justificadas tan extravagantes concepciones, al con-
siderar que, por medio del ‘movimiento, el punto engendra la
linea, ésta la superficie, y la superficie el volimen; y que, del
conjunto constituido por la série infinita de posiciones del ele-
mento generador, resulta la entidad originada, 4 la manera que
de los sumandos nace la suma que éstos determinan.

El método de los indivisibles fué el primer paso dado por la
Geometria en el siglo XVII en el terreno infinitesimal, la pri-
mera intervencion sistemitica del infinito en la investigacion,
¥ 4 la vez el origen natural de la mayor parte de las concepcio-
nes & 6l anejas, 6 por lo menos con ¢l intimamente relacionadas,
que sirvieron de fundamento 4 los métodos ya analiticos, ya
geométricos, que se propusieron en aquel tiempo para resolver
los célebres problemas de los mdximos y minimos, de las tan-
gentes y centros de gravedad, y tantas otras cuestiones tan di-
versas por la forma como anilogas en el fondo que, con la teoria
de las séries, aportaron los elementos necesarios para fundar so-
bre ellos el Cilculo infinitesimal.

Grande fué el influjo que ejercié en la direccion del pensa-

‘miento matemitico el método de los indivisibles; todas 6 casi
todas las concepciones matemdticas de tan memorable periodo,
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se hallan, por modo mds 6 menos directo, impregnadas de su es-
piritu; y en los trabajos de Cavalieri hay que buscar él verdade-
ro fundamento de ese sello especial que presentan las nuevas
ideas que aquellos métodos entrafian. Y nada mds natural; por-
que en la teorfa de los indivisibles entran, no solo los infinita-
mente grandes y pequefios, sino también razones de infinitamen-
te grandes y sumas de infinidad de sumandos, sin que falte
nada de lo que es sustancial, ni en aquellos diversos metodos
que fueron como los precursores del Céleulo infinitesimal, ni en
este mismo Célculo. A la verdad, hay una diferencia que distin-
gue el método de los indivisibles de la doctrina de Leibnitz,
puesto que el infinitamente pequefio que Cavalieri considera in-
divisible, es mirado por aquel y por los discipulos de su escuela,
no solo como divisible, sino como capaz de divisién infinita, é
igualmente sus partes y las que de estas divisiones sucesivas se
originan; pero es necesario no olvidar que la doctrina de Cavalieri
fué el primer paso franco dado en el terreno de la Geometria in-
finitesimal, y que era lo mds natural, y en cierto modo lo mis
lagico, al derivar el indivisible del infinito, atribuir 4 ese infini-
tamente pequefio el mismo carcter abgoluto, en lo que 4 la pe-
quefiez concierne, que respecto de la magnitud ostentaba el in-
finitamente grande, del que se deriva.

Pero una vez dado este primer paso, y salvadas con fortuna
las dificultades en que se pudiera tropezar, lo demds era facil y
hacedero; y tras de la concepcién absoluta del infinito en el
niimero, habia de venir, y vino, la de los infinitos relativos y su-
bordinados, y con ella, la serie infinita de infinitamente pequerios
" de diversos ordenes, base de la doctrina de Leibnitz; que no por
eso deja de tener natural filiacion entre las que nacieron con
motivo y, en cierto modo, como consecuencia de las teorias de
Cavalieri. '

El método de los indivisibles no fué recibido sin protesta, 4
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causa de lo contradictorio de su concepcidn fundamental; yel
mismo Cavalieri, agobiado por el peso de irrebatibles argumen-
tos, llegé 4 decir que el indivisible no lo es en absoluto, y que
solo debia ser mirado como incomparable.

He aqui de qué manera opina acerca de la verdadera indole
de dicho método Pascal, cuyas ideas respecto al infinito ma-
temdtico tanto distan de las de sus contempordneos.

Con motivo de la determinacién del centro de gravedad de
las figuras curvilineas dice *: «Que todo lo que se demuestra por
»las reglas propias de los indivisibles, se puede demostrar tam-
»bién con todo rigor por el método de los antiguos; y asi, los dos
»métodos solo difieren en la manera de hablar, cosa que no pue-
»de molestar 4 las personas razonables, desde el momento en que
»se expresa lo que por dicha manera de hablar debe entenderse.
»Por eso, no tengo inconveniente en emplear las locuciones del
»lenguaje de los indivisibles: suma de lineas, suma de planos;
»y asi, cuando considero, por ejemplo, el disdmetro de un semi-
»eirculo dividido en un nidmero indefinido de partes iguales, por
»cuyos puntos de division se trazan otras tantas ordenadas, no
stendré dificultad en usar de la locucion suma de ordenadas;
»lenguaje que no parece geométrico 4 los que penetran poco la
»teoria de los indivisibles y se imaginan que es pecar contra la
»Geometm'a, expresar un plano por un nimero indefinido de li-

. »neas: lo que solo proviene de su falta de inteligencia, puesto que
»por ello no se entiende otra cosa que la suma del mimero inde-
»finido de rectingulos formados por cada ordenada y cada una de
»las pequeiias porciones resultantes de la division del didmetro;
»suma que es ciertamente un plano que solo difiere del espacio
»del semicirculo en una cantidad menor que niaguna dada.»

t (Buvres compleles de Blaise Pascal. Tomo II1. Paris, 1872. Lettre de De-
tionzille 4 Carcavi, pag. 372,
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~ Como se ve, Pascal rechaza la nocién del indivisible; y bus-
cando la justificacién del método, no en la nocién del infinito,
sino en la del indefinido, cree encontrarla en la condicién de que
la diferencia entre dicha suma de rectdngulos y el 4rea del se-
micirculo ¢s menor que toda cantidad dada: y no echa de ver
que al razonar de esta manera, para justificar los resultados de
la doctrina de los indivisibles, nosélo arruina por completo dicho
método, privindole de su natural fundamento, sino también la
misma doctrina que intenta establecer; pues al afirmar que la di-
ferencia entre el 4rea del circulo y la suma dgl indefinido ni-
mero de rectingulos que considera es menor que toda cantidad
dada, afirma que entre ellas media una diferencia; y el que ésta
sea, 6 mejor dicho, pueda llegar d ser menor que toda cantidad
dada, no impide que la diferencia exista, y, por consiguiente,

que ambas cosas sean desiguales. Sin que sirvan para suplir el
" vacio de su argumentacién, al llegar por medio de tales premisas
4 semejante consecuencia, las consideraciones que antes hace
diciendo: «que al reemplazar las porcionesde la magnitud pro-
»puesta, que pueden ser muy irregulares, por las porciones regu-
»lares que en su lugar sustituye la Geometria, y que no alteran
»sus razones; 6, de otro modo, que, sustituyendo 4 las porciones
»de lineas curvas sus cuerdas, no se cambia nada; puesto que la
»suma de las porciones sustituidas no difiere de la suma de las
»verdaderas, sino en cantidad menor que ninguna dada» *: porque
solo podia ser geométrico éste razonamiento, como Pascal preten-
de, demostrando, cosa que no hace, que aquellas razones son igua-
les; 6 expresando en qué sentido podrian serlo; 6 dando una razon
para que aquellos elementos, que no son nulos, aunque pueden
llegar d ser menores que toda cantidad prefiiada, permitan esta-
blecer la igualdad 6 perfecta equivalencia, que es el término 4 que

' La cilada obra, tomo I1J, pag. 371.
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por dicho procedimiento se pretende llegar. Mas no por eso es me-
nos notable este pasaje, en el que se ve como un primer bosquejo
del prineipio de la sustitneion de unos elementos por otros, dife-
rentes entre si infinitamente poco, en la consideracion de los limi-
tes de las sumas y razones de cantidades infinitesimales, y en el
cual la nocion del infinito se remplaza por la de lo indefinido, es-
quivando con prudente reserva, 4 imitacion de Arquimedes y de
los grandes gedmetras de la antigiiedad, la informe nocion del infi-
nito; pero cayendo en el defecto de todos los de los siglos XVII
y XVIII, de considerar rigurosamente iguales dos cantidades
que difieren en un infinitamente pequefio, sin explicar como
puede ser esto, lo mismo en absoluto que de un modo relativo,
-cuando dicha diferencia no es, en realidad, nula. Prueba 1nequivo-
ca de la oscuridad con que el concepto de lo infinito y los demis
con él relacionados aparecian ante el espiritu de este hombre
ilustre, ya en si mismos considerados, ya también en su manera
legitima de intervenir en las especulaciones analiticas.

No nos detendremos en exponer los diversos métodos-que, con
tan varias formas, fundados en consideraciones infinitesimales,
sirvieron para dar solucién 4 los grandes problemas de la ciencia
en el periodo que media entre Cavalieri y Leibnitz. Béstanos
tan solo consignar que, no obstante la variedad de formas con
que se ostenta, 4 causa de la naturaleza de los problemas en que
interviene, la doctrina infinitesimal contenida en los métodos de
las indeterminadas y de las tangentes de Descartes, en el de los
méximos y minimos de Fermat, en los trabajos matemiticos de
Hudde y Ricei, yenlosde Sluce y Barrow, referentes 4 las mis-
mas cuestiones de miximos y tangentes, reddcese, en suma,
en lo que al infinitamente pequeiio concierne, 4 considerarle, de
directa 0 indirecta manera, como una concepcion legitima; y,
sin profundizar el fundamento de esa legitimidad ni desentra-
fiar las dificultades que envuelve, mirar como despreciable ante
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la cantidad finita todo elemento infinitamente pequeiio; y en lo
que toca al infinitamente grande, de la mds alta importancia
en la teoria de las series infinitas, que tanto desarrollo alcanzé
en este periodo, 4 considerar el infinito como elemento directo de
la especulacién analitica, y en sus relaciones con lo finito é infi-
nitesimal, vaga y confusamente adivinadas, mds que cientifica-
mente establecidas, encontrar modo de realizar lo que no habia
medio ni aun de concebir. En una palabra; 4 la afirmacién
gratuita, convertida en una especie de axioma, de que lo infini-
tamente pequeiio puede despreciarsé ante lo finito, sin error en
los resultados 4 que conducen las operaciones en que ambos ele-
mentos intervienen; y 4 la cualidad misteriosa é inexplicable
atribuida 4 la intervencion del infinito, de ser la espada que
corta, ya que no desate, el nudo gordiano de las mds abstrusas
cuestiones matemdticas,

Y porque no se nos tache de exagerados, entre los mil ejem-
plos que se podrian aducir para corroborar esta afirmacién, ci-
tareinos dnicamente la célebre serie ‘

1—z+2*—2®...... :

. . 1.
que, equivalente 4 TxE cuando 2 es menor que uno, toma la

forma, si z es igual 4 la unidad, de
1—141—1-..... :

y este conjunto de términos, que solo puede adquirir, cual-
quiera que sea su numero, los valores 0 6 1, segin que se con-
sidere un ndmero par 6 impar, adquiere, segin el mismo

. . . 1 . i
Leibnitz, el inconcebible valor de 5 considerando en dicha se-

rie la totalidad infinita de sus términos: error que slo se explica,
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dada la penetracion de este hombre insigne, por la eonfusién
con que concebia las nociones fundamentales: confusién que, ha-
ciéndole ver como legitimo lo que era contradictorio, conduciale 4
afirmar como verdadero, por ser consecuencia de aquello, lo que
4 todas luces es falso, y el simple buen sentido, cuando no lo
estorba algiin prejuicio, ve con toda evidencia como absurdo.

Hacia el dltimo cuarto del siglo XVII aparecen el método de
las Fluxiones, de Newton, y el que después se llamé Célculo
diferencial, debido 4 Leibnitz: los cuales, mostrindose primero
como medios de dar ficil y general solucién 4 los diversos
problemas que 4 la sazén preocupaban 4 los geémetras, adquie-
ren bien pronto el cardcter propio que los distingue, y que tanto
los diferencia de aquellos métodos particulares, destinados solo
4 resolver ciertos y determinados problemas, ya referentes 4 la
geometria, ya concernientes al analisis.

Uno y otro matemdtico consideran sus métodos «como pér—
teneciendo exclusivamente al dominio del Anélisis», aunque in-
diferentemente aplicables 4 casi todo linaje de especulacién ma-
temdtica; ambos fundan las consideraciones sobre que lo estable-
cen en el concepto de las cantidades variables; y los dos redu-
cen, en sustancia, la cuestion 4 exponer la ley de variacion de
esas cantidades por conceptos mds amplios y generales que la
forma explicita y analitica que las determinan, valiéndose para
ello de nociones y elementos que, aunque distintos en aparien-
cia, se refieren 4 las mismas ideas y convergen hacia la concep-
cion fundamental del infinito, de la que; el uno de directa y el
otro de indirecta manera, se derivan. Ambos conciben una ma-
nera general de expresar, no solo los estados sucesivos de la
cantidad variable, cualquiera que sea su ley de variacién en
los diversos momentos de su desarrollo, sino también la nota
especial y caracteristica que distingue y determina cada modo
particular de variar: de tal manera que sea como una nueva y

3
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verdadera definicién analitica, que, implicando el conjunto de las
propiedades de las funciones, haga posible su estudio, tan com-
pleto y acabado como se pudiera necesitar. Y al concebir este
pensamiento, uno y otro crean el Cilculo infinitesimal; y al
buscar los medios adecuados 4 tan alto fin, é investigar cudl sea
esa nota caracteristica, la encuentra el uno en la consideracion
de cantidades finitas, cuyo origen infinitesimal se pierde en las
oscuridades de la continuidad, y el otro la halla en la considera-
cién directa de lo infinitesimal, por cuyo medio pretende reha- -
cer lo continuo y construir con incrementos sucesivos é infinita-
mente pequefios todo valor de la funcién: y asi produce Leibnitz
la diferencial, 1dea madre de su pensamiento, y Newton la
fluxion, de la que todo depende en el orden de sus ideas.

Los once lemas con que comienza el primer libro de los
Principios matemdticos de la Filosofia natural, exponen los
fundamentos de la doctrina 4 que Newton dié el nombre de mé-
todo de las fluxiones. En ellos considera los infinitamente pe-
queiios y los limites de las sumas y razones de los mismos; pero,
no encontrando, acaso, esta nocién bastante clara, la establece
- sobre la razon de las cantidades que nacen 6 se extinguen. Ve,
sin duda alguna, su penetrante genio, que la teoria de las pri-
meras y ultimas razones no abunda tampoco en claridad; y, no
obstante, la adopta, prefiriéndola al método de los indivisibles,
que, segin su propia expresién, es duro de admitir: y para ello
procura dar razones que, si no traen més luz 4 la cuestion, re-
suelven, de algnin modo, las objeciones que contra ella se pueden
formular y que condensa presentindolas con vigorosa forma.
Pero es indudable que la argumentacion de Newton, al impug-
narlas, es pobre y endeble por demés.

He aqui como este hombre insigne formula él mismo las ob-
jeciones contra su método de las primeras y iltimas razones, y
los argumentos con que en vano procura refutarlas.
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«Se puede objetar, dice, al principio de las primeras 6 wlti-
»mas razones, que las cantidades que se desvanecen no tienen
»razén tltima; porque ésta, antes de desvanecerse, no es la lti-
»ma, y después que se ha desvanecido 6 anulado, ya no existe,
»y por lo tanto, no tienen razén alguna.» Y afiade, como de
soslayo, sin intentar directamente rebatir la objecién, pero
atacdndola de indirecta manera con los mds intencionados argu-
mentos que le es posible aducir para demostrar (que no puede
ser otro su propdsito), la legitimidad de su concepeion: «Se po-
sdria sostener con el mismo razonamiento, que un cuerpo que
»llega con movimiento retardado 4 un punto en que su movi-
»miento se extingue, no tiene iltima velocidad; porque se dird:
»antes que el cuerpo llegue 4 dicho lugar, no tiene aiin su dlti-
»ma velocidad, y cuando ha llegado no tiene ninguna, puesto
»que €l movimiento se .ha extinguido. Pero la respuesta 4 este
»argumento es ficil. Se debe entender por tltima velocidad de
»este cuerpo aquella con la cual se mueve, no antes ni después
»de haber alcanzado el lugar en que su movimiento cesa, sino
»en el instante preciso en que llega & dicho lugar, y con la cual
»el movimiento se extingue.»

Tal es la manera como Newton pretende resolver, sin llegar
m4s que 4 eludir, y solo en las apariencias, la dificultad; y tales
los conceptos con los que reemplaza el método de los indivisi-
bles y las ideas de Cavalieri.

Pero ;cuil es esa dltima velocidad que corresponde al
momento preciso del tiempo en que el movimiento se ‘extin-
gue, y que no es la que tiene antes ni después de haberse
parado? 4
Observemos que en la hipétesis del ilustre autor del Meétodo
de las fluxiones la velocidad de ese cuerpo es una funcion del
tiempo, que' tiene un valor fijo y determinado y distinto para
cada uno de sus momentos; pero que, por la naturaleza misma
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del supuesto, es nula 6 se extingue en el instante preciso en
~ que el mévil llega al punto en que el movimiento cesa. Pregun-
tar, pues, cudl es la dltima velocidad de ese movil, no es otra
cosa que preguntar cudl es la que corresponde al momento
mismo del tiempo en que el cuerpo llega & su posicion limite; y
esta velocidad, de hecho, es nula, puesto que, como funcion del
tiempo, tal es el valor que le corresponde.

No hay, por consiguiente, ni puede haber iltima velocidad
distinta de cero. Porque realiza el movil una serie infinita de
velocidades variables con el tiempo, que disminuyen en valor 4
medida qﬁe éste se acerca sin cesar 4 un momento determinado;
pero como, al realizarse ese momento, la velocidad se extingue,
si esta velocidad extinguida, cuyo valor es nulo, no es la dltima,
habr4 de serlo alguna correspondiente 4 un tiempo anterior 6
posterior: esto iltimo no puede ser; porque después de parado el
cuerpo, por carecer de movimiento, no puede tener velocidad; y,
si lo primero, como ésta se supone que no es nula y tiene que
ser determinada y no puede haber otra menor, por ser la tltima,
se cae por necesidad en el indivisible de Cavalieri 6 en el infi-
nitamente pequefio actual de la escuela de Leibnitz.

Vése por lo expuesto cuin efimera es la argumentacién de
Newton en este caso, y qué poco 4 propésito el ejemplo aducido
para contrarrestar la invencible fuerza de la objecion que en
vano procura rebatir.

Esa tltima velocidad que Newton busca y que no puede en-
contrar porque no existe, pero cuya existencia mirada desde
cierto punto de vista parece tan evidente como la del mismo mo-
vimiento de que se trata; debe esa apariencia 4 la ambigiiedad
y confusién de conceptos que viene 4 prestarle una aparente rea-
lidad; la cual, como enganoso espejismo, huye 4 medida que nos
aproximamosv para tocarla, y se mantiene siempre 4 igual dis-
tancia, por mis que afanosos la persigamos, hasta quedar con-
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vencidos de que se corre tras un vano fantasma, que nos seduce
y extravia con fascinadoras y engafiosas apariencias.

Y aunque la cosa es tan clara, insistiremos un momento mis
en ella, ya que la confusion de donde nace la oscuridad que en-
traiia esta doctrina es la misma que aparece en otras que, con
diversa forma, habremos de encontrar despusés.

Por mis que Newton explicitamente no lo hace, sin duda al-
guna razonaba asi al formular esos argumentos. El mévil realiza
una serie variable de velocidades que, arrancando de la inicial,
terminan en la velocidad cero 6 nula; y, asi, la velocidad que
sucesivamente ha ido decreciendo llega 4 anularse: luego, puesto
que en un momento del tiempo ha pasado del ser al no ser, for-
z0so es que haya habido una dltima velocidad distinta de cero
con la que el cuerpo haya realizado su dltimo movimiento, ante-
rior, por lo tanto, al momento preciso en que llega 4 la posicion
limite, en el que ya no tiene velocidad. Lo que es durante algin
tiempo y deja de ser, deja de ser en un momento indivisible del
tiempo, y ese momento es el ltimo de su existencia. En ese il-
timo instante del tiempo es, y, al ser, tiene todos los atributos -
inherentes 4 la existencia: luego hay un momento dltimo en la
existencia del movimiento en el que éste subsiste con todas sus
condiciones, y por ende con una cierta velocidad, puesto que sin
velocidad no hay movimiento.

Tal argumentacion en la apariencia no tiene réplica, y sin
embargo es un sofisma.

La cosa es idéntica en el fondo y por la forma 4 la que re-
sultaria de plantear la siguiente cuestion: ;Cuil es la ltima
posicion, y con ella la dltima distancia al punto B, de un mavil
que, partiendo del lugar A, se acerca y llega de un modo conti-
nuo al B? La respuesta es obvia y de simple buen sentido. La
tltima posicién es el mismo punto B, y la dltima distancia del
mévil al punto B, 6 es nula, 6 de no admitir esta iltima como
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distancia, no hay ninguna que cumpla con semejante condicion.
O dicho de otra manera: la dltima posicion, 6 la ltima distancia,
es la dltima; y de no admitir la iiltima como tal, ni hay dltima
posicion ni ltima distancia. Sin que valga decir que la que se
busca no es la que tiene el punto cuando ya no se mueve, ni
antes de haber alcanzado la inmovilidad, sino la que realiza en
el instante mismo en que deja de moverse; porque el punto Bes,
no solo lugar y residencia permanente del mévil, después que el
movimiento se extinguid, sino 4 la vez posicion real y verdade-
ra del punto, determinada en uno de los instantes en que el
cuerpo se movia: siendo esta cualidad la que le asigna la condi-
cién de iltima, por no haber otra ulterior, y aquella la que la
hace aparecer como externo y extrafio al movimiento mismo.

La confusion de este papel doble del punto B es la que puede
proyectar oscuridad en cuestion tan clara y de tan perfecta evi-
dencia, y la que necesariamente conduce 4 conclusiones contra-
dictorias si, por el imitil empeiio de encontrar solucion 4 lo que
no la tiene, hacemos afirmaciones que aspiren 4 conciliar lo in-
conciliable.

Vano juego de palabras que 4 nada conduce, y que sirve
tan solo para mal cubrir las dificultades que nacen de conceptos
contradictorios 6 que pueden surgir de cualquier término am-
biguo 6 equivoco, y que, 4 1o sumo, alcanzan 4 trasladar artificio-
samente las dificultades, haciéndolas pasar de un punto 4 otro,
pero permaneciendo subsistentes en realidad.

4Qué diriamos al que se propusiera averiguar si los dos pun-
tos que determinan y limitan una recta forman 6 no parte de la
misma? Lo primero seria preguntar qué se entiende por puntos
de la linea; porque si solo se consideran pertenecerle los que
caen entre los dos extremos, aquellos que la terminan no perte-
necen 4 la misma; y si el pertenecer 4 dicha linea consiste en en-
contrarse sobre ella y no estar fuera de la parte comprendida
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entre dichos puntos, evidentemente los extremos constituyen
parte de la linea. En el primer caso, ésta no tiene un punto que
sea el iiltimo y en el eual se termine, si no miramos como wlti-
mos los que la limitan: en el segundo, los extremos de la lines
serian sus dltimos puntos. Finalmente, si nada se determina res-
pecto 4 los dos supuestos anteriores, ni se establece distincion
alguna entre las dos funciones que desempefian los puntos que
determina el segmento rectilineo de que se trata, podrd soste-
nerse, con igual razén, que aquellos puntos son 6 no son los ex-
tremos de la linea; que ésta tiene 6 no puntos dltimos; y que sus
extremos pertenecen 6 nd 4 la recta, segin aquel de los puntos
de vista mencionados desde el cual la cuestion se considere.

Tal sucede 4 Newton al bustar la dltima velocidad del movi-
miento. Excluye como dltima la wnica que, de algiin modo con-
siderada, puede serlo; y, no pudiendo concebir que una cosa que
se extingue no tenga un dltimo momento en el cual sea, se
afana en vano por encontrar lo que no hay; pues su existencia
implica contradiceion; y, pretendiendo dar base sdlida al razona-
miento matemdtico de las primeras y las ltimas razones en que
descansa su método, cae, de hecho, sin advertirlo, en el sistema de
los indivisibles, que le parece tan duro de admitir.

Y que Newton queda poco satisfecho de su argumentacion,
y que 4 pesar de su asombroso genio esta cuestion no se le
muestra con plena claridad, y que en su mente domina la inevi-
table confusién que tal modo de considerarla habia de producir,
aparece con toda evidencia en las explicaciones que da 4 segui-
da y con las que pretende ilustrar mas el asunto.

Define, al efecto, las tltimas razones de las cantidades que na-
cen 6 se extinguen, diciendo que son razones de cantidades que
crecen 6 disminuyen, no antes ni después que se desvanezcan,
sino en el instante mismo en que concluyen de disminuir 6 co-
mienzan 4 aumentar; y afiade: «Se podrd objetar que siendo de-
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sterminadas las iltimas razones de las cantidades que se extin-
»guen, también lo serin las magnitudes de dichas cantidades;
»pero tal objecién se apoya en urr supuesto falso, porque las il-
»timas razones de las cantidades que se extinguen no son las ra-
»zones de estas iltimas cantidades 6 de cantidades determinadas
»é indivisibles, sino los /imites 4 que sin cesar se aproximan
»aquellas: limites 4 los que puedan acercarse tanto como se
»quiera, que nunca pueden exceder, y 4 los que jamds podrian
»llegar sino en el infinito; nist in infinitum. Se comprende esto
»ain con mayor claridad, aiiade, en las cantidades infinitamente
»grandes. Sidos cantidades, cuya diferencia es dada, aumentan
»al infinito, su dltima razon, que es determinada, serd, con toda
»certeza, la razon de igualdad; y, sin embargo, las dltimas 6 las
»mayores 4 que esta razon corresponde, no serin cantidades de-
»terminadas. Asi, cuando en lo sucesivo use, para ser mis claro,
»de las palabras cantidades que se desvanecen, ultimas canti-
»dades, cantidades muy peqireiias, no habrd de entenderse por
»estas locuciones cantidades de magnitud determinada, sino
»cantidades que decrecen al infinito» *.

Huelga, después de esta cita textual, todo comentario, porque
en sustancia, la doctrina de los dos wltimos parrafos es la refu-
tacion acabada de la que se consigna en los que les preceden, y
que con detalle hemos expuesto; sin que. sea bastante, para ate-
nuar lo ostensible de la contradiceién, el que pueda mirarse la
velocidad como el limite de la razén de cantidades que se desva-
necen: porque, en si misma considerada, y prescindiendo del pro-
cedimiento que para adquirir esa nocién se haya podido seguir,
la velocidad en cuestion es una cantidad que se desvanece, y de
ella es de la que Newton afirma, aunque de indirecta manera,

t Principes Mathémaliques de la Philosophie naturelle.—Parfs, 1759,—
Tomo 1.°, pags. 47, 48 y 49.
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que tiene un wltimo valor, que, sin ser nulo, corresponde, al ins-
tante mismo en que, llegando al 1ltimo lugar, el movimiento
cesa.

Pero si Newton, al pretender asi dar base sélida 4 la especu-
lacion en que interviene la nocion del.infinito y hacer su doc-
trina mis clara que resultaba por el método de los indivisibles,
no alcanza ni con mucho este fin, no por eso es menos notable
la teoria de las primeras y tltimas razones. En esta se conside-
ran de modo explicito, y acaso por vez primera, todas y cada
una de las nociones sobre las_que ha llegado en definitiva 4
asentarse con forma legitima el Cileulo infinitesimal.

Newton asigna, sin comprender toda la importancia que ha-
bia de téner su consideracién, lo que esencialmente constituye
la nocién del limite; esto es, la imposibilidad de que la variable
pueda adquirir el valor que determina como tal; define el infini-
tamente pequefio como hoy se concibe; danos en la fluxién la
nocion de la derivada con todos los caracteres que la distinguen;
y casi, casi llega 4 vislumbrar el verdadero papel que correspon-
de al infinito en la especulacion matemdtica: pero le falta algo:
y-este algo, que tan poco pavece, es lo bastante para que la teo-
ria de las fluxiones no constituya una doctrina con el rigor logi-
co que el caricter de la ciencia exacta requiere, y se halle ade-
mis condenada 4 aquella misma infecundidad que veremos des-
pués en la teoria de las funciones analiticas de Lagrange.

El método de Leibnitz estd basado en la concepeién del infi-
nitamente pequefio. Este tiene su origen en la idea del infinita-
" mente grande, ante el cual lo finito, conforme 4 las creencias de
la época, uparece como nada, sin que su adicién ni supresion
aumente ni disminuya la infinidad; y se halla definido y com-
pletamente caracterizado por las propiedades que se deducen de
este orden de ideas. El infinitamente pequefio, por su adicién 6
supresion, nada modifica la entidad finita, que es realmente in-
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finita, comparada con el infinitamente pequefio; y asi como lo
finito puede despreciarse ante el infinitamente grande, asi ante
" lo finito serd legitimo despreciar el infinitamente pequefio, sin
que las relaciones de las cantidades finitas asi modificadas se al-
teren. Y una vez puesto en este camino, y viendo en el infinita-
mente pequeiio una entidad real, que integra y constituye lo fi-
nito mediante la adicién de un nimero infinito de aquellos, (como
la continuidad ni se modifica ni se extingue en el infinitamente
pequeiio, como no se modifica ni extingue en el elemento finito,
resultado de la division de un infinito continuo en un mimero
infinito de partes), deduce, no sin cierta logica, que dicho ele-
mento infinitamente pequeiio puede dividirse también en un nu-
mero infinito de partes, y que cada una de estas es un infinita-
mente pequefio, respecto al infinitamente pequefio de que pro-
cede: de donde 4 su vez resulta, continuando este procedimiento,
la existencia de los infinitamente pequefios de orden superior,
con tan justo titulo como el de aquellos de donde proceden, y la
» propiedad comiin 4 los de todo orden de poderse despreciar ante:
los de orden inferior, con los cuales comparados aparecen como
nada.

Es consecuencia de esta doctrina la serie de propiedades que
caracterizan los infinitamente pequefios, entre las cuales descue-
+ llan la que resulta de la identidad dy=dy, que, .puesta bajo la
forma dy = %dm, define y determina la diferencial de una fun-
cion dy como el producto del coeficiente diferencial de la misma
por la diferencial de la variable.

. Esta diferencial en nada se distingue, ni nada nuevo y ajeno
y extrafio al incremento real de la funcién representa, sino el
ser infinitamente pequefia: esto es, haber llegado disminuyendo
al grado de pequefiez ideal determinado por la divisién en un.
mimero infinito de partes iguales; 6 haber alcanzado, en cierto
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- modo, en el infinito, el limite ideal de la pequeidez por medio
del decrecimiento infinito del incremento de la variable. Asi
que, para reintegrar, para reconstituir este incremento, bastaria
indudablemente componer con las.partes el todo, mediante la
multiplicacién por el infinito si las partes son iguales, 6 por la
adicion si fueren distintas; y el producto 6 la suma asi consti-
tnida seria igual, rigurosamente igual, al incremento finito en
cuestion; y, por lo tanto,‘ el valor y expresion propia de una fun-
cién, correspondiente 4 cualquiera de los de la variable, serd
en todo caso igual al valor fijo del cual se parte ep la funcién
para darle el incremento (6 dicho de otra manera, 4 una constante
arbitraria, puesto que aquel valor fijo es cualquiera de los que la
funcién puede tomar), mis la suma del infinito nimero de sus
diferenciales. Esta suma, que se representa por el simbolo 4
que se da el nombre de integral, no difiere de la suma ordinaria
més que en ser infinito el nimero de sumandoé, é infinitamente
pequeiio el valor de cada uno de estos.

Asi, este método da lugar 4 un doble problema: 1.° dada una
funcién, hallar su diferencial; 2.° dada la diferencial, hallar su
integral, 6 sea la funcién que diferenciada produjo la diferencial.

Y como, en definitiva, el coeficiente diferencial es una can-
tidad finita, funcién de la variable, en general, y sumismo
origen y notacién estd indicando el método y la marcha para
determinarlo en ‘cada funcién particular, resulta de este con-~
junto de ideas, completo y acabado, el cuadro entero del Cilculo
diferencial; y en los resultados obtenidos por éste, al diferenciar
las funciones explicitas que consideran los elementos, se en-
cuentran los primeros lineamientos que han de servir de base 4
los ulteriores desarrollos del Calculo integral.

A la verdad que no cabe modelo mds perfecto de sencillez, y
de encadenamiento y subordinacién natural de ideas, que el que
aparece y se destaca del corto bosquejo que de la concepcion de
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Leibnitz acabamos de hacer. Todo en ella brota y se desenvuelve
de espontdnea manera, y como sin esfuerzo aparente: no hay con-
cepcion cientifica que, abrazando un orden tan complejo de ideas,

presente unidad mds completa, ni armonia m4s perfecta entre el
todo y cada una de sus partes: en una palabra, no cabe una con-~
cepcion errénea, ni mds bella, ni con mis brillantez expuesta y
concebida, ni que tales apariencias de verdad presente; hasta
tal punto que, después que el frio escalpelo de la razém, re-
moviendo las apariencias que seducen, deja ver al desnudo su
verdadero fondo y lo que son en realidad aquellas fascinadoras
apariencias y el cardcter propio-que las distingue, con el séquito
de monstruosas contradicciones que entraiia, todavia, después de
deshecho el encanto, se siente uno como inclinado 4 dudar si no
serd victima de una fascinacién en el sentido opuesto: porque
apenas se puede concebir que el error llegue 4 presentar formas
que, fuera de este caso, solo tuvo la verdad mism'ci; y mucho
menos el hecho anémalo y singular, y inico acaso en la histo-

ria de las ciencias, de que conceptos erréneos conduzcan siem-

pre, y siempre por el camino més directo, natural y sencillo, y,

por consiguiente, el mds elegante, no 4 las puertas, sino al seno
mismo de la verdad; pudiendo, no sin cierta razon, decirse que
el Célculo infinitesimal asi concebido, es un procedimiento seguro
de llegar 4 la verdad por la via misteriosa é incomprensible del

- error.

Las ideas de Leibnitz, fundamento de su cdleulo, son, como
aparece de lo expuesto, erroneas, por la concepcion falsa de infi-
nitamente pequeiio que le sirve de base: concepto que saca su fal-
sedad de la falsa nncion del infinito en el nimero y de su legi-
timo uso en la especulacién matemdtica. Pero si, prescindiendo
de esto se le tiene por legitimo, por fuerza hay que aceptar todo lo
demds, arrastrados por las inflexibles leyes de la logica; y enton-
ces el infinitamente pequefio, que es menor que toda cantidad infi-
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ta, no serd nulo, y podré decirse de 6], como Carnot decia, que es
una entidad comprendida entre cero y la cantidad; una existen-
cia intermedia entre la nada y el sér; que es nada y es algo,
segiin el punto de vista desde el que se la considere; y que
ni representa’ nada inteligible 4 la razon, ni puede concebirse
sino como contradiccion manifiesta, sobre la que no cabe espe-
culacion legitima de ningin género; y mucho menos la mate-
mética, que siempre recae y conduce 4 resultados completamente
determinados, y en la que la vaguedad y la indeterminacion del
concepto no tienen entrada, si éste ha de intervenir como elemen-
to directo é inmediato de sus operaciones. '

No habiendo medio entre considerar los infinitamente peque-
fios como entidades ideales llegadas al limite posible de su de-
crecimiento, lo cual es inconcebible dada su condicion de canti-
dades continuas, y, lo que es mds sensible, mirar el Cilculo
diferencial ‘como simple método de aproximacion, que deja de
serlo para convertirse en exacto mediante la oscura considera-
cién del infinito que ni aclara ni explica, sino que simplemente
6 elude 6 encubre la dificultad; Euler, que no podia concebir
como método de aproximacién aquel que siempre conduce 4 la
verdad, no aproximada sino exacta, y con la forma y expresion
que le es propia, y de la manera mds sencilla, y por el camino
mas corto; ni conciliar las ideas y propiedades de los infinita-
mente pequeiios, tales como los concebian Leibnitz y los mate-
méticos de su escuela, busca la solucién del rebelde problema, y
cree dar cima 4 la grande empresa que tantos y tan importantes
pensadores no habian podido realizar, suponiendo que las canti-
dades infinitesimales que consideran dichos célculos, no son in-
finitamente pequefias en el sentido antes entendido, sino verda.-
" deros ceros de cantidad: pudiendo decirse que el método, para
Euler, se reduce al cdlculo de ceros ¢ cantidades llegadas
por el decrecimiento 4 la nada. Era una especie de cilculo
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de sombras de cantidades que fueron y dejaron de ser, no que-
dando de ellas mds que el vestigio, la sombra de su existir, ex-
presados por los simbolos llamados diferenciales. Bien es verdad
que Euler, como espantado de su propia idea, aun sin conciencia
de la absurdidad monstruosa que entrafia, trata de suplir esta ca-
rencia de ser de los elementos infinitesimales, no en ellos mis-
mos, sino en la nocién menos vaga 4 sus ojos del limite de dos
cantidades. Newton, que, con su penetrante mirada, distinguia
con perfecta claridad lo absurdo de concepcion semejante, in-
vent6 el método de las primeras y dltimas razones para evitar
esa dificultad; pero Euler, sin tener de este asunto ideas tan cla-
ras como Newton, reproduce la doqtrina de éste, y durante mu-
cho tiempo el Célculo infinitesimal es mirado como un cdlculo de
ceros 6 de cantidades nulas, ya consideradas en si mismas, ya
miradas como razones i través de la nocion del limite.

Vese, pues, que la luz aportada 4 la cuestion por Euler ni
brilla, ni es de-naturaleza propia para aclarar las dificultades in-
superables que abundaban en los principios y en todo el cuerpo
de doctrina del anslisis, viniendo 4 sembrar la duda en los re-
sultados 4 que conducia; 6, por lo inenos, 4 producir cierto estado
de vacilacion y excepticismo creado en el seno del espiritu, fati-
gado de tanto luchar en vano, como si comenzara 4 renunciar &

la esperanza de alcanzar tan codiciado fin.

Y este estado del espiritu matemitico, después de los infruc-
tuosos ensayos de Dalembert y Lagrange, traducido en hechos
¥ reducido 4 doctrina, aparece en el trabajo de Carnot que tiene.
por titulo Reflewiones sobre la Metafisica del Cdlculo infinilesi-
mal, y vi6 la luz piblica después que la teoria de las funciones
analiticas. Sostiene Carnot, en esa obra, que el Céleulo dife-
rencial es un célculo erréneo durante todos los momentos de su
marcha; pero que tambien lo es de errores compensados, en el
que los producidos, por una hipétesis falsa, se subsanan en el
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resultado con el prescindir de los elementos contradictorios que
conducen 4 error. Este prescindir lo realiza, segin Carnot, el
mismo csleulo, con la eliminacion de todo elemento infinitesi-
mal: y por este medio el error desaparece, el caracter de método
de aproximacion cesa, y llegamos 4 la plena posesion de la ver--
dad. Mas, por lo visto, tan poca fe tenia en su propia doctrina
que, no contento con proponer esto, dice que se puede conside-
rar, al estilo de Euler, como un célculo de verdaderos ceros; en
cuyo caso el desprecio de uno de ellos ante una cantidad finita,
es legitimo y de rigor: de manera que, para Carnot, el Célculo
infinitesimal es un método de aproximacién erroneo en absoluto,
pero de errores compensados; v 4 la vez dice que phede mirar-
se como un cilculo de cantidades verdaderamente nulas, lo que
le asigna todo el rigor requerido, de igual manera que lo adquiere
por el otro procedimiento, fundado en conceptos completamente
extrafios 4 los de éste, y contradictorios é incompatibles en-
tre si.

Pobre y menguada idea del anilisis infinitesimal, que, re-
ducido 4 esas proporciones, queda despojado de toda su grande-
za, que estriba en el rigor del. raciocinio, en la verdad del con-
cepto, y enla evidencia irrefutable é irresistible de sus conclusio-
nes; -donde la claridad m4s viva resplandece sin oscuridad de
ningtn género que la amengiie, ni nube alguna que empaie la
pura transparencia del ambiente en el que se agita, y donde
unicamente puede vivir la verdadera especulacién matemdtica.

Las ideas de Carnot, como doctrina cientifica, despojadas de
la parte de ornato que las decora, del aparato cientifico en que
~van diluidas, como temerosas de mostrarse escuetas y tales como
son en si mismas, parécenme reducidas 4 la siguiente afirma-
cién, ya hecha por todos los que le precedieron al tratar de la
cuestion que se ventila: el Céleulo infinitesimal no puede conce-
birse sin contradiccidn: esto es, sin que el absurdo se muestre
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al punto, constituyendo la trama y como la sustancia misma
del pensamiento analitico, cuando se adoptan como fundamenta-
les las ideas que le han servido de base: luego el método infini-
tesimal es tan solo un método de simple aproximacion y erré-
neo, considerado en el terreno de la logica. Pero el Célculo 1nfi-
nitesimal conduce siempre 4 la verdad por un camino que, si es
oscuro considerado de un modo, es luminoso- si se mira como
verdad lo que estd lsjos de serlo: asi, este cilculo prodigioso
que bajo un concepto aparece erréneo, y lo es realmente, bajo
otro es un procedimiento legitimo, en cuanto no sdlo es capaz
.de conductr, sino que de hecho conduce en todo caso 4 la ver-
dad: luego‘el Célculo infinitesimal no es un cdlculo errdneo;
¥, comono cabe el conciliar términos tan opuestos, ni es posible
dejar de afirmar estas dos cosas, que pugnan por verse reumdas,
cree Carnot, siguiendo en esto 4 Lagrange, salvada la dificultad
con el juego de palabras y el artificio de afirmar que es un
cilculo erréneo, pero de errores compensados por la virtualidad
misma del método, que, despojando esta suma de verdad y de
error del elemento falso, y depurando asi la verdad, llega al fin
4 mostrarla resplandeciente en el resultado. Este procedimiento
extrafio, que parece resolver la dificultad, la deja tal cual es, sin
afiadir 4 la teoria ni idea ni elemento nuevo, reducida 4 la sim-
ple afirmacion, 4 todas luces evidente, de lo erréneo de los con-
ceptos y del razonamiento, mirados tal como se les considera, y
de la verdad que se alcanza siempre por este procedimiento in -
explicable, en que la verdad se construye y fabrica con la sus-
tancia del error. '

He aqui como juzga Lagrange las teorias de sus predeceso-
res en lo que concierue al Cdiculo infinitesimal: «Los principios
»de éste, tal como los concebian Leibnitz, los Bernoulli y
»L’'Hospital, fundados en la consideracion de los infinitamente

pequefios de diversos érdenes, carecian de base por falta de
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»demostracion; pero esta base fué dada por Dalembert y Euler,
»mostrando, en aplicaciones particulares, que las diferencias que
»se juzgabah infinitamente pequefias y entraban en los célculos,
" »eran y debian ser rigurosamente nulas, y que sus razones, inica
»cosa que entra en aquellas, son tan solo limites de razones de
»diferencias finitas 6 indefinitas. Pero es necesario confesar, afia-
»de, que aunque esta idea es rigorosa en s misma, no es bastan-
»te elara para servir de principio 4 una ciencia cuya certidumbre
»debe asentarse sobre la evidencia. Ademds, como el cdlculo di-
»ferencial emplea y considera, en efecto, cantidades infinita-
»mente pequeiias, 6 que se suponen tales, la verdadera metafisi-
»ca de este caleulo consiste en que el error cometido por una falsa
»suposicion, se corrige 6 compensa por el que nace de los proce-
»dimientos mismos del cdlculo, que solo retiene en la diferen-
»eiacion cantidades del mismo orden. Cosa ficil de comprobar,
»con ejemplos; pero de la que acaso seria dificil dar una demos-
»tracion general.» *

Dice que Newton, para evitar la consideracién de los infini-
tamente pequefios, supone las cantidades engendradas por el
movimiento, y establece un método para determinar directa-
mente las velocidades, 6 mds bien, la razon de las velocidades
con las que la funcion y su variable son producidas, al que dié
el nombre de método de las fluxiones; pero encuentra que la
idea de movimiento, como elemento fundamental de dicho c4leu-
lo, no es la més natural, ni la misma nocién de velocidad, cuan-
do no es constante, es bastante clara para servir de fundamento
4 dicha teoria. Ni el método de las primeras y tltimas razones
de las cantidades que se extinguen, al que en definitiva se redu-
cen las demostraciones del fluxional, es tampoco adecuado, segin

Y Théorie des Fonctions analytigues, par J. L. Lagrange de I'Institut na-
tional.—Paris,—an V. pag’2, y 3.
4
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Lagrange, 4 su propésito, «porque dicha razén no ofrece al espi-
»ritu una idea clara y precisa cuando los dos términos de la razén
»se anulan 4 la vez», ocurriendo lo mismo al método de los resi-
duos debido 4 Landen, enderezado al mismo fin, por cuyo medio
no puede mirarse solidamente establecida la teoria, aunque por
los procedimientos del mismo se hubiesen encontrado desde luego
las reglas m4s sencillas y comodas para el mecanismo de las
operaciones. Juzga Lagrange que el desarrollo de las funciones
en series contiene los verdaderos principios del Céleulo diferen-
cial, independientes de toda consideracion de limites é infinita-
mente pequeiios; y, estudiando ciertas funciones que se originan
de dicho desarrollo, crea el cilculo de las derivadas, que, en
efecto, no es otra cosa en el fondo que el Célculo diferencial.

El pensamiento de Lagrange en esta importantisima cues-
tion puede formularse asi: toda funcion es desarrollable en
serie, ordenada con respecto 4 las potencias enteras y crecientes
de la variable, y los coeficientes de estas potencias se derivan
de la funcién propuesta, conforme 4 leyes determinadas. Pero la
misma ley que engendra la primera de estas funciones 6 coefi-
cientes, partiendo de la funcién, origina la segunda partiendo
de la primera, y en general una cualquiera por medio de la que
la precede. Estas diversas funciones, producidas por una ley
comuin que, por derivarse las unas de las otras y todas de la
funcién propuesta, se llaman funciones derivadas de la misma,
obtiénense de la funcién desarrollada en serie, sin apelar 4 otros
medios que los recursos del Algebra elemental; y como estas
funciones, procedentes de una, dos 6 més derivaciones sucesivas,
4 las que se da el nombre de derivadas primera, seguuda, ter-
cera..... no son ciertamente otra cosa que las expresiones llama-
das en el Célculo diferencial de Leibnitz coeficientes diferencia-
les de primero, segundo, tercer orden....., y con estos solos
elementos se constituye el Caleulo diferencial para los matems-
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ticos de esa escuela; resulta que la teoria de las derivadas, no
solo es el Calculo diferencial mismo, sino que 4 la vez se en-
cuentra establecido sobre principios ciertos, sin que para nada
intervengan ni la nocién de limite ni la de infinitamente pe-
quefio: nociones vagas 1 oscuras, cuando no contradictorias, é
incapaces de servir de sélido fundamento 4 una teoria matemdi-
tica.

Itusion frustrada de tan grande hombre, que, aceptada como
verdad indiscutible desde luego, no mnecesité del trascurso
de una sola generacién para quedar reducida 4 sus verdade-
ras proporciones. La conducta ulterior del mismo Lagrange,
abandonando los nuevos derroteros que acababa de abrir 4 la in-
vestigéci(')n matemdtica para seguir las ya usadas vias del anti-
guo cdlculo en sus obras posteriores, hubiera inclinado 4 mirar
como ilusorio el propoésito que creyé logrado; aunque la critica
no hubiese demostrado, ni se hubiera echado de ver despuss, que
su sistema se apoyaba en la peticion de principio, que supone
el intento de establecer la nocién de la derivada sobre la serie de
Taylor, cuando ésta no puede legitimamente establecerse sohre
otra base que la infinitesimal, 6 por lo menos, sobre el concepto
de la derivada: cosa que, desde un principio, habia notado
Wronsky en su critica de la teoria de las funciones analiticas,
y bien pronto concluyeron por ver todos los gedmetras.

Las concepciones de Newton y Leibnitz, lo mismo que la de
Lagrange, adolecian del vicio capital de querer resolver la cues-
tién, excluyendo sistemdticamente éste, y no teniendo en cuenta
aquéllos, todos los datos necesarios para conseguirlo; vicio que
nacia del desconocimiento casi completo del legitimo papel que
podia corresponder al infinito en las especulaciones del analisis.

Leibnitz, en efecto, del supuesto falso, vago é indetermina-
do del nimero infinito, llega por modo necesario al concepto de
los infinitamente pequetios, 4 su clasificacién en ordenes, y 4 las
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propiedades fundamentales que en su teoria les corresponden: -
con las cuales puede establecer el Calculo diferencial, sin que en
él haya de intervenir la nocion delimite, absolutamente necesaria
é ieludible en toda consideracion general acerca de las canti-
dades continuas representadas por niimeros.

Lagrange rechaza la nocién de limite y la de infinitamente

" pequenio; establece la teoria de las funciones analiticas sobre el
desarrollo de estas en serie infinita; y hace salir de dicho desa-
rrollo, por los procedimientos ordinarios del Algebra, la serie
completa de las derivadas de la funcién; sin tener en cuenta
que la nocién de limite, que pretende evitar, es indispensfble
para establecer, no sélo los elementos del Algebra que sirven de
apoyo 4 su investigacion, sino también la misma nocién de serie
infinita y su equivalencia con la funcién que representa; y que
las relaciones que enlazan al infinitamente grande y pequeno, y 4
éste con la nocién del limite, son tan estrechas y de naturaleza
tal, que no es potestativo el aceptar una y rechazar las otras;
porque cualquiera de ellas presupone necesariamente las demds, y
es forzoso, 6 rechazarlas todas 6 aceptarlas todas 4 la vez: y al
obrar asi, buscando por tan extraviado camino, lo que por medio
mds natural y directo es hacedero encontrar, condena su teoria
4 la infecundidad que la caracteriza, 4 causa del falso ¥ poco na-
tural origen que atribuye 4 la derivada.

Newton, por el contrario, ni peca por las sistemiticas exclu-
siones de Lagrange, ni por las deficiencias de Leibnitz. Todo lo
que es indispensable.para dar con la clave del enigma le es co-
nocido; de todo tiene ideas sanas y racionales; ni uno solo de los
elementos de la cuestion, tal como hoy se la concibe, se le oculta:
porque, como Arquimedes, rechaza la idea del nimero infinito,
elemento directo é inmediato de especulacion; como los ged-
metras de nuestra época, concibe el infinitamente pequeiio cual
simple variable que decrece sin limites; considera .los valores
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finitos de los limites de razomes de infinitamente pequefios y
grandes, y los limites de sumas de infinitamente pequefios, y
atribuye explicitamente 4 la nocién del limite el caricter que le
distingue, y le es esencial en el 6rden de ideas del moderno ani-
lisis: esquiva, no obstante, sin rechazarlo en absoluto, el empleo
del infinitamente pequefio, que no acierta, 4 pesar de todo, 4 des-
pojar del caricter vago 6 indeterminado con que se le muestra,
sin duda por sus relaciones con el infinitamente grande que, lo
mismo 4 Newton que 4 los demds geometras, se mostré siempre
con el cardcter absoluto de mayor que todo lo imaginable; y,
para evitar la consideracién de las cantidades infinitas, apela 4
la de las primeras y tltimas razones, y por su medio determina
la fluxion, elemento fundamental de su sistema, y base necesaria
de su manera de concebir la cantidad que varia de un modo con-
tinuo. Y al obrar asi, y al excluir con rara sagacidad los elemen-
tos infinitesimales que podian proyectar cierta oscuridad en la
raiz misma de su método, y al no considerar de modo explicito
el limite, sin duda por su relacion necesaria con el infinitamen-
te pequefio, se priva voluntariamente del concurso de tan valio-
sos medios de investigacion; y ni llega 4 la sintesis moderna,
que con todos ellos construye la nocién de diferencial, ni consi-
gue dar 4 su método la base sflida que pretende; y se condena
en cambio 4 luchar con las dificultades de aplicacién, en que no
tropieza el de Leibnitz, mds natural, méds ficil y sencillo, que
se plega docil 4 todas las necesidades de la especulacion, y es,
por consiguiente, mds fecundo que el de las fluxiones, sobre el
cual llega por completo 4 prevalecer. ’
La teoria de las funciones analiticas reiné sin rival en los
primeros afios del presente siglo. Pero cuando el edificio creado
por Lagrange comenz6 4 derrumbarse, mediante la critica de los
principios en que se apoyaba y de los progresos realizados por
el andlisis, volvié 4 dominar respecto 4 la naturaleza del Céleulo
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infinitesimal la misma confusién de ideas que existia antes de
la aparicién de la teoria de las funciones analiticas. En este es-
tado de la ciencia y disposicién de los espiritus, aparecieron en
el primer cuarto de la presente centuria, los trabajos de Cauchy
referentes al andlisis, que fueron el punto de partida de la nueva
doctrina infinitesimal.

No entraremos & exponer el sucesivodesarrollo de las ideas en
esta tltima evolucién del pensamiento analitico, con el fin de le-
gitimar la doctrina infinitesimal. Obra de la actual generaciény
de la que nos ha precedido, debida al concurso de casi todos los
geometras que en la presente centuria han estudiado el Calculo
infinitesimal, si tuvo su origen en los trabajos de Cauchy, reci-
bi6 su primer impulso en las obras de Duhamel: y como la enu-
meracién de la parte que corresponde 4 cada uno de los matem4-
ticos en la tarea de perfeccionar y dar el conveniente desarrollo
4 las ideas capitales de aquél y 4 la forma expositiva de éste,
ni entra en nuestro propdsito, ni cabria en los limites de este
discurso, consideraremos tan solo la doctrina en si misma, y, sin
descender 4 detalles, mostraremos tnicamente lo que tiene de
fundamental, y de qué manera la nueva teoria logra aclarar las
dificultades que presentaba la antigua.

Que no hay ciencia mds pobre en ideas que la ciencia ana-
litica es un hecho evidente, puesto que tGnicamente versa sobre
la nocién de cantidad; y -que apenas hay alguna que sea tan rica
en hechos y en leyes admirables 4 que los hechos obedecen, lo
proclaman de consuno los libros y memorias, y colecciones aca-
démicas, y revistas cientificas, que acrecen cada dia el ndmero,
ya abrumador, de volimenes que encierran el conjunto de los
trabajos analiticos de nuestro tiempo. ;De qué manera aquella
innumerable multitud de hechos se producen, elaborados con tan -
pobre y escaso nimero de elementos? ;Como estos hechos y las
leyes 4 que se encuentran sometidos alcanzan la fecunda y asom-
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" brosa generalidad que les distingue? En una palabra, jen qué
estriba, en qué consiste, de qué procede la exhuberante fecundi-
dad de la ciencia analitica, y la razén de la especie de primacia
¥ como superioridad con que apa{‘ece respecto 4 las demds ramas
de las ciencias exactas?

No es ficil dar solucion & priori, 4 estas cuestiones; por-
que esto supondria el conocimiento perfecto de los fines y medios
del andlisis como ciencia de la cantidad; en lo cual no hay con-
formidad completa entre los matemiticos. Pero, si no es ficil &
priori hacerlo, se puede examinar el proceso histérico del des-
arrollo de esta ciencia, y sacar de ese examen como el promedio
de lo que las ideas fundamentales representan-en la mente del
matemdtico, cuando de ellas usa; estudiar la tendencia comin y
el fin general 4 que se enderezan; y deducir de este estudio, no
solo la causa de aquella fecundidad, y la tendencia general del
pensamiento analitico, y los medios que pone en juego para al-
canzar el fin 4 que aspira, sino también si esos medios son ade-
cuados 4 su fin y suficientes 6 insuficientes para conseguirlo.

Yo no sé, sefiores, si los matemdticos han considerado bas-
tante qué es y 4 qué corresponde en nuestra mente eso que en
el dominio del andlisis llamamos cantidad. Y es de tal impor-
tancia la cuestion, que en saberlo 6 ignorarlo estriba el que
con claridad se sepa-"de qué trata el anglisis. Y digo que no
sé si se han fijado bastante en esta importante cuestion, porque
confieso ingenuamente que no sé si semejante duda procede de
mi falta de erudicion 6 de que en realidad no se encuentre de-
terminado ese concepto con suficiente claridad en los libros;
puesto que, 4 pesar de mi buen deseo, no he llegado 4 averiguar
por ellos lo que sea.

Y no es que yo crea que de toda nocion y entidad que con-
sidera una ciencia, pueda y deba darse una definicién; pues, por

- poco que entienda del modo cémo la ciencia se constituye, bien
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sé que hay cosas que no pueden definirse, y no por la oscuridad
del conocimiento que de las mismas alcanza la inteligencia, sino,
como dice Pascal, 4 causa de la misma perfeccion de este cono-
cimiento, que, 4 la vez que iml;osibilita el definirlas, hace inttil
la definicién, por cuyo medio no alcanzariamos un conocimiento
mis completo y acabado que el que ya de esas entidades poseia-
mos. Pero 4 esta clase de cosas indefinibles, de las que la inteli-
gencia, por otras vias que la deductiva, llega 4 tomar posesion,
v sin las cuales ni la ciencia matemdtica ni otra alguna puede
dar un paso, porque entran como elemento y base-obligada de la
especulacion cientifica, no pertenece lo que llamamos cantidad
en el andlisis. Esta es una entidad compleja, constituida por la
sintesis de diversos elementos reunidos por la mente humana bajo
lo forma de una perfecta unidad. Es posible considerar aislada-
mente, y en sus mutuas relaciones, estos diversos elementos, y
estudiar de qué manera cada uno de ellos concurre 4 constitnir
la entidad en cuestion; y hay que hacerlo necesariamente para
poder distinguirla, por sus notas caracteristicas, de toda otra no-
cion afin, sin lo cual no puede servir de base 4 la ciencia mate-
mitica, ni mucho menos pueden tampoco alcanzar las deducciones
-de ésta la evidencia especial que las distingue, y que, con justa
razén, les ha conquistado el nombre, muy propio, de ciencias
exactas.
| La verdad es que el tenaz y no interrumpido trabajo de los
siglos XVII y XVIII, en su afin de legitimar los fundamentos
del célculo, si bien infructuoso en cuanto al logro inmediato de
ese fin, habia sido, no obstante, importantisimo, puesto quede 6l
“habian salido todos los elementos necesarios para encontrar la so-
lucion de tan capital problema, y se habian discutido bajo todas
sus formas, y puesto en evidercia, y mostrado er toda su fecun-
didad las nociones que habiande servir de base 4 aquella solucion:
asi es que solo habia ya necesidad de un espiritu bastante eleva-
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do, que, considerando estos elementos, y comprendiendo sus mu-
tuas relaciones, los enlazase en una sintesis capaz de alecanzar lo
que 4 cada uno, 6 solo 4 una parte de ellos, no habia sido dado el
conseguir. Porgue Newton habia mostrado la importancia de la
fluxion 6 derivada, y cémo ésta se originaba de la nocién del
limite, por cuyo medio la cantidad continua caia bajo el domi-
nio de la especulacion matematica; pero sin encontrar la forma
analitica adecuada 4 los medios y fines de aquella: Leibnitz ha-
bia ercontrado por un rasgo de su penetrante espiritu filosofico
la forma legitima, y con ella el procedimientb natural del cdleulo
en las investigaciones del anglisis; pero sin alcanzar la verda-
dera razon de aquella forma y este procedimiento: y Lagrange,
al dar 4 la derivada un origen distinto del que le atribuyé New-
ton, y al prescindir del concepto fundamental de Leibnitz, y
edificar el cdlculo apoyado tan solo en el coeficiente diferencial,
habia logrado evidenciar que el andlisis se concentra exclusiva-
mente en la nocién de la derivada, 6, por lo menos, que no hay
consideracién verdaderamente analitica, que pueda mirarse como
independiente de ese importantisimo elemento, y ademds, que
el objeto principal, si no dnico, del andlisis, era el estudio de las
funciones concebidas del modo mis general.

Pero después de tanto infructuoso ensayo, y de tanto malogra-
do proposito, para llegar 4 ver claro en cuestion de suyo tan oscura,
era necesario conseguir lo que desde un principio tan dificil apa-
recia: habia necesidad de obligar 4 la nocién del infinito 4 some-
terse docil y servir de instrumento 4 las necesidades del analisis;
y 4 esto se oponia no solo el cardcter y sello especial con que la
nocién del infinito se mostraba 4 la consideraciéon matemética,
cuando se aplicaba al mimero y la distancia, sino tambiéy el
criterio filoséfico que habia de servir de fundamento 4 la legi-
tima intervencion del infinito en el anélisis.

Un conjunto fortuito de circunstancias facilité el wiltimo paso
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que aun quedaba por dar, haciendo que un hombre eminente,

de genio penetrante é investigador, de incansable actividad y

originalidad al parecer inagotable , viniese 4 tratar de la cues-

tién apoyado en las tnicas ideas filosoficas concernientes al in-

finito, mediante las cuales podia llegarse, y, en efecto, se ha

llegado, 4 la solucién de tan importante y capital problema. Yo

no sé si esta feliz coincidencia ha sido bien notada, y se ha me-

dido bien todo el alcance de las consecuencias que, tanto en el
dominio de las ciencias matem4iticas camo fuera de él, tienen las

ideas de Cauchy, relativas 4 esta cuestion; y si la brillante es-

cuela de gedmetras; que siguiendo la inspiracion de aquel grande

hombre ha llegado 4 constituir el andlisis infinitesimal sobre las

bases en que hoy se apoya, ha considerado lo que en el terreno

filosofico significa la doctrina por sus trabajos creada, y las

radicales consecuencias que de la misma se desprenden, como
tiltimo corolario, millares de veces repetido, y con asombrosa
unanimidad proclamado por todos los hechos y principios del ex-

presado cdleulo: consecuencias que, no por pertenecer al dominio

exclusivamente matemdtico, dejan de tener importancia en el

filoséfico, puesto que son la negacién rotunda y completa de doc- -
trinas muy en boga en nuestros dias, acerca de la naturaleza del
tiempo y del espacio. A

Mas, dejando 4 un lado estas cuestiones, permitidme, sefio-
res, discurrir por breves momen tos acerca de las ideas en que se
funda la nueva doctrina, antes de elevarnos 4 la sintesis por
ella constituida, y que alcanza al fin el anhelado objeto.

La cantidad que entra en las consideraciones puramente
analiticas, tal como se muestra 4 la mente del gedmetra que la
sorpete 4 su especulacion, no es simplemente el quanfum de las
cosas; no son las cosas mismas concretas, 4 cuyo estudio pueden
aplicarse las teorias analiticas; ni siquiera el quantum abstracto
que en las cosas objeto de nuestro estudio podembs considerar.



63
Es algo de esto, sin serlo todo; y es algo mds 4 la vez, que ni
se encuentra necesariamente en el quantum de las cosas, ni en
las cosas mismas, y que alli pone la inteligencia para construir
un ente, no real, ni correspondiendo 4 la realidad objetiva, sino
simplemente posible, 6 con existencia meramente potencial.

Analicemos las ideas 6 nociones esenciales que entran 4 cons-
tituir la cantidad analitica, tal como resulta del examen atento,
hecho sin preocupaciones ni prejuicios, del pensamiento mate-
mético, en su largo y laborioso ejercicio; y para ello veamos
qué es en su conjunto el vasto tejido de formulas y de métodos,
de cilculos y de procedimientos, de ideas y de principios, con
cuyos materiales realiza sus .admirables construcciones la cien-
cia analitica; y, fijindonos desde luego en su elemento mds co-
mun, y material obligado de toda elaboracion, en la férmula 6
expresion algebrdica, determinemos qué es, y qué papel desem-
peiia, y de qué elementos esenciales se compone, y 4 qué orden
de ideas corresponde en la mente del matem4tico; y de este exa-
men, que ha de ser complejo por demds, puesto que con todo tie-
ne intima conexién, lo mismo con los procedimientos y métodos
que con los principios y nociones fundamentales, deduzcamos lo
que tanto nos importa averiguar.

Esa formula, considerada en si misma; esa expresién analiti-
ca, prescindiendo de toda relacién que tenga 6 pueda tener con
cualquier otra, nos aparece simplemente como una serie de ope-
raciones hechas con los simbolos que entran en la expresion, re-
presentando 6 teniendo el lugar de las cantidades 4 que la for-
mula se refiere, si procede de una cuestion concreta. Dos som,
pues, sus elementos constitutivos: uno, los simbolos representan-
tes de las cantidades que considera la formula; otro, las opera-
ciones actuadas 6 que han de actuarse con las cantidades repre-
sentadas por aquellos simbolos; y la férmula, en si misma consi-
derada, ni es otra cosa, ni-corresponde 4 otra nocién que 4 la
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del resultado obtenido 6 la cantidad actuada por medio de esas
operaciones. .

Nada m4s sencillo ni més claro que tal concepto de la expre-
si6n analitica 6 formula; pero 4 condicién de que las ideas que
esos simbolos representan, y las operaciones realizadas actuando
sobre dichos elementos, se hallen perfectamente determinadas ¢
definidas, sin que puedan dar lugar ni 4 duda, ni 4 confusién, ni
4 equivoco.

Veamos, no lo que acaso puedan ser en la ciencia del porve-
nir, sino lo que realmente son en la actual, esas cantidades y
las operaciones por su medio concebidas, y encontraremos, sin
grande esfuerzo, que las cantidades que considera el anilisis en
sus concepciones puramente especulativas, se hallan determina-
das por niimeros: esto es, que los simbolos que entran en las ‘
formulas representan nimeros, pero nimeros dotados de ciertos
atributos, propios mds de la cantidad que del mimero mismo, y
que tales atributos, unidos 4 aquellos nimeros, constituyen una
entidad ideal con unidad perfecta en la mente del matemitico.
Pero no es el quantum 6 verdadera cantidad correspondiente &
ningin orden concreto, ni siquiera el quanfum abstraido 6 la
cantidad abstracta de las cosas sobre que podemos especular; es
un guantum especial, puesto Que se halla dotado de condiciones
6 atributos propios exclusivamente de la nociéon que en el andli-
sis puro llamamos cantidad. Esta no es el simple ntmero, porque
en ella intervienen, entre otras, las afecciones positiva y nega-
tiva que no entran por necesidad en el concepto de nimero; la
consideramos ademsis, ya como constante, ya como variable; y
en sus variaciones como pudiendo realizar toda ley de varia-
cion, y muy en particular la continua, vedada al simple ni-
mero, por la naturaleza de su ley primitiva y elemental de gene-
racion, esencialmente discontinua. ’

La cantidad analitica es, pues, un nimero variable, confor-
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me 4 toda ley posible de variacion, que en general varia de una
manera continua, y se halla dotado, ademis, de afecciones 6 mo-
dos de ser que no pertenecen 4 la esencia del nimero, como tam-
poco corresponden 4 ésta, ni la de variabilidad, ni, mucho menos,
la de continuidad, en pugna con la nocién comin del mismo.

La sintesis de estos elementos, tan complejos y en cierto
modo heterogéneos, es la que corresponde 4 la nocion que el ma-
temdtico considera en las especulaciones analiticas, y 4 la que
en ellas se designa con el nombre de cantidad. Pero formaria
una idea incompleta de su unidad y de la manera como se cons-
tituye con aquellos elementos, el que solo la considerase aislada
y prescindiese de las relaciones intimas que cada uno de ellos y
la entidad por los mismos constituida tiene con la forma anali-
tica que le sirve de expresion: forma que se compenetra de tal
modo con aquellos elementos y con la entidad por ellos realizada,
que sus propiedades esenciales, asi como el verdadero concepto
de dichos elementos, no alcanzan la definicion suficiente 6 el
grado de claridad y determinacion completa que les correspon-
de, sino mediante la intervencion de dicha forma, que apa-
rece asi como causa generadora de la naturaleza propia de la en-
tidad constituida y de los elementos que 4 su constitucion con-
tribuyen. ‘

Pero esta forma de la cantidad analitica no es otra cosa que
lo que antes hemos llamado férmula 6 expresién, que en sustan-
cia no es mis que una serie de operaciones hechas con las can-
tidades que representan los simbolos sobre que se opera. En es-
tas formas 6 formulas entran unos elementos con el cardcter de
constantes, otros con el de variables, si aquella pertenece al an4-
lisis y no 4 la simple dlgebra; y las constantes, por la misma na-
turaleza del simbolo, pueden recibir todo valor, aunque entren en
la expresion con el caricter de cantidades de valor fijo y deter-
minado, y se diferencian en algo de las variables, que también
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pueden adquirir todo valor, pero que, como aquellas, ni entran ni
pueden entrar en la formula sino con uno solo de sus valores, y
éste, ademis, determinado. Porque es de necesidad téner muy
presente una cosa que con mucha frecuencia se olvida, 6, por lo
menos, no se tiene en cuenta: que la formula 6 expresién anali-
tica, con sus simbolos correspondientes 4 operaciones y cantida-
des, no es ni més ni menos que una serie de pensamientos, escri-
tos con una escritura mis perfecta, 4 la verdad, que la ordinaria,
peroal fin y al cabo, un razonamiento ¢ una serie de razonamien-
tos, cuya naturaleza especial con sus consecuencias no hemos de
buscar en la escritura ni en los caracteres por cuyo medio se ex-
presan. Es preciso ver las ideas que dan vida y palpitan bajo
aquellos simbolos estériles, y reducidos 4 simple conjunto de tra-
zos cuando no corresponden 4 ningun concepto, 6, lo que para el
caso es igual, cuando aquellos conceptos son contradictorios 6
conducen 4 contradictorias consecuencias. Y st la formula no es
mds que una serie de razonamientos, la legitimidad de estos y las
consecuencias que de ellos se deriven, y la entidad que correspon-
da al resultado de aquella se rie de operaciones intelectuales, solo
podemos conocerla mediante el exdmen 6 anilisis de las ideas so-
bre las que el razonamiento recae, y de la forma de este razona-
miento; teniendo tanta importancia en el resultado la manera de
razonar como los elementos sobre los que se razona, y halldndose
determinado dicho resultado por la mutua actuacién, y, por de-
cirlo asi, compenetracion de tan hetereogéneos medios. Pero la
cantidad analitica, en su verdadero concepto, en aquel con que se
presenta en la mente del matemético que de ella usa, no nace
& priori, sino que se deriva y ha tenido su origen en la conside-
racion & posteriori de la expresada formula analitica, concebida
en su mds completa generalidad.

Vemos, pues, que una cuestion, tan sencilla en la apariencia,
complicase 4 medida que penetramos en su fondo, y correriamos .
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el peligro de introducir mis confusion que claridad si no proce-
diéramos con mucho orden en este punto. En gracia 4 la breve-
dad, nada diremos res pecto 4 lo que al concepto' de variacion ata-
fie, ni tampoco de las afecciones 6 modos de ser de la cantidad;
cuyo origen puramente analitico no se halla adin establecido en
el estado actual de la ciencia; ni de la nocion de continuidad,
porque nadie puede dudar que estas cualidades que suponemos en
la cantidad analitica no se hallen realmente en ella contenidas,
tal como la concibe el matemitico, interviniendo en las especula-
ciones del puro anslisis. Pero si debemos en este momento consi-
derar dos cosas de verdadera importancia: una, el cardcter esencial
que distingue 4 la constante indeterminada de la variable; otra, la
condicién simplemente numérica de la cantidad analitica: el pri-
mero, por las consecuencias que de esa distincién se deducen; la
segunda, para esclarecer un punto que, 4 mi entender, es causa de
multitud de equivocos y falsas concepciones que tocan directa-
mente al fondo y 4 la esencia misma de la cuestion de que se trata.
La constante se distingue de la variable en que aquella entra

en la formula con un valor fijo, mientras que ésta varia, es decir,
reeibe una serie infinita de valores que determinan aquellos modos
de ser que, referidos 4 la misma entidad, la hacen aparecer pa-
sando de un estado 4 otro que le sigue en el orden del tiempo:
trinsito que constituye la variacion. Pero, cuando la férmula 6 ex-
presion analitica de que se trata se refiere 4 una cuestion general,
como ocurre en casi todas las del anslisis, las constantes estdn re-
presentadas en la expresion analitica como las variables, por sim-
bolos, que ni tienen ni pueden tener, por sumisma naturaleza,
“valor esplicitamente determinado; y, 4 causa de esa indetermina-
ci6n numérica de los simbolos, aunque las constantes solo pueden
entrar en la férmula con valor fijo para cada uno que dicha for-
mula determine, pueden adquirir todo valor posible cuando se con-
sidera el conjunto 6 la totalidad de los que la formula representa.
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- Asi las constantes que entran en las expresiones analiticas,
consideradas como el conjunto de valores 4 que el simbolo se re-
fiere en todos los casos, representan todo valor posible, y no se
distinguen en realidad de la variable, que 4 su vez también re-
presenta todo valor, si no en que los pertenecientes 4 la variable
se presentan ordenados y produciéndose de un modo sucesivo en
el tiempo; mientras que en los que corresponden 4 la constante,
ni hay ni se supone ordenacién alguna, y se muestran como una
infinidad de valores, capaz de determinarse numéricamente de
todas las maneras posibles, sin que ninguna condicién determine
el orden en que esos valores puedan 6 deban producirse. En una
palabra; los valores representados por la formula, aparecen cons-
tituyendo una série infinita, correspondiente 4 cada valor particu-
lar que tome la constante, ¥, por lo tanto, como una infinidad de
séries infinitas, respecto i las que nada se determina tocante al
orden en que cada una de aquellas séries infinitas se ha de pro-
ducir en el tiempo; mientras que el orden de sucesién ¢ produc-
cion sucesiva de valores, se halla determinado en cada una de
aquellas séries infinitas, particularmente consideradas.

De esto se deduce, como consecuencia inmediata, que, si solo
se atiende 4 la consideracién del conjunto de valores que la for-
mula determina, el establecer un orden de sucesion en los con-
cebidos sin orden alguno prefijado, nada altera su totalidad como
simple conjunto; y, por consiguiente, que si conviene 4 los fines
ulteriores de la investigacién suponer un orden de sucesion en
los valores que pueda recibir la constante, serd licito hacerlo
sin incurrir por ello en contradicién; lo que, en realidad, equi-
vale 4 considerar la constante como variable, siempre que asi con-
venga, con tal que su variacion sea completamente independiente
de la de la primitiva variable.

Procediendo la mayor parte de los resultados obtenidos por
el andlisis y las teorias que constituyen esta ciencia, del estudio
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¥ solucién de problemas referentes 4 cantidades concretas, repre-
sentando y refiriéndose los simbolos que entran en las expresio-
nes analiticas, por cuyo medio se obtuvieron aquellas soluciones
y alcanzaron dichos resultados, 4 esas mismas cantidades concre-
tas, jqué de extrafiar es que, ya por la concision del lenguaje,
ya por no distinguir el cardcter especial de la cuestion, mirada
bajo su doble aspecto de solucion del problema, por una parte, y
por otra de férmula analitica independiente de este, y aplicable
acaso sin modificacion alguna 4 mil distintos del primero por su
indole especial, y por la naturaleza de las cantidades congcretas &
que se refieren; qué de extrafiar es, sefiores, que se creyese que
las cantidades concretas entraban ellas mismas en las formulas,
6, por lo menos, la cantidad abstracta obtenida por la inteligen-
cia mediante la consideracion de lo que hay de comin, prescin-
diendo de lo particular y de lo vario que se encuentra en la nu-
merosa serie de cantidades sometidas 4 la especulacién analitica?
+Y qué de extrafiar es que, 4 pesar del cardcter numérico con que
aparecian determindndose esas cantidades en la mayor parte de
los casos *; al observar que las consecuencias generales deduci-
das de las formulas eran independientes de la unidad que se adopta-
se para aquella representacion numérica, pudiera llegarse 4 creer
que la relacién establecida por la formula entre los elementos 6
cantidades relacionadas era por su naturaleza independiente de
la nocién del mimero, y, por consiguiente, que eran verdaderas
cantidades y no niimeros los que entraban y constituian el fon-
do comiin de la especulacion analitica? Nada mds natural, se-
fiores, que semejante creencia; y aun no admitiéndolo asi, y no

t Menos en las teorias de las cantidades simbdlicas, y en la de las llama-
das operaciones abstraclas, en las que, aun quedando cierto caracter numéri-
co que en ellas persiste, los simbolos y las férmulas no expresan necesaria~
mente nimeros, al menos concebidas dichas teorias del modo mas general y
abstracto.
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viendo en los simbolos que encierran las formulas méis que sim-
ples nimeros, para evitar largas perifrasis, para dar concisién y
vigor al lenguaje, y claridad y evidencia 4 las conclusiones; para
no verse en la necesidad de distinguir 4 cada paso entre lo abs-
tracto y lo concreto; nada m4s natural, tampoco, que designar corr
el nombre de cantidad, y mirar convencionalmente como tal, la
idea que expresa cada simbolo; puesto que este lenguaje, una
vez determinado su alcance y su valor, no presenta peligro algu- -
no, ni se presta 4 equivocos, y es por el contrario, ciertamente,
origen de fecunda sencillez y elegancia en los resultados.

Pero st era 1ndiferente en dicho sentido el caricter que 4 los
simbolos se pudiera atribuir, no lo es, en verdad, el doble punto
de vista que la cuestion presenta; sino que, por el contrario, su
esclarecimiento tiene un interés vital y es de toda necesidad in-
dispensable; porque un punto de vista excluye al otro, y las
consecuencias que de los mismos se deducen pugnan entre si, y
con las nociones comunes y universalmente aceptadas, hasta tal
punto que, de mirar las cantidades que expresan los simbolos
como simples nimeros, hay que rechazar ciertas aspiraciones
que hoy se manifiestan apareciendo con la pretensiéon de modifi-
car la ciencia en sus ideas y procedimientos; y el tomar como
vélido y legitimo y verdadero el contrario punto de vista, obli-
garia 4 rehacer la ciencia analitica de la base 4 la cidspide, pues
tal como se encuentra hoy constituida careceria de fundamento
solido en que apoyarse.

Puede concebirse con claridad qué es una operacién hecha
con cantidades concretas, sin que en ella tenga participacién
alguna el mimero, si se determinan bien las condiciones me-
diante las cuales la operacion ha de traducirse en hecho como
resultado; mas esto no es posible sin que la naturaleza de la
cantidad concreta sobre la que se opera influya de preponderan-
te y especial modo, y por ello no se puede aplicar el concepto
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general de las operaciones que el anilisis considera, ni 4 toda
especie de cantidades concretas, ni aun 4 las de una especie de-
terminada. Pueden concebirse y se nan estudiado operaciones
recayendo sobre entidades concretas de especie dada, que han lle-
gado 4 constituir verdaderas teorias cientificas de caricter mate-
mético; se han encontrado grandes analogias entre sus leyes y
las series de hechos concretos & que se refieren, y leyes y series
de hechos analiticos; pero todas ellas presentan el sello especial
y particularisimo que la naturaleza de las cantidades sobre que
versan les imprime, y, 4 pesar de aquellas analogias, su influjo
no puede extenderse sino 4 la regién particularisima en que se
ejerce.

De aqui la incapacidad, que llevan en si esas leyes, de ad-
quirir el ‘caricter general de las leyes del andalisis; generalidad
que les haga indiferentemente aplicables 4 todo objeto capaz de
definicion matemstica.

Y es claro que lo que no se puede atribuir 4 especie alguna
determinada de cantidades concretas, mucho menos se puede
atribuirlo 4 todas, y, por consiguiente, no es posible admitir que
las operaciones del anélisis recaigan sobre simples cantidades
abstractas, independientes de toda otra consideracién, incluso la
numérica. '

Pero, si, en vez de las cantidades, se consideran los ndimeros
que como resultado de su medida las determinan, entonces, aun
tratindose de problemas referentes 4 cantidades concretas, lo
que entrard en las formulas no serdn las cantidades mismas, sino
los mimeros por cuyo medio se expresan. Y como todo objeto
capaz de determinacién matemitica es por ello precisamente
susceptible de determinacion numsérica, resulta que en la con-
sideracién numérica de las cosas es donde Unicamente podemos
encontrar el caricter general que distingue las especulaciones
del anélisis,
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En toda serie concreta de hechos numéricamente determina-
bles, y en las mismas cosas concretas cuya completa definicion
matemstica pueda establecerse, aparece desde luego, 6 por lo
menos puede en ellas concebir nuestro espiritu, una doble serie
de cosas de distinta naturaleza: la serie de los hechos concretos,
6 de las diversas formas con que estos sucesivamente aparecen, y
la serie de nimeros determinados por esos mismos hechos: series
entre las que no hay mds lazos de relacion directa que los que
nosotros hemos establecido, mediante su coexistencia 6 realiza-
cién simultdnea en el tiempo. Por ella, esas dos series de hechos,
extrafias la una 4 la otra, se determinan mutuamente en el sen-
tido de que la presencia del uno acusa la del otro, y la conside-
racion de cualquiera de ellos lleva aneja y como aparejada la de
su correspondiente en la otraserie; y, cuando esta determinacién
es absoluta y tan completa como es necesario para que, bajo el
aspecto que se considera, nada quede vago, nada incierto &
indeterminado, cabe hacer en una de ellas el estudio de los hechos
correspondientes 4 la otra, y referir asi el estudio de las cosas
de un orden al de las de otro orden de cosas.

Las cosas que pueden determinarse numéricamente y pre-
sentar infinidad de aspectos, que aparecen como modificaciones de
las mismas, dan lugar 4 otros tantos nimeros sometidos 4 una
ley de produccion, o dicho de otra manera, 4 una funcién anali-
tica, que es la verdadera ley numérica de aquellos hechos. Pero
aunque los mimeros determinados por esta funcién expresen y
detallen por completo la fisonomia de la cosa bajo todas sus for-
mas y manifestaciones, esos mimeros jamis podrin confundirse’
con aguellos hechos, y las operaciones 4 que sometemos esos mi-
meros en sus transformaciones sucesivas, para alcanzar los resul-
tados numéricos que se buscan, no serdn ni podrdn ser operacio-
pes actuadas con los hechos, por mis que aquellas transformacio-
nes y aquellas operaciones numéricas puedan expresar y expre-
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sen las transformaciones6 el trinsito de uno de esos hechos 4 los
otros.

La distincion entre ambos érdenes queda subsistente, sin que
nada sea capaz de borrarla; y precisamente en esa persistencia
de su propio cardcter y en la independencia real que existe entre
las dos series de hechos, es donde reside el origen y fundamento
de la generalidad del andlisis, y su ilimitado poder de aplica-~
ci6n. De esta manera, entre esa serie de hechos que considera-
mos como modos diversos de ser de uno mismo, el cual, modifi-
cindose en el espacio y en el tiempo, da lugar 4 la inagotable
serie de modos particulares de ser, relacionados entre si y refe-
.ridos 4 una cierta unidad, por lo que llamamos ley de aquel fe-
némeno; y la serie de nimeros respectiva y sucesivamente co-
rrespondientes & aquellos hechos, que miramos también como
maneras de ser de un nimero variable que se diversifica y par-
ticulariza desarrollindose en los momentos sucesivos del tiempo,
se establece tan intima sohidaridad v dependencia, tal reciproci-
dad y correlacién mitua, que alli donde se muestra el uno apa-
rece al punto el otro, con los caracteres tinicos y exclusivos que
les son propios, y que bastan para determinar de la manera mds
completa el uno por medio del otro desde el punto de vista que
se considera. Asi, por semejante artificio de la inteligencia,
dos series de cosas completamente distintas por su misma natu-
. raleza, como lo son, de una parte, los hechos concretos del
mundo fisico con el ser y realidad que les es propia en la inago-
table serie de sus transformaciones, y, de otra, una serie de mi-
meros que se hallan intimamente relacionados con aquellos, aun-
que de indirecta manera, por su simple coexistencia en el tiem-
po, mituamente se determinan de la manera més perfecta, y en
tanto grado y de tal manera, que no solo es posible estudiar los
fenémenos en sus mis variadas manifestaciones, por medio de
una funcién analitica que es solo expresion exclusiva de una ley
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numérica, sino que también se pueden estudiar las propiedades
abstractas y simplemente numéricas de las funciones analiticas
en las leyes de los fenémenos concretos. Ejemplo de lo primero
es la Geometria y la Mec4nica, la Astronomia y la Fisica mate-
mitica; y de lo segundo, el Andlisis mismo, en el cual, contanta
frecuencia, los principios mis generales referentes 4 concepcio-
nes abstractas y simplemente numéricas se deducen de propie-
dades geométricas 6 mecinicas, correspondientes 4 entidades com-
pletamente extrafias 4 la entidad numérica que se considera.

- Esta especial é ingeniosa manera de determinar todos y cada
uno de los elementos que constituyen una serie ilimitada de he-
chos, por medio de otra serie ilimitada de nimeros, la realiza el
Anilisis por el concepto fundamental de la cantidad variable,
producida conforme 4 una ley de generacién continua.

Es tan sencillo y, por decirlo asi, tan rudimentario y vulgar
semejante modo de determinar, representando unas cosas por
otras de diferente condicién y naturaleza, que no es de extra-
far que, pbr su misma sencillez, haya pasado casi del todo in-
advertido, no solo este modo de determinacién, sino el impor-
tantisimo papel que el mismo desempefia en la especulaciéon ana-
litica, que le es deudora de su inmensa generalidad con todos los
caracteres que la distingue.

Necesario serd, pues, no ver en los simbolos que entran en la
formula sino simples mimeros; en las operaciones de ésta sim-
ples operaciones numéricas; y, en la {6rmula misma, solo un ni-
mero variable 6 una ley de generaciéon numérica, expresada por
la forma analitica que aquella determina: ley de variacion 4 que
se da el nombre de variable, y 4 la que, al considerarla depen-
diente de los diversos numeros que concurren 4 determinar su
valor en cada caso particular, se le llama funcion de dichos ele-
mentos, 6 funcién analitica de la variable, de que sus valores de-
penden,
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La variable, 6 funcién analitica asi concebida, es la piedra
angular de toda concepcién numérica, y de ella nacen por modo
natural todas las que sirven de fundamento, no solo al Anilisis,
considerado como la ciencia de la cantidad variable, sino al Al-
gebra, su parte mids elemental, en la que la nocion de variabili-
dad no interviene de manera explicita.

Desde luego, si una variable 6 funcién analitica se halla
constituida por una serie ordenada de valores, claro es que en
esa ordenacién caben dos modos generales de producir la misma
serie de valores: el ordinario, al que podria llamarse progresivo,
en contraposicion al opuesto, que teniendo lugar en orden inverso,
aunque sometido 4 la misma ley,' se podria denominar regresivo;
.y estas dos maneras generales y tnicas, de concebir desarro-
llindose los valores de la variable ordenados conforme 4 la mis-
‘ma ley de sucesién, corresponden de un modo completo 4 la no-
cién comtn de las afecciones llamadas positiva y negativa, te-
niendo un origen puramente analitico, sin que nada intervenga
para determinarlas fuera de la nocién del nimero y orden propio
del Anilisis, aunque fuera de él tengan también aplicacion. Y
acaso, sin apelar 4 otras nociones que 4 las de nimero y orden,
pueda concebirse alglih dia tan natural y legitimamente esta-
blecida la afeccion llamada imaginaria, por la consideracién de
las funciones de dos variables independientes, como por las de
una sola se establece la de los mimeros positivos y negativos; sin
que haya necesidad de apelar 4 recursos sacados de lo concreto,
como sucede en la teoria de las cantidades imaginarias, geométri-
camente consideradas, y en cierto modo también en la de las
cantidades complejas. )

. Considerando-los valores de la funcién, no solo presenta ésta
una infinidad, cuando se tienen en cuenta todos los que puede
recibir, sino que también, al suponer que la variacion tiene lugar
entre dos cualesquiera, por proximos que se les suponga, en vir-
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tud de la continuidad aparveceri igualmente con una infinidad de
valores, correspondientes 4 aquel intervalo: de donde resulta que
tal modo de coneebir la funcién es inseparable de la idea del in-
finito.

Los tres modos generales de variar, que comprenden toda
funcion 6 ley de variacion posible, establecen la division funda-
mental de las variables en los tres grupos de cantidades que
se designan con los nombres de finitas, infinitamente pequefias,
é infinitamente gi‘andes.

La comparaciéon de dos infinitamente pequeiios, ¢ infinita-
mente grandes, da origen 4 los infinitamente pequefios é infinita-
mente grandes relativos, de los que 4 su vez se deriva, por modo
natural, la nocién de los érdenes infinitesimales, que permite con- .
cebir toda cantidad como un infinitamente pequefio 6 infinitamen-
te grande determinado en su naturaleza, por el orden que le corres-
ponde; y de Ia comparacién, por via de diferencia, de las cantida-
des del mismo orden, resulta la nocién de las que difieren infinita-
mente poco: y con todos estos elementos se constituye la teoria
general de las simples variables 6 cuya ley de variacién no se
determina, consideradas como infinitamente pequesios 6 infinita-
mente grandes: siendo sus principios mis importantes los relati-
vos 4 la sustitucién de unos elementos por otros de los que difie-
ren infinitamente poco, en las snmas y razones de los mismos,
sin que ni sus o6rdenes ni sus limites se modifiquen.

La naturaleza especial del iunfinitamente pequeiio y del in-
finitamente grande es lo que caracteriza estas teorfas; y aunque
esas denominaciones son las mismas del antiguo orden de ideas,
corresponden, en realidad, § nociones de todo punto distintas. La
infinidad que el Anilisis actual considera es otra infinidad que la
concebida por los geometras que nos precedieron: la de estos es
la infinidad absoluta, que nace de la consideracion del espacio in-
finito, mayor de hecho que toda magnitud; mientras que la co-
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surgir de la naturaleza y condicion del tiempo: el infinitamente
pequeiio que éstas consideran no es, de hecho, sino que tan solo,
puede ser, menor que todo valor prefijado; y el infinitamente
grande solo puede ser, pero no es mayor que toda magnitud
dada. Es mds: esta infinidad potencial que interviene en las ac-
" tuales especulaciones del Andlisis, jamds se atribuye 4 ninguno
de los valores particulares, que puede tomar ni el infinitamente
pequefio ni el infinitamente grande; valores que son con los que
entran en las expresiones analiticas, determinando les que 4 és-
tas corresponden. Estos valores son finitos, y no solo finitos sino
determinados: de manera que la especulacién versa sobre rela-
ciones habidas entre cantidades finitas exclusivamente, y por
eso no puede presentar oscuridad de ningiin género. Bien es ver-
dad, que se dice de las variables que son infinitamente grandes 6
pequeiias; pero esta infinidad se refiere 4 la variable considerada
“como conjunto de valores, no 4 ninguno de estos, que, indi-
- vidualmente considerados, son todos finitos, por més que en su
desarrollo sucesivo por medio de la' ley de generacién que los
produce puedan alcanzar valores que excedan en magnitud 6
pequeiiez 4 todo valor prefijado. La infinidad se refiere 4 la va-
riable como grupo, como colecciéon 6 género de valores; de nin-
guna manera 4 los valores particulares 6 especies de ese género,
que son los tnicos elementos sobre los que recae el razonamiento
matemdtico: concepcion completamente distinta de las antiguas
concepciones, en las que la infinidad era una infinidad actual, y
esta, elemento directo del raciocinio que supone la expresion ana-
litica. . ,

Réstanos, para concluir la exposicion de los principios refe-
rentes al Andlisis, examinar de qué modo el limite y la derivada
salen del concepto general de cantidad variable, y como con
ellos se constituye la diferencial, sintesis y concepto supremo del
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Anilisis que los contiene 4 todos y al que todos se subordinan. No
entraremos en detalles respecto 4 la nocién del limite, porque en
lo que precede hemos expuesto lo mas importante que 4 la misma
hace relacién, 6 4 lo que 4 su origen infinitesimal se refiere: solo
insistiremos en lo que, 4 nuestro entender, constituye la esencia
de esta importante nocién, esto es, la’ imposibilidad de que la
variable que determina una cantidad como limite, puede realizar -
como uno de sus valores dicho valor limite. En esa condicion
estriba toda la importancia y fecundidad de este elemento ana-
litico. Sin que sea obsticulo para atribuirle el caricter que le
asignamos, que al determinar, por ejemplo, la derivada de una
funcion, pueda el incremento de la variable realizar todos los
valores, incluso aquel que recibe el incremento; porque en dicha
investigacion la verdadera variable independiente es el incre-
mento, y, por ello, éste puede variar conforme 4 cualquier ley,
sin mds restriccion que la de no producir otros valores que los que
realiza la variable principal, y, por consiguiente, conforme 4 le-
yes que, llenando esta tltima condicion, imposibiliten la anula-
cién del incremento.

La nocién de la derivada nace en virtud de la teoria infinite-
simal, del incremento infinitamente pequeiio de la funcion, por
modo tan natural y sencillo cuando la derivada existe, como de

la de variable é infinitamente pequefio nace la del limite, por
cuyo medio aquella se determina. Pero esta importante nocion
tiene otro origen no menos natural y directo, que arranca de la
naturaleza misma de‘la variable continua.

Las funciones 6 cantidades variables no varian de modo uni-
forme ¢ igual en los diversos momentos de su desarrollo: asi,
cuando la variable, partiendo de uno de sus valores, aumenta’ una
cantidad dada, el aumento que por ello corresponde 4 la fun-
cién serd distinto para cada valor de la variable que sirva de
punto de partida; y de aqui que, al pretender formarse una idea
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clara de la variacion relativa de la funcion, comparada con la de
su variable, 6 sea de la rapidez con que la funcién varia, se tro-
pieza en las mismas dificultades que al determinar la velocidad
de un movimiento variado; pero la nocién de esa rapidez es un
elemento que determina y define la variacion de la funcion, como
la velocidad determina al movimiento mismo; y los medios qu'é
pone en juego la inteligencia, en el proceso comtn por el que se
eleva de los hechos en que se apoya esa nocién 4 la nocién mis-
ma por ellos producida, son precisamente los que sirven para de-
terminar y definir matemditicamente esa rapidez, como limite de
la razon de las variaciones infinitamente pequenas de la funcion
y su variable. '

La nocién de derivada es como un nuevo sentido abierto 4 la
percepcion matemdtica, por cuyo medio ésta alcanza lo que sin
ella no habria modo de conseguir.

La derivada es una de las nociones mds fecundas de la cien-
cia; es, en la teoria de las funciones, dnico objeto del Anilisis,
lo que la recta en las figuras planas y lo que el circulo en las
curvas; es la manera tnica de expresar, con caricter verdadera-
mente matemdtico, la mayor parte de las nociones sobre que se
asientan las ciencias, 4 las que el Andlisis puede con fruto apli-
carse, como sucede en la Geometria, la Mecinica y la Fisica, y
en el Andlisis mismo; pues que en éste la derivada es el princi-
pio en que descansa el estudio de la variacion de las cantidades,
y el medio por el cual la inteligencia, no sélo llega 4 alcanzar
ideas claras y completamente definidas de esas leyes de varia-
cién, sino que también encuentra en ese importante elemento
la poderosa palanca capaz de remover todos los obsticulos que
se oponen al conocimiento de sus mds complejas é intrincadas
leyes.

La nocién de derivada llega 4 borrar la distincion entre las
cantidades conmensurables é inconmensurables, y la mucho mds
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radical de las funciones llamadas algebriicas y trascendentes.
Ante el concepto general de esta nocién, semejantes distinciones
desaparecen, y lo conmensurable é inconmensurable, lo alge-
briico y lo trascendente se muestran con el mismo cardcter y bajo
una faz comtin, derivindose de la misma fuente que por igual y
sin distincién 4 todos los produce. Y esto procede de que la no-
cion de derivada nace de la del limite, que por su caricter indi-
recto, por su condicion especial y manera de definir las cantida-
des, tiene la facultad de determinar como limite de estas,
otras de naturaleza y condicién que no caben en dicho género.
Asi, por lo algebrdico podrd determinarse lo trascendente como
limite, y viceversa; y es propio de esa facultad expresar como li-
mite, lo mds complicado por lo més sencillo; lo excluido de una
cosa por medio de esa cosa, en la que no cabe y 4 la que no se
reduce por modo directo y ordinario.

De aqui la inmensa fecundidad de esta importantisima no-
cién, que, fuera del papel matemitico que la corresponde, es 4 la
 vez el tinico medio que tiene la inteligencia para llegar por in-
duccion 4 ciertas verdades, que corresponden 4 la legitima expre-
sién de conceptos que no seria posible representar con su verda-
dero valor y tal como la inteligencia los concibe, sin el proce-
dimiento mismo por cuyo medio se establece analiticamente la
derivada; la que asi aparece, 4 la vez que como matemético, como
elemento logico que de continuo pone-en juego la razén humana
para aquilatar y precisar el valor de muchas ideas adquiridas, ya
por intuicion directa, ya por medio del procedimiento inductivo,
lo mismo en las ciencias matemdticas que en otros ordenes cien-
tificos del conocimiento. Por eso, 4 pesar del poco valor logico de
las ideas en que asent6 Lagrange su teoria de las funciones, fué
ésta de inmensa importancia y trascendencia, por el solo hecho
de haber patentizado el papel que toca 4 las derivadas en el C4l-
culo infinitesimal, mostrando que todo en él se reduce 4 deter-
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minar las derivadas de funciones dadas, 6 bien al paso de estas
4 las funciones de donde provienen. >

Concurren, pues, 4 la constitucion del andlisis inﬁnitesim%ﬂ,
de indirecta manera, la nocién del infinito bajo sus dos formas de
infinitamente pequefio é infinitamente grande; y, de directo modo,
la nocién de variable, la de continuidad aplicada 4 éste, y la de
variacion por incrementos sucesivos, esencialmente discontinua:
finalmente; como medio de establecer relacion indirecta, ya que
directa é inmediata es imposible entre ambos modos, continuo y
discontinuo de generacién, la nocién del limite, bajo este concep-
to la m4s importante entre todos los elementos analiticos.

Porque no sélo tiene el limite intimas relaciones con todos
los demds, sino que por su medio cosas tan heterogéneas como
estas pueden reducirse 4 perfecta unidad, y ser contempladas sin
contradiceion ni oscuridad por la inteligencia, y aparecer como
concepciones racionales, y mostrarse con la virtualidad, que de
hecho tienen, para explicar la deficiencia del antiguo orden de
ideas y la solidez y valor logicos necesarios para servir de base
cientifica al Analisis.

Sin la nocion del limite, ni la teoria de las series, ni la del
Célculo infinitesimal pueden concebirse con caricter verdadera-
mente racional y matemdtico. Por el limite se determina la no-
cion de derivada, y con ésta se engendra la de diferencial, con-
cebida, no como incremento infinitamente pequefio de la funcién,
sino como cantidad. esencialmente distinta de él; pero, aunque
distinta, tan intimamente con él relacionada y con la funcién
de que procede, que es hacedero, con su auxilio, pasar no sélo
de la diferencia 4 la diferencial, sino también por camino llano
_ y abundante de luz, de ésta 4 la funcién misma; viniendo asi el
limite, que es la vnica via que conduce sin tropiezo de la dife-~
rencia 4 la diferencial, 4 ser como puente ideal que pone en co-
municacion el andlisis finito con el infinitesimal, y franquea el
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paso de la variacién discontinua 4 la continua. La diferencial no
es la diferencia, pero difiere de ella infinitamente poco: no es el
inconcebible valor que la diferencia habria de aleanzar en el li-
mite, pero su razén al incremento de la variable es constante-
mé_nte igual 4 la derivada. Entre todos los infinitamente peque-
fios que difieren infinitamente poco del incremento de la fun-
cion, es la diferencial el de forma mas sencilla posible, cuando
en su expresion entra la derivada; y de estas propiedades, que
definen la diferencial como el praducto de la derivada por el in-
cremento de la variable, resulta una funcién tan bien determi-
nada como la derivada misma, 4 la cual equivale & pesar de su
distinta forma: nocién dotada ademds de toda la claridad yde -
toda la sencillez apetecibles.

La diferencial saca toda la fecundidad que le es propia de su
analogia é intimidad con el incremento infinitamente pequeiio
de la funcién; y de las analogias y diferencias entre ambas no-
ciones, matemiticamente establecidas y logicamente determina-
das, arranca la legitimidad del Calculo infinitesimal como teoria
cientifica. '

Y como la diferencial se expresa por medio de la derivada y
el incremento infinitamente pequerio de la funcién, en virtud de
relaciones tan sencillas que dar uno de estos elementos es tanto
como darel otro, resulta que, por la sintesis de ambos en la no-
cién de diferencial, ésta contiene en si la de la derivada y la de
incremento infinitamente pequeiio, y, por lo tanto, las del limite
y de continuidad: en una palabra, todas las que esencialmente
sirven de base al Anilisis. Pero la diferencial se determina por
procedimientos generales de cilculo, enlos que, no interviene por
modo explicito la nocién del limite, fuera de los que sirven para
encontrar la de las funciones simples: ademads, la razén de la
diferencial al incremento de la vériable, es constante y riguro-
samente igual al limite de la razén de los incrementos de la fun-
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cién y de la variable; y por eso se llega 4 suprimir en cierto
modo, por la intervencion de la diferencial, el cardcter indirecto
que presenta el procedimiento del cdlculo en lo que 4 la derivada
se refiere; logrando asi replegar 4 los principios de la teoria y
concentrar en los mismos ese cardcter indirecto que, 4 no dn-
darlo, presenta en si misma la nocién del limite, considerada en
sus relaciones con la variable que lo determina. _

Y asi, por medio de este nuevo concepto de las diferenciales,
todo el célculo de estas se legitima, y con éste el integral; y las
ecnaciones diferenciales que antes no habia medio de concebir,
sino como inexactas 6 como correspondientes 4 un orden de
ideas contradictorio, adquieren, por fin, mediante el 6rden de
ideas que ha reemplazado al antiguo, el cardcter logico y ver-
daderamente matemdtico que les corresponde.

A la luz de la nueva doctrina, es ya nocién vulgar la de la-
razén de ciertos infinitamente pequefios, que, aunque siempre
finita, no tiende hacia limite alguno; se ve claramente que la
continuidad de una funcién no implica que los incrementos de
ésta y de su variable hayan de ser del mismo orden; ¥ se conci~
ben y determinan, como lo ha hecho Weierstrass, funciones con-
tinuas que no tienen derivada: cosas, si no inconcebibles, difici-
les de entender y de explicar en el antiguo orden de ideas. Ape-
nas si. hay aspiracion, por atrevida que aparezca, que no sea le-
gitima para la fecunda generalidad y alcance de la nueva doc-
trina, una vez depurada del elemento inadecuado que tanta
sombra proyectaba en las especulaciones del andlisis.

* Yes que el espiritu humano, del sentimiento de su propia
flaqueza, y de lo pobre de sus medios de conocer, saca la incon-
trastable fuerza que le distingue, con la cual no halla obstéculo
que no venza, dentro de sus propios dominios; y con aquella evi-
dencia con que percibe que hay cosas 4 las que no le es dado
llegar, con la misma se le muestra lo ilimitado de su alcance en
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las investigaciones que caen dentro de su propia esfera de accién:
sin que el conccimiento de tal limitacion tenga para él nada de
humillante; como, en el orden fisico, no se siente humillado tam-
poco el hombre porque su estatura no exceda de los limites quele
fueron sefialados. Antes por el contrario: al contemplar la mara-
villosa armonia que resplandece en todo el Universo, y los ‘mil-
tiples lazos que, en mutua dependencia, relacionan sus diversas
partes; al considerar que, aunque todo en €l ha sido hecho in
pondere et in numero el mensura, 4 donde quiera que dirijamos
la mirada advertimos siempre aquella doble infinidad de pe-
quetiez y magnitud que, si podemos concebir, no acertamos 4
comprender; al vernos siempre «colocados, .como dice Pascal,
»entre una infinidad y una nada de extension, entre una infini-
»dad y una nada de nimero, entre una infinidad y una nada de
»movimiento, entre una infinidad y una nada de tiempo», 'la
Matemética reconoce su incompetencia para sondear, con recur-
sos propios, tan reconditos arcanos, y, prescindiendo del infinito
actual, cuyo estudio no le pertenece, estudia tan solo las cosas
y relaciones finitas. Y entonces, ya en su propia y natural esfe-
ra, ni hay traba alguna que pueda detenerle, ni obsticulo in-
vencible 4 su perseverante actividad, y 4 los titdnicos esfuerzos,
y 4 los inagotables recursos que tiene la razén humana en su
recto ejercicio, afanosa poxz tomar posesion de la verdad, que es
su aspiracion soberana.—HE picHo.

! (Buvres compléles de Blaise Pascal.—Paris, 1872.—Tomo I De l’expnt
géometrigue; pag. 174,
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DEL EXCMO. SENOR

D. GUMERSINDO DE VICUNA Y LAZCANO



% RAVVONRD:

Un hombre modesto, conocido tan solo de vosotros que le ha-
béis abierto estas puertas, y de sus compafieros y discipulos de
las Universidades, es el que entra 4 compartir desde hoy nues-
tras tareas. No ha frecuentado los Ateneos y los Circulos en que
. se brilla, ni se ha valido de la prensa para divulgar su nombre,
hoy que tanto se usa y se abusa de ese medio; ni siquiera ha to-
mado parte alguna en la Politica, que 4 muchos fascina y atrae.
Alumno de la Escuela de Ingenieros de -Caminos y de la Facul-
tad de Ciencias mds tarde, profesor de la Universidad catolica
que hubo en esta Corte hacia 1870, Catedritico por oposicién de
Algebra superior y Geometria Analitica en la oficial de Barce-
lona, y luego de Csleulos diferencial é integral en la misma,
trasladado por concurso 4 la de Madrid, mostré en todas ocasio-
nes un espiritu investigador en las ramas mis abstrusas de las
ciencias matemdticas, que le di6 justa y notable fama, asi como
un celo por la ensefianza que le acredité como meritisimo maes-
tro. Su delicada salud, que bien se nota solo al mirarle, no le im-
pidi6 estudiar 4 fondo, meditar mucho y escribir un libro, cali-
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ficado por esta Academia como «original, importante y notable
por més de un concepto».

Y, cosa singular: el autor del dictamen 4 que me he de re-
ferir m4s adelante con algtn detalle, relativo 4 diche libro, era el
Exemo. Se. D. Francisco de Paula Mérquez, 4 quien hoy reem-
plaza el Sr. Archilla: de tal suerte que nuestro nuevo compa-
fiero, en vez de dar un apretado abrazo 4 quien por tan eficaz
manera contribuy6 & que le hayais elegido, se ha visto en la ne-
cesidad de haceros notar con sentidas frases el vacio que entre
nosotros ha dejado el sabio Director del Observatorio astronémico
de San Fernando, el celoso Comisario Regio del Conservatorio de
Artes, el asiduo Consejero de Instruccion piblica.

Ha escogido el nuevo Académico como tema de su discurso el
concepto del Célculo infinitesimal, y en é1 ha dado nuevas mues-
tras de cuin hondo ha meditado sobre punto tan abstracto. Par-
tiendo de Arquimedes, el primer genio matematico de la antigiie-
dad, y de los precursores de Newton, el gigante de las ciencias
fisico-matematicas, y de Leibnitz, el eminente filosofo, llega has-
ta nuestro casi contemporineo Cauchy, 4 quien principalmente
sigue el Sr. Archilla en los conceptos de esta rama del saber.

Mirada desde cierta altura la historia de las ciencias, se vela
continuidad més completa, habiendo algunos saltos, pequeiios en
esta marcha general, colosales, sin embargo, para los contempo-

‘rdneos, y que marcan la existencia de los grandes investiga-
dores. Por esto la idea del elemento infinitesimal venia ya
incubada desde antiguo ; pero no adquiri6 cardcter concreto
hasta la famosa nota publicada por Leibnitz, en 1684, en las dc-
ta eruditorum, de Leipzig, de seis piginas tan solo, pero que
encerraba ya la base del Calculo, y con mas resonancia en 1687,
cuando Newton publicé su inmortal libro Philosophice natura-
lis principia mathematica, en el cual expuso el método de las
fluxiones. ‘
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Graves discusiones y acerbas disputas produjo la prioridad
del invento, pues el matemdtico inglés acusé al filosofo alemdn
de conocer previamente sus meditaciones, por la correspondencia
que entrambos mantenian: de mano maestra y con juiciosa cri-
tica expone toda esta controversia el Secretario de la Academia de
Ciencias de Paris, M. Bertrand, en el prefacio de su obra monu-
mental de Cilculos. Ni yo puedo entrar en ella, ni menos indicar
la rica bibliografia de los escritores extranjeros; pero ha de serme
permitido exponer la de los espaifioles, siquiera para justificar una
vez mds el aforismo de parva propria magna, magna aliena

parva. ' '

Casl cien afios transcurrieron, 4 partir de las fechas hace poco
citadas, hasta que se publicaron en nuestra patria libros en que
se hiciera aplicacion del procedimiento infinitesimal, y la biblio-
grafia nacional no es rica en este punto.

El primer impreso espafiol en que se usé el nuevo algoritmo
es el de D. Jorge Juan, titulado Examen maritimo, quizis la
obra cientifica de mayores vuelos y novedad relativa que se ha
escrito entre nosotros ‘, pues en ella se expusieron cosas antes
no conocidas en la Hidrodindmica; aplicanse el Cilculo diferen-
cial é integral con eficacia, aunque en sus elementos. De esta
obra, que merecié los honores de la traduccién *, hizose, veinte
afios después de muerto su autor, una nueva edicion, 4 la que el

t Ezamen maritimo ledérico-prictico, § Tratado de Mecinica aplicada & la
construccion, conocimiento y manejo de los navios y dem(is‘cmbarmciones; por Don
Jorje Juan, Comendador de Aliaga en la Orden de San Juan, Jefe de escuadra de
la Real Armada, Capitin de la compaiia de Guardias Marinas, de la Real Socie-
dad de Londres, y de la Academia Real de Berlin.—Madrid, 1771.—Dos tomos
en 4.° de 428 y 411 paginas. En el prélogo da cuenta de la bibliografia extran-
jera, elogiando mucho la Scientia navalis de Euler (Berlin, 1749), aunque acha-
cando 4 este, como a otros autores, el no tener en cuenta las observaciones
practicas, lo cual trata de evitar.

* . Mr. Leveque publicé la traduccién france%a en 1783.
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ilustre marino Ciscar agregd como apéndice un tratadito de
Célculos *.

Hacia aquel tiempo se publicé por el P. capuchino Villal-
pando un Compendio de Matemdticas en que se exponian los
principios del Célculo ®, y las obras de Bails, profesor de la Aca-
demia de San Fernando, que fueron de texto en este centro du-

3

rante muchos afios °, y que influyeron bastante en la cultura

cientifica del pais, incluian las ciencias de aplicacion con el uso
del elemento infinitesimal.

t La segunda edicidn, en folio, es de 1793: Solo se publicé el tomo 1.°
de los cuatro que debia tener. Las notas del texto y las adiciones son de
D. Gabriel Ciscar, Capitan de fragata (por enlonces) y Director de los es-
tudios de la Academia de Guardias Marinas del departamento de Cartagena.

Las adiciones se refieren principalmente a desarrollos de féormulas tri-
gonomélricas, cuestiones de maximos y minimos, estudio de curvas y unas
nociones de Calculos. Corrigié también algunos lunares de la obra, debidos
principalmente & la precipitacién con que debié escribirla D. Jorge Juan,
en medio de sus muchas ocupaciones.

2 Tractatus preliminaris mathematicarum disciplinarum elementa in usum
PRysice candidatorum, auctore R. P. Francisco a Villalpando, Ordinis Capucc.,
Philosophie et Theologie Profess.—Madrid, 1778.

Empieza por nociones de Aritmética, Algebra y Geometria y Trigonome-
tria; se ocupa luego de las secciones cénicas, y pasa & exponer, con gran conci-
sion, los principios del Calculo diferencial,, aplicandole al estudio de las cur-
vas, y 4 los méximos y minimos, terminando con nociones del Galculo in-
tegral y sus aplicaciones a la cuadratura de superficies, cubicacién de vo-
lumenes, rectificacién de curvas y método inverso de las tangentes.

3 Dos son las obres de Bails 4 que me refiero: una se titula Principios
de Matemditica, donde se emseria la especulativa con su aplicacion ¢ la Dindmi-
ca , Hidrodindmica, Oplica, Astronomin, Geografia, Gnomdnice, Arguitectura,
Perspectiva y al Calendario, por D. Benito Bails, Director de Malemdticas de
la Real Academic de San Fermando, individuo de las Reales Academias Bspa-
fiola, de la Historia, y de las Ciencias Naturales y Arles de Barcelona.—Ma-
drid, 1776 y siguientes.” ‘

Consta de tres tomos: el primero de las Matemdticas puras, inclusos los
principios del Calculo diferencial é integral; el segundo y el tercero de las
demés ciencias que se enuncian en el titulo, y unas tablas trigonométri-
cas. Se hicieron varias ediciones, por lo menos dos, en 1789 y 1795.

La otra obra se denomina Klemenlos de Matemdtica: el tomo 1.° se ocupa
de Aritmética y Geometria; el 2.° de Algebra; el 3.° estudia las curvas y ex-
pone el Calculo diferencial y sus aplicaciones & la Geometria ¥ el integral
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A fines también de la pasada centuria vi6 la luz en Italia un
Compendio de Matemiticas, incluso el Cileulo diferencial, debido
4 un Jesuita espaiiol, el P. Campserver, el cual habia ensefiado
estas ciencias en HEspafia antes de la expulsién de la Orden 4 que
pertenecia *. Y notese que la Compaiiia de Jesis, que tanto in-
fluyé en la ensefianza de las ciencias matemdticas en Espafia
durante los siglos XVII y XVIII, no tuvo en ella, que yo sepa,
ningin tratadista de Célculos, pues ni el notable misico y ma-
- temdtico Eximeno, que florecia en la época del autor ya citado,
y que fué uno de los primeros profesores del Colegio de Artille~
ria de Segovia, ni otros de diversos centros docentes se ocuparon
de esta parte superior de la ciencia. Y 4 este proposito, licito me
serd copiar las palabras del erudito Padre, contemporineo de los
anteriores, D). Juan Andrés, el cual decia por entonces que los
mateméticos de aquel siglo, 6 sea los Euler, Lagrange, Laplace,
Gauss y otros, habian hecho poco, comparados con los de épocas
anteriores; y aiiadia luego, reﬁriéxzdose 4 los adelantos de la Fi-
sica, las siguientes curiosas palabras, que prueban el espejismo,
aun de persona tan ilustrada, por el excesivo afin de alabar los
tiempos que ya pasaron. Dicen asi: «;Qué puede hacerse en la
Optica sl no mejorar los cristales para hacer mis ficiles las ob-

con bastantes desarrollos, sobre todo en la parte de cubicaciones; termina
con la Trigonometria: los tres se imprimieron en 1779. El 4.°, que es la Di~
namica, y el 5.°, l1u Hidrodinadmica, datan de 1780; del siguiente afio el 6.°,
que es la Optica. Tiene ademas otros tomos, hasta once, referentes & Astro-
pomia y Arquitectura civil é hidraulica.

1. Biblioteca mathematica cum dictionario theoricis ac practicis, tam antiquo-
rum quam recentiorum nobilioribus inventis, ac figwris convenientibus ornats et
in sex lomos distribula: auctore Ignatio Campserver, presbytero hispano.—Ferra—
ra, 1789,

Al final del tomo 1.° da las nociones de Calculo diferencial; en el 2.° se
ocupa de Geometria, Trigonometria, Geometria analitica, método de las tan-
gentes, maximos y minimos, radios y evolutas, cuadraturas y otras cues-
tiones.

No he podido consultar més que el tomo 1.° y el indice del 2.°
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servaciones? La Aciistica ya no admite més investigaciones, y
tantos escritos de sonido y de misica han dicho més de lo que
requiere la materia. ;Quién se atreveria 4 tocar el fuego, habién-
dole manejado tan dignamente Boerhave? La méquina neuméti-
ca, el barometro, termometro é higrometro nos han manifestado
el aire en todos sus aspectos. La electricidad y el aire fijo legan
' ya 4 cansar, y enfadan las leyes del movimiento demostradas
de tantas maneras: todo estd ya examinado, todo dicho y vuelto
4 decir, y no se puede decir ni pensar cosa alguna que antes no
la hayan dicho .y pensado otros muchos» *.

iCudn asombrado quedaria el buen Padre si resucitara y co-
nociera las teorias de Fresnel y de Cauchy sobre la Optica; las
investigaciones de Savart y de Helmholtz sobre la Actistica; la
moderna Termodinidmica y las maquinas térmicas, que han trans-
formado los medios de comunicacién; y sobre todo las maravillas
teoricas de la Electricidad y sus portentosas aplicaciones pric-
ticas! )

En el Colegio de Artillerla, ya citado, explico los Caleulos
desde su fundacion, en 1764, el oficial del cuerpo D. Ciprian_o
Vimercati, cuya obra manuscrita se ha perdido *, y en 1795 se
imprimi6 en Segovia la que después sirvié de texto, escrita por
D. Pedro Giannini, que fué uno de los sabios traidos por
Carlos III cuando pasé del trono de las dos Sicilias al de las Es-
paiias °, y que formaba parte de una obra completa y concien-
zuda de matemdticas. '

t  Disertacion sobre las causas de los pocos progresos que hacen las ciencias e
estos tiempos, dicka en la Real Academia de Ciencias y Buenas Letras de Maniua,
por el Abate D. Juan Andrés, y traducida del italiano por D. Carlos Andrés. Se-
gunda edicién. Imprenta Real, afio de 1788. La cita se refiere 4 la pégina 19
de este folleto.

* FErael .’ de una completa en ocho tomos. Véase 4 este propésito la bio-
grafia del general Loygorri, publicada en el Memorial de Artilleria, de Abril
de 1887, por nuestro respetable colega el general D. Pedro de La Llave.

* En 1782 comenzé & imprimir su obra titulada Curso maetemdtico para la
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Ninguno de los autores de obras muy conocidas en Espafia 4
fines del siglo XVII, y que trataban de la parte superior de las
ciencias, como las del Director de la Academia de Bruselas, Don
Sebastidn«Fernindez de Medrano, ni las de su contradictor el
italiano Coppola, editadas en Madrid, ni las del ilustre Padre
Jesuita Kresa, profesor del Colegio imperial de la corte y del de
Marina de Cddiz, mencionan siquiera el por entonces nuevo ins-
trumento analitico, y sucede lo mismo con los autores del siglo
siguiente, excepto los ya nombrados, siendo de extrafiar que no
lo hagan asi D. Ventura de Avila, profesor de la Academia mi-
litar de Matematicas, establecida en Barcelona; D. Juan Baiién,
Director de la Escuela Real de Murcia; el famoso Jesuita Padre
Tomas Cerda; el Profesor del Seminario de Nobles de Madrid,
D. Tadeo Lope y Aguilar *; ni siquiera el ilustre presbitero
valenciano D. Tomds Vicente Tosca, cuyos libros eran tan cono-
cidos, y se ocupaban de las principales especulaciones matemd-
ticas.

Unicamente ,hallo cierta referencia en una disertacion leida
por un alumno del Seminario de Nobles, de Madrid, con ocasion
de un certamen piblico y solemne, mientras que en fiestas lite-
rarias andlogas 4 esta, y que indicaban el cuadro completo de la
ensefianza, habia tocado el punto del Célculo infinitesimal un

ensefianza de los caballeros cadetes del Real Colegio militar de Artilleria. Se ter—
miné en 1803 con el tomo 4.°, dedicado & la Mecéanica. El 3.° es el de Calculos;
estd dividido en cuatro libros, que abrazan el diferencial y el integral;
tiene 499 péginas en 4.%, sin el prologo, y en éste cila las principales obras
francesas & que se refiere.

1 Este aufor, en su obra titulada Curso de Malemdiicas para la enseranza
de los caballeros seminaristas del Real Seminario de Nobles de Madrid, trae en el
tomo 2.9 (1795), dedicado & la Geometria, Trigonometria y Aplicacién del Al-
gebra & la Geometria, y, 4 su final, una seccién que titula Cdlewlo de las pro-
babilidades, en que se ocupa de las cuestiones elementales de este asunto, sin
auxilio del elemento infinitesimal, versando principalmente sobre problemas
de interés compuesto, anualidades y rentas vitalicias.
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alumno espaifiol en un centro docente de Francia. 4 principios
- del pasado siglo *. ,

El primer tratado especial de Célculos no se publico en Es-
pafia hasta los comienzos del actual siglo, y se debe 4 D. José
Chaix, Vicedirector del Cuerpo de Ingenieros Cosmografos *: se
decide por seguir el método que llama de los limites, aunque
se inspira en Lagrange, y dice textualmente: «Sus principios
son evidentes y sencillos, y si en todas sus demostraciones y
aplicaciones no es tan breve como el de los infinitamente peque-
fios, le excede siempre en claridad, elegancia y evidencia: ade-

* La primera se \itula Conclusiones mathemdticas defendidas en el Real Se-
minario de Nobles, en presencia de sus Magestades Catholicas los Reyes Nuestros
Serores (que Dios guarde), por D. Leandro Carrillo, Cadete de Reales GQuardias
EBspaiiolas, y D. Edmundo Sarsfield , conde de Kilmalock, Seminaristas en dicho
Real Seminario, presididas por el Padre Esteban Brannieri, de la Comparia de
Jesvs, dedicadas al Rey Nuestro Seior D. Carlos 111, por el Seminario, como &
s% #nico patrono.—Madrid 1760. :

Es un folleto de 118 péiginas, en que se indican brevemente las cuestiones
capitales de las Matematicas, incluyendo una indicacién del Calculo diferen-
cial. »

El otro escrito anédloge, que pruebs la prioridad del estudio que en el
ramo 4 que me refiero habia en Francia, dice asi:

Théses de divers traités de Mathématiques, dediecs & som altesse royale Mon-
neignenr le serenissime prince des Asturies, Rerilier presoniif des Espagnes et des
Indes, et soutenues, par Dom Francois de la Torre y Argaiz, Pensionnaire dans le
College des RR. PP. Jésuites; Sous la direction du R. P. Jean Durranc, de la
Compagnic de Jésus.—Toulouse, 1717,

Tiene solo 70 paginas, y se ocupa, entre otras cosas,.de los infinitamente
pequeiios.

*  Instituciones de cilculo diferencial é integral con sus aplicaciones principales
& las Matemdticas puras y miztas, por D. José Chaix, Vicedirector del Real
Cuerpo de Ingeniervs Cosmografos del Estado.—Tomo I.—Contiene él Calcu-~
lo diferencial y sus aplicaciones.—Madrid, 1801, Imprenta Real. En 4.°, 263
paginas y 7 ldminas. Excelente edicion.

En el prélogo hace la historia, dando & Newlon.como verdadero descubri-
dor del Calculo.

El Gltimo de los nueve capitulos del texto es la exposicién de algunos teo-
remas de la Mecanica, auxiliada por el Calculo.

Hay ademas otro libro de Chaix, titulado Memoria sobre un nuevo método
general para transformar en series ias funciones {ranscendentes, precedido de otro
métods particwlar para las funciones logariimicas y exponenciales.—Madrid, 1807,



95

mds tiene este método, sobre los otros, la ventaja de que todas
sus aplicaciones se pueden hacer por medio de un solo principio
muy general ‘y' elegante, esto es, por medio del admirable teo-
rema de Taylor. Por esto he preferido el método de los limites
para explicar el Cilculo diferencial y hacer sus aplicaciones, pa-
reciéndome superior 4 cuantos se conocen para este efecto.....»
La obra del Sr. Chaix, en el tomo que tinicamente se publicé, es
concienzuda y clara. jLdstima grande que la guerra de la Inde-
pendencia impidiera la ediciéon de la parte relativa al Calculo
integral y la fructificacién de tan buena semilla cientifica!

Publicose poco después una traducciéon de la Mecdnica de
Francceur, usando el Célculo infinitesimal, que quizd se debe al
mismo Chaix *. .

Habia por aquel tiempo en Espafia dos hombres de bastan-
te valer en estas ramas superiores de la Matemadtica, ademds
de los ya citados, y limitdndome solo 4 los que cultivaron la es-
pecial 4 que me vengo refiriendo: el uno, D. José Rodriguez, més
conocido entonces, y quizi también ahora, en el extranjero.que en
su patria, 4 pesar de haber sido, en unién del citado Chaix, los
que ayudaron 4 Biot y Arago en la medicién de una parte del
arco del meridiano de Paris que pasa por Espafia, y cuyos estu-
dios como geodesta fueron muy apreciados en Inglaterra, donde
residi6 varios afios.®; el otro, D. Agustin Pedrayes, compaiero
de Ciscar en la comision internacional que se reunié en Paris
para proponer las bases y detalles del sistema métrico-decimal,

t Tratado de Mecdnica elemental para los discipulos de la Escuela Politécnica
de Paris. Fué traducida, sin decir por quién, para el uso de los estudios de la
Inspeccién general de caminos.—Madrid: Imprenta Real, 1803.—Excelente
edicién. :

* Fué catedratico de la Universidad de Santiago; se le cita con encomio
en la Enciclopedia inglesa, y publicé en Léndres, 1812, el trabajo titulado:
Observations of the mensurement of three degreés of the meridian, by José Rodriguez
Gongéler.



96
quien, signiendo una costumbre muy generalizada entre los ma-
temdticos de allende los Pirineos en los siglos XVII y XVIII,
propuso y resolvio cuestiones del Céleulo integral, abriendo al
efecto un certimen entre todos los sabios del mundo *.

Autores como Verdejo *, Vallejo * y Odriozola, uno de nues-
tros Académicos fundadores *, 4 quienes varios de vosotros ha-
beis alcanzado, y algtn otro, publican obras elementales y com-
pletas de las Matemdticas, conteniendo nociones del Célculo infi-
nitesimal. Respecto de tratados especiales del ramo, apenas puede
citarse mds que el del profundo Garcia San Pedro *, que honr6

t  Solucion del problema propuesto el ako 1197, dado & luz por una asociacidn
literaria.—Madrid, 1805. Hay ademds una edicidn en latin.

El problema era integrar una funcién complicada, en la’que casi todos los
términos son diferenciales binomias. Segun resulta, nadie lo resolvié més que
Pedrayes, mereciendo la aprobacién de Delambre; aftade que de Berlin vino
una solucién & la Academia de Ciencias de Paris, que no fué aprobada por
esta Corporacidn.

t  Compendio de Malemdticas puras y mizlas para insiruccion de la juventud,
por D. Francisco Verdejo Gonzdlez, Catedratico de Matemdticas de los reales estu-
dios de esta Corte.—El tomo I, Matematicas elementales, es de'1794; el II, que
contiene unas ligeras nociones de Calculos y la Mecanica, es de 1802,

* Imposible es dar idea de los muchos, variados y no siempre congruentes
escritos de este profesor, cuyo celo era notorio, y cuya actividad no cejé ni
aun ¢n sus Wltimos afos. La obra en que se ocupd del Calenlo infinilesimal es
el Tratado elemental de Malemdticas, escrito de orden de S M. para uno de los
Caballeros seminaristas del Real Semimario de Nobles de Madrid y demds casas
de educacidn del Reino, por D. José Mariano Vallejo, etc. Dice que empezd &
escribir esta obra en 1808; de ella se hicieron varias ediciones: en la cuarta, del
afio 1840, dedica las paginas 58 4 140 (en 4.°) & la exposicién del Calculo dife-
rencial é integral,

& Curso completo de Matemdlticas puras, por D. José de Odriozola, Capitin del
Real cuerpo de Artilleria, Académico de mérito de la Real Academia de Sam Fer-
nando de Nobles artes, y profesor gue fué de Matemditicas en el Colegio de su arma.
Tomo I'V. Cilcwle diferencial é integral: Madrid 1829.—En 4.°, 343 paginas.

Es partidario de la teoria de las funciones derivadas. Fué libro de texto
durante muchos efios en la escuela especial de artilleria de Segovia: és supe-
rior & los de los autores Gltimamente citados.

5 Prescindiendo de sus tratados de Geometria Analitica y de Mecanica,
publicados ambos en 1840, y en los que estudiaba las cuesliones con auxilio
del Calculo infinitesimal, dando de este modo en el primero un estudio com-
pleto de las aplicaciones 4 la teoria de las curvas, la obra a4 que especialmen-
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4 esta Academia en los primeros afios de su fundacion: su obra
indica un progreso en la ciencia espafiola, mientras que entonces,
y aun después, apenas se han usado otros textos, fuera de la
Academia de Ingenieros de Guadalajara para que se escribi6, y
el citado de Odriozola en la de Artilleria, que los franceses, bien
en su lengua propia, como el Lacroix en un principio, el Duhamel
después, prescindiendo del Sturm, del Boucha.rlat, del Timmer-
mans y de algunoé otros que sirvieron de texto en varias escue-
las, 6 traducciones, cuales las del libro de Navier, ya sin notas,
como la realizada por el ingeniero Ardanaz, ya anotada, como la
que llevo 4 efecto el arquitecto Cdmara *: iltimamente se ha
adoptado en algunos centros el libro italiano de Rubini.

Como trabajos afines al asunto que me ocupa, debo citar el
Cdlculo de Variaciones de nuestro ilustre consocio Sr. Echega-
ray, con cuyo nombre se tropieza siempre al estudiar el movi-
miento cientifico de'Espaﬁa en estos ultimos treinta afios?; el

discurso sobre Cdlculo de las Probabilidades, profundo en el

te aludo, es la titulada: Teoria algebrdica elementalde las cantidades que vartan
p6r incrementos positivos ¢ negativos de sus variables componentes, 4 sea, Cdlculo
diferencial ¢ integral, por ¢l Teniente deingenieros D. Fernando Garcia San Pedro,
profesor de la Academia de su Cuerpo. Qbra destinada & la enseiianza en el Real Co-
legio general milifar —Madrid: 1828.

Parece preferir el concepto de derivadas, aunque admite la denominacién
de elemertos diferenciales: tiene pocas aplicaciones y es muy elemental en la
parte de Calculo integral. La obra es metddica; pero son de mas fondo y ma-
yor extension las dos ya citadas, y que escribié doce afios mas tarde.

t La obra original del ilustre ingeniero francés dala de 1834, y las tra-
ducciones del ingeniero de caminos, que llegé & Ministro de la Corona, Don
Constantino Ardandz, y del Catedratico de la escuela de Arquitectura, y mas
tarde de la Facultad de Ciencias de esla Universidad central, D. Eugenio de
la Camara, son posteriores. Esta iltima, editada en 1850, va precedida e una
introduccion referente & cuestiones de séries, con una ligera idea de las deri-—
vadas y de las teorias de las fluxiones y de los limites, y liene numerosas no-
tas en el texto, con la pretension de aclararle en los pasajes que el traductor
conceptud oscuros.

*  Es un folleto de 68 paginas y una lamina final, impreso en 1858, litulado
Cilculo de variaciones. Lecciones explicadas en la Escuela de Ingenieros de Cami~
nos, Canales y Puerlos.
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fondo y castizo en la forma, como todos los escritos de nuestro
digno Secretario *; asi comoun tratadito sobre este tema del pro-
fesor de la Academla de Artilleria, Sr. Qllero *, y los estudios
‘sobre cuestiones relativas al infinito del reputado profesor de la
Escuela de Ingenieros de Caminos, Sr. Portuondo ®, cuyas opi-
niones coinciden con las del Sr. Archilla; asi como la traduccion
de la conocida obra del filosofo alemdn, connatumlizado en Bél™
gica, M. Tiberghien *.

Asi las cosas, apareci6 el libro del Sr. Archilla titulado: Es-
tudios fundamentales del Cdlculo diferencial. Propisose su
autor dar una base solida al Céleulo infinitesimal, abandonando
aquel precepto implicito de varios escritores franceses, allez en
avant et la foi vous viendra, 6 sea, estudiad la ciencia en su
parte 1til; y por la comprobacion de ella misma, mds que por sus
preliminares, comprendereis su verdad completa. Lejos de esto,
quiere ante todo exponer fundamentalmente las bases de la teo-
ria. Por eso decia el dictamen 4 que aludi al principio de esta
contestacion que «en el plan de esta obra, la primera p arte», 0
sea las cantidades cuya ley de variacion no se determina, «es el
fundamento sobre que descansa la doctrina expuesta en la se-
gundas, 6 sea las funciones, «y una y otra los preliminares 16-
gicos de la tercera», que es-el Cileulo diferencial propiamente

 dicho. De aqui «resulta tan natural é intimamente relacionada la

t  Es el de ingreso en esta Academia, en 1868, muy encomiastico del asunto
de que trala.

*  Tratado de cilcwlo de probabilidades, publicado en Segovia en 1879; obra
de 240 paginas, fruto de lecturas bien escogidas y de estudios serios.

También sirvié de texto algin poco tiempo en la misma Academia de Se-
govia un libro de Calculos del capitin D. Damaso Bueno, titulado Curso de
Andlisis infinitesimal. -

3 Ensayo sobre el infinito, por A. Portuondo. Este preciose tratadito, como
el del Sr. Archilla, tienen sus prélogos firmados en Abril de 1880, aquel en
Madrid, éste en Barcelona.

4 Teoria de lo infinilo, traducido por G. Lizarraga.—Madrid 182,

'
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cantidad compleja, 4 que se da el nombre de diferencial, con
la variacién continua de las funciones, por medio de la teoria
infinitesimal, como dicha variacién lo estd con la derivada, que
tan intima conexion tiene con la diferencial. Y como esta cone-
xién y relaciones no se pueden, 6 por lo menos no se ha po&ido
hasta ahora, establecer de un modo rigoroso y légico, sino por
medio de la doctrina infinitesimal, de aqui que el autor de esta
obra haya creido de absoluta necesidad establecer previamente,
como lo hace en la primera parte, las nociones fundamentales de
dicha teoria y los principios que la sirven de base.»

«Pero como una teoria no se puede considerar logicamente es- -
tablecida y con forma definitiva, si la doctrina en ella expuesta
no es consecuencia natural de los principios que le sirven de fun-
damento, y éstos 4 su vez no resultan espontineamente y como
sin esfuerzo de las ideas capitales que informan, el Sr. Archilla,
procurando establecer una ordenacion logica de los principios é
ideas capitales, lo ha conseguido al referir todas las nociones fun-
damentales 4 la de variabilidad. Del fondo de ésta, y como de su
misma esencia, brotan, por decirlo asi, todas las que sirven de
base 4 la teoria infinitesimal, mostrando desde luego las intimas
relaciones que entre ellas existen, en mitua subordinacion y na-
tural dependencia, y caricter propio, y el papel que 4 cada una
corresponde en las consideraciones analiticas en que puedan in-
tervenir. Estudio importantisimo, como lo es en toda ciencia, y
m4s ain en la Matemdtica, el que tiene por objeto esclarecer los
conceptos fundamentales, que ha permitido al Sr. Archilla dar
una gran unidad 4 su obra, é imprimirle el sello de origina-
lidad que en toda ella se nota, y muy particularmente en
la primera y segunda parte y los principales capitulos de la ter-
cera.»

Tales son las apreciaciones capitales que se hacian por esta
corporacion del libro de nuestro nuevo compaiiero, y para termi-
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nar este punto y resumir lo qde 4 este aspecto de la ciencia se
-refiere, permitidme, sefiores Académicos, unas brevisimas consi-
deraciones sobre las causas del atraso en que por mucho tlempo
ha estado Espafia en este linaje de especulaciones.

De todas las manifestaciones del ingenio humano, la menos
caracteristica, como propia de cada raza, es la cientifico-mate-
mitica. Concibese, con efecto, que 4 ese conjunto de sentimien-
tos y de aspiraciones, y hasta si se quiere, de elementos del clima
y del suelo, que constituyen, al cabo de los siglos, el sello nacio-
nal, correspondan manifestaciones peculiares en las artes bellasy
en la literatura, en las que ciertamente no ha quedado nuestra
Espafiad la zaga de ningtn otro pais. Enlas ciencias quese re-
fieren 4 cosas materiales, prdpias de la regién, 6 4 inclinaciones
elevadisimas del espiritu, caben también la divergencia y el ca-
rdcter, y por eso nuestros botdnicos, nuestros metalurgistas y los
antiguos escritores de Agricultura tienen originalidad y mérito,
asf como hay verdadera y brillante escuela espafiola en Teologia
y en Mistica.

Pero el concepto de la cantidad, tan alejado de toda idea de
frontera como de cualquier aptitud de raza, es universal y verda-
deramente humano. Por eso, limitindome ahora 4 la parte mds
elevada de la ciencia, que se ocupa en los desarrollos de dicho-
concepto fundamental, 4 la que nuestros tratadistas llamaban
Matemdticas sublimes, cuya base es el Célculo infinitesimal, 4 .
nadie se le antojard querer explicar nuestro atraso relativo pbr
elementos naturales, sino por el poco aprecio en que aqui se han
tenido ciertos estudios, al lado de los teoldgicos y de los litera-
rios, 6 sea por la tendencia general de la juventud 4 buscar
aquellas carreras que le proporcionaran mayor porvenir, dada la
organizacion de todas las esferas de la vida en el pais.

Brotaron las investigaciones del cdlculo matemdtico alli
donde el cultivo era mayor y mejor; hoy se propagan por todas
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partes, y el libro del Sr. Archilla ha venido 4 sellar una vez mis
la solidaridad del saber humano en la época presente.

~ En el discurso que acabais de oir, cediido al asunto y castizo,
propio de un espiritu investigador, y en el que ni huelga una
palabra, ni queda en las sombras casi ninguna idea, habeis visto
confirmadas las indicaciones anteriores; el libro las expone en
forma doctrinal y docente; el discurso condensa su parte filo-
sofica, al tratar del concepto del Caleulo diferencial, y siguiendo
el orden- histérico en el desarrollo de dicho eoncepto, para ir juz-
_ gando las deficiencias sucesivas y llegar 4 exponer la teorfa que
estima como verdadera y fija.

Los metafisicos, y singularmente Leibnitz, admiten la exis-
tencia real de los elementos infinitamente pequefios; la mayoria
de los matemdticos, espiritus mds positivos, por la indole de sus
estudios, se ha decidido, en nuestro siglo al menos, por el mé-
todo de los limites, inaugurado por log gedmetras griegos, dibu-
jado por Newton, ampliamente usado, aunque no dogmatizado,
por Cauchy, y divulgado en nuestros dias por Duhamel, yaen
su conocido tratado de Calculos, ya en su libro sobre los Méto-
dos *, digna despedida de un hombre consagrado por tantos afios
4 la ensefianza. Parece, con efecto, que la idea de operar sobre
~cantidades casi nulas tiene algo de repulsivo para las inteligen-
cias acostumbradas 4 la exactitud en los procedimientos, y de
aqui su sustitucién racional por los limites de dichas cantidades.

Para los que miran el Cilculo diferencial como fundado en
la compensacion de errores, se enlaza intimamente con el Célculo
de Probabilidades, en la rama mds fructifera de este, 6 sea en
- sus aplicaciones 4 la Astronomia y 4 otras ciencias de observa-
cion, principalmente por el método que se llama de los minimos

v Des méthodes dans les sciences de raisonmement, par J. M. C. Duhamel
(1866-70).
7
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cuadrados. Asi decia Carnot *, mds geometra que analista, im-
buido por estas ideas, que «el mérito esencial, lo sublime, puede
decirse, del método infinitesimal, es reunir la facilidad de los pro-
 cedimientos de un caleulo sencillo de aproximacién 4 la exacti-
tud de los resultados del anilisis ordinario».

Combatidos quedan por el nuevo Académico estos conceptos.
Al nacer en el siglo de oro de las Ciencias matemdticas el nuevo
Célculo, se aspiraba solo 4 buscar métodos generales de tangen-
tes 4 las curvas, y de cuadraturas y cubicaciones, llegdndose 4
mayores resultados en la primera que en las dos iltimas tenta-
tivas, por la falta de procedimientos generales de integracién;
pero se encontro un verdadero sistema de investigacion general
matemdtica, de mayor alcance que los hasta entonces conocidos,
que derramé la luz 4 borbotones sobre todo el campo de la cien-
cia, y constituyé, una vez sometido 4 reglas y principios, la
mayor conquista realizada en la ciencia de la cantidad, desde
que el hombre medito sobre tan abstruso asunto. Objeto en un
principio de dudas y reservas, y hasta de burlas, por parte de
muchos, no tardé este poderoso recurso en imponerse 4 -todos, en
vista de sus grandes resultados.

Vino mds tarde el Calculo de Variaciones, como algo co-
locado mds alld del diferencial, en los elementos constitutivos
del problema.

El Sr. Archilla ha omitido tratar del desarrollo sucesivo del
Calculo infinitesimal en sus teoremas y problemas, limitindose
al concepto fundamental, y ha hecho perfectamente; porque se-
mejante tarea cuadra mds bien 4 un estudio sobre historia de
las ciencias que 4 un tema cerrado y concreto, como el que con
tanta brillantez ha expuesto. Al hacerlo, hubiera tropezado con

*  Reflezions sur la métaphysique du caleul infinitésimal; edicion de 1813,
pégina 215, )
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la més ilustre de las dinastias cientificas, la de los Bernouilli,
que fué la que mayor parte tomo en tan itil empresa; pues San-
tiago y Juan, los dos primeros sabios de esta familia, y Euler,
puede decirse que son los verdaderos creadores del Céleulo inte-
gral, como también lo son de los problemas y elementos funda-
mentales de lo que se ha venido llamando después Mecénica ra-
cional. ' )
Volviendo al aspecto fundamental, habreis notado, sefiores
Académicos, que de la opinién de nuestro nuevo compaiiero,
compartida hb_y por casi todos los que 4 estos asuntos se de-
dican, deddcese que Leibnitz tuvo un concepto predominante-
mente filoséfico, aunque sus nombres y notaciéon subsisten atin;
Newton, si bien vi6 é indicé diversos puntos de vista, se deci-
di6 por el mecinico; Lagrange procuré buscar un medio mera-
mente algebrdico; y Cauchy se elevé al matemdtico transcen-
dente.

El que peor librado sale en esta comparacién es Lagrange;
pero no puede ocultarse que él di6 la forma -al Algebra y 4 los
Célculos, que vaciados por Lacroix en sus libros, han servido
hasta nuestros dias casi, en que el Algebra se halla en periodo
de transformacion, gracias 4 las investigaciones de los matem4-
~ ticos ingleses y alemanes, asi como los tratados de Céleulos han
venido 4 informarse en las ideas de Cauchy, siendo Duhamel
con respecto 4 él lo que Lacroix fué con relacion 4 Lagrange.
Queda siempre 4 este gran matemitico la gloria de la constitu-
cion de la Mecdnica analitica, y el molde que di6 4 esta ciencia
subsiste en nuestros dias adin, sobre todo en la Dindmica. Inspi-
ribase, sin duda, en la filosofia materialista contempordnea, al
querer borrar la idea de lo infinito y reducirlo todo 4 relaciones
algebrdicas; pero no cabe negar al gedmetra piamontés un poder
creador en sus conceptos fundamentales de otras investiga-

¢lones.
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Con efecto, la teoria de las funciones derivadas, en la que
también entra la idea de limite, estriba en el desarrollo en se-
rie, por la formula de Taylor, de una funcién, y en tomar como
instrumento, para el conocimiento cuantitativo, los coeficientes
de la primera potencia de los incrementos y aun los de las suce-
sivas. Pero este procedimiento exige conocer anteriormente el

“desarrollo en serie de toda clase de funciones, y tener un crite-
rio previo y seguro para saber su convergencia, y como este es-
tudio no puede prefundizarse hasta conocer el Cilculo diferencial,
de aqui que el método 4 que me refiero adolezca del defecto logico
de peticién de principio, por mds que se hayan hecho esfuerzos
ingeniosos para evitar este escollo.

No: la idea del infinito no puede rechazarse en el Andlisis ma-
temético. El Sr. Archilla ha procurado combatir la confusién que
frecuentemente ha reinado entre lo indefinido y lo infinito y ha
huido de entrar en el concepto de éste aplicado al espacio, con-
cretindose al que denomina, por contraposicion, en el tiempo, y
al empleo del infinitamente pequefio, dando idea clara de la ge-
neracion ideal de las cantidades infinitesimales de érdenes suce-
sivos, por mitua comparacion de unas con otras. '

Cauchy expuso sus ideas sobre este asunto en su curso de Ana-
lisis, publicado en 1821, y en varias de las numerosisimas Memo-
rias.y notas sueltas que con asombrosa fecundidad di64 la Acade-
mia de Ciencias de Paris durante muchos afios *. Insistié grande-
mente en las ideas fundamentales de continuidad y en la teoria de
las series, y dejo asi los elementos que, completados por nuestros
contemporineos, han servido de base para la teoria que acaba de
presentarnos el nuevo Académico, aunque adadida y aclarada en
ciertos puntos por su propio y peregrino ingenio.

t Véase La vie el les travaur du Baron Cauchy, por Valson.—Tomo 1, pé-
gina 21, ' -
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La iltima parte del discurso de nuestro nuevo compaiiero
versa sobre el concepto de cantidad, y trata del cardcter y fun-
damento de los elementos cardinales que entran en la Matema-
tica. No es, 4 la verdad, esta parte tan detallada como toda la
critica doctrinal anterior, y parece que su autor se ha limitado 4
exponer, mis que 4 razonar, sus ideas sobre tan importante ma-
teria, apremiado, sin duda, por el deseo de no dilatar més su ya
largo escrifo, y por haber indicado varios de sus puuntos de vista
al examinar los sistemas anteriores, Prescindiendo yo del con-
cepto fundamental, me limito 4 sefialar 4 vuestra atencion la
claridad con que expone la significacion del uso de las constan-
. tes y de las variables en el Anilisis matemético; la oportuna in-
sistencia en fijar la importancia que tiene en la parte tedrica,
como en la de aplicacion, el concepto de la derivada, ¢ sea del
coeficiente diferencial, 4 la cual denomina como «un nuevo senti-
do abierto 4 la percepcién matemdtica» y el medio original y
nuevo, que deja vislumbrar, para que en su dia pueda explicarse
el verdadero concepto del llamado imaginarismo.

Respecto de este tiltimo punto, y después de dar una idea me-
ramente algebriica de las afecciones positiva y negativa, consi-
derando un érden progresivo y otro opuesto, 6 sea regresivo, de

‘las funciones de una sola variable, dice que acaso puede lle-
garse por un procedimiento andlogo, sin necesidad de entrar en
representaciones geométricas, 4 explicar lo imaginario, por la
consideracion de funciones de dos variables independientes, asun-
to digno de empefio, para que en otra ocasion pueda desarrollarlo
por completo el nuevo Académico. |

Como resumen y consecuencia primordial del discurso 4 que
contesto, dediicesé el vuelo que han adquirido el Algebra y la
Geometria desde el siglo XVII, y si pasamos i otras ciencias,
jcudnto han adelantado muchas con el empleo del Célculo infini-
tesimal!



106

La hipétesis de los elementos de volumen es una idea geomé-
trica, no s6l6 aplicable 4 la cubicacion tedrica, sino 4 varias ra-
mas de la Fisica-matemditica, cuando 4 estos elementos van li-
gados ciertos pardmetros, que representan determinadas cualida-
des fisicas. Asi se establecen los principios fundamentales de la
Mecénica celeste, de la Elasticidad y de ciertas acciones eléc-

" tricas; y en la Dindmica se tratan las teorias de los centros de
gravedad, de los momentos de inercia y otras de gran interés
cientifico.

A veces se exponen, en este vasto terreno de la aplicacién in-
mediata, las leyes que se denominan diferenciales, como sucede
en la Termostitica; y otras veces expresadas por ecuaciones de
esta especie, deducidas de las condiciones de integrabilidad de
ciertas expresiones, como ocurre en la Termodinimica. Més atin:
el atraso, segtin se ha dicho frecuentemente, de la Fisica mate -
mética, proviene en gran parte de la falta de métodos generales
en ciertas investigaciones del Andlisis matemitico, y por esto se
deben también algunos adelantos en la ciencia teérica 4 las ne-
cesidades de la aplicacién al mundo material.

Alli donde existe la ley de la continuidad, alli donde puede
considerarse la idea de molécula, -6 el concepto de elemento de
energia, ¢ én general el uso de variables con su verdadero caric-
ter, alli entra el Cilculo diferencial, y mds tarde, 4 veces, su
inverso: el integral.

Sirva de ejemplo el problema planteado hace unos afios sobre -
las pendientes en los ferro-carriles por un notable ingeniero y
escritor cientifico, mds conocido como politico en la vecina Re-
piblica: M. de Freycinet *. Tomando como tnica variable inde-

T Des pentes economigues en chemins de fer.—Paris, 1861, Es autor, ademas,
de una Mecénica que fué de texto algunos cursos en la Universidad de Madrid,
Yy de otras obras,. ' '
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pendiente el trifico probable en un trozo corto de linea férrea,
que se proyecte entre dos puntos, cuyo desnivel es conocido, es
sabido que si se traza la linea de inclinacién uniforme que, ce-
nida al terreno, supuesto continuo y sin repliegues, una los dos
puntos, se tendrd la de menor longitud posible y mixima pen-
diente. El gasto de explotacién, funcién del trifico, serd grande
en este caso, y el interés del capital empleado en la construccion
serd pequeiio. Sise disminuye la pendiente, baja el gasto primero,
pero aumenta el capital dltimamente citado, porque la linea ten-
dri mayor desarrollo. La ecuacién que ligue estos dos elementos,
Y, por tanto, la pendiente con el trifico, dard para ésta el valor
- minimo que conviene emplear para obtener entre ambos elemen-
tos antagénicos la economia posible, igualando 4 cero el coefi-
ciente diferencial de primer orden, conforme 4 la teoria bien co-
nocida, y sin necesidad, en este caso, de acudir al de segundo.

Asi se obtiene la llamada pendiente econdmica, fuerte si el
trifico es pequeiio, y suave si es grande. Tal es la base de este
problema, fundado en una de las teorias mis bellas del Andlisis
infinitesimal, el cual se complica mds cuando no se trata del
caso sencillo y fundamental que acabo de exponer sumaria-
mente. . '

La influencia de este Andlisis se ha dejado sentir aun en cien-
cias de bien diversa clase. El estudio profundo que ha sido pre-
ciso efectuar sobre los conceptos fundamentales de la Matemati-
ca, ha traido, como consecuencia, un progreso importante en el de
la Logica, como ciencia madre en punto 4 las formas del pensa-
miento.

Esta, influida ya por Bacon y por Leibnitz, ha tenido en
Inglaterra, durante la actual centuria, una brillante pléyade de
escritores, inspirados en gran parte por los progresos de la Ma-
temitica, y numerosos adeptos en Alemania, Italia y Francia;
las ideas del infinito y del infinitamente pequefio no han sido
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las que menos han servido de base 4 estos progresos, y ya que
los 16gicos han pretendido en todos tiempos dar 4 los matemdti-
cos Ia base para sus investigaciones sucesivas, justo es que
aquéllos hayan reconocido la repefcusién de los mayores progre-
sos realizados por éstos, comprobindose asi una vez mis la uni-
dad de la ciencia. A

Casi otro tanto pudiéramos decir de la Metafisica.

Todas las ramas de la Matemitica estin influidas por el ele-
mento infinitesimal. Con él se tropieza en los comienzos de la
Aritmética, y bien 4 las claras en cuanto. se.presentan las can-
tidades llamadas incomensurables !,y por esto algunos, aten-
diendo al érden légico mds que al sistema pedagigico, proponen
que se empiece el estudio de la ciencia de la cantidad porla
concepcion de Leibnitz. '

He de repetirlo por ultima vez: contra la repugnancia que
los empiricos han manifestado en diversas épocas al empleo del
infinito en la Matemdtica, puede decirse que predomina hoy la
idea opuesta, y es que no puede darse un solo paso en el exdmen
racional de dicha ciencia sin tropezar con la idea del infinito,
bajo una 4 otra forma. Asi lo dice frecuentemente en sus diver-
sas obras un matemético muy de moda, para los innovadores
especialmente, hace unos cuantos afios, y al cual no puede ne-
garse, sin notoria injusticia, un sello de originalidad y rasgos

' El Diccionario de la Real Academia Espafiola, en su illima y muy me-
jorada edicién, no trae la definicién de este adjetivo, ni la de su opuesto,
como tampcco la del sustantivo comensurabilidad ni la de su contrario.

En la practica se usa por muchos literatos distinguidos la voz incomensx—
rable como sindnima de infinitamente grande, y pudiera citar varios textos. Por
ejemplo, dice recientemente uno de aquellos..... «ni aun siendo incomensu-
rable la piedad divina bastara para.. ..»

Lo infinitamente grande, como lo infinitamente pequeiio, es incomensu-
rable; pero no todo lo incomensurable es infinitamente grande, aunque siem-
pre puede considerarse engendredo por lo infinilamente pequefio, y solo se
explica bien con su auxilio. ’ .
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‘de profundo talento: me refiero 4 Wronski, el cual afirma y re-
pite que el infinito es no solo un’ instrumento de investigacion
matemdtica, sino también la més importante de las verdades de
esta ciencia, de suerté que esta no es posible sino por el auxilio
del infinito,

Y no se crea que por dar una buena base en punto 4 los
principios fundamentales y 4 las capitales ideas de esta, como
de otras ciencias, se pierde en la ensefianza dentro de las escue-
las tiempo alguno, pues vale m4s esto y exponer con claridad y
fijeza los principios, que fatigar la atencion de les alumnos con
muchas cuestiones. La causa de la frecuencia con que suelen

“borrarse del recuerdo de éstos muchos asuntos cursados en las
aulas, consiste precisamente en haber encomendado mds 4 la
memoria que al entendimiento los elementos cardinales.

Antes de concluir esta concisa y desalifiada contestacién, que
en vuestro nombre, aunque bajo mi responsabilidad cientifica, se-
fiores Académicos, estoy dando al discursodel Sr. Archilla, permi-
tidme una ligera aplicacién de esto que acabode indicar, relativa
4]a ensefianza de los Calculos en nuestro pais. Notad, 4 este pro-
'p(')sito, lo que ocurre en la prictica: el ingeniero militar, dedicado
4 sus ocupaciones en los regimientos del arma, Y aun en la ma-

yor parte de sus oficinas técnicas; el de caminos, consagrado al
servicio de las obras publicas en lag pllovincias, 6 4 las divisio-
nes de ferrocarriles; el de minas, entregado 4 la metalurgia 6 al
laboreo de los elementos naturales; el mecdnico, dentro de las
fibricas 6 en empresas industriales de diversa clase, al cabo de
varios afios de haber salido de los centros docentes en que estu-
diaron con lucimiento la asignatura de Cilculos, confiesan sin
rubor que han olvidado las integrales inmediatas m4s sencillas;
lo cual consiste en que acumularon demasiadas cuestiones, que
no son de interés relativo para los hombres que se han de dedi-
car en su dia 4 profesiones tejrico-practicas.
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Cierto es que algunas disquisiciones son precisas para la

Mecénica y para otras asignaturas, y ademds queda siempre de
toda investigacién eminentemente tedrica, en la inteligencia de
quien la comprendid, un subsfratum provechoso y iitil; pero es
innegable que 4 las veces se abusa de la superposicién de teorias
en pérjuiCio de la solidez de los conocimientos. Quédense en buen
hora estos desarrollos especulativos para los que han de consa-
grarse 4 investigaciones cientificas 6 4 la ensefianza, pero no
para los que miran ante todo 4 los problemas de la aplicacién.t Y
no pretendo ahora sacar las consecuencias que pudiera ‘de este
razonamiento para la mejor organizacién de la ensefianza oficial
en nuestros dias. ,
- No hay cosa mis bella en las Matemsticas que el Anslisis
infinitesimal. Conocer la naturaleza y la clase de las expresiones
cuantitativas, reduciéndolas 4 extremo tal que quede alli lo esen-
cial y desaparezcan los adornos y las superfetaciones, es conocer
el esqueleto del cuerpo matemitico.

De este modo pueden compararse mejor las formas cuanti-
tativas, y establecerse las relaciones fundamentales, base de la
verdadera teoria. Si no se encuentra en esta rama de las Mate-

méticas aquella concatenacion légica que subyuga el espiritu,
como sucede en la Geometria, tiene, en cambio, menos aridez
que el estudio del Algebra, y se abren 4 la inteligencia unos

-

t M. Sonnet, autoridad irrecusable, dice en el prefacio de suobra de Cal-
culos, editada en 1870, lo siguiente, segin su traduccidn literal: «El Analisis
infinitesimal es una ciencia muy extensa y los autores que han tratado esta
materia le consagran dos, y 4 veces tres gruesos voliimenes. Pero una parte
muy grande de esla ciencia no tiene sino un interés puramente tedrico, y
queda sin aplicacion en las cuestiones usnales que los ingenieros lienen que
resolver. Las reglas de la diferenciacién, el calculo de las cuadraturas, la
integracion de las ecuaciones diferenciales mas sencillas, y algunas aplica—
ciones geomélricas consagradas por el uso, es todo lo que se necesita cono-
cer para abordar el estudio de la Mecanica industrial 6 el de la Estabilidad
de las Construcciones.» ‘
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horizontes tan vastos en sus métodos, y de tan gran generalidad
en sus aplicaciones inmediatas, que surge la idea de belleza,
propia de las ciencias, tanto como de las artes, siempre que se las
muestra en sus aspectos armonicos; tarea reservada al profesbr
que desea no limitarse 4 la rutina, y con la cnal consigue esti-
mular y afirmar el celo de sus discipulos.

All4 en las alturas de la Metafisica, en las nebulosidades de
la ‘razén, donde apenas se vislumbra la verdad por los genios,

" es cosa dificil marchar con seguro paso, y este es el terreno de
los fundamentos del Anilisis infinitesimal. Si cabe aquilatar y
cotejar las investigaciones del saber humano, puede decirse que
una sola afirmacién, probada en tan elevados dominios, vale tanto

- ‘como el conjunto de muchas en otros ordenes del conocimiento.
De aqui el mérito de nuestro nuevo consocio y la esperanza que
atin nos brindan sus poderosos recursos de investigacion para
animarle & que continde por tan dificiles y escabrosos sen-
deros. ) ’

La verdadera ciencia no consiste en saber muchas cosas,
sino en organizar su conocimiento de modo que se sinteticen en
principios. No basta acumular hechos, ni siquiera concordarlos

“en leyes inductivas; hay que fundir estas en otras racionales,
cada vez mds comprensivas en cantidad y m4s sencillas en cali-
dad. La luz viene de lo alto, y uno sélo de sus rayos ilumina &
cuantos se agitan y trabajan en inferiores regiones, Tal ha sido
la marcha del Célculo infinitesimal, y asi se ha organizado como

~ciencia madre dentro de las Matemadticas, y no otra es la tarea
constante del saber humano, en cualquier linage de estudios, sin
que jamis le sea dado llegar 4 la vision total y simplicisima,
reservada 4 la Inteligencia divina.—HE picro.



