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DISCURSO

DEL
EXCMO. SR. D. JOSE JAVIER ETAYO MIQUEO

TEMA:

PEQUENA HISTORIA DE LAS CONEXIONES
GEOMETRICAS



Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Sefioras, Sefiores :

En el breve y, sin embargo, largo camino de una vida, la. aten-
cidn se concentra en unos cuantos pufitos que sirven de referencia
para describirla. Tienen unos —mas ocultos, salvo para uno mismo,
y también mis decisivos— caracter de encrucijada, y de la opcién
en ellos tomada va a depender el discurrir de todo el camino. Pero.
hay otros que al exterior brillan mas y son los puntos culminantes
de él, los que de alguna manera dibujan la imagen radiografica de
ese historial. En una biogtafia modesta, como la mia, no era pen-
sable alcanzar altas cumbres; a lo mis pequefios repechos desde
donde otearla. Mas vosotros habéis querido, con generosa benevo-
lencia, elevarme hoy al mas esclarecido lugar que jamas aspiré a
ocupar. Si digo esto y le afiado, parca pero sentidamente, el emo-
cionado tributo de gratitud que os debo, ni toméis aquello por falsa
humildad ni lo dltimo como tépica y obligada cortesia. Muchas gra-
cias, de todo corazén.

Y ahora, cuando me es dado contemplar desde aqui el camino
andado, seria imperdonable no ver cémo se ensefiorea de él la figura
de quien supo durante toda mi vida académica acompafiarme y guiar-
me, estuvo presente —jsiempre!— en mis puntos cruciales, me dio
enseflanza, acogida, amistad, ejemplo. Sin él, no estarla yo aqui.
Todos reconocéis este retrato: es el maestro. Yo soy testigo del
sentimiento, carifio y gratltud conn que en las circunstancias en que
hoy me encuentro habéis glosado, cuantos los habéis tenido, la per-
sonalidad de vuestros maestros. Permitid que también yo, a fuer
de bien nacido y por haber sido uno de esos hombres pr1v1leg1ados
que han gozado de don tan alto, me detenga en el recuerdo de un
maestro egregio, con seguridad uno de los hombres a quienes mas
debe la matemética espafiola, con cuyo concurso pod_e‘moé, gracias
a Dios, y quiera El prolongarlo, contar afin; mi maestto: DON
PEDRO ABELLANAS. .



Fue, si, mi primera encrucijada: la primera hora del primer dia
de clase de un primer curso de la Licenciatura en Matemdticas; oc-
tubre de 1945 en Zaragoza, en la vieja Facultad de la plaza de Parai-
so, tan afiorada por quienes en ella estuvimos, tan sugeridora de
recuerdos, tan querida. Un joven catedratico de treinta y un afios
nos sumergié de improviso, como por una zambullida, en una geo-
metria insélita, poderosa, iluminadora. Nada parecido-habiamos vis-
to hasta entonces; nada tampoco, mis que esto, tuvimos. Pienso
ahora, visto desde aqui, que quedé ya literalmente atrapado; y otros
como yo. Decilamos que no nos ensefiaba geometria, que nos ense-
fiaba a «hacer geometrian. Aquella geometria sélida, rigurosaiiente
edificada, transmitida, y también reclamada, con una exigencia que
no era mis que el puro reflejo de la que para consigo mismo tenia.
Sélo en dos cursos recibifos sus lecciones y ésa fue toda la geo-
metria que aprendimos: no necesitamos mas. Sus apuntes eran nues-
tra biblia. Nos marcé. Yo sé que él también recuerda con un calor
muy hondo aquellos afios de Zaragoza y a aquellos sus primeros
discipulos. jAy!, al pensar en esto se me agolpan las remembranzas
y no puedo evitar la evocacién de lugares y personas, y de aquel
ambiente y aquellas relaciones, de aquella universidad y de aquel
modo de trabajar, lleno de dificultades pero también de dignidad;
de aquel tiempo, en suma, que, tal vez por ser mi tiempo, yo tanto
he amado.

Terminada mi carrera quedé como soliamos quedarnos -enton-
ces: en desamparo total, sin saber qué hacer ni a dénde dirigirnos.
Dos afios antes. se habia trasladado D. Pedro a Madrid por nueva
oposicion. Decidi venir a verle tras otros dos afios de incertidum-
bres. No creia que pudiera trabajar con él: .sblo pensar en ello me
habria situado al borde de la ensofiacién. He de resumir: si que
trabajé con él; desde entonces yo creo que, poco o mucho, he tra-
bajado con él en todo. A su lado aprendi la carrera docente pasando
por todos los puestos, desde ayudante interino gratuito a profesor
adjunto suyo, hasta obtener la citedra; él dirigié mi tesis doctoral.
y mis trabajos de investigacién; me asocié en su empefio por la
mejora de la ensefianza y en tantos otros por los que se ha intere-.
sado. Porque nada de cuanto concierne a la ciencia ‘que. cultiva le
ha sido ajeno y en toda ocasién ha puesto a contribucién su vigor
intelectual,. la lucidez de sus ideas, un entusiasmo siempre renovado,..
tesonera voluntad y animoso empuje, aun a sabiendas de lo baldio
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de su esfuerzo en algunos casos. D. Pedro ha sido, en fin, una gran
parte de mi vida y constituye desde mi mismo la constancia de una.
deuda impagable. Pero él nunca buscé el provecho propio y desdefio-
cualquier clase de exhibicionismo. Sélo ha valorado la dedicacién,,
el estudio y el trabajo, legandonos a todos la impronta de su ejemplo.

Me gustaria decirlo —mas bellamente y para compendiarlo todo—
con palabras de uno de aquellos discipulos de la primera hora, se-
guramente, y con cuanta razén, el mis querido para él: Juan San-
cHO GUIMERA, catedritico hoy de Salamanca. Para mi siempre admi-
rado y fiel compafero y, por encima de todo, amigo entrafiable y
fraternal. Quien mencionaba, en cierta ya lejana ocasién, a don Pedro-
Abellanas, de quien he recibido —escribia—, y otros mumchos con-—
migo, el testimonio y la fe de que la ciencia como conteimplacion:
es algo que todavia no pertenece ol pasado.

* ¥ ¥

En el proceso emocional de quien accede a este estrado —emo--
ciones hechas de alegria y desconcierto, que van desde la gratitud.
de contar con la opinién y el aprecio de colegas tan preclaros hasta.
la descarnada consideracion de las propias limitaciones; acaso, ¢por:
qué no?, un poco de vanidad; indudablemente un mucho de inquie-
tud—, aparece casi siempre una nota oscura y dolorosa: la de venir
a suceder a un académico tristemente desaparecido; un académicos
al que, por regla general, nos han ligado las relaciones de respeto,.
consideracién y afecto que debemos a nuestros mayores. Asi, vengos
yo a suceder a DON GERMAN ANCOCHEA (q. €. p. d.).

No es facil que ninguno de nosotros le haya olvidado: cuantos
aqui estamos, coincidentes con él en la Academia, en la Universidad
o en el entorno amistoso, podemos traer a la memoria, a nuestros:
ojos y a nuestros oidos, la figura, el gesto, la voz y las palabras de:
D. Germéan. Mi recuerdo se detiene conmovidamente en sus Gltimos:
meses en los que el acerbo sufrimiento con que tuvo que afrontar
su fin fios llené a todos de piedad. Esta proximidad de su presencia.
siento que me exime. de hacer la acostumbrada semblanza que el
protocolo establece. Cercano esti el homenaje péstumo que en esta:
misma casa se le rindid conjuntamerte por la Academia y por la
Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense, de la que
fue miembro eminente. ‘Asimismo le fueron dedicadas las Jornadas
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‘Matematicas Hispano-Lusas celebradas el afio pasado en Salamanca,
porque también aquella histérica Universidad. le habia contado entre
sus catedraticos. En una y otra ocasién, sus colaboradores'y amigos
delinearon. de mano maestra el perfil del profesor Ancochea, sus ac—
titudes, su personalidad, su obra. ;Quién de nosotros no escuché
-aquella descripcién o no ha leido después la publicacién de la misma?

Hay en ella un par de trazos que, sin embargo, no me resisto a
citar sumariamente, aun cayendo en la reincidencia que habia que-
rido evitar. Uno es la elegancia, ante todo intelectual, la que intenta
«descubrir el camino mas breve, menos barroco-y pesado, para el tra-
tamiento de cada cuestién; la que le llevé a repensar resultados ya
conocidos en persecucién de una via mdas bella, como si encarnase
:aquella definicién de JurLiAN Marfas: Los buenos matemdticos son
aquellos que buscan y encuentran una solucién «eleganten a sus pro-
Dblemas, Elegante es aguello que, después de elegir, se queda con el
minimo de elementos mnecesarios, renunciando o lo superfluo.

El otro breve apunte se refiere a su rigor cientifico, al talante
«critico, tenazmente mantenido unas veces, matizado otras por una
suave, y en ocasiones punzante, ironia. Yo creo que, como todos lo
han sefialado, son éstos los rasgos caracteristicos de una personali-
-dad como la suya, a un mismo tiempo robusta y brillante.

No esperéis encontrar tales cualidades en su sucesor: dificilmen::
‘te podréis imaginar lo mate, apagado y gris que ahora me siento.
Algo, quizds externo, si que me une, en cambio, a D. German: el
.cultivo de unas 4reas de la ciencia comunes o préximas; segura-
mente la razén por la que me habéis designado para cubrir su va-
cante. El comenzé trabajando en geometria diferencial, iniciado en
-ella por uno de sus mis eximios representantes: el profesor Cartan.
Mé4s adelante se interesé, y muy fuertemente, por el algebra y la
-geometria algebraica: «Ahora ando ya por el 4lgebra como por mi
-casa, lo mismo que me pasaba antes con la geometria diferencialy,
me decia una vez. Yo creo que fue la aparicién de la obra incom-
-pleta de A. GROTHENDIECK, una sinfonia interrumpida me parece que
-en el cuarto movimiento, y que él consideraba inhumana para pro-
ponerla como objeto de estudio, lo que le hizo volver los ojos a la
nunca desatendida geometria de sus primeros tiempos, enriquecida.
por nuevas y fltimas aportaciones, y en ella fue formando a sus
scolaboradores mis recientes.

No obstante, D. German seguia confesindose cartaniano. Afin
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tengo presente, a este propésito, el respingo de agradable sorpresa
<con que en mis oposiciones, de cuyo tribunal formaba parte, recibié
el anuncio de que mi leccién magistral versaria sobre la teoria de la
referencia mévil; mucho me temo, sin embargo, que el tratamiento
que yo di al tema no fue el que él esperaba. Pero ello me ha hecho
pensar que acaso ningfin homenaje mejor podia tributar a la memo-.
ria de quien tan poco amigo era de ellos, que dedicar este mi dis-
curso, al tomar posesion de la medalia que él ostentd, a un argumento
que hubiera podido complacerle, al tiempo que conferir un afectuoso
signo de continuidad a su paso por esta Academia.

Pero es que, ademas, este problema de las conexiones se ha lle-
gado a tomar como la culminacién en alglin sentido de la geometria
diferencial ; con él, con la idea de dotar de una geometria a una
wvariedad, se cierra, en opinién de algunos, este gran capitulo de la
matematica. Todo lo que lo rebase se sale de la pura geometria y
se adentra ya en los dominios de las ecuaciones diferenciales o de
la topologia diferencial.

Y también, por otra parte, desde un punto de vista subjetivo,
hay dos razones que abonan esta eleccién. Una, por poder aludir
a algunas de las pequefias cosas que venimos haciendo en nuestros
«talleres», porque pienso que seria menos personal un discurso en
el que no figurase alguna aportacién, aunque fuera modesta. Y la
‘segunda porque, dentro de la aridez que, en general, es propia de
<ualquier exposicién demasiado especializada, y mas al parecer si
se trata de una especialidad matematica, esta de hoy permite mane-
jar determinados modelos y conceptos de conocimiento comin, por
1o que espero pueda resultar menos indeseable a quienes han tenido
‘la amabilidad de venir a escucharme. No tendré, por ello, empacho
.en situarme a veces en niveles que acaso puedan parecer impropios
de esta alta tribuna y que incluso algtn antiguo alumno, si aqui
.estuviera o leyese después el texto, reconozca en ciertos parajes tro-
zos de mis lecciones universitarias, puesto que voy a atender més a
Ta presentacién que a la originalidad del contenido. Lo cual tampoco
acabo de encontrar indecoroso en un mateméatico como el que os
‘habla, de pequefia significacién en el trabajo creador pero a quien
1e habria gustado acercarse, en la medida de lo posible, al modelo
-propugnado por el profesor Lain ENTRALGO, de los que con devocidn
-y honestidad se entregan a la wmision de emseiiar ciencia que ellos
‘mismos no han hecho y han tenido la ambiciosa humildad de apren-
der bien.
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1. PreELupio DE CARTAN

Tomemos el problema casi desde sus inicios. Nadie mejor para
introducirnos en él que el propic ELIE CARTAN con quien habia de
estudiar Ancochea en 1933. De unos afios antes datan dos hermosas
conferencias [1] (*) en las que expone la via para cohonestar las
distintas concepciones de la geometria que entonces reinaban. Aun-
}que trate de resumir una parte de estas exposiciones, no me importa
acudir abundantemente a citas textuales, dada la claridad, la maes-
tria y la belleza con que estin escritas. (Por comodidad tipografica
no entrecomillaré ni pondré en cursiva las citas literalmente toma-
das ; practicamente abarcan todo este apartado.) -

Una primera concepciéon de la geometria es la de F. KLEIN la
idea fundamental de Klein puede asociarse, como se sabe, a las mis
‘antiguas nociones de la ciencia. La geometria elemental es el estudio
de las propiedades de las figuras que son independientes de su posi-
cién particular -en el espacio. Se ha necesitado un niimero grande
de siglos para traducir esta frase un poco vaga en un lenguaje pre-
ciso: las propiedades que estudia la geometria elemental son las que
permanecen invariantes por un cierto conjunto de transformaciones
«que forman un grupo, a saber, los desplazamientos. El axioma se-
gtn el cual dos figuras iguales a una tercera son iguales entre si
expresa precisamente la propiedad de los desplazamientos de formar
un grupo. De una manera. general, todo grupo continuo -de trans-
formaciones, afinidades, homografias, etc., define una. geometria
auténoma, geometria afin, proyectiva..., del mismo modo que el
grupo de los desplazamientos o movimientos definia la geometria
euclidea. A ese grupo se le llama el grupo fundamental de la geo-
metria en cuestidn, y el espacio se dice homogéneo en el sentido de
que sus propiedades son invariantes por las transformaciones del
grupo fundamental.

(*) Las citas numéricas se refieren a las notas incluidas al final.
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La segunda concepcién es la de B. RIEMANN para quien la nocidén
geométrica fundamental es la de longitud; pero, obedeciendo a la
tendencia general de la fisica de su tiempo y repugnandole la idea
de someter esta nocién a leyes o priori que hacen intervenir en cada
regién del espacio al espacio entero, supone definida la longitud paso.
a paso, entorno a entorno —«de proche en prochey— mediante una
forma diferencial que, para mayor sencillez, se puede suponer cua-
dratica pero que es en principio arbitraria. El espacio ordinario se
reencuentra como un caso ‘muy particular de los espacios mas gene-
rales introducidos por Riemann.

Es claro que la geometria de Riemann no entra del todo en el
marco del programa de Klein, pues una variedad riemanniana no
admite en general ninguna clase de homogeneidad, pero su impor-
tancia crecié desde que Einstein intenté por entonces reunir en una
sola y misma teoria la gravitacion, la dptica v el electromagnetismo.
La relatividad general arrojé sobre la fisica y la filosofia el antago-
nismo que existia entre los dos principios directores de la geometria.
El espacio-tiempo de -la mecdnica clisica v el de la relatividad res-
tringida son del tipo de Klein; el de la relatividad generalizada es
del tipo de Riemann. Este mismo hecho de que casi todos los fené-
menos estudiados por la ciencia durante largos siglos podian expli-
carse tanto colocindose en uno de los puntos de vista como en el
otro era altamente significativo y sugeria, a pesar de todo, la posi-
bilidad de una sintesis que englobase los dos principios antagonistas.

Es el desarrollo mismo de la teoria de la relatividad, comprome-
tida por la obligacién paraddjica de interpretar en y por un Universo
no homogéneo los resultados de numerosas experiencias hechas por
observadores creyentes en la homogeneidad de este Universo, lo que
perrriitié_llenar en parte la laguna que separaba los espacios de Rie-
mann del espacio euclideo. En efecto, si.bien un espacio de Riemann
no tiene una homogeneidad absoluta, tiene empero una especie de
homogeneidad infinitesimal: en el entorno inmediato de un pufito
dado es asimilable a un espacio euclideo, al que llamaremos espacio
tangente. Pero si dos pequefios trozos préximos de un espacio de
Riemann se asimilan, cada uno, a un pequefio trozo de espacio eucli-
deo, dichos dos pequefios trozos no tienen relacién alguna entre si,
no puederi, sin un muevo convemio, ser considerados como pertene-
ciendo a un mismo vy tinico espacio euclideo. o

El primer paso en esta direccién fue dado por obra de T. LEVI-
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-CrvitA, mediante la introduccién de la mnocién de paralelismo. He
aqui cémo, gracias a esta nocion, pueden ser presentadas las cosas.
Si se considera en un espacio de Riemann una curva continua p g,
se construye mediante la forma de longitud el espacio tangente en.
p, del cual forman parte ese punto y los infinitamente préximos ;.
haciendo esta: construccién en los diferentes puntos de la curva, se
pueden referir, paso a paso, a uno solo los espacios euclideos tan-
gentes en ellos; en consecuencia, también, salvo infinitésimos de:
segundo orden, los puntos del espacio de Riemann préximos a la.
curva p ¢ vendrin, por esta especie de desarrollo, a localizarse en
el espacio euclideo tangente en p. La palabra desarrollo ha sido em--
_pleada con toda intencién. Si, en efecto, el procedimiento que acaba-
mos de indicar se aplica a una superficie ordinaria sumergida en et
espacio euclideo y considerada, por tanto, como un espacio de Rie—
mann bidimensional definido mediante el elemento de longitud de la
superficie, esa referencia paso a paso de los planos euclideos tan--
gentes a la superficie a lo largo de una linea p g de ella es idéntica.
al desarrollo clisico sobre un plano de la desarrollable circunscrita.
a la superficie a lo largo de p ¢, es decir, de la envolvente de esa:
familia de planos.

Como se ve, la nocidn de paralelismo de Levi-Civitd permite asi—
milar a un verdadero espacio euclideo, o por lo menos a una por—
cién de este espacio, toda la region de un espacio de Riemann situada
en torno a un arco de curva trazado en él. Si imaginamos, ademas,
en el caso de la superficie sumergida en el espacio euclideo, un vec—
tor tangente a ella en p, no existiri, en general, en g un vector tan--
gente que sea en dicho espacio equipolente al anterior. Pero si po-—
demos considerar aquel vector que, siendo tangente en g, se coloca
en tal posicién de equipolencia en el desarrollo que hemos hecho-
sobre el plano tangente en p; podemos decir asi que el vector em
g es el equipolente al vector dado en #, o que lo hemos trasladado
desde p, a lo largo del arco p ¢, conservindose la equipolencia emr
ese traslado. ' ‘ '

La diferencia esencial que afin subsiste entre un espacio de Rie-
‘mann 'y el espacio euclideo es, como se sabe, la siguiente: Si se unerr
p v q por otro arco diferente y se desarrolla sobre el espacio tan-
gente en p la region que rodea este arco, como hicimos antes corm
el otro, no se obtendri para el punto ¢ v el pequefio trozo de espa-
cio que lo rodea ni la misma posicién ni la misma «postura», res-—
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pectivamente ; es decir, los vectores equipolentes al de p en uno y
«otro desarrollo ni tienen el mismo origen ni son equipolentes entre
si en el espacio euclideo tangente en p. Se expresa esto diciendo
que la superficie, o el espacio de Riemann en general, es un espacio
euclideo #no holdnomo. Mas es importante hacer notar que no.lo
€ra por si mismo, esto es, por su solo elemento lineal de longitud,
sino que ha llegado a serlo gracias o la definicion de paralelismo
de Levi-Civita.

En resumen, pues, podemos obtener mediante este proceso un
vector equipolente a otro dado a lo largo de una curva que una los
puntos en los que se sitflan esos vectores. Diremos que hemos tras-
-ladado el vector tangente en p hasta la posicidn que ocupa su equi-
polente en ¢, y a esa transformacién de un vector en el otro la lla-
-maremos traslacion del vector a lo largo de la curva; en nuestro
caso diremos que es una iraslacion euclidea. De este modo, para el
arco p g queda establecida una transformacidén del espacio euclideo
‘tangente en p en el tangente en ¢, transformacién que es clara-
-mente una isometria entre ambos espacios. A esa isometria la lla-
‘maremos conexidn euclidea o de Levi-Civitd. '

Pero seria restringir su alcance no percibir en ella mis que un
-procedimiento de comparacion de vectores tomados en dos puntos
suficientemente préximos. Es necesario, por el contrario, ver ahi un
.medio de introducir en un espacio de Riemann toda la gama de los
_desplazamientos euclideos, al menos en lo que se refiere a los efec-
-tos que se producen en una regién infinitamente pequefia del espacio.
Y, de la misma manera, si tomamos no necesariamente el espacio
euclideo tangente, sino el espacio vectorial subyacente en él, o el
«espacio afin. o el proyectivo construidos sobre ese espacio vectorial,
un tratamiento similar permitiria establecer isomorfismos lineales,
-afinidades, proyectividades, respectivamente, entre los espacios . tan-
-gentes en dos puntos. Aparecerian asi las conexiones lineales, afines
o proyectivas. Reciprocamente, y con mais generalidad, toda trans-
formacién propia, establecida a través de una curva, entre los espa-
cios de determinado tipo tangentes en dos puntos de ella, permite
<dotar, siquiera de un modo parcial, a nuestra variedad o espacio no
‘holénomo. de la geometria que corresponde a ese grupo de trans-
formaciones.
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2. TRASLACION Y DERIVACION

‘Puesto que la cuestién planteada en el caso riemanniano es tras-
Jadar un vector a una cierta posicién que hemos llamado de equi-
polencia o paralelismo, analicémosla en el caso euclideo para ver
cudl es la idea que aparece en la base de este problema. Esta idea
estd ligada, como ya era intuido desde los mismos comienzos de la
geometria diferencial, al concepto de derivada.

Pensemos, por ponernos en el caso mas simple, en las derivadas
direccionales en el plano euclideo. Si v: (', %) es un vector uni-
tario de él y f (4", #?) una funcién diferenciable, la derivada de
.esta funcién en la direccién del vector v en un punto p, de coorde-
nadas (p?, p?), es

. LAl pr -2 oY) — F (P pT) of
Ov f(p) = lim 7 =(6x’)pm+(dx’)pv’=

t-»0

=grad f()- V.

Llamando ¢, a la transformacién del plano que hace pasar de cada
punto (p, p?) al (p' + t !, p* + t¢*), es decir, a la transforma-
cién de ecuaciones

xl=pt 70!
»x2=?l+,ivi

es claro que se trata de una traslacién definida por el vector fw,
de la misma direccién que v, lo que da una significacion geomé-
trica a la derivada: el limite de la diferencia relativa del valor de
la funcién en el punto dado al que toma en el punto trasladado, al
‘tender éste al dado en la direccidon del vector v [2]. Es decir:

- Sl (2) =S (2)
ov /()= lim === ——=

Si consideramos ahora, para cada valor de ¢, el conjunto {g.};cr-
de todas las traslaciones en la direccién del vector v, tal conjunto
forma un grupo respecto de la multiplicacién o composicién de estas
traslaciones ; en esa composicion, o, e ¢, = 9.5 ¥ 9, €s la trans-
formacién idéntica del plano. Se tiene asi un homomorfismo del
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grupo aditivo R en el grupo {¢,};, . de todas las traslaciones dek
plano en la direcciéon de un vector v, de modo que a cada t'€R le
corresponde la traslacién ¢, definida por el vector zvw. Se trata,
pues, de un grupo de traslaciones dependiente, mediante ese homo-
morfismo, de un pardmetro ¢: a cada valor de £ se le asocia una
traslacién del grupo. La ecuacidén general de las traslaciones del
grupo seria:
@z (%1, 22) 2= (x1 - # o1, 22 - # o),

para cada punto (#', #*) del plano y cada valor {€ R del parime-
tro. Por ser esas funciones diferenciables, tanto respecto de las.
coordenadas del punto como del paridmetro, se dice que es un grupo-
uniparamétrico de traslaciones.

Si se transforma un punto p (p?, %) por cada una de las trasla-
ciones ¢;, se obtiene el conjunto de todos los puntos

(o, af)y == (B! -}~ 2 01, p% 2 oY),
Pero
Atz pld o1, xt—pt | 792

son las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por p y tiene:
la direccién del vector v. A esa recta se le llama la drbita del punto:
¢ mediante {9,},.x. Cada punto del plano tendri una o6rbita for-
mada por todos los puntos transformados del dado por todas las
tfraslaciones del grupo, quedando asi clasificado el plano en todas
estas Orbitas, que forman el conjunto de todas las rectas paralelas
al vector v. .

Sea ahora X un campo vectorial diferenciable, es decir, definido
por un par de funciones diferenciables

(Xl (xl) x%), X (xlr x!));
a cada punto p (p', p*) le asigna un vector
XI’:(X‘ (fla ﬁ?'). X2 (1": ﬁ!))-

Siguiendo idéntico razonamiento, definiremos 0, X por sus com-
ponentes, como el

(KAt ot ot £0t), KB (el |- £ ol 28 L £0?)) — (XU (2!, &%), XP(at, 2%))
2-»0 4 ) .
= (v X (x1, x%), Ov X?(xt,xY),
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Si X' y X* son constantes,
X1(xl, 5ty =al, X2(x1, %) = a?,

para todo punto (4%, #%), el campo X asigna a cada punto p el vec-
tor X,: (a', a®); todos los vectores del campo son, pues, de las
mismas coordenadas o, lo que es 16 mismo, en cada punto hay un
vector y todos ellos son equipolentes; un compo constante no es,
pues, otra cosa que un ‘*vector libre, toda una clase de vectores equi-
polentes entre si. Ahora bien, en este caso, cualquiera que sea el
vector, v,

Ov X (at, ¥ =9QJvai=grada’ - v=0, i=1,2

de modo que 0y, X = 0. Reciprocamente, si un campo X es tal
que 9, X = 0 para todo vector v y, por tanto, '

grad X' =0, grad X®=<0,

las funciones X' y X? serdn constantes,

Llegamos, pues a esta conclusién: Un campo vectorial del plano
es constante, es decir, estd formado por vectores equipolentes, si
sélo si la derivada direccional del campo es cero, cualquiera que sea
el vector respecto del cual se derive. Ahora bien, por las construc-
ciones efectuadas resulta que un campo constante permanece inva-
riante por cualquier traslacién euclidea: sometido un vector det
campo a una traslacién, su transformado es el vector equipolente
‘en el punto imagen, es decir, el vector que el campo asocia a este
dltimo punto; asi, el campo queda invariante. Con lo que llegamos
al siguiente resultado: Un campo vectorial del plano es invariante
por una traslacion euclidea del mismo cuando y sélo cuando la de-
rivada direccional del campo respecto del vector de la traslacidn es
nula. Queda asi establecida la ligazén buscada entre traslaciones y
derivadas: el compo wectorial obtenido trasladando un wvector por
un grupo umiparamétrico de traslaciones tiene derivada direccional
nula respecto del vector que define el grupo y reciprocamente.

Esto sucede en el plano euclideo o, similarmente, en cualquier
espacio euclideo, con las generalizaciones habituales. Pero ¢qué po-
demos hacer en espacios a los que Cartan llamaba no homogéneos ?
Nos falta en ellos el grupo uniparamétrico de traslaciones: precisa-
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mente de eso se trata, de definir una traslacién. La técnica descrita
nos sugiere la posible generalizacién de aquel grupo uniparamétrico
de traslaciones, y por tanto de la derivada, en dos direcciones dis-
tintas: la que se refiere al grupo uniparamétrico y la de las tras-
laciones. v

En un tal espacio —al que ya desde ahora llamaremos wvariedad
diferenciable, con todo lo que esto entrafia de superacién de una
serie de conceptos en los que no podemos entrar ahora {3]—, no
tendremos en general traslaciones en el sentido euclideo, pero si
pueden existir otros grupos uniparamétricos de transformaciones; a
cada uno de tales grupos podemos asociarle una derivada siguiendo
exactamente el mismo proceso que relacionaba el grupo de las tras-
laciones con la derivada direccional. A la derivada asi obtenida se
le lama derivada de Lie. A

Otra direccién seria la de generalizar la idea de traslacion. He-
mos visto que si un campo de vectores tenia derivada direccional
nula, los vectores se obtenian de uno de ellos mediante traslaciones
en la direccién dada. Entonces, si sobre la variedad podemos dar
una definicién conveniente de derivada, un campo vectorial que se
anule mediante esa derivada estari formado por vectores que dire-
mos trasladados de uno de ellos; ésta serd la derivada covariante.

Analicemos brevemente estos conceptos.

3. 1L.A DERIVADA DE LIE

Sea, pues, M una variedad diferenciable de dimensién arbitraria
7, ¥ {¢};er un grupo uniparamétrico de transformaciones de M.
Para cada #€R, el correspondiente elemento o, del grupo es una
aplicacién diferenciable de M en M, y tal grupo estid sometido a las
condiciones que- indicibamos al hablar del caso particular de las
traslaciones en una cierta direccién. Segfin esas condiciones, la
transformacién p_, serd la inversa de v, y cada una ‘de éstas serd
‘por tanto un difeomerfismo, ya que su inversa es también diferen-
ciable. ' -

Dado un punto p€ M, el conjunto de puntos {¢,/(p) | € R} es
una curva de M a la que llamaremos la érbita de p. Asi; lo mismo
que en el caso particular antes expuesto, queda M clasificada en
las 6rbitas de todos sus puntos respecto del grupo uniparamétrico ;
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aqui seran curvas de M las que alli formaban un sistema de rectas
paralelas a la direccién de traslacion,

Definir ahora una derivacién asociada al grupo {e;};cg no es
mas que aplicar formalmente a este grupo la definicién que antes
se vio de derivada direccional: si f es una funcidn diferenciable en
el punto p € M, la derivada de f en p respecto de {g,};cx Sera:

tim J{e: (P) — 7 (#) ,
>0 4

es decir, el limite de la diferencia relativa de la funcion en el punto
dado a la funcién en el punto transformado, al tender éste al pri-
mero-a lo largo de la 6rbita. Llamemos X, a esa derivada, o sea,

Xy fmtim L) =S () _ o L0 (2) —F (o0 (2) |
4

t>0 >0 7

por las condiciones dichas. Es evidente que

X (f+a=X/+Xpgs Xp(fo)=F(P): Xpg+ XS+ g(2)
Xsr=0, para r € R.

Asi, segiin una idea bien conocida, esa derivada es un vector tan-
gente en p no soélo a M sino, precisamente, a la orbita {9, (p) | t'€ R}.
En el ejemplo de las traslaciones seria justamente el vector v. Tam-
bién aqui tenemos, pues, en cada punto p un vector X, asociado al
grupo uniparamétrico, que es el vector tangente en p a su Orbita.
Queda definido asi un campo vectorial X : el que a cada punto p
asigna el vector X,. A X se le lama campo wvectorial asociado al
grupo uniparamétrico {¢.}: ¢ g-

Como todo campo vectorial, transforma una funcién f en otra,
X {, que, a cada punto p, hace corresponder el niimero (X f) (p) =
= X,f, de modo que podemos denotar formalmente la funcién
X f por ’

Xf=tim L2® =S _ jim So®—So%
¢ 20 4

>0

Pero la composicidn f o ¢, es una funcidén que diremos transformada
de la f por el grupo uniparamétrico, v a esa transformacién la de-
notaremos por ¢;*: o

W (f =F oo
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La ¢,% es la transpuesta de ¢, en el sentido de que

(91 (P) =1 (9: (), es decir, @F(f)=f o ¢r.

Asi, pues,

Xf=lim _‘Pt*f-f = lim e — @S ,
>0 14 t>0 ¢

lo que permite denotar simbélicamente el campo X asociado a

{9:}1 ¢ g POT:

X = lim ¢~ %"
Cf»0 t

con la significacién dada en las expresiones anteriores.

A su vez, ¢, define también una aplicacién entre los vectores tan-
gentes que es transpuesta de ¢* en-el sentido anterior, y que deno-
taremos por ¢.«. Si ¥, es un vector tangente a M en p, el vector
9 Yy serd un vector tangente en o, (p) que quedard definido cuan-
do sepamos cémo actfia sobre las funciones; de acuerdo con lo
dicho, dada una funcién f definida en ¢, (p) definiremos

(oex Yp) f= Yy (0" F ) esdeciri g (Yy) = Yp o 9",

Y si ¥ es el campo que a cada punto p asigna el vector Y, se tiene
también que su transformado por g, es decir, €l campo Z definido
légicamente por ¢ ¥, = Zy,(, verifica [4]:

Qe V=01 o ¥V o o,

Podemos ahora definir 1a derivada del campo Y respecto del gru-
Po {¢;}:cr, O respecto del campo X asociado a éste, mediante una
formula similar a la de la derivada de una funcién, es decir:

fim Pox ¥ — e Y o V—on ¥
>0 ¢ >0 ¢

(La transposicién de ¢« respecto de ,* obliga, como se sabe, a que
los términos en el numerador estén cambiados de orden en una res-
pecto de la otra.) A esa derivada del campo ¥ respecto del campo
X la Namaremos derivada de Lie y escribiremos:

Ly V—lim Y= %Y
S >0 2
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Se demuestra [5] que esa derivada de Lie de Y respecto de X, que
€s a su vez un campo vectorial, se obtiene también mediante el pro-
«ducto cruzado de Lie {X, V}]; esto es:

(Lx Y f=[X Y]f=X(Yf)— Y (X[).

Una vez mis podemos comprobar ahora, a partir de esta expre-
sién, que si- {p;}; e €s el grupo de traslaciones del espacio eucli-
-deo definidas por un vector v, el campo X seria el campo constante
v y la derivada de Lie Ly coincide con la derivada direccional 9,
Nuestra derivada de Lie es, pues, una generalizacion de la derlvada
direccional obtenida mediante la utilizacién de un grupo uniparamé-
irico mas general que el de las traslaciones en una cierta direccion.

La expresién obtenida proporciona una idea geométrica de lo
que es la derivada de Lie. Sea, como antes, el campo LY y vea-
‘mos cudl es el vector (LyY), que asigna al punto p. En la 6rbita
de p tomemos un punto arbitrario ¢, (p); el campo ¥ asocia a di-
<hos puntos los vectores Y, e Yo, y; si este dltimo se transforma
POr 9l =g s, se tendrd el vector o_,. (Yq,t(;,,)' tangente en el
punto p; la diferencia entre él y el Y,, partida por £, serd también
un vector tangente en p, y su limite es:

tim ¥=x Yo ) —Yp

Hm Y — 9_tx (Yo, (9) =( lim _ML) —
4

250 4 —t>0 — —z>0 —t
=(Iim l:?ziﬂ'l) —(Lx Y)
>0 ? . :
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que es justamente. el vector que buscidbamos. Hecho esto en todos
los puntos p de M, quedard definido el campo L V.

Podemos observar que los campos V invariantes por las trans-
formaciones del grupo, es decir, los que verifican 9. ¥ = ¥, son
los que tienen derivada de Lie nula: Ly ¥ = 0; son, pues, a las
transformaciones del grupo lo que los campos constantes a las tras-
laciones euclideas, aunque, naturalmente, no tienen por qué estar
relacionados por equipolencia, que puede no estar siquiera definida.
Y, aun estindolo, un campo de vectores equipolentes puede no tener
derivada nula respecto de un grupo uniparamétrico que no sea de
traslaciones. '

Veamoslo en este ejemplo bien sencillo. La variedad es el plano euclideo del
que se ha suprimido un punto. El grupo uniparamétrico de las homotecias directas.
con centro ese punto tomado como. origen es el definido por la ecuacién:

g2 (21, 28 == (x1 ¢f, 42 &),

La Orbita que pasa por un punto p (pl, p?) es el conjunto de puntos

xt

Fa

1
X
21 ::1)14’, x’:.p’e':> 'p—‘r-_
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o sea, la recta que pasa por p y por el origen. Las Orbitas son, pues, las rectas.
del haz de vértice el origen, excluyendo éste en todas, como se ha dicho. El.
vector tangente en p a la Orbita que pasa por él es el de coordenadas

dxl  dux? s o -
(dt At ),=o=(1’ 2%

asi que el campo X asociado al. grupo {@,}, _, es el campo cuyas coordenadas:
son. (#1, #2). Un campo vectorial ¥ de coordenadas (Y1, ¥2) tiene por derivada
de Lie L, ¥ = [X, V], que es el campo de coordenadas

o ot o Y? o Ye }
(x‘ s + x% 35 e S Y 3 —-Y’)

Evidentemente, el campo X: (&%, 5%) verifica L - X =0. Y si ¥V fuese un cam--
po constante, v: (o', v?), su derivada de Lie es (-~ 21, — ¢?), es decir, el campo-
opuesto de v pero no el campo nulo. En la figura se ve la interpretacién geo--
métrica hecha antes: el vector v en un punto se transforma en su «homotético»
mediante cada ¢,

Es ya una cuestién técnica de rutina extender la derivada de Lie-
a formas diferenciales o a campos tensoriales cualesquiera, siguien--
do exactamente los mismos pasos. En particular, para una funciém
f habia resultado: Lyf = XFf.

4. DERIVADAS COVARIANTES

Asi que hemos procedido a generalizar la teoria clasica de la de--
rivacién con la de derivacién de Lie, sin mis que pasar de las tras-
laciones euclideas en una cierta direccién a otras transformaciones
diferenciables cualesquiera que formen también grupo uniparamétri-
co. Pero, como dijimos en su momento, podiamos haber procedido
al revés: generalizar la idea de derivada, considerar para la nueva.
definicién campos de vectores de derivada nula y llamar entonces.
traslacidn (o traslado parelelo) a la transformacién que pasa de um
vector a otro de ese campo a través de una curva que una los ori--
genes de esos vectores. Esta nocién generaliza, como se ve, la de
Levi-Civitd. y, mas afin, la de equipolencia o traslacion euclidea..
Vamos a intentar su formalizacién.

Recurramos para ello al modelo de partida: la derivada direccio-
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mal en el plano euclideo, por ejemplo. Veiamos que un campo vec-
torial' X de componentes

(Xl (xl’ xz)’ X2 (xl, x!))

.era constante cuando grad. X* = grad. X?= 0, esto es, cuando
4 X' =d X?=0; llamando, como es habitual, d X al vector de
-coordenadas. (d X, d X*#), diremos que X es invariante por las tras-
laciones cuando d X = 0, y a d X le llamaremos diferencial del cam-
po X. Esta definicién es independiente de la base elegida en el pla-
no: si ésta es {u,, u,} y tomamos una nueva base {u’;, u’,}, donde
ay = wyal, o/;'€R, las coordenadas de X en la nueva base, (X7, X?)
sson: XM= o X!, y el vector de coordenadas

(@ X", d X72) = (aY, d X/, a2, d X)

-en la base {u’y, u,} tiene coordenadas (d X?, d X*) en la base
{uy, u,}, luego es el mismo vector d X.

Ahora bien, d X es un campo vectorial del plano cuyos coefi-
.cientes no son escalares, funciones en este caso, sino diferenciales
Tlineales, esto es, covectores. De hecho, respecto de la base dada,
.d X lo escribiremos correctamente en la forma

dX =y @dX +u,®dX?,

1o que equivale a establecer que d X es un tensor (1,1), una vez
contravariante y una vez covariante. Asi, pues, la diferencial ordi-
naria del plano euclideo, que transforma una funcién f, que es un
tensor (0, 0), en una forma, df, que.es (0, 1), transforma también
un campo vectorial X, o tensor (1, 0), en un tensor (1, 1), d X, e
decir, aumenta en una unidad el indice de covariancia de tales ten-
sores. Esa diferencial es, por otra parte, siempre R-lineal y verifica,
To mismo que en el caso del producto de funciones, que también

AfX)=dfQX+f-dX.

Cualquier diferencial que queramos definir ahora sobre una varie-
dad, si ha de ser una extensién de ésta, deberia contar con la veri-
ficacién de unas propiedades parejas..
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Sea, pues, ahora M una variedad diferenciable de dimensién #;
al moédulo de tensores (7, ), » veces contravariantes y s veces co-
variantes, lo denotaremos por ', y por T al algebra de todos los
campos tensoriales. Llamaremos diferencial covariante en M a toda
aplicacion V: G —— © que verifique las siguientes condiciones:

1y (G C G-

2) vf=4df, paratoda f € GY%.

3) 'V(aK+a'K’)b=a_ cyK+4-a - 9K, con K K € Gia,a €R
§ VERK)=yEQK +KQVE KK €T.

Evidentemente la diferencial ordinaria del espacio euclideo no es
mas que una particularizacién de esta diferencial covariante. Toda-
via se le impone una condiciéon adicional para poder relacionar la
diferencial de los vectores con la de los covectores y poder exten-
derla asi' de modo univoco a todos los tensores mediante la condi-
cién 4); esta condicién adicional es: 5) V conmuta con la contrac-
<i6n interior. Asl bastard ya definir la diferencial covariante de un
campo vectorial. '

Sea X este campo; en cada sistema local de coordenadas tendra
X unas componentes. Si (4, ..., 2™) es un tal sistema de coordena-
das, el campo X se puede escribir en la forma

X :'—_-% X4, donde (XM(x%,...,%"), ..., X*(xt, ..., 2") ‘
son las funciones coordenadas de X. La no homogeneidad de M
impide que podamos definir la diferencial de X como el campo de
coordenadas (d X*, ..., d X™), al igual que haciamos en el caso
euclideo que si era un espacio homogéneo y, por tanto, una base
«del mismo era valida en todo él. Aqui, en cambio, pasando a

ctro entorno coordenado con (&, ..., #™) como base local, si
. 9 ’; 4 ’9% 0 4" ' . '
X = — X", se tendra que X" = X? es la ecuacion del
0 &'t Q
<ambio de coordenadas ; entonces, si consideramos el campo de coor-
denadas (d X", ..., d X'") en la nueva base, este campo serd:
3 ) duti J o
S QdXi=—7377 ®d( P X/)= 327 @37 4%+
) Jx'? . 12 . 9 't ) )
+”§W®d( o )X’=W®“X’+ G ®d( o X
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El segundo sumando impide, pues, que ® d X" sea igual a

L

0

d 4l
tema de coordenadas. Ese sumando es nulo en el espacio euclideo,.

® d X7, es decir, que la definicién sea independiente del sis-

p ., O«
pues lo que aqui es la funcidén

era alli el ntimero real o).
0 &7

Busquemos, pues, directamente una definicién para ¥ X. Por las
condiciones de V deberd cumplirse: -

o 2 o
= o m— X" = X" —_— . f =
vX v(bxi ® ) " Rv Xty PR

9 % o X
== a Xé _ i,
D ® +vai

De modo que estarid perfectamente determinada en este mapa locali

. . 9
cuando decidamos el valor de V Pero, siendo — € B!,

dxt o xt
, 9 . 1 ,
serd V-——€ ', de modo que serd un vector con coordenadas.
O«
formas diferenciales; si llamamos (o}, ..., o) a esas formas, ten-
dremos :

3 ) ,

e —— S '.,.

V3 F >4 Qo

Por consiguiente, cada eleccion de esas #? formas lineales o’ nos.
da una diferencial covariante. Una precaucién a tomar, para que
la definicién sea independiente de las bases, es ver como han de
estar relacionadas con ellas las formas elegidas en otro entorno-
‘coordenado. Si éste es, como antes, el de coordenadas locales

(#*, ..., ™) v llamamos ' a las formas de la diferencial en él, es
decir,
o d )
. —_ 4
. v o't o7 Q wi?,
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Q 1% A
e tendra, de = A

ax'i axh ax’i
o ) o wh d O xh ) J xh
= * = d M =
Vaer = )= @) e
C) ,axh aﬂh
= d k
s ® (bx’i) (axk ® ") >
P) dx Dt 7 95 o an
= — d . &
oxJ o xt ® (ax'i)+ o x7 D x¥ ® wth d #'i

«de donde, igualando a la primera exprésién:

dx7 o at 0 x7 o ah
0= wy ( ) .

T oyt D a' d D &

Dadas, pues, las formas o', en una base local, estdn determinadas
por la expresién anterior en las demas bases. ]

Asi, definir una diferencial covariante sobre M es lo mismo que
designar #* formas diferenciales lineales (%) en una determinada
‘base local. Diremos que una diferencial covariante, asi entendida,
es una conexidn lineal sobre la variedad M, y a las (%) las llama-
remos formas de la conexidn. Es claro que, en el caso de la’ diferen-
«cial ordinaria del espacio euclideo, las formas de la conexién son
nulas. ‘

Continuando en el mismo entorno coordenado, al ser cada of, una
forma diferencial lineal, tendrd una expresidén en func1on de las d1—
terenciales de la base de la forma:

= TV ”
of, = T, d &%,

Las coordenadas T, de las formas de la conexién, en nimero de

3, determinan igualmente a ésta y son lamadas simbolos de la co-
mexién. Al pasar a otro entorno coordenado cambiarin de acuerdo
«on la.variacién ya indicada para las respectivas formas.

Hemos visto que el campo X = - X* tenia una diferencial

ox
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covariante

0 2 o d
X=—QRdXi+y— Xim P ® wif) Xi=
v S BEX+V s K= ®4X +(aﬂ_ ®w,J)X

oxX/s

® @ X7 + g Xi) = =

d w7 D xi

® ( + Diké X,-) d x4,
siendo asi un tensor (1,1) considerado en esta forma como um

vector con coordenadas covectores. De igual modo puede ser visto
como un covector con coordenadas vectores:

o oxXi
V=3 ( o T FJ”"XZ)@)“k
Escribimos
) p. 4
Vi Xi= o+ iy, X4,
y al vector

o
kazv'Vbe,

que es la k-ésima coordenada del covector V X, le llamaremos deri-
vada covarignte del campo X respecto del vector —a%. Las derivadas
covariantes son, por consiguiente, para la diferencial covariante como
las derivadas parciales para la diferencial ordinaria ; mas en particu-
lar, si la diferencial covariante es la ordinaria euclidea, las corres-
pondientes derivadas covariantes coinciden con las parciales, ya que
entonces los simbolos I, son nulos. La generalizacién que estamos
haciendo es, pues, clara.

Son inmediatas las siguientes propiedades de esta derivaciéon co-
variante: ‘ : :

_ : o X+ Vi)
a) Si Y= SV (XY= (

d i o xt EZ

= X+wn?.

+ i (X7 4 yj))=
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b) vz@X)=a-vy,X, paratodo @€ R.

9 o(f X .
o) wSfX)= o '(“b"x,‘_-FI"kj(fXJ))=
o (O 0%
Y (ﬂb xk +7 oxk AR XJ)::
Of (0 N, 0 qex
= o sk (bxt )+f d xi (axk —*-I"ijj)z
of
== XtrmX
. a a 'y
d) Si X = >t =—6—x-:—r 81}”
0 o 3% Tis 3 J . 0 . 0
Vowr T om (axk * "’8‘)= YY" w"‘(ax"}

Esta expresion y la

0 0

dxh 0t

v & wii

sugieren de modo muy natural la definicién de derivada covariante
respecto de un campo cualquiera Z:

2 .
Vz o x” = D i

* i (2),

la cual esti dotada de las siguientes: propiedades:

i) VY"'Z_a_x"—= > 'w'h(Y+Z)=.vY—-a—;;—+vZa—xh—
) o o |
}l) Vv 3 xh = >4 o (fY)y=f g s (V) =f"Vy vy

Con lo cual llegamos al caso méis general de derivada covariante.
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0

Fyw - Y, se tendra:
xt

:Siendo YV =

V, X = Va X =¥iY.X

Las propiedades fundamentales de esta derivada covariante de un
scampo X respecto de otro Y son ya deducciones directas de las que

.acabamos de ver:

1) Vy(X‘+Z){= YzV,(X+Z)= Y’(le—}— V,Z)}=VYX+VYZ

Ot

2) Vy(fX);= Yivi(fX)zyi( ‘bf‘ -X+f-viX) -

(y,- ° )f~X+f-VyX = Vi X+f T X
0 &t

3) vYJrZXg:v s . X =)V, X = ViV, X +2iY,X| =
J X+ 2
=V, X+ V,X
4) VX \=V X=fYiy,X{=f-7,X
FPTYRY)

5. EL TRASLADO PARALELO

Ya estamos en condiciones de definir el traslado de un vector,
«dada la conexidn lineal o diferencial covariante sobre la variedad. El
wector y sus traladados a los distintos puntos formarin un campo
vectorial cuya diferencial covariante es nula: ésa es la idea que habia
-presidido la introduccién de nuestro concepto generalizado de tras-

lacién. Habremos ahora de formalizar esta idea.

Sea ¢ una curva diferenciable sobre M, es decir, una aplicacion
diferenciable de R en M ; a cada t'€ R le hace corresponder el punto
¢ (t)€ M. En un cierto mapa local las coordenadas de los puntos de
1a curva son (4! (%), ..., #" (¢)), para los valores de ¢ que correspon-

«an al entorno coordenado, 'y

(dx‘ dx”)

dt dt
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las coordenadas del vector tangente a la curva en cada punto. Su-
pongamos que el punto correspondiente a {'=0 es p.= ¢ (0), de
coordenadas (p%, ..., p*), o sea, #°(0) = p!, i'=1,..,%n; y sea

X, 2 ]
’“(axf ),“

un vector tangerite en p a M ; este vector es el que queremos tras-
ladar paralelamente a si mismo -a lo largo de ¢. Consideremos para
ello una familia atn sin determinar de vectores

é
Xc(t)=( - ) Fazun
R c(2)

tangente cada uno a la variedad en un punto ¢ (¢) de la curva. Para
que sean trasladados del X, paralelamente a si mismos a lo largo de
esta curva, habri de verificarse, segiin el razonamiento que hemos
venido haciendo, que en el punto p el vector de la familia sea pre-
cisamente el X, y que la diferencial covariante de ese campo X, ¢
de vectores sea cero, esto es:

o .
Xf=Xc(0)=(“s_‘.) )y => £ (0)=a* (48]
2 , - ape o dxe)
VEw = @@ B F el ) =0=> T F Dm0 =0

2)

Ha resultado un sistema lineal (2) de # ecuaciones diferenciales de
primer orden que, para la condicién inicial (1), asegura la existencia
«de una solucidén tmica (f* (¥), ..., f* (), valida- en un cierto seg(men—
to [—7,A] <R y formada por funciones diferenciables. Asi, en cada
punto ¢ = ¢ (¢), | %, | <7, de esa curva, el vector

X, 2 J
4=( yE ),f ¢

serd, el paralelo a X, en ese punto, trasladado a lo largo ae 1a cur-
va ¢. El sistema de ecuaciones (2) es el que nos resuelve el problema
del transporte o traslado paralelo. :
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Si ahora toméasemos otro vector,

¥, ( 2 )b-
= i %
ox |,

tangente en p, el sistema (2) con la‘condicién inicial f (0) = & nos
daria una solucién (gt (?), ..., g* (¢)), como antes, y el vector

Y d {
7= Fp )gg (#0)

seria el trasladado a ¢ del vector V,. Asi, a lo largo de ¢, se esta-
Blece una aplicacién entre los vectores tangentes a M en p y los
tangentes en ¢, es decir, una aplicacién entre ambos espacios vec-
toriales tangentes, T, (M) y T, (M). El caricter lineal de las ecua-
ciones (2) implica, de un modo absolutamente trivial, la linealidad
de esa aplicacidon; aplicacion que es ademis invertible sin mis que
tomar las mismas ecuaciones con la condicién inicial correspondien-
te al valor ¢, del paridmetro. Resulta, pues, que el traslado paralelo
de un punto p a un punto q a lo largo de la curva ¢ que los une
es un tsomorfismo, 1,: Ty (M) —> Ty (M), entire los espacios tan-
gentes en uno ¥y otro pumto, isomorfismo obtenido a través de las.
ecuaciones (2). Estas ecuaciones estin formuladas en términos de
coordenadas locales en un abierto al que pertenecen p y ¢; es ya.
una cuestién técnica el paso a puntos de los demas abiertos coorde-
nados que recubren la curva c.

Podemos establecer aquel isomorfismo mediante una base en cada
uno de los espacios tangentes, como es bien sabido. Si {X,, ..., X},
son # vectores que constituyen una base del espacio T, (M), sus
transformados mediante <, formarin una base {X,, ..., X,}, de
T, (M). Pues bien, todo vector V,€ T, (M) tendrd unas coordena--
das 7"€R, por ejemplo, respecto de la base de T,(M): ¥V, = (X)), v'"
enfonces, su transformado por el traslado paralelo es el vector

(V) = ¥, = (X), %,

es decir, el vector que tiene las mismas coordenadas en la base tras-
ladada de la anterior al punto ¢:

7 (X), 2 = (r, (X)) @
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¢ Cual seri el caso de Levi-Civitd, el cual ha sido tomado como
punto de partida para hacer esta generalizacién? Supongamos una.
superficie en un espacio euclideo, x = x (4!, #?), es decir,

2t =&t (1), u?), - xr== a0 (0t 6f), x%==aB (8}, ut).

La forma cuadratica de esta superficie, que define en ella la longitud
al considerarla como espacio de Riemann, es el producto del vector
d x por st mismo, o sea,

dxRdx = (g%dui)®(%duf) =g dWQau'+ 2g,d10 Qdut 4~

+8udutQdut,
con los productos escalares

ox . oxX
8= 3w duw

A partir de esta forma se definen los simbolos de Christoffel,

1 dgir dgrj J gij
I‘}'ijz—g_'ghk( EMY -+ dut auk)

donde g™ son las componentes contravariantes del tensor gy (o las
componentes del tensor inverso de éste). Pues bien, la conexién de-
finida en la superficie por los simbolos de Christoffel como simbolos
de la conexién, es decir, aquella que tiene como formas de la cone-
xién las o% = I'; d u', es la conexiéon de Levi-Civitd o conexidm
euclidea.

Para esta conexién —ya lo dijimos en su momento— el trans-
porte paralelo 7. a lo largo de una curva trazada sobre la superficie
es, no solamente un isomorfismo entre los planos tangentes a la
superficie, sino una isometria: un vector se traslada a otro que
tendrd su mismo médulo, dos vectores a otros dos que forman el
mismo &ngulo; en una palabra, una base ortonormal en un punto
# se traslada a otra base también ortonormal en el punto ¢. La
razén es que el tensor de la métrica (gy), tensor covariante de or-
den 2, como se sabe, que ademis es simétrico y definido positivo;
tiene diferencial covariante nula respecto de esta conexidén:

Vg e @dul) =0;
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© sea, el campo tensorial de la métrica riemanniana es invariante o
paralelo respecto de la conexién euclidea.

El problema de la diferencial covariante de un tensor, que aqui
hemos mencionado, estid resuelto por las propiedades de la misma,
entre las que figura la de poder aplicarla a productos tensoriales y
extenderla asi a tensores de cualquier tipo.

Aludamos, finalmente, a la interpretacion geométrica de la deri-
vada covariante, anilogamente a como antes hicimos con la de Lie,
con la cual tiene, como no podia ser menos, algunas similitudes.
Supongamos que V es una conexién lineal y X e ¥ dos campos vec-
toriales sobre M ; queremos hallar V5 ¥V, lo que supone saber de-
terminar (Vy ¥),, en cada punto p de M. Sea {¢;};cr €l grupo
uniparamétrico (al menos local) asociado a X, es decir, las 6rbitas
de ese grupo son tangentes en cada uno de sus puntos al vector que
el campo X asocia a ese punto, lo que también se expresa diciendo
que esas o6rbitas son las curvas integrales del campo X. Llamemos

c(t) ={e ()| tER}

a la 6rbita del punto p, con ¢ (0) = p. El campo Y asigna el vector
Y, al punto p y el ¥, a cada punto ¢ (#) de esa curva. El traslado
paralelo

vt T, () —> T, 4y (D),
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que es invertible, como dijimos, permite definir en T, () el vector

(Yc @), que es el trasladado del Y., por el isomorfismo inver-
s0. Entonces,

@ 1), = tim o Few@)

t>0 i

lo que nos ilustra geométricamente el problema.de la derivada co-
variante,

Como se ve, 1a airerencia con la derivada de Lie estriba en que
aqui Y, @) se traslada al punto p aplicdndole la traslacién definida
por la conexién; en el caso de la derivada de Lie, se pasaba de
Y.u a su 1magen mediante 971, es decir, mediante la transforma-

cién del grupo uniparamétrico asociado. al campo X.

6. DERIVACIONES

Esta analogia entre las dos derivadas, covariante y de Lie, pro-
voca la existencia de propiedades iguales —no todas— en ambas
derivadas. En particular, la derivada de Lie tiene Vlas‘ tres primeras
propiedades que hablamos obtenido para las covariantes:

D LY +2){=[X,Y+2]=[X,V]+[X,Z]} =L Y+ L, 2
9) LUV {=[Xf¥]=f[X, V1 +Xf- P} =f L,V +Xf7,
8) Ly yZ{=[X+721=[X21+ [V, Z1}=LyZ+L,Z

de acuerdo con las propiedades del producto cruzado; las cuales im-
piden, en cambio, que se verifique la 4), ya que:

Y{=UX, V] =fIX,Y1—Yf - X}=f- L, ¥—V}-X,

no es en general igual a f- Ly ¥, como ocurria con la derivada
covariante, salvo que f sea una constante. En cambio si verifica la
siguiente nueva propiedad:

&) Ly yZ{=I[X, Y121 =— [[¥, 2], X]—1([Z, X], V] =
=X, [V, 20—V, [X,2]] = Ly (L, 2) — Ly (Ly2) } = [Ly, L1 2.

Propiedad que, en general, no es cierta para la derivada covariante,
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sino que esti ligada con el tensor de curvatura R de la conexidn
correspondiente. por la expresién:

R(X: y)='[VX: VY]*V[X,Y]'

Por cierto que si la conexién tuviese curvatura cero si que se
cumpliria para la derivada V la propiedad 4) de la derivada de Lie
¥y podriamos llamar conexién de Lie a esta conexi6én sin curvatura,
aun cuando la derivada covariante no coincida con la de Lie, es
decir, aunque sea Vx Y £ I[X, VI]. Tentativas ha habido de definir
conexiones de lLie atendiendo a estas ideas. I. CATTANEQ-GASPARINI

utiliza esta definicién de caracter local: Si X = -—a— . Xt en un

9«
entorno coordenado, se define la conexidén por

oYi
Vyr-xorL 5 v=_2 ( X‘).

_9 D4 T\ o

O %t

Esta conexién, que llama de Lie, satisface las propiedades de la deri-
vada covariante, excepto, como ha puesto de manifiesto uno de nues-
tros colaboradores, la de ser independiente de las coordenadas. Sélo
si la variedad es paralelizable y, por tanto, existe un sistema de coor-
denadas valido en toda ella, podria servir esa definicién ; de lo con-
trario, no parece justo llamarla conexién [6].

Lo que si es cierto es que las notas comunes de las derivadas de
Lie y de las covariantes deben llevarnos a la definicién de una nocién
general de derivada de la cual sean éstas casos particulares. Esta
definicién, que puede adoptar distintas formas, queda cubierta, por
ejemplo, por las condiciones siguientes: Sea X un campo vectorial
sobre la variedad diferenciable M ; llamaremos derivada en la direc-
cién del campo X, o rvespecio de X, a toda aplicacién

D s B, () —> T, (),

para cualquier tipo (r, s) de tensores, que verifique:

K =D_,K L
1) Dy + 1) x K+ Dy para cualesquiera campos tenso-

2) DX(K ® N) = DXK®‘N +KQ® DXN riales K, L, N y cualquier fun-
: cién diferenciable §
8) Dy f=Xf

4) D , conmuta con la contraccidén tensorial.
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A Dy K se le llama la derivada de K en la direccién del vector X.
Una tal derivada queda determinada por el campo X y por su ac-
tuacion sobre los vectores. En efecto, si % es una forma diferencial
lineal, su transformada D x 8 es la forma que, para cada campo vec-
_torial ¥, actfia del siguiente modo [7]:

Dy Y = X@BX)—6(D, )

Ahora, por la propiedad 2), conocida la derivada de los campos vec-
toriales y de las formas, se puede calcular la de cualquier tensor. En
particular,

D, (Y =Xf-Y+f-D,¥,

que es una de las propiedades que cumplian las derivadas particula-
res antes estudiadas. Esto nos dice también que cualquier tensor S
de tipo (1, 1) puede ser considerado como una derivada en la direc-
ci6n del campo nulo, ya que S (f¥) = f.S(¥).

A las derivadas que acaban de ser introducidas les son aplicables
las definiciones habituales de adicién, multiplicacién por funciones
y multiplicacién cruzada, resultando que la suma de dos derivadas en
las direcciones, respectivamente, de los campos X e ¥ es una deri-
vada en la direccién del campo X + ¥, el producto de una funcién
f por una derivada en la direccién de X es una derivada en la direc-
cién del campo f X, y el producto cruzado de dos derivadas en las
direcciones de los campos X e ¥V es una derivada en la direccién del
campo ‘[X, ¥YI]. Resulta asi que el conjunto, que denotaremos por
D (M), de las derivadas aqui definidas constituye un moédulo sobre
las funciones y también un A4lgebra de Lie (sobre el cuerpo real).
Por consiguiente, estas derivadas respecto de los campos de M po-
seen andlogas estructuras a las de estos campos, que forman igual-
mente el moédulo G, (M) de los campos vectoriales y que a su vez
puede ser dotado de la estructura de R-&lgebra de Lie para el pro-
ducto cruzado de campos. :

Esto nos sugiere la posibilidad de establecer, de modo natural,
morfismos entre estas estructuras, que coinciden en la parte aditiva.
Asi, llamaremos derivacidn de M a toda aplicacién R-lineal D:
G, (M) —> D (M), definida por D (X) = Dy. Esto es, a cada
campo X hace corresponder una derivada Dy en la direccién del

39



mismo, y verifica:
Dxsy=Dx~+Dyi D,x=rDx, r € R.

A partir de aqui podemos obtener dos particularizaciones:

A) Diremos que V es una derivacién covariante (o una conexidn
lineal de M) cuando sea un homomorfismo del médulo T, (M) en
el D (M). Es decir:

Vex=S*Vx .

B) Diremos que £ es una derivacidn de Lie cuando se trata de
un homomorfismo entre las 4lgebras de Lie %, (M) y D (M):

Lix, vi = [Lx, Ly].

En el caso A) se tienen justamente las conexiones estudiadas com
anterioridad. El caso B) es, en cambio, mis general qiie la clisica de-
rivada de Lie en la que Ly =[X,—], definida por Ly ¥ = [X, V.

7. PSEUDODERIVACIONES Y CASI-DERIVACIONES

Si consideramos ahora el conjunto de todas las derivaciones aca-
badas de definir e introducimos en €él, del modo habitual, las opera-
ciones con que hemos venido trabajando, nos desaparecen las estruc-
turas que habiamos llegado a obtener. En efecto, si, por ejemplo,
D y D’ son dos derivaciones y llamamos, como se ha dicho, suma
de ambas a la aplicacién D + D": T, (M) —> D (M) definida por:

(D +D)(X) =D X)+ D' (X) =D + D'y,

esta iltima es ciertamente una derivada pero no en la direcciéon del
campo X sino del campo 2 X, por lo que D + D’ no cumple la de-
finicién de derivacién, De igual modo, tampoco lo es D, ya que a
cada X € B, hace corresponder una derivada en la direccién del
campo f X ; o [D, D%} que al campo X le haria corresponder una
derivada en la direccién del campo nulo, es decir, un tensor (1, 1).
Se impone, pues, extender la nocién de derivacidén a unos nuevos
operadores que comprendan las derivaciones como casos particulares
vy para los que reencontremos las estructuras anteriores.
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Sea D una derivacién y S€ B, (M) un tensor (1,1), el cuak
puede ser considerado como un endomorfismo del médulo T, (M),
al actuar sobre cada campo X por la contraccién del producto
SQ® X; a esa actuacién la repres“entaremd_’s por S X, El par (D, Sy
define una aplicacién B, (M) —s D (M) al hacer corresponder a
cada X € B, (M) la derivada D, que la derivacién D asocia al.
campo § X. Asi, pues:

D, 85t =Dexf=X)f, D, GV)=EX)f - Y+ (D, 8, 7.

A la aplicacién (D, §): By, (M) — D (M) asi definida se le de--
nomina pseudoderivacidn; D y S se llaman, respectivamente, deriva-
cidn y temsor componentes de la pseudoderivacién anterior. Si § =T
es el tensor de Kronecker, I X = X, la pseudoderivacién queda.
reducida a la derivacioén, (D, I) = D; de modo que las derivaciones
son un caso particular de las pseudoderivaciones,

En uno de nuestros trabajos [8] estudiamos ‘algunas propiedadaes.
de estos operadores. Para la definicién natural de adicién, la suma.
de dos pseudoderivaciones de tensores § y S’, respectivamente, es.
una pseudoderivacién de- tensor § + §’; el producto cruzado de
ambas, una pseudoderivacién cuyo tensor es la diferencia de los.
productos tensoriales contraidos, S® & — S ® S, y el producto:
de una funcién f por una pseudoderivacién de tensor .S es una pseu;
doderivacién de tensor f §.

Resulta, entonces, que el conjunto de las pseudoderivaciones de-
M es un méddulo sobre las funciones vy un algebra de Lie sobre R,
Queda asi conseguido nuestro propédsito. Si, ademas, D fuese una
derivacién covariante V, la pseudoderivacién (V,.S) que verificaria
(V, S x = f(V,S)x se llamaria una pseudoderivacidn covariante -o-
una pseudoconexién. El conjunto de las pseudoconexiones constituye:
un submédulo del médulo de las pseudoderivaciones.

El concepto de pseudoconexiéon habja sido ya introducido por
C. D1 Cowmrte. Su punto de partida nos sugiere un planteamiento-
posiblemente mds elegante de la definicién de pseudoderivacién una:
vez que hemos ya visto las motivaciones que nos han llevado a su
construccién. Para ello elegimos una idea de derivada mas general
que la de derivada en la direccidén de un campo, sin mis que prescindir-
de la condicién 3) que éstas han de cumplir. Segln eso, una deriva-

da sobre M es una aplicacién D: T —> T que conserva el tipo de-
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los tensores, esto es, D: G, (M) —> ", (M) para cualquier (7, s),
-y verifica las propiedades:

1) DK+ L)=DK+DL.

2) D(KQN)=DKQN + KQDN.

8) D conmuta con la contraccién tensorial.

Resulta evidente que el conjunto D (M) de estas derivadas con-
-tiene al D (M) de las derivadas respecto de campos de M y que
D (M) es también un mobdulo sobre las funciones.

Pues bien, llamaremos pseudoderivacion a toda aplicacién R-lineal
P: By (M) —> D (M). Para cada X € B, (M), P (X) = Px es una
-derivada sobre M y se verifica:

Prx+sy=r Px +sPy, rs€R.

:Si, ademas, P es lineal respecto de las funciones, esto es, P;y =
== f. Py, diremos que se trata de una pseudoderivacién covariante
-0 una pseudoconexidn [9]. El entronque con la definicién anterior
-de pseudoderivacién se establece al considerar la aplicacién

$: GO (M) X Gy (M)~ B (M)

definida por § (f, X) = Py (f), la cual, siendo un tensor (1, 1) me-
-diante la identificacién S (f, X) = (§ X) (f), resulta ser el tensor de
la pseudoderivacion.

Entre derivaciones y pseudoderivaciones se sitla un moédulo in-
‘termedio, el de las casi-derivaciones, caso particular de pseudoderi-
~vaciones y que contiene al conjunto de derivaciones. En ellas se exige
-que el tensor S sea no degenerado, y designaremos por S~ a su re-
ciproco. Definamos en el 4lgebra de Grassmann de las formas exte-
riores de M una antiderivacién § de grado uno, con las condiciones:

3fX) =DM
250 (X, ¥) =SX (0 (¥)— SY (0 (X)) — (S~ [SX,S¥]), €T, (M)

«(Si S fuese el tensor de Kronecker, 3 seria.la diferencial exterior.)
Llamaremos, entonces, casi-derivacién a toda aplicaciéon R-lineal

«C: By (M) —> D (M) tal que la derivada C (X) = Cy verifique:
Cxf=3fFf(X). De ello resulta, pues,

CxGN=f-CxY+3/(X) 7.
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Si ademés fuese C lineal para las funciones, o sea, C;x = f- Cy, la
wcasi-derivacidn se llamaria covariante, o bien, una casi-conexidn. Las
«casi-conexiones fueron introducidas de modo local por Yunc-CHow
‘WoNG y, después, ELENA VaMaNU las definié globalmente en la forma
«n que aqui hemos expuesto las casi-derivaciones [10].

Como resumen de lo antedicho, y con las notaciones que hemos
utilizado, las derivaciones y sus generalizaciones, casi- vy pseudode-
-rivaciones, se definen como aplicaciones R-lineales del mddulo
T, (M) de campos vectoriales de. M en el de las derivadas, D (M),
distinguiéndose unas de otras por su actuaciéon sobre las funciones:
Dyf=X1{f, en el caso de las derivaciones; Cyf = 3f(X), en el
«de las casi-derivaciones, y Py f = (§ X)f en el de las pseudoderi-
-yaciones.

Segtin eso, verificaran

Dyry=Dyx+Dy, D, =rDy(r€R)

¥ lo mismo Cy y Px. Todas ellas transforman tensores (r, s) en
tensores (7, s) y cumplen

Dy(K+L)=DyK+D,L, Dy(KQN)=D, KN+K®D,N,

7y la conmutacién con la contraccién tensorial; e igualmente si en

“vez de Dy se trata de Cy o de P,. Esto implica que, en cada caso,
:se verifique:

Dy(U¥)y=Xf-Y+fD,¥V; Co(f{V)=8f(X) Y +fC,7;
Py(Y)=EX)f-V+fP, V.

La caracterizacién viene dada, pues, por el tensor S€ G, (M) de
las pseudoderivaciones; si éste no es degenerado, se tienen las casi-
«derivaciones, y si, ademds, es el tensor de Kronecker, las deriva-
~ciones. ’

De igual modo, si esas aplicaciones fuesen homomorfismos de
los médulos entre los que actian y, por consiguiente, se cumpliese
Dix = fDy, vy lo mismo en el caso de C y P, tendriamos las cone-
:xiones, casi-conexiones y pseudoconexiones lineales, respectivamente.

- El estudio de las derivaciones y sus ampliaciones, y st extensién
:al caso de orden superior, estd siendo realizado, en fase bastante
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avanzada, por nuestro pequefio equipo; pero ya no vamos-a entrar
en este desarrollo.

8. 'EL LENGUAJE DE LOS FIBRADOS

- Cederemos otra vez la palabra a CarTAN. Si consideramos de
nuevo en un espacio de Riemann una pequefia regién alrededor de
un punto dado p, el conocimiento del elemento de longitud del es-
pacio permite, hasta cierto punto, como ya se dijo, hacer de esta
regién un pequefio trozo del espacio euclideo; se puede imaginar,
por ejemplo,. una referencia rectangular de origen p y referir a ella
todos los puntos infinitamente préximos a p, atribuyéndoles asi unas:
coordenadas cartesianas rectangulares: las férmulas que .traducen
los cambios de coordenadas rectangulares son exactamente las mis-
mas que en el espacio ordinario. La dificultad comienza —también
se vio ya— cuando se consideran dos porciones vecinas del espacio,.
una alrededor de p y la otra alrededor de un punto préximo ¢ ; cons-
tituyen dos trozos de espacio euclideo de alguna manera aislados:
uno del otro. Si asociamos a los puntos p y ¢ dos referencias rectan—
gulares, sabremos localizar, al modo euclideo, el origen g de la se-
gunda referencia respecto de la primera, pero no sabemos orientar
los ejes de la segunda referencia con respecto a los de la primera.
El transporte por paralelismo de Levi-Civitd nos proveia precisa--
mente de un medio de fijar esta postura, puesto que sabemos, gra-
cias a él, reconocer cudndo dos vectores de origenes p v ¢ deben ser
mirados como .paralelos.

" Ahora bien, el espacio euclideo ordinario es un espacio de Klein
cuyo grupo fundamental es el de los movimientos. Este grupo es el’
que contiene la esencia de la geometria ordinaria; las ecuaciones
fundamentales que rigen el desplazamiento de una referencia movil
no son otras que las ecuaciones de estructura del grupo fundamen-
tal. En un espacio de Riemann a cada uno de cuyos puntos se ha
asociado una referencia rectangular, el paso de una referencia’a otra:
infinitamente préxima se hace también por una transformacién de-
ese grupo, transformacién que se puede descomponer en una trasla—
cién, dada por el elemento de longitud del espacio, y en una rota-
cién dada por el traslado paralelo de Levi-Civitd. Se puede decir,
pues, que el espacio de Riemann admite el mismo grupo fundamental’
que el espacio euclideo, pero la transformacién del grupo que hace-
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pasar de una referencia a otra no estd definida mds que de entorno
®n entorno y sélo tiene sentido si se da el camino que une los ori-
genes de las dos referencias. Por eso deciamos que el espacio de
Riemann es un espacio no holénomo de grupo fundamental el de
Jos desplazamientos.

La no holonomia se revelaba mediante el desarrollo segtin dos
arcos de curvas distintas que unian dos puntos o, lo que viene a ser
lo mismo, si se desarrolla segtin una curva cerrada o ciclo. Un tal
«<iclo, que partiria del punto p para volver a él, llevaria asociada en
«l espacio tangente en p una transformacién del grupo fundamental,
la que pasaria de la referencia dada en p a la obtenida, también en
p, pot el traslado de la anterior a lo largo del ciclo. Asi, al conjunto
de ciclos que parten de p se le asociaria un conjunto de transfor-
maciones del grupo fundamental que, se demuestra facilmente, for-
man un subgrupo de aquél; es el Hamado grupo de holonomia del
«espacio, que es esencialmente el mismo en todos los puntos p. Ese
subgrupo da de alguna manera una medida de la no holonomia del
espacio; si se reduce a la transformacién idéntica, se tiene un espa-
cio de Klein. He aqui, pues, un principio de clasificacion de los
-espacios que tienen un mismo grupo fundamental. El grupo de holo-
nomia mide el grado de no holonomia del espacio, a la manera que
€l grupo de Galois de una ecuacién algebraica mide, también en ciet-
to modo, el grado de irracionalidad de sus raices y permite una
clasificacién de las ecuaciones seglin ese grado de irracionalidad.

No hay vya dificultad en imaginar espacios no holénomos con
grupo fundamental cualquiera. Un espacio proyectivo no holénomo,
por ejemplo —lo que ahora llamariamos una variedad con conexién
proyectiva—, se obtendrd asociando i abstracto a cada punto de
una variedad un espacio proyectivo ‘tangente y dando una ley que
permita integrar en uno solo los espacios proyectivos asociados a
dos puntos infinitamente proximos. Si, por ejemplo, se asigna a cada
uno una referencia proyectiva, dicha ley se traducirid analiticamente
por una transformacién del grupo proyectivo que juega asi el papel
de grupo fundamental. '

Hasta aqui, como habiamos anunciado, unos parrafos de CARTAN.
Si los hemos traido a consideracidén es porque en ellos se vislumbra
yva de un modo magistral la idea de espacio fibrado y de como una
generalizacién de las conexiones, tal como él la plantea, nos debe
conducir a la nocién de conexidén en un fibrado, problema que ya se

Y
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le present6 cuando buscaba introducir la conexién proyectiva. La.
cuestidon consiste en que a cada vector tangente en un punto le-co~
rresponda, mediante el traslado paralelo a lo largo de una curva,
un vector tangente en otro punto préximo; o, equivalentemente, a.
cada referencia en un punto, una referencia en el otro punto. Y que
esa correspondencia sea un isomorfismo de la estructura del espacio
tangente: seria una isometria en el ejemplo de la conexién euclidea
para una variedad riemanniana expuesto por Cartan, o un isomorfis-
mo R-lineal si consideramos los espacios vectoriales tangentes, como
en la conexidén lineal, o una homografia si se trata de los espacios
proyectivos tangentes, etc. ,

Pongamonos, para fijar ideas, en el caso mas sencillo de los es—
pacios vectoriales tangentes. Tenemos en cada punto p de M el espa-
cio tangente T, (M) a la variedad, y llamemos T M al conjunto de
todos los vectores tangentes en todos los puntos de M. Por un pro-
ceso muy conocido, T M puede ser dotado de-estructura de variedad
diferenciable. Cada uno de sus puntos, es decir, cada vector X, tan-
gente a M, tendrd unas coordenadas locales que se obtienen asi:
El punto p estari en un abierto coordenado de la variedad M, cuyo-
sistema de coordenadas es, por ejemplo, (#%, ..., #™); en él, p tiene
unas coordenadas (pY, ..., ™), es decir, p'= &' (p). En tal punto p,
el sistema de coordenadas define una base

0 0
del espacio tangente T, (M), y sean (a%, ..., @) las coordenadas de

X, en esa base:

e
sz( axi )?a,'

Diremos, entonces, que las coordenadas de X, son
(B4 vny Phal, o ooy a%),

Si partimos de otro entorno coordenado de p en M, (7, ..., 2™,
donde

== xi(xl, L, x%), i=1,...,n,
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y son (p7?, ..., p™, @, ..., &) las coordenadas de X, en el nueve:
sistema, las ecuaciones del cambio de coordenadas seran:

D &'
e k(P L T . ai
? » X', a., )y a ( > 4 )p a’,

es decir, las nuevas coordenadas son funciones diferenciables de las:
antiguas.

Podemos definir una aplicacién, también diferenciable, =:
TM—— M, en la que cada punto X, € T M se transforma en el
punto. p. Es evidente que =~! (p)i= T, (M), de modo que esta apli--
cacién = clasifica los puntos de T M de forma que cada clase es eli
espacio tangente en un punto; espacio tangente que es isomorfo a.
R* en el isomorfismo X, }— ¥at, ..., a®) (¢ '= transpuesta), en el
que a cada punto se le hace corresponder la matriz de sus coorde--
nadas. Ahora bien, en T, (M) (o en R*) el grupo fundamental de-
transformaciones es el grupo general lineal, Gl (n, R), o sea, el
grupo de matrices cuadradas regulares de orden n. Si, por ejemplo,
(¢%) es una tal matriz (|c; | £ 0), cada vector X,€ T, (M) que su~
poniamos .era

X, ° {
fzv( ax,' )ﬁa7

se transforma mediante esa matriz en el

(=),
Y 2
? 6x")é

donde b' = ¢\, of; y, reciprocamente, dados dos vectores en un mis--
mo punto, se pasa de uno al otro mediante la actuacién por la iz--
quierda de una transformacién del grupo general lineal.
Pongamos ya nombre a estos objetos. A T M le llamaremos:
fibvado tangente de M ; a =, la proyeccién; == (), que es el espa—
cio tangente en p, es la fibra en el punto p: asi que el fibrado queda
clasificado en fibras cada una de las cuales es isomorfa a la variedad
R*, a la que llamaremos fibra tipo; finalmente, hay un grupo que
opera sobre la fibra tipo mediante multiplicaciéon por la izquierda,
que es el grupo general lineal, y le llamaremos grupo estructural.
Como la fibra tipo es un espacio vectorial y el grupo estructural ef
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«de sus automorfismos, se dice que ese fibrado tangente es un.fibra-
do wvectorial. Pero esto no es mis que un ejemplo. Veamos otro,
también sugerido por el texto de Cartan.

Ahora, en un punto p de M vamos a considerar una base
By = {X,, ..., X}, del espacio tangente T, (M),' y formamos como
.antes el conjunto B M formado por todas estas bases. Si

X3, s ]
( ,v;—»( Py )ﬁ ai/,

«cada elemento B, de B M puede ser dotado, a la manera anterior,
«de unas coordenadas (p?, ..., p", (¢%))), donde las columnas de la ma-
triz (o)) son, respectivamente, las coordenadas de cada elemento
{X;); de la base B, y se verifica, por tanto, | ¢%, | 2= 0. Hay asi uha
‘biyeccién entre las bases en p y el grupo general lineal. Nuestro
fibrado ahora, que se llamard de las referencias lineales, es B M ;
Ia proyeccién n: B M —> M es la aplicacién que a cada base B,
<en un punto p hace corresponder este punto; = * (p) es el conjunto
de todas las bases de T, (M), luego isomorfo a Gl (#, R); v, final-
-mente, podemos pasar de una base a otra también multiplicando
por la izquierda por una matriz regular. De modo que -en este caso
Ta fibra tipo, Gl (n, R), coincide con el grupo estructural: a los fibra-
dos en que esto ocurre se les llama fibrados principales. El que es-
bozaba Cartan es otro ejemplo de ellos: la variedad era rieman-
niana, el espacio tangente en cada punto era euclideo y la base ele-
-gida en él, ortonormal; la fibra seria el conjunto de todas las bases
ortonormales en dicho punto y el grupo estructural, que habra de
transformar bases ortonormales en ortonormales, es el grupo orto-
-gonal, isomorfo a la fibra tipo.

Ya podemos pasar, sin entrar demasiado en puntualizaciones téc-
-nicas, a una exposicion mas general del espacio fibrado; mas exac-
‘tamente, en nuestro caso, al espacio fibrado diferenciable o variedad
fibrada: E y M son dos variedades diferenciables y =: E — M,
-una aplicacién diferenciable ; cada entorno coordenado de M induce
‘mediante = un entorno coordenado en E y hay una condicién adi-
-cional, que eludimos, traduccién de la que relacionaba los ‘cambios
de cordenadas en los ejemplos anteriores. Decimos entonces que E
s un fibrado sobre M si cada =~ (p), p € M, es una variedad difeo-
‘morfa a una cierta variedad diferenciable F, llamada fibra tipo, y
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existe un grupo de Lie G, llamado grupo estructural, que opera so-
bre F efectivamente por la izquierda. Si F'y G coinciden, operando
G sobre si mismo por la operacién del grupo, los fibrados se llaman
principales. |

9. CONEXIONES EN FIBRADOS

Veamos cé6mo podemos definir una conexién en un fibrado prin-
cipal. Tomemos, como siempre, el modelo de la conexién lineal,
bien entendido que seria igualmente traducible a los demas. Esen-
cialmente consistia en establecer un isomorfismo entre los espacios
tangentes T, (M) v Ty (M), en dos puntos p y ¢ de M, a través de
una curva que los una. Si B, = {X,, ..., X}, es una base de T, (M)
y Bg={Yy, ..., Y,}, la base trasladada paralelamente a ¢, ese iso-
morfismo hace corresponder cada (X;), con el vector (¥}), v todo
vector Z, = (X,), &' de T, (M) se transformard por el isomorfismo
en el Z, = (Y)), &, es decir, en el que tiene las mismas coordenadas
en la base trasladada. o

Si, entonces, elegimos una nueva base, B/, = {X',, ..., X'u},, de
modo que se pasa de una a otra mediante una matriz 4 €Gl (n, R):

(X7, oo X))y = (X, ey X )y A,

al ser las columnas de A las coordenadas de cada (X"), respecto de
B,, la base trasladada B’y = {¥”,, ..., ¥’.}, estara forma‘da por vec-
tores (Y";), cuyas coordenadas en B, son las mismas que las de (X")
respecto de B,, luego

Y V), = (¥, s V), A

Planteemos esta situacién en el fibrado principal =: BM — M

de las referencias lineales. Sea ¢ una curva de M que une los pun-

tos p vy q; la traslacién paralela a lo largo de ¢ serd un isomors
fismo

Tt Ty (M)~ T, (M)

entre los espacios tangentes en ambos puntos. La base B, €.=7! (p)
se transforma mediante <, en la B,€ ="' (q); pero toda otra base
B, = B, A€=1(p) se t;ansfdrmaré, segin se ha visto, en By =
= B, A, es decir, el isomorfismo <, ha de cumplir:

T (Bf A=~ (BP) 4,
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donde A era un elemento del grupo Gl (s, R) que opera asi sobre
cada fibra por multiplicacién a la derecha. De este modo . aparece
como un isomorfismo entre las fibras =~ (p) y =~ (g).

Definir ahora el concepto de conexién en un fibrado principal de
modo que esa condicién se verifique es ya una cuestién técnica hoy
bien conocida [11]. Sea E un fibrado principal sobre M ; para cada
p€ M, la fibra ==' (p) es una subvariedad de E que puede relacio-
narse medianté un difeomorfismo con la fibra tipo que es, a su vez,
grupo estructural G. Este difeomorfismo permite definir una actua-
<ién por la derecha de G sobre cada =1 (p) asi: si p €= (p) v en
el difeomorfismo le corresponde el elemento g€ G, operando sobre:
7 por la derecha mediante cada elemento % de G se obtiene el ele-
mento ¢ (p) € ==t (p), que es el correspondiente en el difeomorfis-
mo al g h€ G. Es la generalizacién al fibrado principal de lo que
én el de las referencias suponia multiplicar por la derecha cada base
por una matriz del grupo general lineal. Observemos también que,
siendo =~* (p) una subvariedad de E, el espacio tangente en uno de
sus puntos § a ="' (p) serd un subespacio del espacio tangen-
teen fa E:

T3t (p) < T3(B);

a ese subespacio tangente a la fibra se le llama espacio vertical, pues
sus vectores se proyectan mediante la aplicacién inducida =4 en el
vector nulo de T, (M). Designaremos, entonces, por V E a la dis:
tribucién que a cada punto § de E asigna el espacio vertical en él:

(VEp=T3x"(2)

Sumariamente, dar una conexién sobre M eéquivale a elegir otra
distribucién '

{Hplper, Hpc T(B),
es decir, otro subespacio del espacio tangente en cada punto § de
E, sujeta a estas condiciones: 1) Cada subespacio Hj; es comple-
mentario del espacio vertical en ese punto:

H; @ (V E); = T3 (E).
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2) Las actuaciones por la derecha mediante los elementos de G de-
jan invariante la distribucién:

pax (H3) = Hp 3) .

3) Esa distribucién es diferenciable, en un sentido que ahora no
vamos a precisar. A los espacios H; se les llama espacios horizon-
tales y son los que definen la conexion.

La proyeccién = induce ahora el isomorfismo =, entre cada es-
pacio horizontal Hj; y el espacio tangente en el punto proyeccién,
T, (M). Asi, a cada vector tangente en un punto p de M podemos
hacerle corresponder de modo #nico un vector horizontal en cada
punto § de =t (p), al que llamaremos elevacidn horizontal al fibrado
del vector dado. Y un campo vectorial X sobre M se elevard asi a
un {nico campo X de vectores horizontales sobre E; querrd decir
que en cada punto p €=t (p) es Xz3€ H; y = (X;) = X,. Igual-
mente, una curva c (¢) entre dos puntos p y ¢ de M se eleva hori-
zontalmente al fibrado asi: si § €=t (p), la curva Z (¢) buscada es
la que pasa por p, verifica que = (¢ (2))'= ¢ (f) y sus vectores tan-
gentes ¢ (¢) son horizontales: & (£) € H:,; eclegido p, se demues-
tra que esa curva es unica. También se puede comprobar, por las
propiedades de la definicién de conexion, que si ¢ (¢) es la curva
elevada de ¢ (¢) que pasa por , la p, (¢ ()) es precisamente la ele-
vacidn de ¢ (¢) que pasa por g, (F).

Con esto tenemos preparado ya el material para nuestro proble-
ma. Sea ¢ una curva entre los puntos p y ¢ de M ; mediante la co-
nexién podemos establecer una aplicacién . entre =~* () y =* (¢)
.del modo siguiente: a cada p € = (p) le vamos a hacer correspon-
der el punto §€ = *(g) de la elevacién ¢ de ¢ que pasa por p: si
¢(0) =9, ¢ (1)= g, por ejemplo, y ¢ () es la elevacién tal que
¢ (0) = p, entonces § = ¢ (1). Esa aplicacién t.: = (§) —> =~ (¢}
verifica ciertamente :

7, (o, (B)) = oy, (7, (B))-
En efecto, si p, = g (P), la elevacién horizontal de ¢ que pasa por
F, serd la curva &, (£):= ¢u (¢ (¢)), como hemos dicho; ¢, (0) = §,,
luego

7, () =2, Q) = p, (F (1) = py, (2) = py, (=, (P))-
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El cumplimiento de lo que habiamos pedido para el caso lineal ests
ya claro. 4

Hay otra presentacion de la conexién equivalente a la anterior
pero definida sobre un fibrado asociado a un fibrado principal, es
decir, un fibrado que se construye a partir de éste y de una nueva
variedad, que va a funcionar como fibra tipo y sobre la que, por
consiguiente, actuar por la izquierda el grupo estructural'del fibra-
do principal, que lo seri también del asociado. No es més que la
abstraccién del caso lineal, que ya habiamos también apuntado.

En este ejemplo de partida, con =: B M —» M como fibrado
principal de grupo estructural Gl (#, R), considerada la variedad R"
sobre la que actda tal grupo, el fibrado asociado que aparece es
justamente el fibrado tangente =': T M — M. La curva ¢ que te-
niamos en M entre los puntos p y ¢ y que, en la conexién de B M
establecia un. isomorfismo

i () > g);

nos va a definir también un isomorfismo

T i (p) =77 (),

entre las fibras de T M, asi: Sea Y, € «-* (p) y un elemento cual-
quiera ’

Bﬁ = ;Xl' . -,Xn‘f 6 ’t’l (P)!

se tendra, por ejemplo, ¥, = (X)), ¢!, es decir, las o' son las coor-
denadas de YV, en la base B,; si

By=t(Bp) =} X'ps o+ s X'ulg

en la conexién dada, Hamaremos ', (¥,) al vector tangente en ¢ cu-
vas coordenadas son las mismas o' en la base Bg: 7, (YV,) = (X)) 0
Iste isomorfismo ', es, pues, el traslado paralelo en la conexién
as! establecida en T°M. El nos permite la consideraciéon de eleva-
<ién horizontal de curvas y de la distribucién que define la conexién
en T M que se propone luego para introducir en-abstracto, y bas-
‘tante laboriosamente, una conexién en un fibrado asociado inducida
biunivocamente por la conexién del fibrado principal del que proce-
de. Y, volviendo de nuevo al caso lineal que sirve de modelo: la
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comprobacién de-que la derivacién covariante en M se corresponde
con la derivacién de Lie en B M, lo que una vez mas nos establece
una relacidén entre ambas operaciones.

{Cémo se generalizaria con la técnica de los fibrados el problema
de las pseudoconexiones? Ya D1 CoMite las habia considerado, en
uno de los trabajos citados, como secciones de un fibrado vectorial
asociado a un fibrado principal. Posteriormente se ha encontrado [12]
una definicién global de pseudoconexién sobre un fibrado principal,
como un campo tensorial diferenciable § de tipo (1, 1) conmutable
con las actuaciones por la derecha de los elementos del grupo es-
tructural —S o pp = p oS, para todo g€ G— y que deja inva-
riantes los campos verticales —S§ X = X, para todo campo vertical
sobre el fibrado—. ‘ : :

La #ltima informacién que he podido allegar, por cierto, de una
gran elegancia, es debida al ruso V. L. Seestvva [18] v de ella no
he tenido acceso mas que a su recension en el Mathematical Reviews,
no a los articulos originales ni, lo que habria sido para mi efectivo,
a su traduccién al inglés. Considera el fibrado =: E — M v la apli-
cacién inducida entre los vectores tangentes: my: T E— T M.
Llamando ¥ E, como antes, a la distribucién vectorial vertical, es
evidente que V E < T E. Por otra parte, ms~! (T M) estd formado
por todas las clases de ve_ctorés que tienen la misma pro'ye‘ccié‘n. La
aplicacién #: T E —> =~* (T M) en que a cada vector de T E se
le hace corresponder la clase a que pertenece es naturalmente supra-
vectiva y; si el vector era vertical, le corresponde la clase nula, esto
es, la que se proyecta en el vector cero de M. Esto hace que

0—> VE->TEZ>s 0, \(TM)—>0,

donde i es la inyeccién, es una sucesién exacta corta. Pues bien, una
casi-conexion es una inversa por la derecha de n y una pseudocone-
xidn, una inverse por la izquierda de i.

'10. FinaLe
La:belleza -de este resultado no puede ocultar el hecho de que el
letiguaje; se nos va tornando cada vez this: criptico. Casi inevitables

mente. Se-diceé que ya EINSTEIN se quejaba’de que,.desde que los
matematicos la habian tomado con la teoria de la relatividad, ni él
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mismo la entendia. Y, en sus Mdximas y reflexviones, escribe GoE-
THE: Los matemdticos son como los franceses; se conversa éon ellos,
traducen luego las cosas habladas a su lenguaje y las transformdn
en algo completamente distinto. Lo malo, y por eso digo que es
inevitable, es que los matematicos sélo vemos clara una cosa cuando
llegamos a expresarla asi; lo demis se queda en el mundo de las
analogias. o ‘de las ambig{iedades ' .

" Véase, pues, a qué extremos nos ha conducido aquella primera
idea tan simple de intentar trasladar a una curva, a una superficie,
a una variedad, en fin, el tipo de geometria de la recta, del plano o
de un espacio lineal. El eterno problema de la linealidad y de la linea-
lizacién ; de estudiar lo lineal, para lo que la matemitica nos provee
de todos los instrumentos, y de linealizar lo que no lo es para podet
conocerlo siquiera aproximadamente. Puede que no otra cosa sea
toda la matematica. Acaso porque vemos que asi obra la naturaleza
v las rectas-de nuestras variedades son las lineas de minimo esfuer-
z0, las geodésicas, etc. Acaso porque sea lineal nuestra estructura
mental y nos haya llevado a mirar primero la Tierra como plana y
como lineal después el espacio, hasta llegar incluso a la conclusién
de que «decir que el espacio es curvo y cerrado como una ciscara
de nuez es una frase muy sugestiva que ha embelesado a todos aque-
llos que encuentran las ideas tanto mas admirables cuanto menos se
entiendeny (J. Palacios).

Lo curioso es que hasta cuando en el lenguaje coloquial se habla
de lo geométrico se presupone abusivamente que se estd aludiendo
a las figuras lineales: dibujo geométrico, paisaje geométrico, tra-
zado geométrico, se refieren casi siempre a rectas, cuadriculas, cubos,
quizd otros poliedros. ;Cuantas veces no habremos tropezado con
frases de este tenor?: «Y Broadway, que cruza sesgado la isla de
Manhattan, complica las cosas, va introduciendo novedades, anoma-
lias en el trazado rectilineo y perpendicular de calles. Geometria, ma
non troppo» (J. Marias). O también: «Sus curvas suaves y gracio-
sas rompen con la geometria inexorable de la meseta castellana.
Frente a la infinita horizontal de la llanada y a la vertical del chopo
solitario traza el camino su ruta caprichosa en pura fruicién de jue-
go» (J. Izquierdo). Lo.que recuerda al campesino que a ORTEGA le
mostraba la geometrio:castellana y hablaba sélo de rectas en sus dis-
tintas posiciones, pero las curvas...: «jEn Castilla, caballero, no hay
curvas!»
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Verdad es que la interpretacién de -esta respuesta trasciende ya
a. otro ambito, el del comportamiento: que de siempre ha sido ala-
bada la recta intencién, una conducta rectilinea, la. rectitud moral,
mientras se vituperaba —no sé si todavia se sigue haciendo— el ca-
racter sinuoso y retorcido (valdria decir, con curvatura o con torsion,
respectivamente), Es posible que la matematica, reflejo en. fin de
cuentas de la vida, entienda del mismo modo lo que es bueno y
busque por ello rectificar lo que anda torcido. Tal vez el alma hu-
mana, y por consiguiente la mente humana, tienda a lo lineal y los
gedémetras, con nuestra aproximacién lineal primero, en el aspecto
local, y nuestras conexiones después, globalizando aquel problema,
no hagamos otra cosa que dar cumplimiento. en nuestra pequefia par-
cela a lo que a un nivel més elevado y en un sentido también mucho
mas profundo prescribe el Libro [14]: Que los valles se levanten y
los montes vy colinas desciendan, que todo lo torcido se enderece,
gque lo escabroso se aplane.

Muchas gracias.
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‘NOTAS

[1] La primera conferencia fue pronunciada por Cartan el 13 de agosto de
1924 en el Congreso Internacional de Matematicos celebrado en Torotito y se
titulé : «La théorie des groupes et les recherches récentes de géometrie differen-
tielle» ; fue publicada en L’Enseign. math., 24 (1925), 1-18, y en Proc. Int. Maih.
Congress Toromto, 1 (1928), 85-94. Una traduccién debida al Prof. RopriGuez Ba-
CHILLER se publicé en nuestra Rev. Meat. Hisp.-Amer., & (1927), 1-18, 30-39. La
segunda conferencia, «La théorie des groupes et la géometrien, fue dictada en
Berna, el 7 de mayo de 1927, en la sesién de primavei‘a de la Société Mathématique
Suisse, y publicada en L’Enseign. math., 26 (1927), 200-225.

[2]1 El caso particular mas sencillo de las funciones de una variable, cuya
derivada es ‘

F @)= lim. LEFN—S

t>0 t
no es mis que el producido por las traslaciones ¢, () = # + ¢, definidas, para
cada valor de ¢, en la recta real.

[8] Todavia Cartan, en la segunda edicion de una de sus obras, Legons sur
la géometrie des espaces de Riemann, Gauthier-Villars, Paris (1951), conserva una.
frase, que se ha hecho lapidaria, al comenzar el estudio de las variedades: «La.
nocién general de variedad es bastante dificil de definir con precisiény. Tras de
lo cual no tiene inconveniente en comenzar a trabajar con las variedades sin otra
definicién que la presentacién de unos cuantos modelos («Una superficie da -idea
de una variedad de dos dimensiones», ...), hasta la descripcién de lo que seria una
variedad en abstracto. Es distinta la situacién actual pero aqui vamos a prescindir,.
naturalmente, de su formalizacidn.

[4] En efecto, si llamamos Z al campo g, ¥, serd

Ups DHBY=2ZNHB)V=Z,]

Como‘ Zp = (e, Y)p, este vector 'seré el transformado por ¢, del Y(p'—-l » de:
modo que
((‘Pt* )Hp = (‘Pf,* Y(p—l (p))f = yq;—l ) (%*f) =
¢ ]

= (Y (g,* N o, (1) = o™ (Y (9" N ) = (9,72 o ¥ o ") () (9)

de acuerdo con todas las transformaciones antes descritas.
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[5] Puede verse una .demostracién con recursos anilogos a los que aqui em-
pleamos en nuestro trabajo: «Una demostracién formal sobre la derivada de Lie
de un campo», Actas X Reunion Anual Mat. Espafi., Publ. Inst. «Jorge Juann,
Madrid (1972), 70-75. :

[6] Eso lo advierte ya la autora diciendo que ‘sélo tiene sentido localmente:
y laméindola conexién de Lie asociade a la base local correspondiente. Su trabajo:
«Operatori intrinseci di derivazione su una varietd parallelizabiles, Rend. Acc, Naz.
Lincei, 46 (1969), 682-688, ha sido analizado por nuestro colaborador J. Ledn em:
si tesis doctoral Derivaciones y conexiones en mddulos, Publ. Fac. Ciencias, Univ.
Complut. Madrid, Ser.” A, n.° 230 (1975), quien propone a su vez y estudia una
definicién de conexiéon de Lie ¥ tal que, para todo par de campos X, Y, verifique:
que V, ¥ —V X sea una derivada de Lie generalizada, es decir, que cumpla
aquellas cuatro propiedades acabadas de indicar para estas derivadas y la cual
queda precisada al final de este apartado.

[7] En efecto, 6(Y) es una funcién obtenida mediante la contraccién ¢ (§ @ Y).
Por lo tanto:

X@@N 2D, @) =Dy 6@V =c(D, 0@ =

. ‘
=c(D,0@Y+6QD,¥)=(D,0)Y+6(DyV),

donde los nimeros que figuran sobre el signo = indican la propiedad que en cada
caso se utiliza. '

[8 J. J. Eravo: «Pseudoderivaciones», Rev. Mat. Hisp.-Amer., 35 (1975),
82.98. ’ .

[9]1 El trabajo en que Di Comite introduce por primera vez la nocién de:
pseudoconexién es: «Pseudoconnessioni tensoriali di specie (r,s) di ordine #u»,.
Ann. Mat. Pura Appl. (4), 79 (1968), 107-139, en el que busca justamente ampliar
ias conexiones tensoriales de aquel tipo de modo que se obtenga un médulo sobre:
las funciones. Posteriormente se centra en las pseudoconexiones lineales a partir-
del articulo: «Pseudoconnessioni lineari su una varietd differenciabile di classe Cw»»,.
Ann. Mat. Pura Appl. (4), 83 (1969), 133-152. Aqui llama pseudoconexion a um
homomorfismo entre los médulos Bl (M) y D (M) y demuestra que, dado uw
tensor. I'€ L, (M) y un homomorfismo B del médulo B! (M) en el de los R-
endomorfismos de G! (M) que verifique:

BX)Y( = BXI+T(X)Y,

existe una finica pseudoconexion P tal que
PXYH =T X), P(X(Y)=BX)D).

Finalmente establece la equivalencia entre las dos definiciones en «Pseudoconnés-
sioni lineari su una varietd differenziabile V, considerate come sezioni di un fibrato
vettoriale di base V associato ad un fibrato prinzipale P, e connessioni su Ps»,
Ann. Mat. Pura Appl. (4), 94 (1972), 83-108. Citemos, por dltimo, «Geodetiche:
rispetto ad una pseudoconnessione lineare su una varieta differenziabile», Matema-
tiche (Catania), 30 (1975), n.0 2, (1976), 320-338, porque enuncia que las casi-cone-
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:xiones, a las que vamos a referirnos en la continuacién, constituyen un caso par=
ticular de las pseudoconexiones: son pseudoconexiones lineales de rango #, esto
-es. aquellas para las que, en cada punto de M, el endomorfismo que T define en
-el espacio tangente es un automorfismo,

[10] Y. C. Wong: «Linear connections and quasi-connections on a differen
tiable manifolds, Tohoku Math. J., 14 (1962), 48-63; E. Vamanu: «Cvasi-conexiunai
-pe varietiti diferentiabiles, An. §¢. Univ. lagi, 16 (1970), 383-388. La misma autora
~continfia su estudio en «Quasi-connexions sur variétés différentiables. II», dAn. st
Univ. lagi, 18 (1972), 161-166.

[11] Puede verse, por ejemplo, en un libro que a mi modo de ver se hari
-un clasico en esta materia: S. Koravasar, K. Nowmizu, Foundations of differentisl
geometry, Intersc. Publ., New York, 1963, 1969. En él se estudia la conexidn en
los fibrados principales y en sus fibrados asociados y se particulariza luego al fibra-
«do de las referencias lineales. O también en el que fue su precursor, verdadera-
‘mente una pequefia joya en mi opinién: K. Nomizu, Lie groups ond differential
_geometry, Math. Soc. Japan, 19356.

[12] Véase, por ejemplo, A. Farivors, M. Leuci: «Sulle pseudoconnessiom
-di prima specie su un spazio fibrato differenziabilen, Rend. Accad. Sci. Fis. Mat.
Napoli (4), 46 (1979), 63-74 (1980). . :

[18] Los dos articulos a que hacemos referencia son: «Casi-conexiones y
-pseudoconexiones en un fibrado diferenciable» y «Generalizacién del concepto de
-conexién en un fibrado vectorial», publicados. en Izv. Vys§, Uélebn, Zaved. Mate-
wmatika, 1978, n.° 10, 105107, y 1979, n.° 6, 74-T7, respectivamente. La versién in-
£lesa, en Soviet Math. (Iz. VUZ), 22 (1978), n.o 10, 84-86, y 23 (1979), n.°.6, 80-84,
aespectivamente.

[141 Isafas, 40, 4.
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DISCURSO DE CONTESTACION

DEL

EXCMO. SR. D. ENRIQUVE LINES ESCARDO



Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Sefloras y Seflores:

- He de agradecer a la Academia el que me designara para, en su
nombre, daros la bienvenida y expresaros la satisfaccién de la Cor-
Pporacién por contaros entre sus miembros. Mi agradecimiento es
«doble: por haberme dado ocasién de ser testigo inmediato en el
solemne acto de recepcién de un entrafiable amigo, y por tener la
oportunidad de presentarlo al pfiblico v sociedad en su gran dimen-
sién humana y cientifica. '

José Javier Etayo Miqueo nacid en Pamplona en el seno de una
tamilia de pura raigambre navarra. Su madre de la Montafia y su
padre de la tierra de Estella, compendian y definen la unidad de un
pueblo de rancias virtudes, a la vera de un camino de historia y
cultura maravillosas. Pertenecian sus padres a agquella generacién,
nunca bastante elogiada, que, quizd por primera vez, supo ver en
Tos bienes del saber la mejor herencia con que podian dotar a sus
hijos, y a ello dedicaron todo su esfuerzo. Su padré lector infatiga-
tle y siempre interesado en lo’ que significara conocimiento, supo
crear el ambiente adecuado para el estudio, respetando siempre la
libertad de -eleccién de sus hijos. Rindo homenaje sincero.a esa fa-
milia, que extiendo a las que con andlogas inquietudes encontramos
£n nuestros pueblos y que nos obligan a creer en el futuro.

* Conoci a Etayo a finales del afio 1946, cuando. recién nombrado
«Catedratico de Analisis mateméitico, daba mis primeras lecciones en
£l viejo edificio de la Universidad de Zaragoza en la plaza de Parai-
so, No, era muy numeroso el grupo de alumnos, pero si muy gfande
Ta ilusién e interés con que asistian a aquella querida Facultad siem-
pre de gran prestigio. Alli acudia Javier Etayo y alli terminé su
Tlicenciatura con Premio extraordinario en 1950. El nos ha narrado
«<6mo vino a Madrid y se incorporé a la Universidad formandose y
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principiando su carrera de profesor. Entre el 52 y el 61 es Ayudante,
Adjunto y Profesor encargado. Se doctora en 1959 con Premio ex-
traordinario. Por oposicién llega a la Citedra de Geometria 1.° y
Geometria 5.° de la Universidad de Zaragoza en 1961, y en 1963 pasa
a la de Madrid como Catedratico de Geometria 5.°. En esta citedra
contindia su docencia con lealtad a su vocacidn, entrega a sus disci-
pulos y .estudio creador.

No bien llegado a la citedra de Madrid, y ya es requerido el con-
curso del profesor Etayo en cargos y comisiones, en los que de for-
ma continuada se le reitera la confianza. A continuacién doy noticia
de los mas importantes: Jefe del Departamento de Matemiticas de
la Escuela de Formacién del Profesorado de Grado Medio (1965-69) ;
Miembro de la Comisién promotora de la Universidad Auténoma de
Madrid (1968); Vicedecano de la Facultad de Ciencias de la Univer-
sidad Complutense de Madrid (1971-75); Académico correspondiente:
de la Seccion de Exactas de la Academia de Ciencias Exactas, Fisico-
Quimicas y Naturales de Zaragoza (desde 1963) ; Secretario del Pa-
tronato «Alfonso el Sabio» del C. S. 1. C. (1963-76); Secretario y
Vicepresidente de la Real Sociedad Matematica Espafiola (1960-76); -
Consejero de Ntmero del C. S. I. C. (desde 1969); Consejero Na-
cional de Educacién (1974-76); Presidente de la Real Sociedad Ma-
tematica Espafiola (1976-82); Vicedirector del Instituto «Jorge Juan»
de Matematicas del C. S. I. C. (desde 1964) y Miembro del Comité
espafiol de la Unioén Internacional de Matemaiticos (desde 1979).

Al releer esta lista, cuando escribo esta semblanza, me admira el
espiritn de servicio ejemplar que muestra el profesor Etayo al acep-
tar estos cargos, pero no es menor mi admiracién ante la unanimi-
dad de las distintas instituciones al requerir su colaboracion.

Con frecuencia sucede que no conocemos a las personas con las
que habitualmente nos relacionamos; parece como si la realidad de
la persona, con su evidencia, extinguiera cualquier interés en valo-
rarla. Sélo cuando se reflexiona ante un curriculum vitae surgen las
sorpresas. ' ’

Ciertamente que en Etayo se reconoce una cualidad, que no sé
bien cémo calificarla, pero en la cual encuentro una gran dosis de:
cordialidad. Todos sabemos de personas cuya presencia en reuniones
o ambientes, crea un clima de tensién o inquietud, y de otras que
son deseadas por su accién de moderacién inteligente. Una de éstas
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es Etayo, pues, ademas de su claridad de juicio, su presencia es
afectuosa.

Una faceta del nuevo Académico es su preocupacién por la reno--
vacion de la ensefianza de la. Matematica a nivel de bachillerato. Se-
guramente en una prospeccién sobre su personalidad, en ambientes.
no especializados,. se le reconoceria por la popularidad. de los textos.
que ha dirigido, y por la autoridad en los seminarios para profeso--
res de Enseflanza Media. Mis de 12 textos de caricter didactico-
ocuparian amplio espacio en una biblioteca de esta especialidad, y-
otras 25 publicaciones del mismo campo de interés son razén de una
fama bien merecida. . '

Reflexionando sobre estos datos me doy cuenta de un aspecto del’
trato con Etayo que siempre me ha cautivado, y que especialmente-
he percibido en esas conversaciones «paso a paso» que tan dificiles-
son en el nerviosismo de la gran ciudad. Cuando le exponia una in-
terpretacién sensible y préxima de alglin proceso mateméitico de-
complicacién criptica, siempre me ha gratificado con su aprobacién.
Alguna vez le he protestado por su benevolencia. «Tal vez sea de-
formacién profesionaly, me ha dicho. Sin embargo, yo pienso que-
no es deformacién sino formacién de un maestro, que ha ensefiado-
Geometria a miles de jovenes espafioles.

Fl matemitico Etayo es un gedmetra, y aunque parezca ingenua.
esta afirmacién, tal vez no lo sea tanto en un momento de la cultura.
matemitica, en el que el hecho geométrico busca su identidad. Sus:
trabajos de investigacién, desde un principio, a través del instru--
mento algebraico o analitico, se han guiado por un pensamiento geo-
métrico subyacente.

Al llegar a Madrid ‘'en 1952, el profesor Etayo se incorpora al
equipo formado en torno del profesor Abellanas, al que pertenecie—
ron profesores hoy bien conocidos como Ferndndez Biarge, Sancho
Guimera, Arregui, Viviente y otros que trabajaban sobre temas de-
Geometria algebraica.

Efayo se ocupa entonecs de un problema que, de una forma w
ofra, ha sido una constante en su produccién: la teoria de deriva--
ciones y diferenciales. El estudio de los sistemas de diferenciales so-
bre una variedad algebraica le lleva a buscar caracterizaciones de la.
irregularidad y de los plurigéneros y a definir una equivalencia de-
divisores, ‘que llama algebraica, y que aparece como la proyecciém
sobre un subcuerpo de la equivalencia lineal en un cuerpo.

La Gltima parte de sus resultados, que ya habian sido iniciados:
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en su tesis doctoral y trabajos posteriores, forma el contenido de
una comunicacién, The comcept of algebraic equivalence of divisors
©of a field, que presenta en el Congreso Internacional del Matema-
ticos celebrado en Estocolmo en 1962.

Para entonces ya ha obtenido la Caitedra de Geometria diferencial

-en Zaragoza y poco a poco va desplazando su interés desde la Geo-
metria algebraica a la diferencial. No era infrecuente que, dado el
«escaso ntimero de catedras convocadas a oposicidén, el acceso a una
e ellas de programas no coincidentes con la temitica de un inves-
tigador, le obligara a desviar su direccién en la linea de trabajo.
 Cambia asi Etayo su temitica de investigacién, tras una etapa
intermedia en la que sigue buscando ‘los aspectos algebraicos que
aparecen en los conceptos de tipo diferencial y en la construccién
-de técnicas que puedan ser utilizadas en ambas teorias. Lo cierto es
-que, sin prescindir del todo de la componente algebraica, sus inves-
-tigaciones derivan por su propia dinidmica al estudio, cada vez mais
-acentuado, de las conexiones y derivaciones en general. ’

En la Reviste Matemadtica Hispano-Americana vy en las Actas de
los congresos matematicos, que anualmente se celebran, ha sido ex-
puesta la mayor parte de la labor realizada en todos estos campos.
‘Del dltimo de ellos, dentro de la Geometria diferencial, ningin resu-
‘men mejor para conocer el tipo de temas por los que se ha intere-
sado y algunos de los resultados obtenidos, en especial en el pro-
“blema de las pseudoderivaciones, que el discurso que acabamos de oir.

Las tltimas direcciones de sus trabajos, no incluidas en él, apun-
tan a problemas de ‘elevacién de derivaciones a un fibrado. En el
-caso del fibrado tangente ha llegado a poder definir de modo univoco
las elevacionhes completas en los casos mds interesantes. Dos articu-
"los en prensa recogen esta linea de sus investigaciones mas recien-
tes. El primero On a complete lifting of derivations aparecerd en
“breve en la revista japonesa Tenmsor; y el otro Derivations in the
tangent bundle en un préximo volumen de Lecture Notes, que con-
-tendri las comunicaciones del {iltimo Simposium Internacional de Geo-
“metria diferencial celebrado el pasado octubre en Pefiiscola. |

El profesor Etayo tiene 27 publicaciones sobre trabajos de inves-
“tigacién, ha dirigido diversas tesis doctorales, y por otra parte ha
«contribuido activamente en los trabajos sobre «Terminologia cien-
~tifican que realiza nuestra Academia.
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Cumplo también gustoso la segunda parte de mi misidn en este
acto, que conforme a la costumbre es glosar el discurso del reci-
piendario.

La lectura estudiosa de la que el autor llama «Pequefia historia
de las conexiones geométricas», ha sido para mi motivo de gran
placer al poder contemplar la panoridmica de una de las teorias ba-
sicas del pensamiento geométrico moderno. Pero, seguramente, uno
de los mas sinceros elogios que puedo hacer’ de su lectura es que
despierta la atencién hacia un tema central y sugestivo, en el que
convergen las ideas claves del método diferencial, la presencia de
un nuevo espacio fisico y la realidad de un hecho geométrico cuya
definicién se busca. Sabido es que el mérito de un ensayo no reside
en lo que estd escrito, sino en lo que sugiere al lector. Reflexiones
sobre estas sugerencias serd lo que me permitiré exponer a vuestra
consideracién.

La palabra conexidn, nexo o enlace entre dos entidades, tiene
en Geometria diferencial un sentido preciso, que no es el resultado
de una bella arbitrariedad, sino exigido para su adecuacién al estu-
dio de las propiedades intrinsecas de las variedades.

Con la célebre memoria de Riemann en la que se define localmente
Ia longitud mediante una forma diferencial, inicia una andadura la
Geometria en la que se libera de la universalidad del grupo funda-
mental. Beltrami y Christoffel continfian en esta direccidén, y el pro-
fesor Ricci, de la Universidad de Padua, vertebra todos estos resul-
tados y, con un sentido geométrico admirable, se preocupa de inves-
tigar las propiedades y las leyes fisicas que son invariantes respecto
de un cambio de coordenadas. En 1901, Ricci y su famoso discipulo
Levi-Civitd publican la memoria fundamental sobre los métodos del
nuevo Cilculo diferencial absoluto. Posteriormente se le dio el nom-
bre de Analisis tensorial, segtin la pauta de Einstein, que introdujo
notables simplificaciones en la notacién.

En el contexto de los descubrimientos del Célculo diferencial ab-
soluto, estd presente la realidad del pensamiento fisico, que se po-
dria considerar realizada en la figura del citado Levi-Civitd. No es
completa una interpretacién de este momento matematico sin el con-
traste con el fisico. En la historia de la MatemAtica en las primeras
décadas de este siglo se detecta, en esta teoria, un periodo en el que
el pensamiento matemitico estd en resonancia con el fisico, lo que
se traduce en un periodo de creatividad. Ta exposicién de la teoria
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de la relatividad restringida, que se refiere a propiedades de varie-
dades del espacio pseudo-euclideo «espacio-tiempo», se consigue de
una forma mas 4gil con la notacidén vectorial y tensorial ; pero para
la exposicién de la teoria de la relatividad general, que se refiere a
propiedades de variedades pseudo-riemannianas, es indispensable un
calculo especial de tensores sobre tales variedades. Afortunadamente
este cilculo ya habia sido descubierto, pero no habia atraido la aten-
cién de los fisicos.

En los trabajos de Einstein sobre relatividad restringida, pres-
cinde de las fuerzas de gravedad, y no son necesarios los métodos
del Anilisis tensorial. El espacio y el tiempo se asocian para dar
lugar al espacio de Minkowski, en el que globaliza una imagen cua-
tridimensional del Universo, cuya geometria estd determinada por
las transformaciones de Lorentz. Cuando Einstein toma en conside-
racién las fuerzas de gravedad y busca una estructura geométrica
del «espacio-tiempoy, en la que los objetos se muevan automatica-
mente siguiendo las mismas lineas que las que resultan de la accién
de la gravedad, percibe la necesidad de una definicidén local del espa-
cio y de un tipo de calculo adecuado. Einstein encuentra en Gross-
mann un colaborador en las técnicas del nuevo céalculo, v en 1914
publican la primera formalizacién de la teoria de la relatividad gene-
ralizada.

La importancia de los trabajos de Einstein, crearon un clima de
interés por el Analisis tensorial y la Geometria riemanniana, que fue
acompafiado con la publicacién de monografias y textos notables.
Con gusto recuerdo el excelente tratado sobre Cdleulo diferencial
absoluto aparecido el afio 1924, cuyo autor fuera el Académico y gran
profesor José M.* Plans y Freyre. La claridad del texto es ejemplar
y, como a través de él fue mi primer conocimiento de este célculo,
tengo un recuerdo agradecido del mismo.

Cuatro afios mis tarde se publicaron las lecciones sobre Geowme-
tria de los espacios de Riemann, del famoso Elie Cartan. Obra ge-
nial de tal riqueza de ideas, que sin duda se encuentran en ella los
gérmenes de todos los desarrollos posteriores de la teoria. El estilo
magistral de Cartan se revivia con admiracién por todos los que
fueron discipulos suyos, v a la memoria me viene el siempre recor-
dado German Ancochea al gue distinguié con particular afecto.

El profesor Etayo inicia la presentacién del problema de la cone-
xién geométrica recogiendo el pensamiento de Cartan expuesto en
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la obra citada, y nos guia después, orillando las formalizaciones que
durante muchos afios han sido el lenguaje propio de esta teoria, lle-
gando hasta las dltimas generalizaciones del concepto.

La historia de la conexién, es la historia de la derivacién o de
las derivaciones adecuadas a este cilculo tensorial, protagonizada
por los clasicos Lie, Christoffel, Ricci, Cartan y continuada por los
investigadores de hoy, entre los que se cuenta nuestro nuevo Aca-
démico. En su aspecto geométrico es la historia de la traslacién pa-
ralela, que genialmente descubriera Levi-Civitd en 1917 como pri-
mera innovacién en el Andlisis tensorial a instancias de la teoria de
la relatividad. En esencia los problemas de derivacién y de traslacién
paralela son equivalentes.

En la teoria de la conexidén geométrica, se describe cémo partien-
do de una situacién espacial se puede pasar a otra préxima, para
«paso a pason conseguir la exploracién de las entidades geométri-
cas. Prescindiendo de las precisiones propias de un curso, el profe-
sor Etayo razona sobre la geometria de una variedad diferenciable,
v como es local la definicidn de los espacios que Cartan llama «no
homogéneos», en el estudio de la conexién la proximidad ha de con-
siderarse en sentido infinitesimal. Con un lenguaje informal se podria
decir que se trata de estudiar el paso de un punto a otro infinita-
mente proximo.

El estudio del nexo entre una situacién y la proxima requiere tres
elementos: una referencia en la situacién de partida, otra en la de
llegada, v lo que realmente es el paso, que estard determinado por
la. expresidn analitica que fije la situacién y postura de la referencia
de legada respecto a la de partida. Situando en la historia del pen-
samiento cientifico el problema, observamos que tiene la misma raiz
que el que dio origen al Célculo infinitesimal, del que en alguna for-
ma conserva el lenguaje evocador cuando habla de los «puntos infi-
nitamente proximosy y de los «desplazamientos infinitesimales», que
seguramente escandalizardn a algunos oidos rigurosos.

Para fijar unos pardmetros mentales en esta reflexion, conside-
remos a la manera newtoniana el movimiento de un punto. Si se fija
el tiempo, la situacién estdtica del punto geométrico no suministra
ninguna informacién sobre el movimiento. Por el contrario, al admi-
tir que el movimiento no cambia sensiblemente en los instates pré-
xios al inicial, de esta supuesta uniformidad, resulta la nocién de
velocidad local. Si se asocia a la posicién del punto esta velocidad,
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se consigue una informacién suficiente sobre el movimiento, para
valores del tiempo préximos al inicial.

Frente a esta concepcidn dindmica de la derivada, de acuerdo con
el pensamiento fisico de Newton, se presenta la nocidn estatica de
Leibniz, segiin la cual la derivada es cociente de magnitudes infini-
tesimales, segtin el esquema monadico de su pensamiento.

He vuelto a estas raices de la nocién de derivada, porque ambas
concepciones: la estitica o geométrica y la dinimica o fisica, estan
presentes en la definicién de la derivada covariante, que contiene todo
el mensaje que conecta una situacién con la infinitamente préoxima.

Asi como la simple derivada del Célculo de la segunda mitad del
siglo xvii contiene toda la informacién que conecta un punto con el
infinitamente préximo, la complicada derivada covariante de un ten-
sor contiene igualmente toda la informacién que lo conecta con otro
infinitamente proximo sobre la variedad diferenciable.

Los tres elementos que hemos mencionado presentes en una co-
nexién, se pueden precisar ahora de la siguiente forma: las refefen-
cias en las situaciones de partida y de llegada son las que corres-
ponden a las variedades lineales tangentes en dichos puntos infinita-
mente proximos, determinadas por un proceso de linealizacién local
estitico de la variedad, y el nexo entre estas dos referencias se con-
sigue con la derivada covariante determinada por un proceso de
linealizacién dindmico.

Es evidente que el simple esquema de la velocidad de un punto
moévil estd muy alejado de la complejidad de la derivada covariante,
cuya definicién analitica ha de ser invariante respecto de los cambios
de coordenadas, por lo que su realizacién ha de estar «hecha a la
mediday. Afortunadamente en este caso es posible aislar, con facili-
dad, el efecto de la curvilinealidad de las coordenadas e introducir
un término corrector, que estd dado por el simbolo de Christoffel
de segundo orden. En consecuencia la derivada covariante da una
medida real del cambio experimentado por el tensor.

"Después de estas consideraciones, tal vez se pudiera argiiir que
una conexién no es la derivada covariante u otra derivada con pro-
piedades suficientes. Puede ser cierto, pero ocurre a veces que el
instrumento analitico configura de tal manera una nocién matema—
tica, que sin escindalo se pueden identificar. ‘

No me puedo extender més en la glosa de este sugestivo discurso,
pero agregaré algunos comentarios referentes a la parte mas actual
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del mismo, en la que Etayo se ocupa de las derivaciones. En ella se
rompe con los métodos constructivos a la manera de Lie o en el
sentido covariante, y se sigue el método axiomatico para presentar
los operadores derivacién. El matematico, en su taller de ideas, sin-
tetiza un nuevo concepto cuyo comportamiento operativo ha de ser
analogo al de la derivacion, al menos en sus caracteristicas esen-
ciales. Una derivada general es una aplicacion del conjunto de ten-
sores definidos sobre una variedad en si mismo, de forma que se
conserve el tipo de los tensores y cumpla las condiciones de lineali-
dad, regla del producto y conmutatividad respecto de la contraccion.
Al restringir la generalidad de estos operadores, imponiendo nuevas
condiciones, se obtienen las derivadas tradicionales y, al extenderla,
otras cuyo significado esti, mis o menos, alejado del primitivo. Asi
aparecen las pseudo-derivaciones y las casi-derivaciones, cuyas buenas
propiedades serin las que decidan la oportunidad de su definicion
y el alcance de sus aplicaciones.

Los temas que se ofrecen para la reflexién son mdltiples, y lo
expuesto es s6lo una parte de lo que la lectura de la «Pequefia his-
torian sugiere. De todas formas desearia hacer algunas observacio-
nes referentes a la idea de linealidad. Efectivamente el método de
linealizacién, el método de la aproximacién por entidades lineales, se
aplica en 4reas extensas del panorama matematico. Sin saber lo que
significa «sentido lineal de la percepcién» o «mentalidad linealy, re-
conocemos que las imagenes de los objetos nos llegan seglin rectas
vy que cuando carecemos de informacién nuestro prondstico es lineal,
lo cual nos induce a pensar que existe un sano sentido de linealidad
en el hombre. Pero me voy a permitir matizar una cita, una buena
cita, incluida en el discurso. Yo diria: Lineal si, ma non troppo. Li-
neal paso a paso y a escala préxima como muestra la derivacién;
y no olvidemos que los grandes teoremas de la Matematica no son
lineales. La belleza de una proposicién mateméitica tiene siempre una
componente de sorpresa segfin el mddulo del barroco, y lo lineal
no tiene sorpresas.

Termino reiterando la bienvenida al profesor Etayo al ingresar
en la Academia y agradeciéndole de nuevo su magnifica leccién, que
también es la historia de cdmo paso a paso y sin aspavientos, se
pueden ir llenando los valles y restableciendo la geometria, con la
verdadera Sabiduria, que es fiel a su nombre v discreta en revelarse.

He dicho,
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