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DISCURSO

DEL
EXCMO. SR. D. ALBERTO GALINDO TIXAIRE
TEMA:

NO-LINEALIDAD EN LAS CIENCIAS DE LA
NATURALEZA



Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Sefioras, Sefiores:

Hay sentimientos, como gratitud y responsabilidad, cuyo uso en-
mnoblece. Permitidme, pues, que os testimonie mi agradecimiento por
Thaberme elegido, falto de méritos suficientes, para formar parte de
esta jlustre comunidad, a la vez que os ruego de antemano benevo-
lente amonestacién si alguna vez, parco en fuerzas, aunque siempre
rico en ilusién, desfallezco en el desempefio de mis funciones como
académico. Es mi animo en esta ocasion, lo confieso, como el uni-
verso de Critilo [1], compuesto de contrarios y concertado de des-
conciertos.

Vengo a ocupar la vacante producida por el triste fallecimiento
-de mi predecesor D. José Antonio de Artigas Sanz, un zaragozano
realmente insigne, a quien no tuve la honra de conocer personal-
‘mente, pero sobre cuya singular vahia he oido a muchos de vosotros.
Mis palabras de admiracién y respeto ante su memoria y obra sona-
TAn a apretadas para quienes hayan leido el elocuente y objetivo apun-
‘te biografico salido de una pluma filial [2]. Bondadoso maestro,
agudisimo inventor y sabio humanista, proyecté sus exquisitas dotes
hacia la investigacién industrial: vidrio cientifico, vidrio 6ptico, elec-
trotecnia, alumbrado y metrologia son campos con huellas indelebles
de su presencia, en los que cosechd, ya desde sus afios mozos, un
‘reconocido prestigio internacional. Su acendrado sentido del deber le
llevé a rechazar reiteradamente ofertas tentadoras procedentes de
importantes laboratorios extranjeros, y prefirié, en cambio, lanzar la
industria desde aqui, aun a sabiendas del sacrificio personal que aca-
_rreaba la empresa. Una dilatada e intensa hoja de servicios [2] ates-
tigua este quehacer, y otra no menos larga recoge las distinciones,
nacionales e internacionales, que premiaron su esfuerzo. En suma,
una ingente figura de la ciencia, «feliz iniciador y promotor entusias-
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ta de nuestras industrias cientificas», segun frase dedicada de D. San-
tiago Ramén y Cajal al testimoniarle su «admiracién, gratitud y
afecto» por sus descubrimientos sobre vidrios, transcendentales en
Farmacologia. ;Comprendéis ahora uno de mis desconciertos?

He elegido como objeto de mi discurso algo que, mas que por
saber por no advertir, ha empezado a admirarme en los filtimos tiem-
pos. Se trata del fenémeno no-lineal. Aunque mi contribucién perso-
nal a esta temdtica sea sélo reciente y demasiado técnica [3-16], es.
tal la riqueza del fenémeno y la profusiéon de conexiones interdis-
ciplinarias que entrafia que no he podido resistir el reclamar vuestra
atencién hacia él, antes de que mi admiracién degenere en rutina y
de aqui en tedio, «que aun el Sol (dijo Critilo) a la segunda vez ya.
no espanta, ni a la tercera admira».

Este serd mi itinerario: i) gravitacion clasica, como origen; ii)
un mundo intermedio de ondas y redes, con el solitén central a una.
fenomenologia diversificada y con la transformacién espectral como-
técnica matematica poderosa; y finalmente iii) no-linealidad én la
fisica de las particulas elementales y en la gravedad cuéntica.



DE NewTON A EINSTEIN

Si la ley de inercia es el ejemplo natural méas sencillo de un pro-
blema lineal homogéneo, y la ley de caida de los graves el prototipo
de un sistema inhomogéneo de ecuaciones diferenciales lineales, cons-
tituye sin-duda el problema gravitacional de N cuerpos el exponente
histéricamente mdis destacado de una situacién no-lineal. Los mejo-
‘res matematicos de los siglos xvitr y xix dejaron contribuciones no-
tables a la mecanica celeste en esa era cuantitativa. Pero el teorema de
Bruns [17], en 1887, mostrando que en el problema de tres cuerpos
no existen integrales primeras algebraicas (en las variables posiciomn
y momento) independientes de las diez clisicas asociables a simetrias
evidentes, y los resultados (jincorrectos!) de Poincaré [18] (1890)
sobre la divergencia de los desarrollos en serie de Laplace y otros,
marcaron el fin de esta era, y el nacimiento del actual periodo cua-
litativo, del enfoque geométrico global, en el que los métodos anali-
ticos, locales, dejan paso a otros, mas ricos y poderosos, de topolo-
gia diferencial. Tras Poincaré, nombres como Birkhoff, Kolmogorov,
Siegel, Arnold, Moser, Smale, Thom y otros pocos transforman la
vieja mecanica en una.fecunda teoria de los sistemas dindmicos [19],
donde la combinacién de argumentos locales con técnicas de anilisis
global, y la introduccién de conceptos nuevos como genericidad,
atractores extrafios; estabilidad estructural, etc., no sélo permiten
concluir la existencia de soluciones cuasi-periddicas en el problema
de tres cuerpos, sino también dar un primer gran paso (Ruelle-Ta-
kens [20]) hacia el entendimiento de la turbulencia intrinsece, sin
los claros defectos de la teoria de Landau-Hopf. La ausencia de
atractores extrafios en sistemas lineales indica el peligro en despre-
ciar términos no-lineales; sin éstos, los fenémenos turbulentos y
cadticos no cabrian en la naturaleza.

Hemos dicho que la gravedad newtoniana proporcioné un siste-
ma dindmico no-lineal de un nfimero finito de grados de libertad,
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«de importancia clave para los desarrollos antes mencionados.” Ana-
logamente, la teoria einsteiniana de la gravitacién ofrece el ejemplo
-mas fundamental de sistema. no-lineal con infinitos grados de libertad.
Ias ecuaciones de Einstein Ein (g) = 8= T (tensor de Einstein =
= tensor de energia-momento) forman un conjunto de 10 ecuaciones
en derivadas parciales para el tensor métrico g. Como toda fuente
de energia (en particular, el propio campo gravitatorio) afecta a la
‘métrica, Ein (g) depende de g en forma no-lineal. Estamos. pues,
-en presencia de un intrincado sistema no-lineal, sometido ademas &
ligaduras (identidades diferenciales de Bianchi). A pesar de su difi-
<ultad, se ha logrado demostrar [21] que la parte evolutiva (en el
formalismo Dirac-cADM) de las ecuaciones de Einstein representa
-un flujo hamiltoniano en la variedad simpléctica T* & (fibrado L2-
cotangente a la variedad & de métricas riemannianas C* sobre una
seccion espacial E del espacio-tiempo, con estructura simpléctica glo-
‘balmente constante), que deja estable el conjunto (genéricamente sub-
variedad) definido por las ligaduras. Y precisamente esta subvariedad,
para las ecuaciones de Einstein en el vacio Ein (g) = 0 (esto es,
Ric (g) = 0), admite una foliacién en 6rbitas dinidmicas naturalmen-
te isomorfa al espacio de grados gravitacionales de libertad, sobre
Ja que se tiene una estructura simpléctica inducida por la canédnica
«de T* &. Los formalismos de cuantificacién dé Segal (o de Kostant-
Souriau) quizds permitan en un futuro préximo aprovechar dicha
estructura para lograr la cuantificacién total (o semicldsica) del cam-
po gravitatorio.

El sistema Ric (g) = 0 es cuasilineal de segundo ‘orden. En coor-
<déenadas armoénicas este -sistema es estrictamente hiperbdlico, y el
‘teorema de Hughes-Kato-Marsden lleva a la existencia, unicidad y
-estabilidad Cauchy de solucién al problema de Cauchy para datos
iniciales en clases de Sobolev suficientemente altas (més de lo fisica-
‘mente razonable). La extensién de estos resultados al caso general
Ein (g) = 8= T (g, §) requiere, como es légico, acoplamientos mi-
mnimos de los campos ¢ a la gravitacién (con el fin de no destruir el
«caracter hiperbdlico de las ecuaciones para g) y conos de propaga-
«<ién para las ecuaciones de esos campos que yazcan en (o sobre)
los conos de la geometria. A pesar de estos avances recientes, sigue
abierto el problema basico de relacionar las singularidades dinimicas
-que impidan la existencia de solucién al problema de Cauchy para
todo tiempo, con las singularidades del tipo analizado por Hawking-
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Penrose (incompletitud geodésica esencial), inevitables en colapsos
gravitacionales préximos a simetria esférica.

El enfoque twistor de Penrose [22], en el que los puntos del es-
-pacio-tiempo M plano son entidades derivadas de estructuras mas
fundamentales, los twistors, parece destinado a altas empresas. Si
los spinors SU(2) son «raices cuadradas» de los vectores de R® (ho-
momorfismo SU(2) — SO(3)), los twistors sonlo del conjunto
inomento lineal-momento angular de particulas de masa nula:
'SU(2,2) —> C!(1,3) (componente conexa de la identidad en el grupo
«conforme del espacio de Minkowski M® compactificado). Un twistor
.2'€ C* de norma nula, y todos los X z, A 55 0, determinan una misma
‘geodésica nula (trayectoria de una particula clasica, sin spin, y de
‘masa nula); en cambio un twistor de norma distinta de cero deter-
‘mina el momento y la helicidad de una particula de masa nula, con
'spin, no estrictamente localizada. El paso de M a su complexificado
'C M permite borrar estas diferencias. Una geodésica nula en CM
aparece pues como un elemento (twistor proyectivo) de C*/C*~C P3,
¥ un punto » € M, vértice de un cono caracteristico, como una recta
en este espacio proyectivo. Si se acepta como bisico el objeto twistor
(razén profunda puede ser la unificacién que logra el twistor del
Tlenguaje real de la mecanica clisica y del lenguaje complejo de la
fisica culntica a nivel mis fundamental, el de la geometria del es-
pacio-tiempo, y que sélo es posible porque. nuestro universo es 4-
«dimensional y de signatura (1,3)), repito, si se acepta como basico
¢l concepto twistor, una cuantificacion de la geometria que respe-
‘tase esta estructura twistor «difuminarian cada punto del espacio-
tiempo y no sus rayos de luz. Es decir, el principio de indetermina-
«i6n afectaria de forma esencial a la mistna arena donde ocurren los
sucesos fisicos. Aunque el programa twistor hillase atn en fase
-adolescente, ha cosechado ya éxitos notables, consecuencia en dltima
instancia del uso que propicia de funciones holomorfas. Y por ejem-
plo, la biasqueda de las soluciones auto-duales a Ric (g) = 0 en un
-espacio-tiempo complejo o real euclideo (instantomes gravitacionales)
:se transforma, en el lenguaje twistor, en un problema puramente
-algebraico de cohomologia de haces. He aqui dos hechos significa-
tivos: primero, existencia de una transformacién (la de Penrose en
este caso) que algebriza un problema diferencial; segundo, existen-
«ia de una relacién insospechada entre un problema fisico no-lineal
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(gravitacién einsteiniana) y la geometria algebraica. Mas adelante:
encontraremos conexiones parecidas en otras areas de la fisica.

DE LAS ONDAS DE AGUA A LAS ONDAS DE SPIN

Cuando la mas simple de las leyes de'la naturaleza, la ley de la.
gravitacién, conduce a ecuaciones no-lineales de dificil analisis, a
nadie sorprenderd que otro tanto o.mas ocurra en la dinamica de
sistemas complejos. De éstos, los hay estrictamente fisicos, con leyes.
de interaccién complicadas, pero conocidas en mayor o menor grado.
Y a pesar de que su extrema diversidad pudiera convertir la preten-
sion de su estudio en propdsito analogo al de una zoologia de los
no-primates, veremos cémo apunta un cierto fundamento racional y
unificador de los mismos. Seran moativo de nuestra atencién prefe-
rente. . S

Pero también en otras ciencias experimentales, como la quimica,.
la biologia y la medicina, irrumpe con fuerza la descripcion no-lineall
al simplificar, en esquemas matematicos manejables, comportamien-
tos dindmicos enormemente enrevesados y a veces mal conocidos..
Béstenos citar [23], por ejemplo: i) teoria de reacciones fisico-
quimicas, autocataliticas, ii) modelos de biosintesis de proteinas, iii)
dindmica de poblaciones anfitrién-parasito, iv) modelos de evolucion
prebidtica, v) farmacodindmica de las relaciones dosis-efecto y tiem-
po-efecto, vi) modelos epidemioldgicos, y vii) difusién del potencial
eléctrico a lo largo de los axones. Mencién muy especial merecerr
las estructuras disipativas que pueden surgir en sistemas abiertos,
no-lineales, - a distancia del equilibrio superior a una critica. La me--
moria que guardan de la perturbdcién origen, y la informacién que-
propagan, les aseguran un papel importante en cualquier discusién
cientifica sobre el origen de la vida. La reaccién orgénica de Zhabo-
tinski-Belusov, y la distribucién de pH a través de membranas arti-
ficiales, sumergidas en un medio uniforme de glucosa y urea, som
muestras claras de estas estructuraciones espacio-temporales disipa-
tivas. La agregacién celular en colonias, los procesos reguladores:
como la glicolisis, el desarrollo y la morfogénesis, son, entre otros
muchos, fenémenos importantes con obvias estructuras de orden, ya
espacial, ya temporal, que han recibido algunos enfoques, por su-
puesto simplificados, en el sentido anterior.

Mas volvamos a la fisica. Cierto dia de agosto de 1834; el inge-

12



mniero y arquitecto naval escocés John Scott-Russell tiene un encuen-
tro fortuito con un fendmeno bello y singular, que excita su imagi-
mnacién cientifica y poética. Oigamos su propio relato [24]: «Estaba
.observando el movimiento de un bote ripidamente arrastrado por
-un par de caballos a lo largo de un canal estrecho cuando de repente
€l bote se detuvo —aunque no la masa de agua en el canal que habia
puesto en movimiento ; ésta se acumuld alrededor de la proa en es-
tado de violenta agitacién, y luego, stibitamente, dejandolo atras,
avanzé mis deprisa, en forma de una gran elevacién solitaria, un
monticulo de agua redondeado, suave, bien definido, que siguié su
-marcha por el canal aparentemente sin cambio de forma ni disminu-
cién de velocidad. Lo segui a caballo, y al darle alcance seguia des-
plazdndose a unas ocho o nueve millas por hora, manteniendo su
forma original de unos treinta pies de largo por un pie o pie y
medio de alto. Su altura disminuia gradualmente, y después de per-
seguirlo durante una o dos millas lo perdi en las revueltas del canal».

¢ A qué se debia la admiracion de Scott-Russell, supuesto experto

en hidrodindmica, ante la visiéon de esta onda que llamoé «onda soli-
taria» o «gran onda de traslacién»? En esa época la mayoria de los
especialistas en ondas aceptaban que, aun despreciando la friccién,
las ondas de agua en canales rectangulares debian cambiar de forma
al avanzar, pronunciando su pendiente frontal y disminuyendo la de
st cola. Un argumento de Airy apoyaba la creencia: si la velocidad
de propagacién de ondas de gravedad infinitesimales venia dada por
la férmula de Lagrange v = (g h)Y/2 en funcién de la profundidad
h de las aguas, era de esperar que, para ondas finitas, las crestas
avanzasen mas deprisa que los valles, y.por tanto, que no existieran
ondas libres de deformacién en su movimiento. De aqui que Scott--
Russell en su Report on Waves (impoftante. documento cientifico
que recoge sus cuidadosas observaciones sobre el particular, tales
como que la velocidad de la onda solitaria depende de su amplitud,
y que una onda inicial arbitraria se desintegra en una onda principal.
«de traslacién y otras residuales que le siguen rezagadas) reclamase
la atencion de los matemaiticos, para que éstos, a posteriori, diesen
'con una demostracién a priori. En 1877 Boussinesq, en su monumen-
‘tal memoria Essai sur la théorie des eaux courantes, presenta un
_tratamiento analitico de esta onda, revelando la importancia de un
detalle esencial: la dispersién, que al hacer de la velocidad de fase
funcién no constante de la longitud de onda, introduce justamente
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el efecto que puede contrarrestar la deformacion que, segun Airy,
produce el caricter no-lineal. Y asi es: Korteweg y de Vries [25],
en 1895, presentan la ecuacién precisa para explicar el fenémeno ob--
servado por Scott-Russell, Esta ecuacién (#, —6 % ths + trer =0, en
unidades y referencial inercial convenientes) conocida bajo el acré-
nimo KdV, incorpora el balance perfecto entre dispersién y efecto
no-lineal, y entre sus soluciones tipo onda viajera (esto es, de la.
forma u (x,t) = ¢ (#+ — v t)) figura la onda solitaria de Scott-Rus-
sell, y otra periddica (la onda croidal).

Cerrado con esto un debate de medio siglo, la écuacion KdV
queda relegada a un largo e incomprensible olvido, reproche éste del
que no escapa la propia comunidad matematica. Pues la ecuacién
KdV es, después de todo, la mas simple de entre todas las ecuacio-
nes en derivadas parciales no-lineales, no-clisicas [26]: tiene sélo
dos variables independientes, no es de primer orden (€stas estan biem
estudiadas y se resuelven, por ejemplo, por el método de caracteris-
ticas), ni de segundo orden (como son todas las clisicas de fisica:
matematica), es de tercer orden en una sola de las variables, de
primer orden en la otra, y no es lineal. Finalmente, su no-linealidad
es la mas sencilla (cuadritica) compatible con invariancia galileana.
No obstante sus aspectos de inocente simplicidad, la ecuacién KdV
se ha revelado, en estos dltimos quince afios, como fuente riquisima
de conceptos fisicos y técnicas matemiticas capaces de revolucionar
la interpretacién de muchos fenémenos naturales y areas completas.
del anilisis no-lineal.

La cibernética fue eficiente comadrona del alumbramiento feliz,.
confirmando el presciente optimismo de von Neumann [27], quiem
escribia en 1946 : «Nuestros métodos analiticos actuales no son apro-
piados para los importantes problemas que surgen en conexién corr
las ecuaciones en derivadas parciales, no-lineales, y de hecho, cow
cualquier tipo de problema no-lineal... nos enfrentamos con una im-
portante dificultad conceptual que tiende a oscurecer las grandes re-
gularidades fisicas y matematicas que existen... Los ordenadores.
realmente efectivos pueden, en el campo de las ecuaciones en deri-
vadas parciales no-lineales y en otros de acceso hoy dificil o impo-
sible, proporcionarnos las ideas heuristicas que todas las partes de
las matemdticas han necesitado para un progreso genuino, ... y con-
ducirnos por ultimo a importantes avances analiticosy. En 1955, unos
meses tras la muerte de Fermi, se hacen pablicos [28] los resultados
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sorprendentes que obtiene con Pasta y Ulam, y la colaboracién espe-
cial del MANIAC I de Los Alamos: una red unidimensional de 64
masas iguales, con interacciones anarmoénicas entre vecinos proxi-
mos, jno termaliza! La no-linealidad, contra lo esperado (la facili-
dad del uso indiscriminado de la «regla de oro» de Fermi para el
calculo de tiempos de relajacién propiciaba la creencia del efecto-
termalizador de cualquier no-linealidad), no inyecta energia en mo-
dos normales cada vez mas excitados. Por el contrario, la. distribu-
cién inicial de energia entre modos recurre periddicamente, con pre-
cisién del 1-2 por 100, y este tiempo de recurrencia (periodo FPU,
que generalmente puéde ser muy inferior al de Poincaré) incluso:
disminuye al aumentar la constante de anarmonicidad.

Aunque casi simultémeamente Kolmogorov [29, 19] demostraba
su famoso teorema (que, perfeccionado, se conoce como teorema de:
Kolmogorov-Arnold-Moser) sobre persistencia de toros invariantes.
bajo pequefias perturbaciones de flujos hamiltonianos integrables,
que implicaba, para no-linealidades muy pequefias, la falta de terma-
lizacién para casi toda configuracion inicial, la recurrencia FPU
cobra nuevas e inesperadas perspectivas cuando en 1965 Zabusky y
Kruskal [30], en sus investigaciones numéricas sobre ondas MHDr
en plasmas sin colisiones, se topan con una recurrencia aniloga en:
la KdV periédica, con dato inicial sinusoidal (versién «suavizaday
del problema FPU en el limite continuo), y descubren el solitdn
(KdV). Con este nombre bautizan a las soluciones viajeras «locali-
zadas» (especificamente en C%) de KdV, en que se rompe gradual-
mente el dato inicial, y que mantienen su identidad (forma, am-
plitud y velocidad) tras colisiones mutuas. Aunque en la zona de
interaccién (fuertemente no-lineal) de dos o méis solitones parezca.
que éstos pierden su individualidad, puede decirse que la mantienem
de forma innata, pues emergen de la zona como si de colisiones elas—
ticas entre particulas se tratase. Tan sélo sufren sendos desplaza--
mientos respecto de las posiciones que ocuparian en ausencia de los
otros. ;Acaso escapd esta maravillosa propiedad de las ondas soli-
tarias a los ojos expertos de Scott-Russell? En un informe presen-
tado en 1838 ante la Asociacién Britinica para el Progreso de las
Ciencias, afirmaba [31]: «Las grandes ondas primarias de traslaciom
se atraviesan entre si sin cambio alguno...». Aunque estas ondas po-
siblemente correspondan a las dos familias de ondas solitarias de la
ecuacién mas completa de Boussinesq, viajando en sentidos opues—
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tos, no se menciona en el informe la base experimental de tal aserto,
ni aparece la observaciéon en su informe completo de 1844, De aqui
la creencia [26, 32] de que Scott-Russell no «vio» solitones KdV,
apoyada también en el papel secundario que atribuyé a las ondas re-
siduales que acompafian a la gran onda de traslacién tras la desinte-
gracién de una onda inicial arbitraria y que Zabusky-Kruskal mos-
traron ser versiones reducidas de la onda principal.

El histérico hallazgo de estos fisicos permitio, primero, entender
€l fendmeno FPU (e incluso. estimar acertadamente el periodo de
recurrencia) como recomposicién cuasi-periddica de la configuracion
inicial analizada en solitones ; segundo, aprender [33] que el soliton
mejora la capacidad de una red para el transporte de energia y que
su presencia indestructible explica la impotencia de la no-linealidad
para engendrar armonicos superiores y el fallo concomitante de la
ley estadistica de Fourier para la conduccién térmica, y tercero, des-
pertar un extraordinario interés de matemiticos y fisicos por este
tipo de estructuras.

Contribuciones importantes empiezan a sucederse con gran rapi-
dez (1967-68): -Lax [34] da la primera demostraciéon analitica de la
indestructibilidad de pares solitonicos para KdV, Miura [35] pre-
senta una remarcable transformacién no-lineal, tipo Riccati, que ge-
neraliza la de Hopf{-Cole y relaciona una solucién de KdV con una
de KdV, (ecuacién KdV modificada, en que #? 4, reemplaza a u uy)
¥y que, por un lado, utilizan Miura, Gardner y Kruskal [36] para de-
mostrar que KdV y KdV, poseen infinitas leyes de conservacién dis-
equivalentes y polindmicas en # y sus derivadas, y por otro, lleva a
estos mismos autores (mas Greene [37]) a descubrir que bajo el fiujo
KdV no-lineal #, = K [#] = 6 # %y — #zy, los datos espectrales S,
del -operador de Schrédinger Q, = — d2/d 2* + u (#, t) (esto -es,
valores propios discretos, constantes asociadas para los estados liga-
dos, y médulos y fases de las amplitudes de reflexién y transmisién)
varian linealmente, con velocidades independientes de u. La recupe-
rabilidad de # (#, ) a través de S, via el método inverso de la difu-
sion de Gel'fand, Levitan y Marchenko [38, 39], les permitird resol-
ver exactamente el problema de Cauchy para KdV a través de un
problema lineal: 1) Dada  (0) = u (., 0), determinese S,,; 2) a
continuacién, mediante un flujo lineal conocido, obténgase S, (,;
v 3) apliquese el método inverso de la difusién para deducir « (¢)
de S, (). Incluso los pasos primero y dltimo tienen que vérselas con
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ecuaciones lineales (la de Schrédinger y la ecuacién integral de
GLM, respectivamente). En opinién de muchos, quizds sea este des-
cubrimiento de GGKM un hito decisivo en las matematicas del si-
glo xx. Simultdneamente, Lax [34] expresa el método de GGKM
de manera elegante y general: «Dado un flujo u, = K [#], La-
llense, si se puede, un par Q, M de operadores lineales en un espacio
de Hilbert, dependientes de # (y a su través de z) tal que i)
Q.= [Q, M], ii) M =—M+ Sj existe tal par de Lax, el flujo
u, = K [u] serd isoespectral para O, y en particular, los autovalo-
tes de Q se mantendran constantes en el tiempo. Cuando ademas
€l operador QQ admita una descripciéon espectral asintética (directa e
inversa) a través de una teoria de difusién de forma que el movi-
miento de los datos espectrales bajo la familia unitaria uniparamé-
trica engendrada por M sea simple, la integraciéon del flujo original
u, = K{{u] habrase reducido a la de este flujo simple en los datos
espectralesn. No sélo el flujo KdV cae en este esquema. Lax encuen-
#ra toda una coleccién numerable K; [#], 7 =1, 2,3, ... de flujos
isoespectrales para el operador de Schrédinger Q,=—d*/dx* + u,
«que mueven linealmente los datos espectrales de Q. Al escribir KdV
como sistema hamiltoniano (Gardner {40]) de dimensién infinita, con
d/d x como operador simpléctico, los flujos K; resultan ser flujos
‘hamiltonianos, procedentes de las constantes de movimiento de KdV,
conmutativos dos a dos y funcionalmente independientes. Esto hace
sospechar ‘que KdV sea integrable como sistema dinidmico. Y Fad-
«deev, Zakharov [41] lo demuestran en 1971, siendo precisamente los
datos espectrales S, de Q, las variables accién-dngulo que linealizan
€l flujo. He aqui pues a la ecuacién KdV como el primer ejemplo
conocido no trivial de sistema dindmico integrable con un nfimero
infinito de grados de libertad.

La rareza de estas propiedades de la ecuacién KdV (infinitas leyes
«e conservacién, integrabilidad, solitones) relegarian su interés a mera
curiosidad, de no haberse encontrado otros muchos sistemas evolu-
tivos que las comparten; sistemas, ademdis, que representan aproxi-
maciones a diversos problemas fisicos. L.a ubicuidad del solitén es
ya indiscutible [42, 43, 44, 45, 46]. Los océanos, la atmésfera, las
redes, los plasmas, los superconductores, los superfluidos, la astrofi-
sica (Jes la mancha roja de Jipiter un solitén?), etc., son ambientes
frecuentados por clientela soliténica, con normas de conducta tipifi-
«adas, entre las que destacan:
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1) KdV.—Rige la aproximaciéon dominante a sistemas ondulato-
rios conservativos, débilmente dispersivos y débilmente no-lineales.
Ejemplos: ondas i6nico-acusticas en plasmas frios, ondas de grave-
dad en aguas poco profundas, recurrencias en redes, ondas de pre-
sién en mezclas liquido-gas, etc. Estos solitones KdV se ven perfec-
tamente en algunas lineas de transmisién no-lineal y dispersiva. Al
introducir condensadores de capacidad variable con la posicién pue--
den fisionarse los solitones (choque contra inhomogeneidades). Com
los rapidos avances en la tecnologia de microcircuitos se divisa cer-
cano el dia en que sea posible realizar experimentos de solitones:
con equipos «de bolsillo». ’

2) KdV,.—Domina el comportamiento asintotico de sistemas so--
metidos a oscilaciones forzadas. Ejemplos: en ondas atmosféricas
largas dentro de un flujo horizontal con densidades verticalmente-
estratificadas, en ondas Alfven en plasmas frios sin colisiones, etc..

3) NLS (G4, = — thex — 2 | u |* u, Schrodinger no-lineal).—Do-
mina la aproximacién a la envolvente de un tren de ondas cuasi-mono-.
cromatico, en medios débilmente no-lineales y fuertemente dispersi--
vos. Ejemplos: ondas de gravedad en aguas profundas (los amantes
del «surf» conocen bien la ruptura soliténica), turbulencia Langmuir
en plasmas, voértices hidrodinimicos, etc. Los solitones NLS son de
tipo envolvente (no son ondas viajeras, y solo la onda envolvente-
es soliténica en sus propiedades), y su indestructibilidad podria
aumentar extraordinariamente la capacidad informativa de un haz
de fibras opticas.

4) SG (thex — u,: = sen u, «seno-Gordon»).—Aproximacién do--
minante a sistemas esencialmente unidimensionales con una contribu--
cién V (u) periédica a la densidad de energia potencial. Aparece em
contextos que posibilitan rotaciones de gran amplitud. Ejemplos:
conductividad eléctrica en algunos compuestos orgénicos, movimien--
to de paredeés de Bloch en cristales magnéticos, propagaciéon de-
fluxones en uniones Josephson, transparencia auto-inducida. ondas
de spin, etc. '

Esta ecuacién era muy familiar para los gedémetras de principio-
de siglo, llegdndosela a conocer como la «ecuacién fundamental de-
la geometria diferencialy. Vinculada a la descripcién de superficies
de curvatura constante, puede decirse que ya surgié en forma de-
Lax como condicién de integrabilidad del sistema lineal de Gauss--
Weingarten. Faltéles, sin embargo, a los matematicos de entonces:
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una teoria espectral directa e inversa, que las teorias cuanticas im-
pulsarian mas tarde. Por extensiéon, la inmersién de variedades rie-
mannianas en otras proporciona [47] enlaces interesantes entre ecua-
ciones lineales y no-lineales, a través de los pares Gauss-Weingarten
(lineales) y Gauss-Codazzi (no-lineales, condiciones de integrabilidad
de aquéllas). El mismo Tchebychef, en 1878, utiliza la SG para re-
solver un curioso problema «sobre el corte de vestidos», a saber,
cémo trocear un tejido para revestir con él un cuerpo cualquiera,
en la forma méas ajustada posible [48]. Sus férmulas permitirian a
Hilbert, afios después, demostrar que las seudoesferas no puedem
sumergirse en R®.

Los solitones de SG son ondas viajeras con derivada en C®. Su
salto Au = u (00) — u (—o0) es 2w Aquellas soluciones viajeras
con salto — 2= se laman antisolitones. La ecuacién SG admite es-
tados ligados solitdén-antisolitén, llamados biones o respiradores o
"pulsos épticos 0 m. KdV carece de biones, pero NLS los posee. So-
litones, antisolitones y biones participan en colisiones conservando
asintéticamente su identidad. La carga topologica (2=)"'Au =
= (nimero solitones — niimero antisolitones) es constante del movi-
miento.

Merece destacarse que ya en 1933 Seeger, Donth y Kochendér-
fer [49] habian hallado algunas soluciones analiticas de caricter mul-
tisoliténico para SG, que redescubren Perring y Skyrme [50] em
1962, tras ver numéricamente la indestructibilidad de las ondas via-
jeras de SG en procesos de colisién. Estos autores, animados por el
comportamiento tipo particula de tales soluciones de la ecuaciém
relativisticamente invariante SG, Hamaron «mesones» a los biones
antedichos.

El solitén SG en uniones Josephson largas es el fluron, o quantunm
de flujo magnético. Su estabilidad, y décil reaccién a estimulos elée--
tricos, tal vez le reserven un interesante futuro como bit bisico emr
sistemas de informatica. '

Al incidir un pulso EM suficientemente intenso sobre un medio:
atémico resonante, con dos niveles no degenerados, su primera mitad’
excitard los 4tomos de la primera capa del material, y la segunda
mitad del pulso inducird su desexcitacién. Con una forma adecuada
del pulso, podrd conseguirse que la energia EM de desexcitaciém
compense exactamente la perdida por absorcién, recomponiendo eF
pulso tal como entré. Por contra, si éste es poco intenso, la emisiém
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estimulada no devolverd toda la. energia empleada en excitar, y si
su intensidad es excesiva, la segunda mitad del pulso podrd afin
excitar tras haber desexcitado, con lo que ird perdiendo energia,
reajustando su tamafio hasta conseguir el equilibrio, esto es, la trans-
parencia total. En esto consiste el fenémeno de transparencia auto-
inducida, descubierto numéricamente por McCall y Hahn [51] en
1965, y describible por la ecuacién SG. Su famoso «teorema de las
ireas» sobre fragmentacién de un pulso inicial arbitrario en pulsos
individuales de 4rea (temporal) 2=, es decir, en solitones SG, se ha
visto experimentalmente confirmado [52, 43] (en iluminacién con
laser 2?2Hg de vapor *'Rb, en campo magnético intenso que rompe
las degeneraciones hiperfinas de la linea D,), permitiendo el método
de la transformacién espectral TE (ampliacion del GGKM para KdV,
que luego comentaremos) su prediccién cuantitativa precisa [53].

Finalmente, la ecuaciéon SG rige presumiblemente las ondas de
spin en la fase A del *He. Este liquido de Fermi es normal a tem-
peraturas T > 2.65 mK; pero a T = 2.65 mK y presién de 34 atm
sufre una transicién de fase de segundo orden a la fase A, y de
€sta, una de primer orden a la fase B a temperaturas y presiones
més bajas. Siendo el *He un sistema de Fermi con interaccién débil,
es de esperar alguna forma de superconductividad. Como sus atomos
tienen un spin nuclear no apareado, el mecanismo BCS sugiere aco-
plamiento de pares de spines en estado triplete de spin y momento
angular orbital relativo I = 1 .(la posibilidad mas simple, excluido
{ = 0 por el solapamiento de niicleos que implicaria). Las fases A y
B tienen propiedades magnéticas distintas. La fase A es excepcional
debido a que en ella las fluctuaciones de spin «apagan» el modo
s: =0, por lo que puede visualizarse como una mezcla de dos flui-
dos superconductores con spines respectivos s, = + 1, y con acopla-
miento mutuo muy débil de tipo dipolo-spin. En la fase B los tres.
modos s: = 0, + 1 son importantes. Mientras que las ondas de spin
en la fase A siguen, aproximadamente, la ecuacién SG, en la fase B
parece ser la SG, (ter— sy = —(senu + 2-1sen2-14)) la ecuacién
dominante, lo mismo (salvo cambio x <~ ¢) que en la transparen-
cia autoinducida entre niveles degenerados (SG.,,) [43, 45, 54].

A diferencia de la SG, las SG, (# > 2) no admiten TE ni tienen
infinitas leyes de conservacién. Sin embargo, poseen soluciones via-
jeras que, sin ser solitones en sentido estricto, aparentan muchas de
sus propiedades. Asi, la SG,, tiene un pulso solitario 4 = de doble
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joroba, amén de otros menos interesantes (0=, 28, 4n—23);
este pulso 4= es una especie de estado ligado de dos pulsos 2=
que al separarlos ligeramente dan origen a una estructura interna
de «vaivén» en que los dos pulsos componentes intercambian posi-
ciones periddicamente. El calculo numérico muestra que estas solu-
ciones «temblorosas» son estables en colisiones, y que el «temblor»
puede ser contagiado a los pulsos solitarios 4 =. Un fendémeno real-
mente llamativo, observado numéricamente, es el «juego de pidolay
en que participan pares de pulsos 2= iguales e inicialmente muy se-
parados entre si, y que describimos con lenguaje de la 6ptica no-
lineal: Al entrar el primer pulso 2= en el medio absorbente, pierde
energia, se ensancha y aplana (conservando su 4rea 2=), y se va
frenando (jhasta detenerse!). Cuando llega al medio el segundo
pulso 2=, se encuentra con un medio excitado, del que extrae ener-
gia, estrechindose y elevando su altura (de nuevo con area conser-
vada 2 =), y acelerdndose, hasta que alcanza al primero. A partir de
entonces, ve ya un medio desexcitado, y repite la historia del primer
pulso, excitando al medio y deteniéndose mas adelante ; tras lo cual,
aquel primero aprovecha coherentemente la energia del medio, re-
cuperandose totalmente de su postracién, e iniciando la persecucién
del segundo pulso. Y asi sucesivamente. La observacién experimental
de este fendémeno serd posible cuando se disponga de celdas de difu-
sién con vapor metalico mayores que las actuales (~ 2 mm frente a
los ~ 15 cm que se estiman para un salto de pidola en vapor de Na).
Los solitones de vaivén han sido observados en transiciones 'Dl en
vapor de Na [55].

Aparte de las ecuaciones sefialadas (KdV, KdV,, NLS, SG) exis-
ten otras [Hirota, Boussinesq, 8WRI (interaccién resonante de 8 on-
das), Kadomtsev-Petriashvili, étc.] que también exhiben, total o par-
cialmente, el fenémeno solitén.

Entre los sistemas discretos, ocupa un lugar destacadisimo la red
de Toda [56]: una cadena de N masas iguales, interaccionando cada
una con sus proximas vecinas de forma exponencial (V (x) =
=ablexp(—bax) + axr—ab?). Casos especiales son la red
infinita (N = 00), la red periédica (#y,;, = ,), vy la red de ex-
tremos fijos (%, = — 00, #y,, '= ). Variando convenientemente
los parametros e, b pueden obtenerse la red armémica y la red
de esferas duras (anarmonicidad méaxima) como situaciones k-
mite. Toda llegé a su red en 1967 motivado por la recurren-
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cia FPU, que sugeria falta de ergodicidad en redes no-lineales,
y por ende la posibilidad de encontrar algln tipo de red no-lineal
integrable. Resultados numéricos de Saito et al. [57] con una red
exponencial de dos particulas y condiciones de contorno fijas, ana-
lizados con el método seccional de Poincaré, indicaron pronto la
existencia de una nueva constante del movimiento, aparte de la ener-
gia. Hénon [58] demostré que la red de Toda peridédica, con N
particulas, posee N constantes del movimiento independientes, y
Toda y Wadati [59] hallaron soluciones de la red infinita que repre-
sentan pares de solitones en interaccién. Pero se debe a Flaschka [60],
en 1974, el brillante descubrimiento de acertar a expresar el sistema
dindmico de Toda a través de un par de Lax. De este modo no
s6lo se simplificaba la discusién de la integrabilidad, sino que la
versién discretizada de Case y Kac [61] de la transformacién es-
pectral permitia resolver explicitamente la evoluciéon para todo dato
inicial de la red infinita, y en particular, analizar de manera completa
su fragmentacién en solitones y fondo.

DE FOURIER A LA TRANSFORMACION ESPECTRAL

Destacabamos antes el hallazgo de GGKM como fundamental en
¢l analisis no-lineal. Y quizds no sea exagerado parangonarlo en im-
portancia con la transformaciéon de Fourier (1807) (discreta o conti-
nua), que permite a los cientificos reducir problemas diferenciales
lineales a cuestiones algebraicas, o descomponer sistemas evolutivos
lineales en superposicién de modos independientes con flujos unidi-
mensionales lineales. Frente a mas de un siglo de elaboracién de
las técnicas de Fourier, los trece afios de existencia del método in-
geniado por GGKM (y las generalizaciones subsiguientes) son afin
escasos para revelar toda su potencialidad, mixime si se analizan de
cerca sus diferencias con el de Fourier para apreciar la mayor difi-
cultad en su aplicacién,

En 1971-72 Zakharov y Shabat [62] se las ingenian, por un lado,
para llevar la ecuacién NLS a un par de Lax, y Wadati [63] lo con-
sigue para la KdV,. A continuacién, Ablowitz, Kaup, Newell y Se-
gur [64] ofrecen un procedimiento sistematico para hallar todos aque-
los flujos isoespectrales (g, »); = K [g, #] de un operador particular
Q= —ied/dv—igs, + irc_(no necesariamente autoadjunto, y
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que generaliza el de Zakharov-Shabat), que.mueven de forma senci-
lla (que resulta lineal) los datos espectrales S¢, ,» de Q. De esta forma
:se consigue una ampliacidén sustancial de los sistemas hamiltonianos
integrables conocidos, que comprendera todas las ecunaciones que
‘mencionamos anteriormente y que.poseen solitones en sentido estric-
to. Extensién distinta, pero unificadora y muy general, logran luego
‘Wadati y Kamijo [65] tomando Q del tipo Schrédinger matricial,
-que finalmente, a partir de 1975, Calogero y Degasperis [66] gene-
ralizan drasticamente con técnicas ‘wronskianas. Aparte de permitir
la consideracion de algunos problemas matematicos con més de una
dimension espacial, el método de Calogero y Degasperis ha mostra-
do estructuras curiosas («boomerons», «zoomerons», «trappons») en
ciertas ecuaciones, con las caracteristicas sugeridas por su nombre,
'y que se asemejan a solitones en campos externos.

La transformacién espectral (TE) es la esencia decantada de todas
-estas contribuciones. Traslada el problema de integracion de un sis-
tema evolutivo no-lineal en derivadas parciales #, (x, t) = K [u] al
problema trivial de integracién de un sistema evolutivo lineal dife-
rencial ordinario s, (k, t) = A (k) s (B, £). ¢Coémo? Asociando al
-problema inicial, cuando sea posible, un operador lineal Q,, que
admita una teoria de difusion directa e inversa # <— S, (datos es-
pectrales), y tal que la imagen de u;, = K [#] en el espacio espectral
sea lineal. Generalmente (aunque ro es necesario) el flujo original
s isoespectral para Q, (componente entonces de un par de Lax),
'y S. consta de una matriz de amplitudes de reflexion R (&, t), k € R,
y de un niimero finito de valores propios complejos aislados, con sus
-correspondientes matrices de normalizacién. Si para simplificar la
-exposicién suponemos que los «potencialesn que intervienen en Q,
decrecen a cero, cuando | # | —> 00, mis deprisa que cualquier ex-
ponencial, entonces R (k, t) es restriccion de una matriz meromorfa
en R + i R*, con un ntimero finito de polos simples en el semiplano
imaginario positivo. Las posiciones de estos polos y los residuos
de R en ellos son los restantes datos que, con R (k, t), completan
S.. Cuando R(k,0) =0, VE€R, y la ecuacién cae en la clase de
‘Wadati-Kamijo (KdV,,,, NLS, SG, Maxwell-Bloch reducidas, etc.),
# (¥, t) es una solucién multisoliténica pura, que asintéticamente en
t aparece fragmentada en los diversos solitones caracterizados por
esos polos y residuos, con amplitudes, anchuras y velocidades (cons-
tantes) relacionadas entre si. La presencia de reflexiéon R (&, 0) =£9
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da origen a un «fondo de radiacion». En la clase mas amplia de
Calogero 'y Degasperis, los polos pueden dar lugar a comportamien-
tos mAas ricos, con estructuras de velocidad no constante, como los
«boomeronsy y «trappons» mencionados. Las expresiones analiticas
de las soluciones multisoliténicas, o de estas tltimas, se obtienen
mediante la ecuacién integral de GLM (con nficleo en ese caso de-
generado).

Siendo clara la analogia entre la transformacién espectral y la
de Fourier, resaltemos sus diferencias: i) Mientras u & # (trans-
formada de Fourier de %) es lineal, ¥ <— S, no lo es; ii) Las fun-
ciones base exp (¢ k£ #) de Fourier no dependen de la funcién # a
desarrollar, y su superposicion es lineal ; por contra, la base para la
espeétral depende de u, y sus elementos se superponen de forma no-
lineal ; iii) Aparte del continuo comin % € R, el espectro para la TE
contiene elementos complejos (que son los que dan lugar a los soli-
tones).

Cuando sé buscan soluciones infinitesimales al flujo u, = K [#],
y por ende el operador de Schrédinger asociado Q, carece de es-
pectro ligado (la matriz potencial es demasiado pequefia), la matriz
de reflexién es esencialmente la transformada de Fourier de la po-
tencial (aproximacién de Born), y las transformaciones espectral y
Fourier confluyen (los efectos no-lineales son despreciables en ese
limite).

El principio de superposici()n lineal, tan atil en la fisica, parece
perderse en la jungla no-lineal. Sin embargo, enn algunos problemas
no-lineales, se saben «componer» dos o mis soluciones para engendrar
otra. Recordemos, por ejemplo, que la razén doble de 4 soluciones
de una ecuacion de Riccati es constante, y por tanto, conocidas tres de
sus soluciones, de inmediato podemos algebraicamente hallar otra. Ya
con Abel (1826) surge la idea de superposicién no-lineal de soluciones,
que Vessiot (1893) explora para ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden. Una sistematizacién del problema se debe a jones
y Ames [67], y quizis resulte curioso saber que algunos sistemas
diferenciales lineales poseen un continuo de principios de superposi-
cién no-lineales. La transformacién espectral brinda un método sen-
cillo, y al mismo tiempo poderoso, para la blisqueda sistemitica de
tales superposiciones no-lineales. Consiste en el uso ampliado de la
transformacién que Bécklund (1875) [68] obtuvo en sus investigacio-
nes sobre seudoesferas (problema regido por la ecuacién SG), y de
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la que Bianchi (1902) [69] logré probar un teorema de permutabili-
dad, que obvia el uso de cuadraturas para sacar una solucion u, a.
partir de otra u, arbitraria, y dos u,, u, obtenidas de u, por trans-
formaciones Bicklund. (Esta técnica fue utilizada por Lamb (1971)
[70] para hallar expresiones analiticas de soluciones de SG con N
solitones.) Dentro del esquema TE, la introduccién de una Backlund
elemental se logra [66, T1] mediante una simple modificaciéon de los
datos espectrales S, B> S,,, conmutativa con el flujo espectral, y que
en términos de u, #’ aparece como una ecuacién en derivadas par-
ciales segtn x, de primer orden, cuasilineal. Los nuevos datos S,-
suponen cambios de fase en R (%, ), variacién en las matrices de
normalizacién de los niveles ligados de S,, y posiblemente la adicién
de un nuevo valor propio (es decir, en la introducciéon de otro soli-
ton). El cardcter multiplicativo de estos cambios espectrales imprime
naturaleza abeliana a tales transformaciones Bicklund, lo que a su
vez asegura la existencia de teoremas de permutabilidad (como el de
Bianchi-Wahlquist-Estabrook para KdV) que generalizan al de Bian-
chi para SG. No en balde subyace la ecuacién de Riccati en las en-
trafias de la transformacion espectral.

Un enfoque cartaniano directo de las Bicklund, potencialmente
eficaz pero tedioso en la practica, consiste en las estruciuras de pro-
longacién de Wahlquist y Estabrook (1975) [72]. Representando un
sistema no-lineal mediante un ideal I de formas exteriores (cerrado
bajo derivacidén exterior) en una cierta variedad M, se define como
prolongacién de I un ideal 1" en otra variedad M’ obtenida de M por
fibracién (n : M"— M), tal que I"’D=*1I, d "< I'. Todo difeo-
morfismo de variedad ¢ : M" — M’ satisfasciendo ¢* =* I < I’ pro-
duce una Backlund en sentido de Wahlquist-Estabrook. Los sistemas
diferenciales lineales que aparecen en el método TE provienen de
casos particulares de familias Biacklund uniparamétricas B, obtenidas:
con fibrados vectoriales. Bajo esta amplia perspectiva de las trans-
formaciones Bicklund como relaciones diferenciales entre pares de
soluciones, el teorema de permutabilidad de las B, ha de interpre-
tarse en sentido de correspondencias.

Aplicacién destacada del conocimiento de B, es la construcciém
explicita de series infinitas de leyes de comservacién bajo #, = K [wu]
(polinémicas si K lo.es). El conocimiento de éstas importa por su
informacién sobre la variedad de soluciones, por el control que per-
mite ejercer sobre la integracién numérica del sistema evolutivo, y
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para anilisis de estabilidad. Acostumbrados a vincular leyes de con-
servacién con simetrias de sistemas, quizas debiera conjeturarse que
los sistemas (como KdV, ,, SG, NLS, etc.) con esa profusiéon de
.constantes del movimiento (cargas) poseen infinidad de simetrias
«ocultas, y que sus manifestaciones soliténicas son consecuencia de
tener que «recordar» la solucién tal conjunto de cargas. Y asi es,
en efecto, para KdV, como ha probado Wadati [73]. Sin embargo,
multitud (pero no genérica) de sistemas evolutivos lineales (y por
tanto carentes de solitones, al menos interaccionantes) poseen infini-
tas leyes de conservacién disequivalentes [5, 11], que incluso forman
un conjunto completo [15, 16] en muchos casos de interés (Klein-
‘Gordon, Dirac, Maxwell). Por tanto, no basta con la existencia de
- infinitas cargas para asegurar la de soluciones soliténicas. Es muy
plausible que ambas circunstancias concurran sélo si el sistema dado
s no-lineal e invariante bajo un grupo de Lie-Bicklund local de
transformaciones de simetria de dimensién infinita [74]. Sea como
fuere, el estudio local de tal sistema, en bisqueda de sus leyes de
«conservacion y/o simetrias infinitesimales, puede proporcionar infor-
‘macién valiosa acerca de posibles familias Backlund uniparamétricas
e integrabilidad TE. Su andlisis sistemtico revela la rareza con que
fas leyes de conservacién aparecen, y la naturaleza singular (anun-
-ciada por Kruskal, pero nunca probada) a este respecto de KdV, .,
dentro de amplias familias de ecuaciones de evolucién no-linea-
les [6, 7, 10, 14]. Finalmente, una universalidad lagrangiana [12, 13]
permite explotar al maximo las técnicas variacionales noetheria-
mnas {4, 8, 9] para deducir leyes de conservacidn a partir de simetrias
de la accién.

La transformacién espectral (para la que existe también una ver-
si6n discreta [61]) ha sido, en resumen, un poderoso método de
integracion de muchos flujos no-lineales de gran relevancia fisica.
La inclusién posterior de campos externos en el operador Q, da
cabida a otras ecunaciones (como la KdV cilindrica, de interés en el
-estudio de plasmas frios). La version hamiltoniana integrable de
sistemas solubles via TE permite incluso elaborar una teoria muy
-efectiva de perturbaciones [75], que muestra cémo los solitones son
entidades activas, dindmicas, reaccionantes ante fuerzas externas, y
predice satisfactoriamente su comportamiento en estas circunstancias.
Y como es de esparar, la transformacién espectral se muestra supe-
Tior a otras técnicas cuando de regularidad de soluciones al problema
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«de Cauchy se trate. Asi, por ejemplo, se ha podido probar [76] que
KdV es un proceso «suavizador» (dato u (#, 0) inicial C*, C* a tro-
zos, decreciente a cero para | # | —> 00 suficientemente deprisa =—=>
=>u (x,t) es C=, V154 0), conclusién ésta mucho mais fina que
Tla proporcionada por el método usual de regularizacién parabdli-
«ca [T7]. Pero frente a tantas excelencias, se alza todavia una barrera
que limita enormemente la aplicabilidad de la TE: su extension a
-problemas de interés con dos o mas variables espaciales no ha sido
lograda. Sélo superando este reto podrd compararse en versatilidad
.con la transformacion de Fourier. En realidad, bastaria ampliar con-
venientemente el método GLM de difusion inversa a mas de una di-
mensién espacial, ya que en principio . la técnica de prolongacién de
-estructuras puede proporcionar (cuando existan) los sistemas diferen-
ciales lineales asociados a sistemas evolutivos no-lineales con nime-
ro arbitrario de variables espaciales. Hasta el momento, las aplica-
ciones de la TE a situaciones realistas como sistemas Yangs-Mills,
o ectuaciones de Einstein, se han reducido por necesidad a casos en
«que, esencialmente, hay sélo dos variables independientes [78] (Yang-
Mills autoduales, o métricas estacionarias axialmente simétricas, por
«ejemplo). Entre las muchas misiones a cumplir por la futura trans-
formacién espectral se encuentra la explicacién de fendémenos solité-
-nicos en dos o mas variables espaciales, como los vortones observados
‘numéricamente con las ecuaciones hidrodinimicas de Euler [79].

No seria justo cerrar esta seccién sin mencionar, aun de forma
sucinta, algunos resultados matematicos recientes en esta tematica
que sobresalen por su belleza geométrica. Nos referimos a la linea-
“lizacion explicita de KdV y Toda periddicas, a la brillante unificacién
lograda por Adler, via dlgebras de Lie, de los importantes resultados
«de Gel’fand-Dikii y de van Moerbeke, y finalmente, la sorprendente
generalizacién de redes de Toda integrables que Kostant ha conse-
guido a través de asociacién con diagramas de Dynkin de grupos
de Lie semisimples. '

La inaplicabilidad de la TE, basada en el método GLM de difu-
si6n inversa, a los problemas peridédicos (por la falta de un «punto
«de apoyoy en que se conozca la funcion incégnita para todo tiempo),
forz6 su integracién por otros derroteros, que resultaron ser los de
la geometria algebraica. De las aportaciones de Dubrovin, Novikov,
Its, Matveev, McKean, van Moerbeke y otros emerge la siguiente
imagen [80]: «El espacio C;° de los potenciales peridédicos u (., £)
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de periodo 1 es una foliacién de clases isoespectrales. Cada hoja es
identificable a una variedad de Jacobi real de una curva hipereliptica.
de género g (< x), igual al ntimero de lagunas o zonas finitas pro-
hibidas para el operador .de Hill Q. = — d*/d 4 + u. El conjunte
de hojas de g <o es denso en el total. Sobre cada hoja isoespec-
tral de género g finito (toro g-dimensional), parametrizada, médulos
periodos, mediante integrales de diferenciales abelianas de primera:
especie asociadas a la curva hipereliptica base, los flujos KdV K;
acthian de forma lineal conmutativa, y la inversion se expresa de
forma elegante en términos de la funcién 9 de Riemann. Por fin, los
campos vectoriales X, ..., X, de los flujos K,, ..., K, subtienden et
fibrado tangente de esa hoja, por lo que los potenciales de tal clase
isoespectral satisfacen todos ellos una misma ecuacién diferencial no-
lineal (de orden 2 g + 1)». Técnicas algebraicas anilogas, con resul-
tados muy similares, han permitido también la integraciéon de la red
periddica de Toda (Kac, van Moerbeke, Mumford). Quedan, sirr
embargo, problemas abiertos de gran dificultad e interés parejo,
como. la generalizacién adecuada del teorema de Riemann-Roch a
curvas de género infinito, anilisis cualitativo de los potenciales de-
una clase isoespectral determinada, etc. Destacaremos asimismo que:
la dimensién espacial d = 1 es la {inica capaz, en este contexto, de
soportar deformaciones isoespectrales; en dimensiones superiores,
el caricter genéricamente trivial de la variedad de Picard puede for—
zar una rigidez espectral [817.

Tanto la ecuacién KdV como la red de Toda son sistemas hamil-
tonianos integrables, que pueden escribirse en forma de pares de Lax..
Sendas ampliacio.ne‘s de estos tipos de sistemas, debidas respectiva-
mente a Gel'fand-Dikii [82] y van Moerbeke [83], presentaban se-
mejanzas tan llamativas desde el punto de vista computacional, que
sugerian una raiz comin. Y en efecto, Adler [84] la ha hallado em
el campo de las &lgebras de Lie: la estructura simpléctica propor-
cionada por la construccién de Kirillov-Kostant-Souriau a través de
la accién coadjunta, y los téoremas de involucidén [85] de naturaleza
geométrica que siguen del teorema de Kostant-Symes y sus genera—
lizaciones, proporcionan no sélo el esquema unificador, sino también:
un marco muy general para dotar de estructura hamiltoniana a otros
muchos sistemas y analizar su integrabilidad. Mientras que el alge-
bra de Lie para la red de Toda con extremos fijos es la de las ma-~
trices triangulares inferiores, apareada dualmente, mediante trazas
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«ordinaria del producto, con el espacio vectorial de las matrices trian-
gulares superiores, para sistemas KdV generalizados ese algebra
-estd formada por los simbolos de matrices operadores pseudo-diferen-
«ciales formales de tipo negativo, en par dual con el espacio de sim-
bolos diferenciales a través de una traza, la clase de equivalencia de
1a traza matricial del coeficiente «residuo» del producto de simbolos.
La naturaleza del operador M en los pares de Lax (Q, = [Q, M])
asociados, como parte positiva de una potencia fraccionaria de un
selemento del dual, favorece ademdas la existencia de relaciones de
Lenard, indicativas a su vez de involucién simultinea con respecto
.2 dos estructuras hamiltonianas distintas.

La eficacia de estas técnicas recientes basadas en descomposicio-
nes de 3lgebras de Lie y en la estructura simpléctica sobre érbitas
‘bajo la accién coadjunta parece ser extraordinaria, y subyace la inte-
grabilidad de numerosos sistemas dindmicos (aparte de los citados),
-desde el viejo problema de la peonza de Euler-Arnold, hasta los sis-
‘temas de Calogero-Moser, pasando por la red periédica de Toda
{cuya discusién en este marco requiere la consideracidén de algebras
de Lie de dimensién infinita, tipo Katz-Moody). Finalmente, un tra-
‘bajo monumental de Kostant [86] exhibe toda una familia de redes
«de Toda finitas, no-periddicas, generalizadas, y explicitamente inte-
grables, en correspondencia biunivoca con las representaciones de
dimensién finita de los grupos de Lie semisimples. Son redes unidi-
mensionales de N particulas de masas arbitrarias, con énergia po-

!z
tencial de la forma V = Er; exp ¢;, siendo las constantes »; > 0,

-y las funciones ¢; combinaciones lineales de las posiciones g, de los
-puntos de la red, de forma que la geometria de estos vectores ¢;,
«definida mediante la forma By dada por la relaciéon By (4, ) 1 =
= {¢;, {¥;, H}} a través de los paréntesis de Poisson con la hamil-
‘toniana H, sea la de un diagrama de Dynkin [es decir, By (4;, ¢;) =
= Q (=, o), donde a,, ..., »; son las raices simples de una subdlge-
‘bra de Cartan separada de un algebra de Lie semisimple, real, sepa-
rada de rango I, con forma bilineal invariante QJ]. Una vez mis, la
-geometria algebraica aflora en este analisis que Kostant promete
«completar en un futuro préximo con la integrabilidad explicita cuan-
tica de estos sistemas.
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NO-LINEALIDAD Y LA TEORIA CUANTICA

Si la fisica clasica es rica en procesos no-lineales, la teoria cun--
tica es, por contra, esencialmente lineal. Su reticulo proposicional!
es unién directa de reticulos coherentes, no booleanos, en los que
rige el principio de superposicids. Al realizar estos reticulos irredu--
cibles mediante reticulos de subespacios de un espacio lineal (que
admitimos de Hilbert sobre C), tal principio es el de la habitual su--
perposicién lineal de vectores estado coherentes, respetada por el
flujo dindmico, lineal, de Schrédinger. Por otro lado, la evolucién
de observables en imagen de Heisenberg serd generalmente no-lineal..
Aqui tenemos, pues, un ejemplo, y muy importante, de sistemas fisi-
cos no-lineales en una cierta perspectiva (imagen de Heisenberg),
pero lineales bajo otra (imagen'de Schrodinger); la integracion de
la primera imagen no-lineal se reduce en la segunda a la de un flujo
lineal, simplificable al maximo en una base que diagonalice el hamil--
toniano. El cambio «observables moéviles, base fija <—> observables
fijos, base mévil» puede considerarse como la transformacién espec--
tral para los sistemas cuanticos, y la generalidad de su existencia
contrasta fuertemente con su rareza en el caso clasico. No en vano-
las ecuaciones de Heisenberg estin ya dadas en forma de Lax, y el
flujo culntico es isoespectral para cualquier observable. Seria real--
mente interesante poseer algn control efectivo sobre el limite cla-
sico (i —> 0) para reconocer los restos, en este dominio extremo,.
de la linealidad cuintica.

El caracter lineal de la fisica cudntica, con manifestaciones abru--
madoras desde los fenémenos de polarizacién de la luz hasta las:
interferencias en la fisica de kaomes neutros, ha sido cuestionado o-
modificado en ocasiones, aunque sin eco notable. Citemos, por ejem-
plo: i) el ambicioso (pero inconcreto) programa de de Broglie [87]"
para construir una teoria intrinsecamente no-lineal, causal, con com--
portamiento estadistico gobernado por la mecanica cuintica usual;
ii} 1a evolucién no-lineal supuesta por Bohm-Bub, y especificada por-
Tutch [88], que regiria al estado cuintico durante un proceso de-
medida, y explicaria la reduccién del paquete de ondas dentro de una
teorfa de variables ocultas, con algoritmo policotémico, y iii) la pro--
puesta, por Bialynicki-Birula y Mycielski [89], de una ecuacién de-
Schrédinger con no-linealidad logaritmica (¢ In | ¢ [2), la {inica com--
patible con la separabilidad de subsistemas independientes. Este lti--
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mo modelo tiene unas soluciones estacionarias normalizables, los.
gaussones, que son paquetes gaussianos, con velocidad de despla-
zamiento constante, modulados por ondas planas de de Broglie. En
campos EM externos tales gaussones se mueven aproximadamente
como particulas cldsicas si su tamafio es pequefio, pero calculos nu--
méricos (en una y dos dimensiones) muestran que no son solitones-
envolventes en sentido estricto. La bondad experimental de la ecua--
cién de Schrédinger lineal relega el posible interés fisico del modelo
a situaciones en que multitud de otros agentes dinidmicos enmasca-
"rarian la hipotética presencia de-esa no-linealidad logaritmica.

Frente al escaso interés despertado por estas especulativas desvia-
ciones no-lineales de la mecanica culntica, resalta la creciente aten--
cién prestada a las ecuaciones clisicas relativistas no-lineales desde
la optica de la teoria cuintica de campos y de la fisica de las parti--
culas elementales. La existencia de soluciones localizadas y estables:
para muchas de esas ecuaciones sugiere, por un lado, su contempla-
cién como posibles candidatos a particulas elementales, segiin el viejo
suefio de Einstein, y por otro, enriquece de forma inesperada la es--
tructura del espacio de estados cuinticos, dando lugar a sectores
inalcanzables por la ingenua teoria de perturbaciones. Si a esto se
aflade la esperanza de que algunas de estas estructuras localizadas
pudieran ser responsables del confinamiento de los quarks se com-
prendera el esfuerzo desarrollado en el {ltimo lustro en este campo
de investigacién, algunos de cuyos hitos mis representativos no po--
demos silenciar. Ascenderemos gradualmente en dificultad: SG,
Yang-Mills, gravitacién.

La ecuacién SG culntica, con masa ((TT+ m®) uw+reseneu : =0,
en unidades convenientes) ha sido un verdadero laboratorio para los
constructivistas [90]. Quizds sea el dnico ejemplo conocido de um
modelo de campos relativista no trivial con desarrollo perturbati--
vo (en 1) convergente (cuando « = ¢*/4=<<1,m,>0,]|%| sufi-
cientemente pequefio). Su renormalizacién ultravioleta es casi tri-
vial para « <C 1, problemitica si 1 <<« << 2 e imposible para = > 2.
La teoria es super-renormalizable cuando = = 1, pero con matriz S’
trivial. En el caso de masa m, = 0, las divergencias de infrarrojo
invalidan el desarrollo perturbativo, y los solitones SG clasicos dam
lugar, para « << 4/=%, a un conjunto numerable de sectores de super-
seleccion soliténicos caracterizados por una carga topolégica entera.
En el sector normal de carga nula, hay un isomorfismo (de Cole--
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man [91]) entre SG de « <1 y: el modelo fermiénico masivo de
Thirring-Schwinger (campo de Dirac, en dimensién 1 + 1, con
autoacoplo = (@t —1) @ v*¢) (b yu ¢¥) y masa i). Bajo esta fas-
cinante dualidad, el quantum bosénico de SG aparece como un
par ligado fermi6n-antifermién, mientras que su extrapolacién
formal al resto de sectores asocia el solitdén SG (estado liga-
do coherente de bosones) con el fermién elemental del modelo
de Thirring-Schwinger. Siendo SG clasica un sistema hamilto-
niano integrable, su descomposicién en modos normales desaco-
plados pareceria conducir a una cuantificacién inmediata. Sin embar-
go, la no-linealidad de la transformacién canénica que vincula u (%, t)
y su momento canénico conjugado u. (#, £) con las variables accion-
dngulo introduce ambigiiedades en la ordenacién de productos de
operadores, dificiles de resolver. Un primer avance importante en la
metodologia cuantitativa se debe a Dashen-Hasslacher-Neveu [92],
cuya generalizacion de la aproximacién WBK a sistemas con ntme-
ro arbitrario de grados de libertad ha permitido calcular la correc-
cién semiclasica a la masa del solitén SG, y ver que el bidon culntico
tiene un espectro finito y discreto de masas. Curiosamente ‘la duali-
dad de Coleman mencionada permite probar que este espectro, calcu-
lado en la aproximacién DHN, coincide con el exacto [93]. El
«laboratorio» SG se muestra, respecto del método DHN, anilogo
al atomo de hidrégeno bajo WBK. Quizds en el futuro la conside-
racién de las infinitas leyes de conservacién bajo SG permitan tam-
bién su cuantificacién explicita, del mismo modo que la del vector
de Lenz facilité a Pauli el cilculo del espectro del hidrdégeno. Afia-
damos, en fin, que la observabilidad de estos aspectos cuanticos de
SG en fenémenos de transparencia autoinducida o en las ondas de
spin en la fase A del *He parece lejana [43, 45]. En los primeros
el espectro de masas bidnicas es demasiado apretado, cuasi-continuo
(la masa de los solitones es unos seis 6rdenes de magnitud mayor
que la de los quanta bosénicos y su estructura por ende cldsica);
en las segundas se invierte la relacién y desaparecen los biones cuin-
ticos, pero esta ausencia sélo seria detectable de forma facil a fre-
cuencias tan bajas que las ondas de spin no serian ya disociables de
las orbitales, invalidando el uso de la ecuacién SG para la descrip-
ciéon de estos fendmenos fisicos.

Los campos Yang-Mills no abelianos, con el mecanismo de Higgs
para ruptura de la simetria «gange» local evitando los bosones Gold-
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stone y generando masa, ocupan el centro de interés de las investi-
.gaciones actuales en teoria de campos. Su renormalizabilidad
('t Hooft 1971 [94]) abrié las puertas de una fenomenologia cuan-
titativa. El modelo SU(2)x U(1) unificado electrodébil de Salam-
Weinberg es el ejemplo sobresaliente que ha convencido del enorme
interés fisico de estos esquemas. Aparte del ambicioso programa de
unificacién de las interacciones - electrodébiles con las fuertes (y
.eventualmente con las gravitatorias), el confinamiento de los quarks
.es todavia la cuestién crucial que los fisicos, con modelos como la
cromodinimica cuantica (basada en las interacciones entre quarks via
gluones, con grupo SU(B)) u otros, deben explicar. Este confina-
miento es un problema de infrarrojo y las teorias Yang-Mills son
muy singulares en esta regidn, en contraste con su creciente simpli-
cidad a cortas distancias (libertad asintética). Fallando pues las téce-
nicas perturbativas para controlar cuantitativamente los procesos
confinadores, se hace inevitable el anilisis no-perturbativo. Y es aqui
cuando las soluciones clasicas, a través de sus contribuciones a las
amplitudes cuinticas via integracién Feynman sobre caminos, pue-
den desempefiar un papel privilegiado, maxime aquellas que sefialen
sectores nuevos en el espacio de estados cuanticos [95]. La obstruc-
<ion del argumento de Derrick-Coleman a la existencia de solucio-
mes estaticas localizadas (energia finita) en modelos como Klein-
Gordon no-lineal para dimensién espacio-temporal d + 1, d > 2,
desaparece para d'< 4 con la adicion de campos Yang-Mills, mini-
malmente acoplados a los campos Higgs, y emerge una posible fami-
lia de sectores clasicos, topolégicamente estables, coordinable con
el grupo de homotopia =4, (C) del espacio de ceros (supuesto sim-
plemente conexo) del potencial de Higgs [96]. Asi, para nuestro
-espacio-tiempo 'y grupo de gauge SU(2), 't Hooft y Polyakov {97]
en 1974 descubren su famosa solucién estitica erizo o monopolo
magnético, en el sector + 1 de =, (S?) ~ 7, que Julia-Zee [98] gene-
ralizan luego para dotarla de carga eléctrica, convirtiéndola en
didn. La masa excesivamente alta'de estos objetos (~ TeV en situa-
ciones realistas), y el fracaso continuado en hallar soluciones tipo
multi-monopolo (excepcién hecha de algunos casos limite, en que
una transformacién Bicklund permite generarlas, pero con energia
infinita), desvié la atencién a otro 4rea, a saber, los campds Yang-
Mills euclideos. En ausencia de otros, poseen estos campos en R*
un tipo particular de soluciones de accién finita, llamadas multi-

33



instantones, que son autoduales, y en consecuencia de energia nula,
y transportan carga topoldgica cardinalizable por =, (G) (=~ Z si el
grupo de gauge G es compacto simple) [99]. La primera solucién
de esta extraordinaria familia fue hallada por Belavin-Polyakov-
Tyupkin [100] en 1975 para G = SU(2), y pronto Witten y ’t Hooft
presentaron soluciones exactas multi-instanténicas. La solucién ge-
neral para un niimero o carga instanténico dado k'€ Z se debe a
Atiyah et al. [101], que formulan el problema, en el marco de fibra-
dos principales (de 2* clase de Chern k) sobre S* con grupo estruc--
tural compacto simple G, como biisqueda de las clases de equivalen-
cia de G-conexiones autoduales (espacio de moédulos). Utilizando la
fibraciéon € P? —— S* del formalismo twistor de Penrose, puede ele-
varse esta cuestién a fibrados vectoriales holomorfos sobre C P2.
Pero C P?® es una variedad algebraica compleja, y un teorema bisico
de Serre asegura entonces la naturaleza algebraica de tales fibrados
holomorfos. En suma, otro ejemplo a afiadir de cémo la resolucién
de un intrincado sistema no-lineal de ecuaciones en derivadas parcia-
les de segundo orden (ecuaciones Yang-Mills euclideas no-abelia-
nas) queda reducida, con técnicas de geometria algebraica, a la de
un mero problema algebraico, tras la imposicién de auto-dualidad.
La belleza indudable de estas construcciones mateméticas serviria de-
poco a los fisicos de no ser porque los instantones, como soluciones:
clasicas de energia cero en un universo con tiempo imaginario, in-
dican que- el sector vacio de Yang-Mills cudnticos en el espacio-
tiempo_ ordinario posee un conjunto infinito (~ Z) de estados vacio
con diferentes cargas topoldgicas, entre los que fluyen los instan-
tones, interpretados como fluctuaciones localizadas, por efecto tinel.
Esta complejidad inesperada del vacio Yang-Mills produce nueva:
fisica, atin no comprendida del todo. Por una parte, la supresidén
drastica del intercambio de instantones que la presencia de fermio-
nes sin masa produce, permite vincular los instantones con mecanis--
mos de generacién de masa de los quarks, y asi empezar a entender
la ruptura de simetria quiral. Por otra parte, la influencia desorde-
nadora de un gas denso de instantones podria quizds provocar una
transicién desde una fase sin masas, no confinadora, a otra con ma-
sas, confinadora. Esta esperanza parece, sin embargo, -actualmente
descartada: calculos de Meuller [102] indican que los instantones no-
confinan los quarks. Otras soluciones euclideas, los merones, halla-
das por de Alfaro-Fubini-Furlan [103]], vienen a sustituir a los ins-
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tantones como posibles agentes del confinamiento. Con carga topo-
logica + 1/2, estas soluciones, de accidn total infinita, son singula-
res, no auto-duales, y pueden interpretarse como monopolos puntua-
les de corta vida. Su naturaleza singular, y el desconocimiento de
soluciones multimerénicas generales, restan atractivo a estos obje-
tos, que Callen-Dashen-Gross [104] proponen como posibles respon-
sables del confinamiento en una fase en que los instantones se disociam
en pares merdn-antimerdn, originando un plasma confinador. En cual-
quier caso, es evidente que estas soluciones clisicas, u otras atin no
encontradas, ensanchan los horizontes de la especulacién teérica y
pueden conducir a ireas fisicas cualitativamente nuevas.

Y para terminar, volvamos la vista a la gravitaciéon einsteiniana..
Teoria gauge por excelencia, con estructura grupal GL (4, R) im-
plementada sobre la variedad base misma, y conexién vinculada a.
su métrica, contintia resistiendo los embates cuantificadores que ini--
ciara esencialmente Feymann [105] en 1962. Aunque la mayoria de
los fisicos en esa época consideraban el fenémeno gravitacional como-
una anomalia de la Naturaleza, la creencia de unos pocos en la unidad’
de la fisica impulsé el programa de la gravedad cuidntica y sus resul-
tudos (Feymann, de Witt [106], Faddeev-Popov [107]) fueron de
ayuda inestimable para 't Hooft en su demostracidn de la renorma--
lizabilidad de las teorias Yang-Mills. Los actuales modelos [108] de:
gran unificacién sugieren iguales constantes de acoplamiento fuerte,.
EM y débil a energias ~ 10*®* GeV, no muy distantes de la masa de-
Planck me ~ 10 GeV/c?, umbral indicador de la importancia de los:
efectos cuanticos en la gravitacién. Cerrar los ojos a una posible:
gravedad culntica podria, por tanto, mutilar de antemano el éxito
de cualquier tentativa de unificacién real de todas las interacciones.
fundamentales, que convirtiera en realidad la idea acariciada por
Einstein en la Gltima fase de su vida (aunque no-en la manera que-
él imagind). Desgraciadamente, las dificultades que entrafia la cuan-—
tificacién de la geometria son muchas y de nuevo cariz. Técnica—
mente, la gravitacién parece irrenormalizable. (Los modelos de su--
pergravedad, teorias gauge basadas en una graduacién grassmamn--
niana del 4lgebra de Poincaré, dulcifican el problema pero no lo
resuelven [109].) Y aunque alguna milagrosa cancelacién de diver-
gencias redujese a numero finito las cantidades indeterminadas env
los calculos perturbativos en torno a una cierta geometria de fondo,
es evidente que tales desarrollos tendrian sélo validez limitada (por-
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ejemplo, objetos tales como los agujeros negros no son represen-
tables via perturbaciones de una geometria plana). Parece preciso,
por tanto, considerar simultineamente todas las soluciones clasicas
«de fondo y sus fluctuaciones cuinticas. Estas dltimas no tienen por
qué preservar necesariamente la topologia, pues la acciéon de Eins-
tein (a diferencia de la de los campos Yang-Mills) no presenta ba-
rrera al cambio topoldégico (nuestro espacio-tiempo, en regiones del
orden de la longitud de Planck, puede tener la estructura «espumo-
sa» sugerida por Wheeler). La esperanza para Hawking [110], pio-
nero de este enfoque, es que las soluciones clasicas a las ecuaciones
de Einstein, con todas las topologias posibles, sean densas en el es-
pacio de todas las métricas, y que su consideracién, mas las correc-
‘ciones de un solo ciclo a las mismas, sean suficientes para represen-
“tar las integrales sobre caminos que den las amplitudes de transicion.
He aqui, de nuevo, la importancia cudntica que tienen las soluciones
clasicas de un problema fundamental, cuya riemannizacién, por {lti-
mo, no sdlo proporciona instantones gravitacionales [111], presuntos
enriquecedores de la estructura del vacio, sino que permite también
reanalizar cuestiones de termodinimica gravitacional (como la entro-
pia intrinseca  de los agujeros negros), justificando asi, en el marco
de una teoria totalmente cuintica, resultados semiclisicos anteriores.

CoNCLUSION

- ‘Supliendo con vuestra imaginacién la aridez de mi prosa, no dudo
de que ya os habréis compuesto una idea del variopinto panorama
de los fenémenos no-lineales. Su caricter aglutinador de disciplinas
diversas les asegura un futuro brillante, en el que todas las ciencias
desde la matemaitica pura hasta la tecnologia avanzada, codo con
codo, fecunddndose mutuamente, irdn. desvelando la maravillosa ri-
queza de estos procesos y sus principios unificadores.

He dicho.
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Sefioras y Sefiores:

Séame permitido antes de nada expresar mi agradecimiento al
Presidente de la Academia por haberme designado para contestar al
discurso del Prof. Galindo que acabamos de escuchar. Mi larga vincu-
lacién con el recipiendario justifica mi satisfaccién por haber sido
elegido para tan honrosa tarea.

Alberto Galindo realizé sus estudios de bachillerato en Sena y
Huesca, obteniendo premio extraordinario en la revéilida. Pasé a con-
tinuacién a la Universidad de Zaragoza para cursar la carrera de
matematicas. Fue alumno brillante y galardonado, siendo estudiante,
con. el premio Casafial de la Facultad de Ciencias de aquella Univer-
sidad por sus trabajos sobre geometria proyectiva y algebraica. Ter-
mind sus estudios de licenciatura en 1957 con premio extraordinario:
en la revilida y premio nacional de ciencias fin de carrera. Fue enton-
ces cuando tuve yo mi primer contacto con el nuevo académico.

Era entonces rector de la Universidad de Zaragoza Juan Cabrera,
quien me hablé con entusiasmo de la capacidad de Galindo y de su
interés por la fisica matematica. Tenia Cabrera la preocupacién de
no poder ofrecer en Zaragoza a Galindo las facilidades que necesitaba
para desarrollar su vocacién y me pregunté si yo en Madrid podia
hacerlo. Acepté encantado porque la propuesta no podia llegar en
momento méis oportuno. Ademis de mi citedra en la Universidad
ocupaba yo un puesto en la Junta de Energia Nuclear que me permi-
tia disponer de medios suficientes para iniciar una empresa con la
que sofiaba hace tiempo: promover con amplitud el cultivo de la
Fisica Teérica en Espafia. No habian faltado, anteriormente, cultisi-
tnos eruditos de esta rama de la Ciencia como los académicos Eche.
garay, Plans y Terradas; pero ninguno habia dejado escuela y eram
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muy pocos los fisicos tedricos autodidactas que con mérito indudable
se mantenian al corriente de las nuevas teorias.

Consegui una beca para Galindo y tuve poco después frente a mi
4 un joven que hablaba con fuerte acento aragonés y cuya inteligen-
cia pude percibir desde mi primera entrevista. Junto con él vino Pedro
Pascual, a quien habia yo conocido en Barcelona en un viaje que hice
«con motivo de una tesis doctoral. También se incorpord al grupo
Luis Garrido, que regresaba a Espafia después de haber estudiado
.en los Estados Unidos. Garrido y Pascual son hoy catedriticos de la
Universidad de Barcelona.

Les indiqué lo que tenian que aprender —mecinica cuéntica y teo-
ria cuintica de campos fundamentalmente— y les proporcioné libros,
revistas y tranquilidad. En los afios siguientes incorporé al grupo
nuevos jovenes entusiastas, entre ellos a Angel Morales y Rafael
Ntiflez-Lagos, actualmente catedriticos de la Universidad de Zara-
‘goza. Y les dejé trabajar con muy poca interferencia por mi parte.
Tuve total confianza en ellos desde el principio y no me equivoqué,
:como lo muestra el desarrollo posterior de la Fisica Tedrica entre
nosotros. No me faltaron disgustos, sin embargo. Algunas personas
prominentes de la Junta de Energia Nuclear consideraban initil el
cultivo de la fisica tedrica fundamental porque no iba a producit
resultados practicos inmediatos. Se me llegé a acusar de mantener
un grupo de «mamiferos de lujo» (sic) con cargo al erario piblico.
Se repitié una vez mas la incomprension del futuro que parece ser
una caracteristica recurrente de la historia de Espafia. Predominan
con frecuencia los intereses practicos inmediatos sobre las actividades
cuyos frutos solo se verin después de algunas generaciones. Y el
resultado de tal inmediatismo es quedarnos sin resultados validos ni
para hoy ni para mafiana. De todas formas, es justo reconocer que
las criticas no pasaron de ejercicios verbales y que no tuve dificulta-
des importantes para continuar el programa de promocién de la Fisica
Teobrica.

En 1960 tenia Galindo terminada su tesis doctoral. La memoria
se titulaba «Andlisis general de la dispersién» y por su caricter mate-
ético tuvimos especial interés en que figurasen matemdticos en el
‘tribunal que habla de juzgarla. Y esto me da pie para contar una
anécdota. Pocos dias antes de su lectura fui despertado violentamente
-por una llamada telefénica pasadas las tres de la madrugada. Era de
‘nuestro compafiero Ricardo San Juan, eminente matematico noctur-
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no y miembro del tribunal, que queria comentar conmigo algunos
detalles de la memoria que acababa de leer y que le habia causado
gran impresién. Tentado estuve de responderle que le llamaria a las
ocho, cuando él dormia, para analizar sus comentarios. '

Obtenido el maximo grado académico era el momento de iniciar
1a formacién postdoctoral en el extranjero. Pregunté a Galindo dénde
queria ir y me respondié sin dudarlo que al Japén para trabajar en
un grupo cuya tematica le interesaba mucho en aquel momento, Me
parecié extravagante el deseo porque no es frecuente que nuestros
jévenes estudiosos sean pensionados a paises exéticos. No obstante,
se realizaron las oportunas gestiones y fue admitido en el grupo con
el que deseaba colaborar, pero hubo de renunciar porque nuestros
colegas nipones se permitieron advertirnos, con cortesia oriental, que
tanto los seminarios como las discusiones y los documentos de traba-
jo se haclan en japonés. Nuestro joven doctor tuvo que conformarse
con su segunda eleccion y marché al Instituto Courant de Ciencias
Matematicas de la Universidad de Nueva York, donde pasé el curso
1961-62. Aprovechd el tiempo.

En otofio del 1962 fue a  Ginebra como investigador asociado en la
Divisién Teérica del Centro Europeo de Investigaciones Nuclea-
res (CERN), organismo del que entonces Espafia era pais miembro.
Permaneci6 alli hasta fines de 1964, aunque durante este periodo paséd
algunas cortas temporadas en Madrid por diversos motivos. Uno de
ellos merece ser contado.

Se habian convocado dos citedras de Fisica Matematica en las
Universidades de Zaragoza y Valencia. Pedro Pascual firmé inme-
diatamente la oposicién y parecia 16gico que Alberto Galindo tambiém
lo hiciera. Pero no se decidia. No por temor a la oposiciéon sino
porque se encontraba bien investigando con tranquilidad, dando se-
minarios en varios lugares y asistiendo a muchos congresos. Me pare-
cié un error su indecisién porque siempre he entendido que la inves-
tigacién como profesidn sblo se justifica en el caso de investigadores
en ciencia aplicada ; el investigador en ciencia fundamental debe vincu-
larse con la docencia tanto para proyectar sus conocimientos como
para tener una tarea concreta en los periodos menos creativos que
tarde o temprano llegan necesariamente. Gracias a la intervencién de
Armando Durdn pudimos persuadir a Galindo de que opositase. Los
dos candidatos obtuvieron sendas cétedras. '

\

En 1967 volvié Galindo a opositar ; esta vez a la. citedra de Fisica
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Tedrica de Madrid que ocupa actualmente. También esa oposicién
tiene su historia. Galindo se destacé a lo largo de la oposicién pero
el tribunal no encontré motivo para elegir un segundo entre los
otros. De acuerdo con el reglamento se prolongé el sexto ejercicio
ton problemas cada vez mas dificiles para terminar dejando vacante
la segunda citedra. Hoy los dos candidatos rechazados en aquella
ocasién son prestigiosos catedriticos, pero aquella oposicién es un
buen argumento a favor de los enemigos de nuestro sistema de selec-
cién del profesorado universitario. '

Antes y después de los acontecimientos que acabo de narrar, Al-
berto Galindo ha seguido una trayectoria vital dedicada exclusiva-
mente a la investigaciéon y a la docencia. La trayectoria, sin embargo,
no ha sido recta sino ondulante, oscilando sienipre entre la matema-
tica y la-fisica. Esto se percibe claramente si se analizan sus trabajos
de investigacién. En una primera época -—hasta 1962— sus publica-
ciones de fisica matemitica se cifien mas al aspecto matemaitico de
fos problemas que ataca. Después y hasta principios de la década de
los afios setenta lleva a cabo trabajos tedricos méis centrados en
chlculos comparables con la experiencia en el dominio de las particu-
Tas elementales. En los altimos afios ha vuelto a su primitiva voca-
cién abordando problemas de fisica mas generales y aplicando a
ellos la poderosa herramienta matemética que domina.

Muchos de sus resultados aparecen citados y a veces ampliamente
recogidos y comentados en libros de gran categoria internacional,
como la monografia Pertubation of Spectra in Hilbert Space, por
K. O. Friedrichs, o la coleccién Methods of Modern Mathematical
Physics, por M. Reed y B. Simon. Y algunos de sus teoremas méis
recientes en analisis no-lineal estan siendo utilizados por otros inves-
tigadores extranjeros tanto en matematicas puras como aplicadas. Es
nuestro nuevo académico autor también de varios libros. El mas im-
portante hasta ahora es la monumental Mecdnica Cudniica escrita
en colaboracién con Pedro Pascual y publicada en 1978. Fue un tra-
‘bajo de varios afios que pasard a la historia como uno de los libros
clave de la bibliografia cientifica espafiola.

El creciente prestigio cientifico de Alberto Galindo ha sido am-
pliamente reconocido. tanto en Espafia como en el extranjero. Bastan
unos pocos ejemplos para dar fe de ello. En 1966 fue nombrado
académico numerario de la Academia de Ciencias de Zaragoza. Es
desde 1969 académico corresponsal de esta Real Academia. En 1977
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se le otorgé el Premio Nacional de Investigacién en Fisica. Forma
-parte del circulo de censores de varias revistas internacionales de
Matematicas y Fisica Matematica. Ha sido invitado a participar en
Tnumerosas reuniones internacionales-y a pasar temporadas como pro-
fesor en el CERN de Ginebra, en el IHES de Paris y en un Instituto
-del CNRS de Marsella. Este mismo afio esta invitado como profesor
-en la Universidad de Dijon.

Pero sin duda no son estas distinciones las que mas le satisfacen.
‘Conociendo a Alberto Galindo como yo lo conozco creo poder afir-
‘mar que lo que mas le importa es el respeto de los muchos fisicos
-espafioles que lo consideran su maestro y la admiracién y amistad de
'quienes hemos seguido su trayectoria cientifica y humana.

¥ * %

Acabamos de escuchar un discurso magistral sobre los fenémenos
no lineales en la naturaleza. Un discurso denso porque nada falta ni
nada sobra. Ha sido como un cuadro en el que no se deben modificar
ni el dibujo ni el color. Seria temeridad por mi parte tratar de hacerlo.
Pero los cuadros requieren marco para que resalten y esto es lo que
quiero ya hacer ahora: enmarcar el discurso. Y como los marcos
tienen cuatro listones asi voy yo a recordar cuatro pensamientos que
me parecen utiles: las fronteras de la fisica, la reduccién de los fené-
‘menos fisicos, la explicacién tedrica de la naturaleza y la relacién
-entre la matematica y la fisica. Mucho para el poco tiempo disponible.
Me limitaré a unas pinceladas que ciertamente no proceden en el caso
de un marco. Pero es que en realidad no voy a construir un marco
sino a disefiar un proyecto de marco. ' o

Hasta este siglo aproximadamente la fls1ca parecia tener una sola
frontera. El objetivo de las investigaciones fisicas durante tres siglos
(desde 1600 hasta 1900) fue el descubrimiento y sistematizacién de las
leyes bésicas que rigen el comportamiento de la naturaleza. Este pro-
grama llevado a cabo con notable éxito se basaba en una idealizacién
de la propia naturaleza. Por eso la fisica se ocupaba de objetos y
situaciones. ideales como puntos materiales, ausencia de friccién, flui-
dos perfectos, procesos reversibles, fenomenos frecuentemente linea-
Tes, etc. Cierto es que estas situaciones ideales podian considerarse
a menudo como limites extrapolados de los fenémenos reales. Por
eso cuando a finales del pasado siglo se creyé que el programa estaba
cumplido y que todos los fenémenos naturales eran explicables a
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partir de las leyes de la mecdnica clasica y del electromagnetismo-
algunos optimistas dieron la fisica por cerrada; la aplicacién de los-
principios se consideraba un problema complicado pero trivial.

Pronto se vio que el optimismo era prematuro; los nuevos expe-
rimentos se' mostraron incompatibles con las ideas clasicas y fue pre--
ciso incorporar a la fisica dos nuevas teorias: la relatividad y la.
mecénica cuantica. Con estas herramientas es posible explicar en-
principio la quimica que ha dejado de ser disciplina conceptualmente
distinta de la fisica aunque mantiene y mantendrd individualidad pro-
pia por su metodologia especifica. Las dificultades a nivel subatémico
subsisten sin embargo.

Por otra parte la ilusién de deducir los fenédmenos reales por una.
aplicacién trivial de los principios también se ha revelado quimérica.
Baste un ejemplo sencillo: la fisica del plasma. Un plasma no es otra-
cosa que un conjunto de electrones e iones positivos cuyo movimien--
to en campos electromagnéticos viene regido. por las leyes conocidas:
de la fisica clasica, esencialmente..Pues bien, las sencillas leyes ele--
mentales dan lugar a fendmenos colectivos de una complejidad diabé-
lica. Después de treinta aflos de esfuerzo sostenido todavia no es:
posible predécir el comportamiento de un plasma en unas condiciones:
definidas. )

"~ Como resultado de las investigaciones de los filtimos cien afios
podemos considerar. ahora, al-final del siglo xx, que la fisica se nos:
presenta ‘como- una disciplina con dos fronteras. Una, bien definida-
y en cierto sentido tradicional. Es la frontera de las leyes. fundamen--
‘tales. Los descubrimientos de los fltimos treinta o cuarenta afios emr
el dominio de las particulas subnucleares (impropiamente Ilamadas
particulas elementales) nos han llevado a-la idea.de que todas las
interacciones del Universo son de cuatro clases: gravitatoria, débil,
electtomagnética y -fuerte. Las conocemos con diverso -grado de
certidumbre. En todo caso deseariamos que-las cuatro fueran aspecs
tos -diversos de una sola interaccién fundamental. Hace un par de
afios  se’ ha’ desarrollado una teoria —probablemente no definitiva.
aunque ciettamente en la direccién correcta— que funde la interac--
cién débil con el electromagnetismo. Pero la interaccién fuerte (res-
ponsable de las fuerzas: nucleares) sigue siendo un misterio y las teo-
rias gravitatorias caminan por rutas tan diferentes.que no es posible-
esperar - su- unificacién .con las. otras interacciones. en.las préximas:
décadds.: ‘
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La segunda frontera de la fisica es la de los fenémenos reales en
toda su rica complejidad. Es una frontera multifacética. Es la nueva
‘hidrodinamica fisico-quimica, es la fisica de los s6lidos con sus imper-
fecciones de todas clases (dislocaciones, vacantes intersticiales, etcé-
‘tera), la fisico-quimica de las macromoléculas y tantas otras discipli-
nas cada vez mejor definidas.  En dltimo término tropezamos con la
"biologia cuya base fisico-quimica ya se empieza -2 conocer, Otra cara
~de la frontera la encontramos en la meteorologia, la alta atmosfera,
la geofisica y aun la misma geologia y sobre todo en la astrofisica
_y su significacién para comprender la evolucién del Universo.  En
-esta (ltima rama de la fisica se funden todos nuestros conocimientos
«lasicos, cuanticos y relativistas.

Pues bien, en todas las fronteras de la fisica actual nos encontra-
-mos con fendémenos no lineales cuyo tratamiento matematico ya es
-parcialmente posible como nos ha sido expuesto. Algunos, entre los
~cuales me encuentro, deseariamos que la no linealidad fuese solo un
fruto aparente de la complejidad y que no apareciese en los principios
fundamentales. Pero no es seguro que se cumpla este deseo basado
-en una conviccién metafisica que supone que las leyes de la naturaleza
-son simples y que descubriremos su simplicidad si acertamos a rela-
-cionar los elementos adecuados.

Y este razonamiento me trae al segundo de los listones del marco
-que prometi esbozar. Cuiles son estos elementos adecuados? No
sabemos cuales pero los tenemos clasificados en dos grandes familias
-més o menos definidas. Ya en la fisica clasica llegamos a la conclusion
-de que todos los objetos que observamos pueden reducirse idealmente
a dos: particulas y campos. Las particulas son entes puntuales que
-pueden ser aproximadamente representativos de objetos reales (por
~ejemplo de un cuerpo de dimensiones pequefias frente a las del sistema
que se estudia) o conceptos de razén (como el centro de masas de un
-proyectil cuya trayectoria se predice teéricamente). Los campos son
-entidades extensas que se caracterizan por el valor de alguna variable
“(escalar, vectorial, tensorial, etc.) en cada punto del espacio y en cada
momento. Las olas del mar y las ondas sonoras son ejemplos de
campos en el sentido fisico. Ambas clases de objetos son irreducibles
-a un concepto mis fundamental por lo menos a nivel de la experiencia
sensible ordinaria. Y como quiera que nuestro lenguaje proviene de
a experiencia ordinaria, nuestra descripcién de la naturaleza debe
“basarse en los dos conceptos antedichos si no queremos caer en ma-
‘nifestaciones esotéricas. '
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En el mundo microscépico (y con ello quiero indicar dtomos, ni—
cleos y particulas elementales) la distincién entre particulas y campoés
es mucho menos clara. Parece que los entes fundamentales de la
naturaleza se nos aparecen unas veces como particulas y otras como-
campos. Ademas ciertas clases de particulas se nos manifiestan colec--
tivamente como campos clisicos y algunos campos presentan propie-
dades que se expresan mejor en un lenguaje de particulas reales o
ficticias. Lo que si es cierto es que encontramos siempre una duali--
dad en la naturaleza; podemos llamarla particula-campo o fermién-
bosén, pero no hay dida de que en el mundo natural existen dos clases
de objetos irreductibles. Tal vez con una sola clase de entes no fuera
posible la extraordinaria riqueza y variedad de los fenémenos natura--
les entre los que nos debemos incluir nosotros mismos.

En cualquier caso la descripcién mateméitica de los fendémenos
naturales se fundamenta en ecuaciones diferenciales (o integrales o
integro-diferenciales) Que se satisfacen por variables o bien medibles-
o bien relacionadas con magnitudes observables, ;Por qué habrian-
de ser estas ecuaciones lineales? Desde una postura exclusivamente:
positivista no hay ninguna razén. Pero la filosofia positiva supone-
una simplificacién epistemolégica cada dia menos aceptable. No es
facil definir en qué consiste el conocimiento cientifico pero cierta--
mente es algo mas que una lista de observaciones debidamente clasi-
ficadas. Por eso, séanos permitido acariciar la idea de que las ecudcio-
nes diferenciales que ekpresan los principios fundamentales de la fisica
sean lineales y si no lo son que nos muestren simetria y sencillez, es
decir belleza ; los hombres no podremos nunca resignarnos a que la
naturaleza no sea bella. Y belleza significa sencillez de pr1nc1p10 por-
lo menos a nuestros ojos.

Y aqui llego al tercer tema que queria tratar. ; Pueden describirse:
los fenémenos de la naturaleza de modo sencillo? Esti claro que no.
Por mucho esfuerzo de abstraccién que hagamos, las cosas complejas
serdn siempre complicadas. Pero como de algin modo debemos —o-
queremos— comprenderlas es menester que recurramos a métodos
operativos pricticos. Con esta finalidad, en el estudio de la naturaleza,
hemos llegado los fisicos a distinguir dos tipos de estructuras teoréti--
cas vélidas: teorias y modelos. Consideramos teorias aquellas rela-
ciones matemdticas entre observables o magnitudes relacionadas con-
observables que se pueden establecer sobre entidades primarias que a
nuestro entender no pueden ser reducidas a objetos mas fundamenta--
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les. Estas teorias pueden ser limitadas (como la mecanica clisica que
solo es valida a velocidades reducidas), pero sus predicciones deben ser
exactas dentro de su dominio de aplicabilidad. Los modelos, por el
contrario, son constructos teoréticos mucho mas modestos. Un mo-
delo solo pretende ser una estructura tedrica valida para la explicaciér
de algin o algunos aspectos del comportamiento de una entidad natu-
ral no primaria. Asi existen varios modelos del niicleo atémico (ef
modelo de la gota liquida, el modelo estratiforme, el modelo colec-
tivo, etc.), logicamente incoherentes pero que explican facetas diver-
. sas de los fendémenos que observamos. Y lo mismo sucede con obje-
tos mas complejos como los fluidos reales o los sélidos imperfectos.

El empleo de modelos sin mala conciencia intelectual se basa en
una creencia no probada pero que tenemos por probable. Suponemos,
con mayor o menor fundamento, que los modelos aparentemente
contradictorios (pero que nosotros solo llamamos complementarios)
que aplicamos a idénticos objetos serdn en su dia consecuencias par-
ciales y aproximadas de una teoria. De este modo no nos repugna la
utilizacién de modelos con escasa fundamentacién. Y me estoy refi-
Tiendo a la fisica que es después de todo una ciencia que se ocupa de
fenémenos relativamente simples. En las ciencias realmente compli-
cadas como la biologia el uso de modelos estd mucho mais extendido
que entre nosotros por vital necesidad. Pero no sé si sus utilizadores
son tan escrupulosos como nosotros o si viven felices sin preocuparse
por la justificacién epistemoldgica futura de sus modelos. Supongo
que antes de aventurar un juicio deberiamos profundizar en lo que
cada cual, de acuerdo con nuestra educacidn e idiosincrasia, entende-
mos por explicacién de lo que vemos.

He traido a colacién esta disquisicién entre teorias y modelos por-
que puedo citar un caso en que la teoria es lineal y el modelo no lo es.
En el estudio tedrico de los dtomos de muchos electrones es posible
escribir un sistema de ecuaciones integrodiferenciales a las cuales
satisfacen los orbitales de cada electrén en la hipétesis de que la fun-
cién de onda del dtomo pueda representarse adecuadamente como un
producto antisimetrizado de funciones individuales. Como la resolu-
cion del sistema de ecuaciones es muy dificil —a pesar de ser solo
una aproximacién al 4tomo real— y solo puede realizarse numérica-
mente, se han construido modelos simplificados entre los que destaca
el de Thomas-Fermi. Es un modelo estadistico que conduce a una
ecuacién diferencial no lineal. He aqui una situacién fisica que, por
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To que sabemos, se rige por un sistema de ecuaciones lineales pero
que en su representacién modélica simplificada aparenta ser un pro-
blema no lineal. Tal vez se trate de un ejemplo casual, pero pudiera
ocurrir que esta transicién lineal estricto a no lineal aproximado fuese
la regla y no la excepcién. ' '

Y como cuarto tema o liston del marco querria hacer algunas ob-
servaciones sobre la representacién matemadtica (lineal o no lineal)
de las leyes fisicas. Aceptamos comunmente que el lenguaje matema-
tico es un auxiliar imprescindible para expresar de modo conciso la
realidad fisica. De hecho la historia de los dltimos siglos muestra que
esta manera de estudiar la naturaleza es correcta. Pero hay un proble-
ma epistemolégico crucial. ; Es la matemética una construccién 16gi-
ca absoluta o es ella misma una consecuencia de la observacién? En
1a segunda mitad del siglo pasado y primeros afios del actual los ma-
tematicos creyeron en una fundamentaciéon axiomdtico-légica de su
-disciplina que la hacia independiente de la naturaleza. Posteriormente
esta postura resulta menos mantenible y es mis que probable que
Johan von Neumann (citado por nuestro recipiendario) tuviera razén
al escribir que necesitamos la observacién, siquiera de cilculos numé-
ricos, para «proporcionarnos las ideas heuristicas que todas las partes
de las matematicas han necesitado para un progreso genuino», La ma-
tematica es una gran abstraccién, la més rigurosa y dificil. Pero se
abstrae de lo concreto y de lo que nos rodea. La abstraccién intelec-
tual al margen de nuestro entorno puede ser tan irreal como la ali-
mentacién sintética o los lenguajes artificiales que algunos inventan,
Me inclino a pensar que nuestra alimentacién, nuestro lenguaje y
nuestro pensamiento abstracto vienen condicionados por nuestras vi-
vencias bioldgicas y socioldgigeas que a su vez sintetizan una historia.
Somos mucho menos independientes de nuestras circunstancias de lo
que imaginamos por introspeccidn.

Estas consideraciones tienen estrecha relacidén con el discurso que
he tratado de enmarcar. En primer lugar las ecuaciones no lineales
con que nos encontramos-en la fisica moderna nos han sido impuestas
por la ndturaleza. En segundo lugar el cdlculo numérico, mediante
computadores, de dichas ecuaciones nos indica el camino a seguir
para profundizar en los fendmenos que representan ; la posibilidad de
visualizar la evolucién temporal de las soluciones de ecuaciones dife-
renciales no lineales en peliculas preparadas por ordenador es una
ayuda inestimable que nuestros predecesores no tuvieron. Y finalmen-
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te, vy como consecuencia de estos nuevos procedimientos, estd emer-
giendo la teoria de las transformaciones espectrales que promete ser
en el campo de las ecuaciones diferenciales no lineales lo que la trans-
formacién de Fourier (también producto de la fisica) fue en el dominio
de las ecuaciones lineales.

Para terminar deberia presentar algunas excusas. La primera por
haber hablado con excesiva brevedad y tal vez poco conocimiento de
temas que sin duda requieren un tratamiento mas profundo. Ademas
me he dejado llevar de conceptos o prejuicios metafisicos a pesar de
que los fisicos fuimos desde jovenes severamente amonestados contra
esta tentacién. Pero creo que se trataba de una amonestacién poco
fundada. En realidad, cuantos nos dedicamos al estudio de la natura-
leza creemos que es comprensible y que sus normas son simples y
bellas y en otras muchas cuestiones que no se basan en experimentos:
de laboratorio. Son los elementos metafisicos que anteceden a la cien~
cia natural.

Por eso y en linea con lo que llevo dicho, me complace afirmar que:
mi afecto y admiracion por Alberto Galindo no son fisicos sino meta-
fisicos. Y en este espiritu quiero darle la bienvenida a esta Academia
donde su talento y su capacidad contribuira sin duda a nuestras tareas.
Tareas tal vez escondidas pero muy ftiles porque trabajamos despacios
pero con la vista en el futuro.
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