
REAL ACADEMIA DE CIENCIAS
EXACTAS, FÍSICAS Y NATURALES

EL ANÁLISIS DE FOURIER Y 
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES, 

NUEVOS RETOS

DISCURSO LEÍDO EN EL ACTO DE SU RECEPCIÓN 

COMO ACADÉMICO DE NÚMERO POR EL 

EXCMO. SR. D. LUIS VEGA GONZÁLEZ

Y CONTESTACIÓN DEL

EXCMO. SR. D.  JUAN LUIS VÁZQUEZ SUÁREZ

EL DÍA 28 DE ABRIL DE 2021

MADRID
Domicilio de la Academia

Valverde, 22



ISSN: 0214-9540
ISBN: 978-84-87125-72-0
Depósito legal: M-8717-2021



—  3  —

ÍNDICE

  1.	 PREÁMBULO ................................................................... 	 7

  2.	 INTRODUCCIÓN............................................................. 	 15

  3.	 PERTURBACIONES SINGULARES DE LA 
	 ECUACIÓN DE DIRAC ................................................. 	 33

  4.	 PRINCIPIOS DE INCERTIDUMBRE ............................. 	 42

  5.	 LA ECUACIÓN DE LOS HILOS DE TORBELLINO... 	 47

  	 REFERENCIAS ................................................................. 	 90

	� DISCURSO DE CONTESTACIÓN DEL 
EXCMO. SR. D. JUAN LUIS VÁZQUEZ SUÁREZ .... 	 105

I





DISCURSO DE INGRESO

DEL

Excmo. Sr. D. Luis Vega González





—  7  —

EL ANÁLISIS DE FOURIER Y 
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES, 

NUEVOS RETOS 

Excelentísimo Señor Presidente, 

Excelentísimos Señores Académicos,

Señoras y señores:

1.	 Preámbulo

Quiero expresar mi profundo agradecimiento a los miembros de esta 
Academia por haber tenido a bien proponer mi nombre para formar 
parte de ella. Es sin lugar a duda un honor y una responsabilidad que 
acepto con la idea de trabajar por la institución en general y por la sec-
ción de matemáticas en particular. Pertenezco a una generación, de las 
pocas que ha habido en la historia de nuestro país, que ha recibido fi-
nanciación para su investigación a lo largo de toda su carrera. No es un 
bien menor, que hay que mantener y en la medida de lo posible mejo-
rar. Pienso que instituciones como a la que hoy me incorporo son claves 
y determinantes a la hora de hacer ver a la sociedad los beneficios que 
la financiación y el apoyo a la ciencia provocan a medio y largo plazo.

Estos beneficios de la actividad científica no se reducen solo a los 
efectos económicos y sociales que el éxito de la misma antes o después 
siempre conlleva, sino también a la propia transmisión y propagación 
de los valores que el trabajo diario de un científico supone. Las páginas 
que siguen ponen de manifiesto la larga lista de colaboradores de mu-
chas partes del mundo que he tenido, tengo y espero tener. En ellas ha 
dominado la generosidad en las ideas, el afán en gran medida desintere-
sado por entender lo que ocurre e intentar llegar más lejos. Y todo ello 
en un ambiente de sinceridad, respeto y honestidad científica.
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El tema central de mi discurso es la aplicación del análisis de Fou-
rier a problemas recientes de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales tanto lineales como no lineales. Enlaza por tanto con el dado por 
el profesor Miguel de Guzmán en el año 1982 y que llevaba por título 
“Impactos del Análisis Armónico”. Miguel de Guzmán fue alumno de 
doctorado del profesor Alberto Calderón en la universidad de Chicago, 
y fue quien abrió nuestro país a la escuela de Análisis de Chicago, más 
concretamente a lo que se conoce como la escuela de Calderón y Zyg-
mund y la llamada teoría de las integrales singulares. Debo a Miguel el 
haberme dedicado al Análisis. Su curso de licenciatura sobre las Ecua-
ciones en Derivadas Parciales fue determinante para mí. Como lo fue el 
ambiente en el entonces llamado Departamento de Ecuaciones Funcio-
nales de la Universidad Complutense a cuyos seminarios, organizados 
en aquel momento por el profesor Alberto Dou y posteriormente por el 
también miembro de esta Academia, el profesor Jesús Ildefonso Díaz, 
asistía con cierta frecuencia. Estos seminarios, a los que solía ir con mi 
compañero de fatigas, el ahora profesor Carmelo Núñez, supusieron mi 
primer contacto con la investigación en matemáticas.

Otro de los miembros de dicha escuela de Chicago es mi director de 
tesis, el profesor Antonio Córdoba, quien realizó su tesis doctoral con el 
profesor Charles Fefferman. Como veremos en las páginas que siguen, 
tanto las integrales singulares como la que se conoce como la teoría de las 
integrales oscilatorias, originada por C. Fefferman y Elias Stein, juegan 
un papel fundamental en muchos de los resultados que presento. Ambas 
teorías son cruciales para entender el impacto que tanto el análisis armó-
nico como el análisis de Fourier, distintas caras de una misma moneda, 
han tenido en el desarrollo espectacular de las ecuaciones en derivadas 
parciales lineales y no lineales de los últimos 70 años.

Pero hablaré no solo de integrales (de Fourier) sino también de se-
ries trigonométricas (o de Fourier), no en vano soy descendiente mate-
mático de Antoni Zygmund1. En particular, prestaré especial atención a 

1  A. Zygmund, de origen polaco, emigró a los Estados Unidos durante la Segunda 
Guerra Mundial. Fue el fundador de la Escuela de Análisis de Chicago, y tuvo entre 
sus muchos estudiantes de doctorado a Alberto P. Calderón y Elias M. Stein. Escritor 
de varios libros sobresalen entre ellos los dos volúmenes sobre series trigonométricas 
cuya primera edición es de 1935. Sucesivas reediciones han hecho que su impacto 
llegue hasta nuestros días.
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las sumas trigonométricas con fases cuadráticas cuyo estudio se remonta 
al menos hasta Gauss y Riemann. Se debe a este último la función que 
lleva su nombre, ejemplo patológico de función continua y no deriva-
ble en (casi) ningún punto. Siendo un alumno de tesis de A. Córdoba 
era difícil sustraerse a la extrema importancia que para él tenían y aún 
tienen las llamadas sumas de Gauss2. Tanto el cálculo de dichas sumas 
como la fórmula de reciprocidad cuadrática fue una de las lecciones 
estelares del curso que Antonio impartió en el verano de 1983 en Ja-
randilla de la Vera (Cáceres). Estos cursos, diseñados y organizados por 
Miguel de Guzmán y Juan Carlos Benítez, supusieron un antes y un 
después para toda una generación de jóvenes (analistas) españoles de 
aquellos años entre los cuales me encuentro. En la lista de profesores he 
de citar a José García Cuerva y a José Luis Rubio de Francia3, causantes 
también del gran desarrollo que esta escuela ha tenido en nuestro país y 
con los que posteriormente tuve una estrecha relación en el periodo en 
el que realicé mi tesis doctoral en el Departamento de Matemáticas de 
la Universidad Autónoma de Madrid. Fue esta una etapa crucial en mi 
carrera. Y no solo por el aprendizaje continuo y directo con mi director 
de tesis, quien no escatimó el tiempo para enseñarme el oficio, sino 
también por el indirecto, ya que de alguna manera se aprendía respi-
rando. No puedo dejar de mencionar a este respecto a Juan A. Barceló, 
Javier Duoandikoetxea y Alberto Ruiz con quienes tengo una relación 
que va mucho más lejos de los trabajos que hemos escrito juntos.

Como digo, el ambiente en el joven departamento de la Univer-
sidad Autónoma de Madrid (UAM) era muy enriquecedor. Y lo era 
no solo en el campo del análisis matemático, ya que la llegada como 
profesor en 1983 de Juan Luis Vázquez, también miembro de esta Aca-
demia, trajo consigo el mundo “no lineal”. Habiéndome educado en la 
tradición de lo abstracto y estructural de las matemáticas, y por qué no 
decirlo, en la ideología formalista tan en boga entonces y que tan acer-
tadamente menciona Jesús Sanz-Serna en el discurso inagural del año 
académico 2018-2019 de esta institución, fue una agradable sorpresa 

2  Y la propia función de Riemann, [37], [36].
3  Con José Luis y Anthony Carbery escribí mi primer artículo [32], precisamente 
sobre la sumación de la integral de Fourier. La muerte prematura de J.L. Rubio an 
1988 fue sin lugar a duda un revés importante, tanto en lo personal como en lo 
científico, no solo para la generación de jóvenes a la que me he referido, sino para 
la también joven comunidad matemática de esos años.
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descubrir que a las ecuaciones en derivadas parciales no lineales hay 
que ir desentrañándolas una a una. Las hay con nombre, como pue-
den ser la ecuación de los medios porosos (PME) o la de Korteweg-de 
Vries (KdV), y se puede estar tentado a pensar que apenas habrá unas 
cuantas, y que las que llevan nombre son representativas de clases de 
equivalencia amplias. Pero afortunadamente no es así, y aunque es ob-
vio que la ecuación de KdV y la que se conoce como modificada de 
Korteweg-de Vries (mKdV) tienen muchos puntos en común, son lo 
suficientemente distintas como para tener cada una nombre propio. 
Tanto KdV como mKdV son apenas dos ejemplos que surgen al explo-
rar el sorprendente universo de las ecuaciones de Euler, y estas últimas 
no dejan de ser una idealización matemática de las de Navier-Stokes a 
cuyo universo pertenece PME y a la que J.L. Vázquez dedicó, con resul-
tados bien conocidos, una importante parte de su tiempo en esos años4.

La formación que recibí en este ambiente y la receptividad del pro-
fesor Carlos E. Kenig, algo por lo que siempre le estaré agradecido, me 
permitió obtener en 1988 el puesto de L.E. Dickson Instructor en la 
Universidad de Chicago. Allí coincidí con el profesor Gustavo Ponce. 
Una simple vista a mi curriculum académico da una idea del impacto 
que en mi carrera profesional ha tenido la relación con ambos. Más 
que una relación ha sido una apasionante aventura compartida que se 
mantiene hasta hoy. Nuestra primera gran aportación5 fue precisamen-
te usar las técnicas de integrales oscilatorias para completar el problema 
de la estabilidad de la ola solitaria, fenómeno natural descrito por pri-
mera vez en 1834 por el ingeniero escocés John Scott Russell y mode-
lado 60 años después por medio de la ecuación KdV. Como explico en 

4  En particular, en la relevancia que tienen las soluciones autosemejantes a la hora 
de describir situaciones singulares en la mecánica de fluidos, principio fundamental 
que guía muchos de los trabajos del profesor Grigory I. Barenblatt, a quien se debe 
el nombre de las soluciones autosemejantes de PME. Como veremos más adelante, 
las soluciones autosemejantes son también un tema central en lo expuesto sobre la 
dinámica de los hilos de torbellino. Es la interacción de las mismas la que genera 
la existencia de un continuo de posibles escalas para describir el espectro de singu-
laridades, algo que encaja con la teoría de la turbulencia desarrollada por Frisch y 
Parisi, [76], [75].
5  La última de nuestras aportaciones relevantes ha sido en colaboración con el 
profesor Luis Escauriaza con quien hemos encontrado una nueva vía, más flexible, 
para abordar distintas versiones del principio de incertidumbre. Este es uno de los 
retos del que hablaremos en las páginas que siguen.
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[141] tanto KdV como mKdV describen los solitones, ondas no lineales 
cuya interacción se asemeja a la colisión elástica de partículas. Nues-
tro resultado es muy versátil y también se aplica a estas colisiones, ya 
que probamos que la dinámica en tiempos pequeños es esencialmente 
lineal y está controlada por las propiedades dispersivas del sistema. Para 
medir estas el análisis de Fourier es eficaz e indispensable.

Tras un estancia breve de nuevo en la UAM, en la que tuve la 
gran suerte de empezar a colaborar con la profesora Ana Vargas, me 
incorporé en 1993 a la Universidad del País Vasco-Euskal Herriko 
Unibertsitatea, donde he desarrollado la mayor parte de mi actividad y 
donde siempre he trabajado muy a gusto. Por un lado, gracias a la buena 
atmósfera y al nivel académico en análisis y ecuaciones en derivadas 
parciales: además del ya mencionado Duoandikoetxea, con el profesor 
Miguel Escobedo empecé a explorar el mundo de la ecuación de Dirac; 
con la profesora Adela Moyua cristalizó la colaboración con A. Vargas 
sobre la ecuación de Schrödinger; y con el profesor Luis Escauriaza hi-
cimos la conexión entre los principios de incertidumbre de la mecánica 
cuántica y las cuestiones de unicidad de las ecuaciones en derivadas 
parciales, temas los tres que desarrollaré con más detalle en las páginas 
que siguen. Por otro lado, el buen clima laboral nos permitió, junto 
con el profesor Mikel Lezaun, reaccionar en los tiempos difíciles de 
principios de este siglo. En esa época los alumnos en matemáticas es-
caseaban y había un serio peligro de que la presencia de la sección de 
matemáticas en la Facultad de Ciencias de la UPV/EHU se redujera a 
algo anecdótico.

Afortunadamente no fue así y en el año 2008 el gobierno vasco diri-
gido por Juan J. Ibarretxe decide crear6 el Centro Vasco de Matemática 
Aplicada (BCAM, por sus siglas en inglés) siendo el profesor Enrique 
Zuazua su primer director. Tras un corto periodo en el que la dirección 
recae en el profesor Tomás Chacón, en 2013 me encargo de dirigir el 
centro, siendo esta una actividad de la que estoy particularmente satis-

6  No puedo dejar de citar en este punto la definitiva influencia que ha tenido el 
también miembro de esta institución, el profesor Pedro M. Etxenike, en el avance 
fundamental de la ciencia en el País Vasco en los últimos 40 años. Así mismo el 
alto nivel científico en análisis y en ecuaciones en derivadas parciales al que me 
he referido anteriormente permitió la creación de un centro de investigación en 
matemática aplicada.
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fecho. Esta experiencia es un ejemplo más de cómo una buena gestión, 
en este caso realizada por la ingeniera Lorea Gómez y el competente 
equipo que construyó a su alrededor, junto con la financiación y las 
directrices científicas adecuadas, hacen que la investigación sea mucho 
más fácil, mejor y más fructífera.

Los agradecimientos no pueden acabar aquí. Por suerte he tenido 
una lista muy amplia de colaboradores sin los cuales la investigación 
que he realizado no sería posible. Las páginas que siguen muestran de 
manera clara la fundamental influencia que han tenido en mi trabajo. 
En estas mismas páginas se pone de manifiesto también lo mucho que 
me he beneficiado de la interacción con los estudiantes de doctorado 
que he tenido la suerte de dirigir a lo largo de los años. A todos quiero 
expresar mi más sincera gratitud.

Pero no quiero acabar este prólogo sin volver a la razón fundamen-
tal del mismo, que es la presentación del discurso ante esta Acade-
mia. El mismo está construido sobre la propuesta que hice en 2014 
al European Research Council de una solicitud de financiación que 
la institución europea tuvo a bien concederme, algo de lo que estoy 
profundamente agradecido ya que ha supuesto un salto cualitativo im-
portante de mi labor investigadora reciente. En esta última el apoyo en 
la experimentación numérica ha sido crucial, entre otras cosas debido a 
que el computador se torna indispensable para poder entender objetos 
como la ya mencionada función de Riemann 

(1.1)	

No deja de parecerme sorprendente la capacidad que tienen las ma-
temáticas para expresar de una forma sencilla y sucinta, como es la ex-
presión (1.1), un mundo tan complejo como la trayectoria que describe 
la gráfica de la función R(t) y que, salvo por una pequeña variación, se 
puede ver en la figura 1. Esta sorpresa es la que intento expresar en la 
sección 5.8 donde escribo: “...De esta forma se encuentra una relación 
algo inesperada. La función no diferenciable de Riemann aparece alrededor 
de 1860 como un objeto puramente analítico que desafía la propia noción 
de función continua. Siglo y medio después se encuentra una interpretación 
geométrica de dicha función, o mejor dicho de una pequeña modificación 
de la misma. Y esta interpretación viene motivada por un modelo matemá-
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tico, que aunque bastante idealizado, surge de un intento de describir las 
estructuras coherentes (...) que aparecen en la turbulencia desarrollada por 
los fluidos. Finalmente este modelo idealizado es una ecuación no lineal de 
Schrödinger que presenta soluciones (ondas) (...) que aunque interactúan de 
forma no lineal, no rompen las simetrías inherentes al conocido como efecto 
de Talbot. Es a la postre este efecto, descrito por primera vez en 1836 como 
una ilustración de los fenómenos de interferencia y difracción de la luz, el que 
explica las propiedades geométricas de la función de Riemann. Por último 
conviene recordar (...) que la pequeña variación necesaria para describir la 
función de forma geométrica, ver figura 1, hace que la correspondiente curva 
pese a ser continua no tenga tangente en ningún punto, no así la función de 
Riemann que (...) es derivable en algunos puntos racionales. La existencia 
de fluidos con campos de velocidades que sean continuos pero no diferencia-
bles en ningún punto, y que por tanto la forma de interpretar la velocidad 
de una partícula de fluido tenga que ser probabilista, es algo de una u otra 
forma aceptado”. 

Figura 1: Gráfica de la función modificada de Riemann 

Esta dificultad intrínseca de las matemáticas, por la que hay avances 
que tardan inexplicablemente demasiado tiempo en ser entendidos, y 
por tanto en ser aplicados, hace que el camino sea largo y como en 
cualquier otro ámbito de la investigación no exento de múltiples fraca-
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sos. Por suerte el ambiente familiar en el que me eduqué de aprecio al 
estudio y al esfuerzo me ha dado la solidez necesaria para seguir siempre 
adelante. Pero esta solidez no es suficiente y pocas cosas hubieran sido 
posibles sin el apoyo continuo de Izaskun, Ainhoa e Iñaki. 

Es una sana tradición que el candidato glose la labor realizada por 
el académico saliente, en este caso el profesor Pedro Jiménez Guerra, 
matemático español nacido el 18 de mayo de 1951 en Madrid y miem-
bro de la Real Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales desde 
1991. Es licenciado en Ciencias Empresariales por ICADE, además de 
doctor en Ciencias Matemáticas por la Facultad de Ciencias de la Uni-
versidad Complutense de Madrid habiendo sido su director de tesis el 
profesor Baltasar Rodríguez-Salinas Palero.

Fue el propio profesor Salinas quien el 6 de febrero de 1991 dio el 
discurso de contestación al presentado por el candidato y que llevaba 
por título: “Origen y evolución de la integración vectorial”. En esta con-
testación hace especial énfasis en las aplicaciones que los resultados 
obtenidos por el candidato habían dado lugar. Sobresalen sobre todo, y 
desde mi particular punto de vista, el cual es siempre subjetivo, aquellos 
sobre la extensión del teorema de Radon-Nykodim y más en concreto 
los alcanzados en el ámbito de los espacios localmente convexos.

La labor del profesor Jiménez Guerra hasta esos años gira principal-
mente en torno a los problemas de extensión de funciones aditivas y a 
diversos temas relacionados con la teoría de la medida. Posteriormente 
mostró su interés por problemas de optimización multiobjetivo y pro-
gramación convexa, temas ambos de una gran actualidad en nuestros 
días. Estos trabajos son muchos de ellos fruto de la colaboración con 
antiguos alumnos, como por ejemplo los profesores A. Balbás, miembro 
correspondiente de esta institución, M. Ballvé y M. J. Muñoz-Bouzo.
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Resumen

Tras analizar brevemente algunos aspectos relevantes del análisis de 
Fourier, presentamos tres nuevos retos sobre las aplicaciones del mismo 
a las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. El primero es en 
relación con la ecuación de Dirac y los modelos de confinamiento de 
partículas relativistas. El segundo trata sobre un nuevo método basado 
en técnicas de variable real, de los principios clásicos de incertidum-
bre como los de Hardy y Paley-Wiener. Finalmente el tercero versa 
sobre una ecuación en derivadas parciales geométrica que modeliza la 
dinámica de un hilo de torbellino (vortex filament). Este último lo desa-
rrollamos con más detalle, estableciendo su conexión con el conocido 
como efecto de Talbot, un efecto óptico descrito en 1836 y cuya for-
malización matemática no ha tenido lugar hasta finales de los 80 del 
siglo pasado, y con la llamada función no diferenciable de Riemann, 
ejemplo de una función continua que no tiene derivada, o casi, en nin-
gún punto. 

2. Introducción

El hilo conductor de esta memoria es la íntima relación entre el aná-
lisis de Fourier y las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Se 
podría pensar que esta afirmación es una obviedad ya que fue el propio 
Fourier quien utiliza la superposición de senos y cosenos para resolver 
una de las ecuaciones en derivadas parciales fundamentales, la de la 
Conducción del Calor, también conocida como ecuación de Fourier. 
Lo que posiblemente no sea tan obvio es que más de dos siglos después 
esta relación sigue siendo estrecha y fructífera sin haber perdido un 
ápice de su relevancia.

Esta relevancia estuvo al principio sembrada de una amplia polémi-
ca ya que como escribe J. Duoandikoetxea en [53] “[...] A falta de de-
mostraciones generales de sus resultados, lo que Fourier nos legó no fue 
un teorema sobre la representación de una función en serie trigonomé-
trica, sino un problema. Un problema en el que estaban implicados los 
conceptos de función, integral, suma de series y, posteriormente, tipo 
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de convergencia. La influencia de este problema en el desarrollo de los 
conceptos del análisis matemático fue considerable...”.7 De tal forma 
que el método propuesto por Jean Baptiste Fourier al Institut de France 
en 1807 en la memoria titulada “Thèorie sur la propagation de la chaleur 
dans les solides” sigue siendo una de las herramientas fundamentales 
del análisis matemático con una versatilidad que supera con mucho 
el campo de las ecuaciones diferenciales y, como no podía ser de otra 
manera, está además detrás de multitud de aplicaciones de las que nos 
beneficiamos en nuestra vida cotidiana8.

Sin embargo, no parece obvio por qué el método de Fourier sigue 
siendo útil en la actualidad a la hora de resolver los nuevos retos de las 
ecuaciones diferenciales y de analizar tanto cualitativa como cuanti-
tativamente sus soluciones. La razón de ello es que el principio de su-
perposición, que aparece intrínsicamente ligado a las ideas propuestas 
por Fourier, no es aplicable cuando se intentan resolver ecuaciones no 
lineales. Y las ecuaciones no lineales, empezando por las emblemáticas 
ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes de la mecánica de fluidos, y 
siguiendo por las que aparecen de forma natural en el ámbito de la 
geometría tanto riemaniana como no riemaniana, han sido las causan-
tes de una parte importante de los avances de las matemáticas en los 
últimos 50 años, atrayendo a una amplia variedad de investigadores. A 
pesar de tratarse de problemas no lineales el método de Fourier es una 
de las herramientas clave, aunque por supuesto no la única.

En esta memoria presentaremos tres escenarios y retos distintos, 
todos ellos con una gran actividad investigadora detrás, en los que el 
análisis de Fourier aparece de forma natural y se muestra como una, de 
nuevo no la única, de las técnicas indispensables para la resolución de 
los problemas planteados. Los tres escenarios son los siguientes:

7  Lo tratado en la sección 5.2 es un buen ejemplo de lo afirmado por Duoandi-
koetxea.
8  El éxito más reciente sea tal vez la aplicación de la teoría de Calderón y Zygmund 
realizada por el profesor Yves Meyer y sus colaboradores por medio de las llamadas 
wavelets. Estas últimas han sido utilizadas en una amplia variedad de escenarios, 
tan diversos como el análisis armónico computacional, la compresión de datos, la 
reducción de ruido, las imágenes médicas, la deconvolución de las imágenes del 
telescopio espacial Hubble, y la reciente detección (LIGO) de ondas gravitacionales 
creadas por la colisión de dos agujeros negros.
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1. Perturbaciones singulares del operador de Dirac; 
2. Principios de incertidumbre y aplicaciones; 
3. La ecuación del hilo de torbellino (VFE). 

En (1) se tratan hamiltonianos electromagnéticos singulares para 
las ecuaciones de Dirac y Schrödinger. En particular en el caso rela-
tivista la singularidad tiene el soporte en una superficie y se describe 
matemáticamente por una delta de Dirac con una amplitud dada por la 
constante de acoplamiento l. Nos centramos en las propiedades que ha 
de tener l para la existencia de autovalores, y estudiamos un problema 
de optimización asociado al posible tamaño del espectro puntual. Este 
es un primer paso para abordar los problemas de confinamiento de par-
tículas relativistas, en particular del MIT bag model, modelo llamado así 
por ser profesores de ese centro americano quienes lo propusieron en 
los años 70 del siglo XX.

En (2) abordamos principios de incertidumbre clásicos, como el 
conocido como principio de incertidumbre de Hardy o el teorema de 
Paley-Wiener, desde un punto de vista innovador gracias a la conexión 
que establecemos con la cuestión de la unicidad de ecuaciones en deri-
vadas parciales dispersivas y parabólicas. Este punto de vista resulta ser 
muy flexible al no hacer uso de las herramientas del análisis complejo, 
lo que permite entre otras aplicaciones entender el caso del laplaciano 
discreto.

En (3) estudiamos la que se conoce como la conjetura de Frisch-Pa-
risi [76], [75]. Esta conjetura, inicialmente propuesta para fluidos tur-
bulentos, también puede ser planteada como un problema meramente 
analítico que atañe por ejemplo a funciones que son continuas pero 
no derivables en ningún punto, en el espíritu de la función no diferen-
ciable de Riemann (1.1). Analizamos la conjetura en la ecuación del 
hilo de torbellino (Vortex Filament Equation, VFE) que es un modelo no 
lineal directamente relacionado con la mecánica de fluidos. Los hilos 
se describen matemáticamente por medio de curvas alabeadas que no 
cambian su longitud, y que se mueven en la dirección del vector binor-
mal con una velocidad que es proporcional a su curvatura. Ejemplos 
sencillos de construir, y que no se deforman a lo largo de la evolución, 
son las rectas, los círculos y las hélices. En nuestro caso tienen especial 
relevancia las curvas con esquinas, y en particular los polígonos regu-
lares.
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La VFE es una ecuación en derivadas parciales geométrica no lineal 
que se propone como un modelo sencillo para la evolución de los fila-
mentos de vorticidad (hilos de torbellino), y que captura a nivel cua-
litativo, características relevantes de la turbulencia. Por ejemplo, este 
modelo predice el cambio intermitente en los ejes de simetría del fila-
mento, fenómeno que se ha observado experimentalmente en el caso de 
chorros turbulentos que emanan de boquillas con forma de un polígono 
regular como el cuadrado o el triángulo equilatero, véase por ejemplo 
[80], [81] y [86]. El modelo también predice la creación de estructuras 
poligonales con un número arbitrario de lados. Demostramos que este 
número depende del valor preciso de algunas sumas trigonométricas 
bien conocidas, las llamadas sumas de Gauss, encontrando de esta for-
ma la existencia de una conexión directa con el fenómeno de Talbot en 
óptica. Las simulaciones numéricas que hemos realizado sugieren que 
las diferentes esquinas dan lugar a torbellinos que interactúan entre sí 
de forma en apariencia caótica. Probamos que detrás de este comporta-
miento caótico hay una estructura algebraica que controla la dinámica 
y que permite entender los fractales que, como el exhibido en la figu-
ra  1, aparecen de manera natural. Estos fractales, o siendo más precisos 
multifractales, son consistentes con lo conjeturado por Frisch y Parisi.

Los tres temas tienen en común que se estudian haciendo un uso 
moderno de las técnicas clásicas del análisis de Fourier tales como: las 
integrales oscilatorias y sumas de Gauss para describir la dinámica de 
los hilos de torbellino, los operadores integrales singulares como la in-
tegral de Cauchy para estudiar el confinamiento de partículas cuánticas 
relativistas, y las llamadas estimaciones de Carleman para probar dis-
tintas versiones del principio de incertidumbre.

En las cuatro próximas secciones de esta introducción hacemos 
una breve descripción de estas técnicas. Empezamos con lo que Mi-
guel de Guzmán llama “la herramienta de Fourier” ([45], p. 28). Es decir, 
el procedimiento que encuentra Fourier para resolver la ecuación que 
lleva su nombre, y que describe la propagación del calor en un cuerpo 
finito o infinito por medio de una relación (ecuación) entre la varia-
ción temporal de la temperatura en un punto cualquiera del cuerpo y 
su variación espacial. Fue el propio Fourier quien propuso la ecuación 
introduciendo la noción de flujo, una importante aportación concep-
tual ([74], sección 429), hasta el punto que Arnold Sommerfeld cali-
fica como “Biblia de la Física Matemática” el libro la Thèorie analytique 
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de la chaleur, también escrito por Fourier, publicado en 1822, y en el 
que dicho concepto es una pieza clave. La herramienta o método de 
Fourier resultó ser muy útil, no solo para la resolución de una amplia 
variedad de ecuaciones en derivadas parciales, sino para abordar otros 
muchos problemas en matemáticas. La razón última es que se propone 
la descomposición de cualquier función9 en sus armónicos elementales, 
siendo la solución para cada uno de estos armónicos fácil de calcular. 
Finalmente, la solución general se obtiene por el principio de superpo-
sición al tratarse de un fenómeno lineal.

Las series e integrales de Fourier aparecen por tanto como un método 
puramente matemático de resolución de ecuaciones diferenciales. Dada 
una función se transforma en otra para la que la solución es sencilla y 

9   Aquí Fourier da otro gran salto conceptual en la definición que hace de función.

Figura 2: Una imagen del efecto de Talbot. Muestra la luz que recibe un obser-
vador o una pantalla situada a diferentes distancias de una rejilla periódica. La 
parte inferior representa la rejilla mencionada, que recibe la luz desde abajo. 
Vemos que en el extremo superior a distancia zT esta rejilla se repite. A distancias 
intermedias se forman diferentes patrones de luz, siendo reconocibles aquellas 
que son múltiplos racionales de zT. Figura de Ben Goodman con licencia CC 
BY-SA 3.0 https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Optical_Talbot_Carpet.png.
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posteriormente se hace la transformación inversa. Vemos, sin embargo, 
en las secciones 2.2 y 2.3, que la transformada de Fourier de una fun-
ción se puede medir10. De hecho, dicha transformación aparece como 
una deformación continua de la identidad, algo que nos resultará muy 
útil en el enfoque que damos de los principios de incertidumbre. En 2.2 
la variable de deformación es el tiempo, siendo el problema físico el de la 
dinámica de una partícula cuántica libre. En 2.3, el contexto es la teoría 
de difracción de la luz de Fraunhofer y en esta caso la variable de defor-
mación es espacial, la distancia al objeto de difracción. Evidentemente 
ambos puntos de vista están relacionados, siendo la conexión la teoría de 
difracción de Fresnel, que es a su vez el punto de partida para explicar el 
efecto de Talbot (figura 2) que abordamos en secciones posteriores y que 
es el causante de la fractalidad exhibida en la figura 2. Hay que recordar 
a este respecto que Cantor llegó a la construcción de su célebre conjunto 
ternario por sus investigaciones sobre la forma que puede adoptar el con-
junto de puntos de divergencia de una serie de Fourier.

La convergencia de las series e integrales de Fourier es una cuestión 
analítica fundamental, como bien reflejan tanto Guzmán en [45] como 
Duoandikoetxea en [53]. Asociada a este problema hay otra transforma-
ción indispensable, la llamada de Hilbert, que presentamos en la sección 
2.4. Es su generalización a dimensión tres, la conocida como transforma-
da de Cauchy-Clifford, la que ha resultado ser la adecuada para avanzar 
en el problema matemático asociado al confinamiento de partículas re-
lativistas que analizamos en la sección 3.1. En dicha sección, motivados 
por intentar entender cómo se organiza la naturaleza, damos nuevos usos 
a herramientas clásicas. Un ejemplo más de lo expuesto por Fourier en el 
Discourse préliminaire de su Teoría Analítica del Calor [74]:

“El estudio profundo de la naturaleza es la fuente más fecunda de los 
descubrimientos matemáticos”.

Uno de los descubrimientos más sorprendentes, desde mi punto de 
vista similar en importancia al del conjunto fractal de Cantor, es el del 
llamado conjunto de Kakeya: un conjunto que tiene medida de cero 
y que sin embargo contiene una recta en cualquier dirección. La feliz 

10  Al menos su módulo o amplitud siendo el cálculo de la fase una cuestión mucho 
más delicada.
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conexión de este objeto geométrico con la cuestión de la sumabilidad 
o convergencia de las series e integrales de Fourier fue establecida en 
1971 por Charles Fefferman, cuando apenas contaba con 21 años, en su 
célebre trabajo [72]11. La existencia de dicho conjunto fue probada por 
Abram Besicovitch en 1919 [24]. Entender el papel que este conjunto 
juega en la naturaleza es uno de los mayores retos del análisis de Fourier, 
reto que ha dado lugar a desarrollos insospechados del análisis matemá-
tico, empezando por el propio trabajo de Fefferman y continuando con 
los de A. Córdoba, P. Tomas y E. Stein, J. Bourgain, T. Wolff, T. Tao y 
un largo etcétera que aún continua. Mi aportación a esta tarea ha sido 
el artículo que escribí en 1998 en colaboración con T. Tao y A. Vargas, 
en el que mejoramos la marca establecida por Stein y Tomas en 1975. 
Todos estos resultados se encuadran dentro de la ya mencionada teoría 
de las integrales oscilatorias, la más simple de las cuales es precisamente 
la integral que define la transformada de Fourier (2.12). Es momento 
ya de empezar a mostrar algunos detalles relevantes de las matemáticas 
que hay detrás de las mismas.

2.1 La herramienta de Fourier

La forma habitual de abordar una ecuación en derivadas parciales como 
la del calor 

(2.1)	

fijando una condición inicial , y suponiendo que la 
solución esté acotada en el infinito, es primero buscar un número am-
plio de soluciones. Fourier inventó para ello el método de separación 
de variables que lleva de forma inmediata a resolver el problema de 
autovalores 

(2.2)	

donde de nuevo se restringen las soluciones a aquellas que están aco-
tadas y por tanto μ$0 . En dimensión uno la solución se escribe como 
combinaciones lineales de senos y cosenos.

11  Véase también el excelente vídeo https://www.youtube.com/watch?v=j-dce6QmVAQ.
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La siguiente observación es que el problema es lineal con lo que la 
superposición de soluciones es también una solución. Un momento de 
reflexión muestra que si se busca una solución general de (2.1) la super-
posición finita de senos y cosenos no puede ser la respuesta, por lo que 
se está abocado a considerar, o bien series infinitas si las condiciones de 
frontera son periódicas, o bien integrales que es lo adecuado en el caso 
que nos ocupa.

Resulta más cómodo utilizar la notación compleja lo que nos lleva 
a considerar, lo hacemos ya en cualquier dimensión, la familia de solu-
ciones de (2.2) 

con ,  y   un escalar complejo 
cualquiera. Asociada a esta expresión se obtiene fácilmente la familia 
de soluciones de (2.1) 

El principio de superposición da entonces la expresión

Luego el problema se reduce a lo que se conoce como un problema 
inverso, dado  encontrar  tal que 

(2.3)	

La fórmula de este inverso, la cual daremos en la siguiente sección, 
es una de las grandes aportaciones de Fourier y cuya validez él no se 
plantea en absoluto porque al menos en el caso de series se reduce al 
cálculo de los llamados coeficientes de Fourier que miden áreas definidas.

Hemos planteado en apenas unas líneas el problema de Fourier 
al que se refiere Duoandikoetxea: para qué funciones  y  el 
método anterior es válido. Entre otras cosas esto implica entender el 
propio concepto de función, cuál es la noción adecuada de integral, y 
por tanto de área, y en qué sentido se entiende la convergencia de la 
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misma. Si pensamos que la noción apropiada de convergencia, que al 
final estaba ligada a la propia noción de solución de (2.1), no se resol-
vió hasta el desarrollo de la teoría de distribuciones por Schwartz en los 
años 50 del siglo XX, tenemos un claro ejemplo de cómo la construc-
ción de las matemáticas como una estructura sólida basada en el rigor 
convive con la aplicación de las mismas, aunque dicha estructura esté 
todavía construida parcialmente. No en vano el método descubierto 
por Fourier fue usado desde el principio y de forma muy fructífera por 
físicos e ingenieros.

Además, a los problemas anteriores hay que añadir al menos otro de 
gran importancia, el problema de la unicidad. Es decir, probar que dado 

 existe una única  que verifica (2.3). Evidentemente este pro-
blema es equivalente al de la unicidad de la solución de (2.1), cuestión 
nada obvia como podíamos haber deducido del hecho de que de las 
soluciones obtenidas por variables separadas nos hemos desentendido 
de aquellas con crecimiento exponencial 

Veremos más adelante que estas soluciones de crecimiento expo-
nencial juegan un papel crucial en los teoremas de unicidad, y por 
tanto en el principio de incertidumbre, del que nos ocuparemos en la 
sección 4. Más en concreto, en lo que se conocen como desigualdades 
de Carleman y en la construcción de los llamados pesos de Carleman.

2.2 La transformada de Fourier como un operador de scattering 
en la variable temporal

En el contexto de esta memoria existe otra forma de presentar la trans-
formada de Fourier, que nos resultará muy útil a la hora de hablar de la 
ecuación del hilo de torbellino. El punto de partida es otra de las ecua-
ciones fundamentales de la física matemática, la de la partícula libre de 
Schrödinger, pieza clave a la hora de describir la mecánica cuántica no 
relativista, 

(2.4)	

ecuación a la que hay que añadir la condición inicial 
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La construcción de la solución la haremos basándonos en las simetrías 
elementales del conjunto de soluciones de (2.4). La primera de ellas es 
que gracias a la regla de Leibniz si  con  es solución, entonces 

para  también lo es. Este hecho nos permite re-
ducirnos al caso unidimensional. La segunda es que para soluciones que 
decaigan de forma adecuada en el infinito, se tiene la siguiente ley de 
conservación 

(2.5)	

La tercera es que si l>0 y u es solución, entonces 

es también una solución, con la propiedad extra de que 
 para cualquier l. Por simetría parece natural pen-

sar que las soluciones que verifiquen que 

deben ser particularmente relevantes. A estas soluciones se las llaman 
autosemejantes y, como veremos en la sección 5, juegan efectivamente 
un papel estelar. Es fácil concluir que una tal solución autosemejante 
ha de ser de la forma 

(2.6)	

lo que nos permite reducir el problema a buscar una función G solución 
de la ecuación diferencial ordinaria 

(2.7)	

que se puede integrar una vez. Obtenemos de esta forma 

(2.8)	
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para algún . La elección a = 0 es particularmente sencilla, ya que 
imponiendo  = 1 obtenemos12 

	

habiendo usado la llamada integral de Fresnel . 
Hemos construido de esta forma la solución fundamental

(2.9)	

El siguiente paso es utilizar la invarianza por traslaciones de (2.4) jun-
to con el principio de superposición para obtener la familia de soluciones 

Es un ejercicio relativamente fácil concluir que la elección 
 da formalmente la solución buscada. De nuevo la uni-

cidad es una cuestión que puede ser muy delicada pero que, como en 
el caso de la ecuación del calor (2.1), es sencilla si se suponen cotas 
superiores adecuadas en el crecimiento de la solución.

Observemos que desarrollando el cuadrado en la expresión integral 
anterior podemos escribir 

(2.10)	

Sustituyendo para tiempos grandes    por   conclui-
mos que 

(2.11)	

definiendo la transformada de Fourier de  como 

(2.12)
                

12  .



—  26  —

Uno de los teoremas básicos del análisis de Fourier es el cálculo de 
su inversa dada por (cf.(2.3)) 

(2.13)	

Formalmente es fácil probar que existe otra ley de conservación: la 
energía, o la masa según el contexto físico de que se trate, se conserva 

(2.14)
	

de tal forma que el resultado preciso en (2.11) es 

(2.15)	

siendo  . Como consecuencia se obtiene que 

.

La identidad (2.15), o más concretamente (2.10), va a jugar un 
papel fundamental en el futuro cuando estudiemos con técnicas de 
ecuaciones en derivadas parciales distintas versiones del principio de 
incertidumbre de Heisenberg.

La fórmula (2.13) junto con (2.11) nos permite en principio calcu-
lar el valor inicial  a partir de los valores de la solución para tiempos 
grandes. Sin embargo, experimentalmente la cantidad que se mide es 

, por lo que la información es incompleta ya que falta la fase 
para poder determinar u(x, t). Surge así lo que se conoce como el pro-
blema de la fase, problema que es común a las ecuaciones de Schrödin-
ger tanto lineales como no lineales y con el que habremos de enfren-
tarnos más adelante.

Hay otras dos simetrías asociadas a (2.4) que nos resultarán muy 
útiles en el estudio de la ecuación del hilo de torbellino. Una de ellas 
es la que se conoce como la transformación conforme, que es el equiva-
lente en el contexto de Schrödinger a la bien conocida transformación 
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de Kelvin para la ecuación de Laplace, o a la de Appell para la ecuación 
del calor. En concreto, un cálculo directo prueba que si u(x, t) es una 
solución de (2.4) entonces 

(2.16)	

es también una solución que verifica que . Obsérvese 
que 

lo que de hecho permite probar la fórmula de inversión de la transfor-
mada de Fourier (2.13).

Finalmente, mencionaremos las transformaciones de Galileo: si 
u(x, t) es solución de (2.4) y , entonces 

(2.17)	

es también solución. Es un ejercicio sencillo probar que si 

 para todo  

entonces u(x, t) es un múltiplo de la solución fundamental uf . Esta sen-
cilla observación nos resultará muy útil a la hora de resolver la ecuación 
del hilo de torbellino para polígonos regulares y probar en este contex-
to el efecto de Talbot, ver [38], [47] y [60].

2.3 La transformada de Fourier como un operador de scattering 
en las variables espaciales

Existe otra forma de ver la transformada de Fourier como un operador 
de scattering, esta vez más ligada al teorema espectral y a la medida es-
pectral asociada al operador laplaciano. Como hemos visto hay solucio-
nes acotadas de (2.2) que no son nulas. Esto implica que la ecuación, 
llamada de Helmholtz, 

(2.18)	
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no tiene solución única por ejemplo si , es decir, si 
 es finita. Una de las formas de determinar una solución 

particular es por el llamado limiting absortion principle, que consiste en 
tomar un parámetro  y considerar la, en este caso única solución, 

 de 

(2.19)	  .

Por simplicidad trabajaremos en dimensión tres. Siguiendo argu-
mentos muy similares a los esbozados anteriormente, y utilizando la 
invarianza por rotaciones de (2.2) se obtiene la expresión 

que en el límite da13 

.

De hecho, la función  juega en (2.18) un papel análogo al 
de  en (2.4). Como hicimos en el caso de la ecuación de Schrödinger 
nos interesa saber cuál es el comportamiento asintótico de . Ob-
servando que , y suponiendo por ejemplo 
que f es de soporte compacto, es fácil concluir con un sencillo desarro-
llo de Taylor que 

(2.20)   .

La ecuación (2.19) aparece de manera natural en mucho contextos 
al ser la que verifican las ondas armónicas en el tiempo. En concreto, el 
comportamiento asintótico que acabamos de escribir es análogo al que 
se hace en la aproximación de Fraunhofer de la difracción de la luz por 
un obstáculo. En esta aproximación tanto la pantalla en la que se mide 
la intensidad de la luz, como la fuente luminosa están suficientemente 
lejos del obstáculo. Para zonas más cercanas a la pantalla hay que usar 

13  Si  se construiría  con el correspondiente cambio de signo en la fase.
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la llamada difracción de Fresnel, que tiene en consideración el siguien-
te término del desarrollo de Taylor, que es cuadrático. La difracción 
de Fresnel es precisamente la que explica el efecto de Talbot que nos 
aparecerá más adelante, y es la aparición de estos términos cuadráticos 
la razón de que, tras las normalizaciones oportunas, (2.4) sea un buen 
modelo matemático para describir dicho efecto, [22], [23], [98]. En este 
caso la variable temporal no es otra que la distancia al obstáculo.

Parece natural preguntarse si existe un resultado similar a (2.15) 
en este contexto. La respuesta es afirmativa, pero requiere más trabajo. 
Nos limitaremos a decir cuál debería ser en este caso la energía, es decir 
cuál es el espacio de funciones que juega el papel equivalente a  en 
(2.15). Se trata del espacio de Agmon-Hörmander, que es un caso par-
ticular de los que se conocen como espacios de Morrey-Campanato. En 
concreto en [1] y [100] se prueba que si por ejemplo f  además de estar 
en  tiene su soporte en un conjunto acotado W entonces 

(2.21)     

siendo diam(W) el diámetro de W.

Este tipo de desigualdad funcional es un ejemplo particular de lo 
que se llaman desigualdades uniformes de Sobolev, ya que la constante 
C es independiente del número de onda k que aparece en el lado de la 
izquierda de la desigualdad. Como veremos en la sección 3 este tipo de 
desigualdades juegan un papel clave en la resolución de las ecuacio-
nes en derivadas parciales tanto lineales como no lineales. Para estas 
últimas los espacios de Lebesgue Lp son los naturales, mientras que en 
el caso lineal resultan muy útiles las llamadas desigualdades con peso. 
Estas son de la forma 

(2.22)     

para ciertas constantes . Un problema importante y de gran di-
ficultad es encontrar condiciones necesarias y suficientes en  y en  
para que (2.22) sea cierta. Este es de hecho un problema abierto, véase 
[19]. A partir de (2.21) y usando (2.20) se obtiene fácilmente 

(2.23)        
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y análogamente 

(2.24)     

que son las identidades básicas a partir de las cuales se puede demostrar 
el teorema espectral para el operador laplaciano. Esta es la forma natu-
ral de construir la transformada de Fourier en el contexto del análisis 
funcional.

Conviene resaltar que (2.23) y (2.24) se pueden probar usando mé-
todos elementales. Para ello se multiplica a ambos lados de la ecuación 
por funciones (multiplicadores) adecuadas, y tras sucesivas integracio-
nes por partes se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz para con-
cluir el resultado. La ventaja de este procedimiento es que se generaliza 
sin dificultad a otros operadores distintos al laplaciano, en particular a 
los operadores de Schrödinger 

En este caso, particular importancia tiene la elección en (2.22) 
de  y , ya que permite llevar adelante lo que se 
conoce como el método de Birman-Schwinger, que como veremos en la 
sección 3 se adapta muy bien al caso relativista en el que  se sustituye 
por el operador de Dirac.

2.4 La transformada de Hilbert y el operador de Cauchy

Recordemos (2.7). La elección  en (2.8) la hicimos por simplici-
dad. La razón de por qué es la adecuada se basa en el hecho de que la 
solución  construida de esta forma verifica la propiedad 

siendo  la delta de Dirac, una medida de Radon positiva que actúa 
sobre funciones continuas f 

De igual forma se puede considerar , o simplemente . 
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La renormalización natural ahora es , lo que permite obtener 
otra solución linealmente independiente de (2.7) que es en este caso 
impar. Cabe preguntarse cuál será el valor en  de la solución así 
obtenida. De (2.6) es fácil concluir que ha de ser impar y homogénea 
de grado -1, es decir ha de ser un múltiplo de

la distribución que actúa sobre funciones f regulares 

Es fácil calcular la transformada de Fourier de esta distribución ya 
que al ser impar 

	

y al ser homogénea basta hacer el cálculo para . Así, 

	

Poniendo todo junto obtenemos 

(2.25)                     

siendo sgn( ) la función signo. Por otro lado, de la propia definición se 
obtiene que 

La distribución  aparece de forma natural en muchos contex-
tos, como por ejemplo en el estudio de las funciones analíticas en el 
semiplano. En efecto, si f es una función de variable real e integrable, 
entonces 
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define una función analítica tanto en el semiplano superior , 
como en el inferior . Una pregunta natural14 es cuáles son los 
valores de u(z) en la frontera . Dado que 

es sencillo probar la que se conoce como fórmula de Plemelj,

siendo 

la transformada de Hilbert. De la definición concluimos que H es un 
operador antisimétrico y de (2.25) que H2 = -1. Por tanto H es una iso-
metría en .

La fórmula de Plemelj es válida no solo en el caso del semiplano sino 
para cualquier dominio regular del plano complejo. De forma análoga 
a la transformada de Hilbert se define entonces un operador integral 
singular que se conoce como el operador de Cauchy. Esta definición se 
puede extender a dimensiones mayores por medio del álgebra de Cli-
fford, dando lugar al operador de Cauchy-Clifford que nos aparecerá en 
la próxima sección 3.1 asociado al operador de Dirac. En ella usaremos 
la caracterización de la esfera como el único dominio acotado para el 
que el operador de Cauchy-Clifford es una isometría.

14  El llamado problema de Riemann-Hilbert.
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3. Perturbaciones singulares de la ecuación de Dirac

Nos referimos a la ecuación 

(3.1)   
  

con   y  las matrices de Pauli-Dirac, el potencial  
es una matriz 4 x 4 hermítica,  es un campo vectorial real, y 

 la masa. Las matrices , con j = 1,2,3 y  anticonmutan dos a 
dos y su cuadrado es la identidad. Llamaremos   al 
operador de Dirac libre.  actúan sobre spinors .

Nuestro interés se centra en potenciales  y A cuyos tamaños, 
medidos en espacios de funciones adecuados y que dependen de las pro-
piedades específicas del operador libre , no dependan de los cambios 
de escala. Es decir, dado  el tamaño tanto de  como de 

 es independiente de la escala . Medido puntualmente 
este comportamiento crítico es del tipo . Recordemos que si  
y , siendo  la matriz identidad, obtenemos el potencial de 
Coulomb. Sorprendentemente el potencial de Coulomb aún plantea 
cuestiones analíticas relevantes, tanto en lo que se refiere a probar que 
da lugar a un operador autoadjunto, como en la caracterización del es-
pectro. De hecho, encontrar cuáles son las desigualdades funcionales15 
que determinan ambas propiedades ha dado lugar a un buen número de 
trabajos relevantes desde las aportaciones pioneras de Rellich y Kato en 
los años 50 y 60 del pasado siglo hasta nuestros días.

La principal razón por la cual este no es un problema obvio es por-
que  no es un operador semiacotado y, por tanto, los principios va-
riacionales, tan útiles para otros operadores como el laplaciano, no se 
pueden aplicar directamente. [68] es un survey excelente sobre esta 
cuestión. Asimismo, en [5] y [34] se puede ver cuál es el estado del arte 
actualmente. El principal problema abierto es caracterizar los potencia-
les  que verifican 

15  En el espíritu de (2.22) pero sustituyendo  por .
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y dan lugar a operadores autoadjuntos, determinando en este caso cuál 
es el espectro. Esta cuestión es fundamental si se quiere progresar en el 
estudio de las ecuaciones de evolución no lineales de Dirac, ecuaciones 
para las que se está mucho más lejos de entender los mecanismos de 
creación de singularidades que para los modelos dispersivos no relati-
vistas como las ecuaciones no lineales de Schrödinger que trataremos 
más adelante. Sirva como ejemplo de lo dicho lo poco que se ha avan-
zado en este problema desde el trabajo [67], en el que se caracterizan 
las perturbaciones subcríticas de  utilizando métodos perturbativos, 
en comparación con el espectacular avance que ha habido en las ecua-
ciones dispersivas semilineales desde el trabajo pionero de Ginibre y 
Velo [78].

En el mismo orden de cosas, un ejemplo importante y bien conoci-
do de potencial magnético es el de Aharanov-Bohm 

Obsérvese que en este caso el campo magnético es precisamente 
. En otras palabras, el campo 

magnético es una medida vectorial singular con el soporte conteni-
do en una superficie, una curva en este caso, de codimensión dos. De 
hecho en el contexto de la mecánica de fluidos, y como veremos más 
adelante al hablar de la ecuación del hilo de torbellino, este campo no 
es otro que el que describe la vorticidad de un torbellino con soporte 
en la línea recta .

Otros ejemplos importantes son aquellos en los que  y  es 
un potencial dado por una medida cualquiera con soporte contenido en 
, la frontera de un dominio acotado regular W con s su medida de su-
perficie, como la esfera unidad, ejemplo este último estudiado en [50]. 
En [9] resolvemos la cuestión de bajo qué condiciones estos potenciales 
son autoadjuntos. Ideas similares fueron desarrolladas con anterioridad 
y en un contexto abstracto en [131].
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3.1 El confinamiento de partículas relativistas

Otro aspecto relevante de los potenciales  es que aparecen 
naturalmente en relación con la posibilidad de confinar partículas 
relativistas dentro de un dominio W. En términos generales decimos que 
un potencial  que actúa sobre spinors en  genera confinamiento 
con respecto a  y  si las partículas que se mueven de acuerdo a la 
ecuación de evolución de Dirac cuyo generador infinitesimal es 

 nunca cruzan la frontera . O lo que es lo mismo, si una 
función u(x,t) es solución de la ecuación  y en 
tiempo cero el soporte de  está contenido en W, el potencial  
genera confinamiento si  está soportada en W para todo , de 
tal forma que  resulta impenetrable para las partículas.

Tomando como punto de partida [9] y para , se prueba en [10] un 
criterio general para la existencia de valores propios en (-m,m). Este 
criterio relaciona la existencia de valores propios, que es un problema 
en todo , con una propiedad espectral de ciertos operadores acotados 
en , que es un problema en la frontera . También mostramos 
algunas aplicaciones para el caso de potenciales electrostáticos: 

(3.2)	

En particular probamos que los Hamiltonianos  y 
 tienen los mismos valores propios en (-m,m) para todos 

los valores de la constante de acoplamiento  dentro de un inter-
valo finito no vacío, y que  no tiene valores propios en (-m,m) si   
es demasiado grande o demasiado pequeño. Esta es una característica 
nueva y bastante llamativa, ya que muestra que hay cotas tanto infe-
riores como superiores en los valores posibles de  para que existan 
valores propios no triviales en (-m,m), a diferencia de lo que sucede 
con el acoplamiento del operador Dirac libre con potenciales genéricos 
como   . En este caso, existe un umbral    tal que si    el 
espectro no es vacío. Para probar el resultado se necesita cierta regulari-
dad en  lo que nos permite reducir el problema al estudio del espectro 
de un operador compacto.

En [10] también hacemos un estudio espectral de , cuan-
do  es la esfera 
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En el espíritu de [51], este estudio espectral se basa en probar un 
principio de incertidumbre sobre algunos operadores acotados en  
y relacionados con . Como consecuencia, obtenemos una desigual-
dad en  de un operador de Cauchy que es, en nuestro contexto, la 
generalización natural del clásico relacionado con el operador  de 
una variable compleja y del que hablamos en la sección 2.4. Hay una 
diferencia crucial en nuestro caso porque el operador depende de la 
masa m. Nuestra desigualdad resulta ser óptima y probamos la existen-
cia del minimizante, lo que nos permite obtener el estado fundamental 
de . Además, en el límite sin masa, recuperamos una desigual-
dad bien conocida para la transformada de Riesz en dimensión dos en 
la esfera.

Recordemos que dadas una medida de Borel finita  con soporte en 
una hipersuperficie  contenida en , una función  y , 
se define la transformada de Riesz bidimensional de  como 

(3.3)	

siempre que el límite tenga sentido. Es bien conocido que 
 es un operador acotado para las conocidas como 

medidas de Ahlfors-David bidimensionales y uniformemente rectifica-
bles  en ; véase [43] para un estudio cuidadoso sobre esta materia. En 
particular,  es un operador acotado si  es la medida 
de superficie de un dominio acotado con regularidad Lipschitz. Es decir, 

(3.4)	

para alguna constante  y para todo .

Se sabe mucho menos acerca de las mejores constantes de las des-
igualdades en  para la transformada de Riesz y su caracterización en 
términos de la geometría del borde. Por un lado, en [93] los autores 
prueban que la transformada de Riesz (más precisamente el operador 
de Cauchy-Clifford) es una isometría si y solo si  es una esfera o un 
hiperplano. Por otro lado, una consecuencia de nuestros resultados en 
[10] es que cuando la masa no es trivial, el operador de Cauchy corres-
pondiente es una isometría para un hiperplano pero no para una esfera, 
y es por esta razón que el espectro puntual no es trivial si se elige de 
forma adecuada la constante de acoplamiento u. Además, cuanto más 
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lejos de ser una isometría, mayor será el tamaño del conjunto de va-
lores admisibles u. Es natural esperar que para una masa estrictamente 
positiva fija y dominios acotados con un límite regular y con una nor-
malización adecuada, la esfera es la superficie que minimiza la norma 
del operador de Cauchy (con masa positiva). Un primer resultado rele-
vante obtenido en esta dirección se puede encontrar en [8], resultado 
que analizamos más adelante. Otra cuestión importante explorada en 
[126] es sobre la dependencia de esta norma de la regularidad de la 
frontera, así como hasta qué punto se puede evitar el uso de operadores 
compactos. De hecho y, como ya hemos dicho, en [10] y para el caso 
de la esfera, empleamos el principio de incertidumbre como un camino 
alternativo.

La resolución de estos problemas tiene algunas consecuencias y 
aplicaciones importantes, en particular en el estudio del confinamien-
to. Más específicamente, en [10] también damos un criterio general 
para generar confinamiento que se establece en términos de una pro-
piedad algebraica de ciertos operadores acotados en . De nuevo 
transformamos un problema en  en un problema en la frontera . En 
este trabajo también se encuentra una aplicación para potenciales de 
tipo electrostático y los llamados potenciales escalares de Lorentz dados 
de nuevo por medidas singulares con soporte en la cáscara (i.e. shell) .

Por ejemplo, demostramos que, para , el potencial 

da lugar a confinamiento si y solo si . Este hecho solo se 
conocía para el caso particular de la esfera [50], por lo que probamos 
que la misma condición es válida para todas las superficies. Nuestra 
caracterización del estado fundamental también funciona bajo esta 
condición general de confinamiento y, por lo tanto, podemos formular 
en este contexto un problema de optimización similar al que ya hemos 
propuesto. Más específicamente, se trata de probar cuál es la superficie 
 que, bajo restricciones elegidas adecuadamente, minimiza en valor 
absoluto la energía del estado fundamental. Hay que llamar la atención 
sobre el hecho de que el caso particular  y  se conoce en la 
literatura como el modelo MIT para el confinamiento de quarks (MIT 
bag model), es decir,  y , y ha recibido una atención espe-
cial; ver por ejemplo [6] y [7] para una explicación del modelo.
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Nuestro punto de vista permite perturbar el modelo del MIT dentro 
de una familia uniparamétrica de problemas todos con la misma pro-
piedad de confinamiento, lo que da una flexibilidad extra a la hora de 
abordar la cuestión de la optimización. En [8] hemos usado con éxito 
una flexibilidad análoga para (3.2). Como ya hemos dicho, el princi-
pal problema que presenta el operador de Dirac a la hora de resolver 
problemas de optimización como los que hemos planteado, es que los 
métodos variacionales no se pueden aplicar directamente. Por ello en 
[8] utilizamos como sustituto el llamado principio de Birman-Schwin-
ger para caracterizar los autovalores de un operador dado. Así, en el 
ejemplo que estamos considerando, dado a con -m < a < m se define  
como el valor de la constante de acoplamiento del potencial tal que a 
es un autovalor para el operador asociado a dicho potencial. El método 
de Birman-Schwinger asocia  a la mejor constante de una cierta 
desigualdad con pesos para el inverso de . Como vimos en la 
sección 2.3 esta desigualdad involucra al inverso del potencial . La ven-
taja de este método es que, si es satisfactorio, da de forma inmediata la 
monotonía , algo notable si recordamos que el operador de Dirac 
no es semiacotado.

La dificultad en nuestro caso reside primero en entender cuáles son 
los pesos ya que  se anula fuera de , y segundo en probar las des-
igualdades pertinentes ya que involucran al operador de Clifford-Dirac 
cuyo núcleo es una integral singular. Las técnicas de análisis de Fourier, 
en este caso la teoría de Calderón y Zygmund, vienen en nuestra ayuda, 
y finalmente usando de forma esencial ciertas fórmulas algebraicas del 
operador de Clifford-Dirac conseguimos probar la monotonía. Como 
consecuencia el valor óptimo se ha de alcanzar cuando . En 
este caso el sistema de ecuaciones que determinan el spin up y el spin 
down se desacoplan, lo que finalmente permite usar un método varia-
cional. De esta forma resolvemos el problema de optimización para su-
perficies regulares bajo una restricción natural entre el área del dominio 
y la capacidad del mismo. Como cabía esperar el minimizante resulta 
ser la esfera.

Las consideraciones anteriores sugieren que [8] abre la puerta a in-
vestigaciones posteriores que pueden tener mucho recorrido. Primero, 
en la dirección ya esbozada de intentar utilizar ideas similares en el mo-
delo MIT. Segundo, la propia demostración indica que el caso de super-
ficies no regulares, por ejemplo aquellas que posean esquinas, podría ser 
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muy distinto al caso regular. Esta pregunta está lejos de ser académica 
ya que tiene perfecto sentido que se plantee en dimensión dos, donde 
precisamente en el modelo matemático del grafeno aparecen de forma 
natural dominios cuyas fronteras tienen esquinas. Por último, en [8] 
necesitamos de una hipótesis, que aparece por razones técnicas y que 
todavía no entendemos, que involucra el poder medir en la superficie 
 la interacción del núcleo de Clifford-Dirac, que no es positivo, con 
el dado por el potencial de Newton, que sí lo es. Pienso que esta última 
cuestión es un reto analítico de envergadura.

3.2 Algunas observaciones sobre los hamiltonianos no relati-
vistas

Los ejemplos estudiados en la sección anterior entran dentro de lo que 
se conocen como hamiltonianos con una interacción delta, por la delta 
de Dirac. Estos últimos han sido ampliamente estudiados en el caso no 
relativista [2], es decir hamiltonianos de la forma 

(3.5)	

En este caso ,   y , de forma que  actúa 
sobre campos escalares .

El potencial de Aharonov-Bohm (A-B) ya mencionado, pertenece 
a la clase de potenciales magnéticos críticos que verifican 

(3.6)	  para todo  

y 

(3.7)	

Es un ejercicio probar que bajo estas dos condiciones  Sin 
embargo, B es no nulo16. Este hecho es debido a la singularidad del po-
tencial A. En efecto, si se tiene que  es integrable como función 

16   se define como la 2-forma  si .
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de r  para cualquier vector unitario w tanto en r = 0 como en r = , 
entonces siempre se puede suponer que se verifica (3.7) gracias a lo que 
se conoce como el gauge de Poincaré. En tal caso, si , entonces 

.

Este tipo de potenciales ha sido considerado por diversos autores. 
Entre otros citamos [42], [71], [69], [70] y [20]. En [20] estudiamos las 
propiedades de dispersión del problema de evolución asociado a (3.5) 
siendo A una pequeña perturbación (i.e.,  es pequeño en un senti-
do apropiado) que verifica (3.6), (3.7) y 

(3.8)	

Ejemplos relevantes son los homogéneos de grado cero 
. Esta homogeneidad hace que el problema no sea es-

tándar y que haya que probar en [20] estimaciones uniformes de Sobo-
lev (cf. sección 2.3) de las ecuaciones 

(3.9)   

La forma de obtener estas estimaciones es por medio de técnicas 
específicas del análisis de Fourier. Más concretamente, de lo que se co-
noce como la teoría de las integrales oscilatorias cuyos pioneros son E. 
Stein y C. Fefferman [137]. Se trata de una continuación natural en el 
contexto ondulatorio (i.e., ecuaciones de ondas hiperbólicas y disper-
sivas) de lo que supone la teoría de integrales singulares de Calderón y 
Zygmund para las ecuaciones elípticas y parabólicas. La conexión entre 
la teoría de integrales oscilatorias y las estimaciones uniformes de So-
bolev es debida a C. Kenig, A. Ruiz y C. Sogge, [106], y en el caso de 
las ecuaciones dispersivas (i.e. ecuación de Schrödinger, ecuación de 
ondas, ecuación KdV, etc.) se debe a R.S. Strichartz [138] y a J. Ginibre 
y G. Velo [78]. En [99], [101] y [102] se desarrolla un procedimiento 
muy general que permite tratar ecuaciones con potenciales no lineales 
que involucran a la derivada de la solución como las ecuaciones de tipo 
Korteweg de Vries. La literatura posterior es inmensa y hoy es toda-
vía un área muy activa de investigación, (véase, por ejemplo, //kvm16.
pims.math.ca/DispersiveWiki/index.php?title=Main_Page).

Las condiciones anteriores en los potenciales son demasiado sin-
gulares y, como se deduce de los resultados en [92] y [127], no entran 
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dentro del alcance de la teoría clásica de Agmon y Hörmander [1] que 
esbozamos en la sección 2.3. En [128] se obtiene una importante estima-
ción a priori que cuantifica una propiedad cualitativa que hasta enton-
ces había pasado desapercibida. Esta propiedad dice que la solución de 
(3.9) decae más rápido en las direcciones dadas por los puntos críticos 
de n, de modo que la densidad de energía  tiende a concentrarse 
en el infinito precisamente en esas direcciones. Como consecuencia, 
los operadores de scattering tienen que ser completamente diferentes 
a los clásicos, que se ajustan a la teoría de Agmon-Hörmander. Estos 
últimos pueden implicar una modificación de la fase para potenciales 
de largo alcance, como, por ejemplo, el de Coulomb, pero no una con-
centración de la energía en algunas direcciones específicas.

Las propiedades de dispersión en el tiempo asociadas a estos po-
tenciales son también diferentes. Por un lado, ninguna estimación es-
tándar de Strichartz, excepto la trivial, es válida, como se demostró en 
[79]. Por otro lado, algunas estimaciones de Strichartz con pesos son 
ciertas, como se puede ver en [20]. Estas estimaciones con peso eran 
incluso desconocidas en el caso libre. Además en [20] hacemos una 
conexión con una pregunta muy natural en el análisis de Fourier, y que 
ya planteamos en la sección 2.3, sobre la caracterización de los buenos 
pesos para los propagadores dispersivos como los clásicos de Schrödin-
ger, ondas, Klein-Gordon y Dirac, o, en general, para los operadores 
dados por integrales oscilatorias en el sentido de Fefferman-Stein. Es-
tas estimaciones con peso también pueden verse como mejoras de las 
desigualdades clásicas de Strichartz, mejoras que han desempeñado un 
papel fundamental en el progreso reciente sobre el problema de valo-
res iniciales de ecuaciones dispersivas críticas no lineales. [116], [120], 
[121] y [130] son ejemplos de algunas de las aportaciones que hemos 
hecho en esta dirección.
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4. Principios de Incertidumbre

En esta sección expondremos las principales ideas que están detrás del 
nuevo procedimiento desarrollado con L. Escauriaza, C.E. Kenig y G. 
Ponce para demostrar distintas versiones analíticas del principio de in-
certidumbre.

La pregunta inicial surgió en 2002, y versaba sobre el estudio de la 
unicidad de las soluciones de las ecuaciones de tipo de Korteweg-de 
Vries (KdV) 

(4.1)       

En concreto, queríamos saber si dos soluciones que coinciden en 
, en dos tiempos diferentes tienen que ser iguales en todo mo-

mento. La pregunta había sido respondida positivamente si p = 1 por B. 
Y. Zhang usando lo que se conoce como el método inverso de scattering 
ya que este caso particular, junto con la que se conoce como ecuación 
modificada de KdV p = 2, es un sistema completamente integrable. Este 
método inverso es un procedimiento algebraico que permite linealizar 
la ecuación construyendo una versión no lineal de la transformada de 
Fourier. Para el caso general, donde este procedimiento no es posible, 
había algunos trabajos relevantes anteriores realizados por J. C. Saut y 
B. Scheurer en [135], y por J. Bourgain en [30]. En [104] respondimos 
positivamente a la pregunta usando lo que se conocen como estima-
ciones de Carleman específicamente construidas para el problema en 
cuestión. El otro ingrediente fundamental es un lema en el que se de-
muestra que si la solución tiene un decaimiento exponencial en dos 
tiempos distintos, entonces el mismo decaimiento es cierto y uniforme 
en todos los tiempos intermedios.

Las ecuaciones de tipo KdV son relevantes desde varios puntos de 
vista. En primer lugar, KdV es uno de los modelos más simples que 
describen el movimiento de las olas (water waves). De hecho, exhibe 
un equilibrio perfecto entre la dispersión, dada por el término de la 
tercera derivada, y la hiperbolicidad, y, por tanto, la tendencia a crear 
choques, dada por el potencial no lineal. Este equilibrio hace posible la 
existencia de ondas viajeras, que corresponden a la célebre ola solitaria 
descrita por Scott Russell en 1834 [141]. La ecuación de KdV es tam-
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bién el punto de partida del método inverso de scattering que ya hemos 
mencionado. Este método es un campo de investigación en sí mismo, 
que desde los pioneros trabajos de Fermi, Pasta, Ulam y Tsingou ha ge-
nerado avances sorprendentes en varias áreas de las matemáticas.

Sin embargo, nuestro enfoque es el habitual de las ecuaciones en 
derivadas parciales basado en estimaciones a priori, lo que se conoce 
habitualmente como el método de energía. Desde este punto de vista, 
las ecuaciones de tipo KdV son modelos canónicos no lineales cuya 
ecuación linealizada asociada, , es una mezcla de disper-
sión y parabolicidad. Esto se ve fácilmente en la solución fundamental, 
que se puede construir por medio de la función Airy utilizando ideas 
análogas a las esbozadas en la sección 2.2. La función de Airy es la úni-
ca solución acotada de 

tal que . Esta solución oscila a la izquierda y tiene un decai-
miento exponencial con una tasa del tipo  a la derecha. Hablando 
en términos generales, podríamos decir que se dispersa a la izquierda y 
se difunde a la derecha, aunque téngase en cuenta que estamos tratando 
con sistemas hamiltonianos que preservan la energía y son reversibles 
en el tiempo. Finalmente, la existencia de la interacción no lineal hace 
que las cosas sean más difíciles e interesantes. De hecho, el análisis de 
la estabilidad y la interacción de las soluciones de onda viajera (o soli-
tones), y las propiedades de dispersión de los modelos de tipo KdV han 
sido un paso crucial para comprender modelos más generales como los 
de las ecuaciones de Schrödinger y de ondas.

El siguiente paso natural después de [104] fue relajar la condición 
de que las dos soluciones se anulen en , y suponer simplemente 
que la diferencia de ambas decae exponencialmente a la derecha con 
una tasa mayor que . Pero del análisis mencionado anteriormen-
te, tal pregunta no puede responderse si no se conoce la respuesta a la 
análoga, aunque ligeramente diferente, en el contexto de los problemas 
de difusión. Este fue de hecho el caso y, motivados por esta pregunta, 
comenzamos una colaboración con L. Escauriaza que tuvo como conse-
cuencia los artículos [61], [62] y [63] sobre la unicidad de las soluciones 
de KdV, Schrödinger y del calor. En [65] hacemos una recopilación de 
los resultados obtenidos hasta ese momento.



—  44  —

Una consecuencia inesperada de estos resultados fue el descubri-
miento de la conexión íntima de estas preguntas de unicidad con el 
principio de incertidumbre. Más concretamente, consideremos la ecua-
ción libre de Schrödinger que ya nos apareció en la sección 2.217 

(4.2)	

El siguiente resultado es cierto: Si 
	

y  entonces .

Además, si  y se suponen condiciones  en vez de  hay 
soluciones no triviales que son explícitas y vienen dadas por gaussianas. 
Pues bien, gracias a (2.10) es inmediato probar que el resultado anterior 
es equivalente al siguiente de G.H. Hardy [89]: Si 
	

y , entonces .

Recordamos que  es la transformada de Fourier de . El resultado 
en el extremo antes mencionado fue probado también por Hardy y la 
conclusión es que  tiene que ser una gaussiana.

Hay un resultado similar para la ecuación del calor, 

(4.3)	

Supongamos que u es una solución de (4.3): Si 
	

y , entonces .

17  Por comodidad reemplazamos i / 2 por i en el lado de derecho de la ecuación, algo permitido tras 
un simple cambio de escala. Esta observación se aplica de igual forma a la ecuación del calor que 
aparece posteriormente.
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De nuevo hay un resultado en el extremo    si se suponen 
condiciones de tipo . Concretamente, si  y 

, entonces  tiene que ser la solución fundamen-
tal de (4.3).

A lo largo de diferentes artículos, véase en [64] y [65] las referencias 
precisas, hemos podido extender estos resultados cuando se agregan a 
(4.2) y a (4.3) potenciales dependientes del tiempo tanto lineales como 
no lineales. En el contexto de la ecuación de Schrödinger, los resul-
tados son óptimos y, como consecuencia, obtenemos otra prueba del 
principio de incertidumbre de Hardy sin el uso de métodos de variable 
compleja. A. Bonami escribió en [25] sobre este resultado: “ [] La sen-
sación general era que los métodos complejos eran inevitables para los 
teoremas del tipo Hardy. El desarrollo de métodos reales por Escauriaza, 
Kenig, Ponce y Vega parece milagroso.” T. Tao también muestra su in-
terés en estas preguntas en es.scribd.com/doc/88788300/14/Hardy’s-un-
certainty-principle.

Curiosamente nuestras técnicas, aplicadas directamente, no son su-
ficientes para dar una prueba completa en el caso de la ecuación del ca-
lor, de tal forma que solo se obtiene el resultado para algunos  de modo 
que . Hay que hacer notar que si  el resultado 
es mucho más sencillo (al menos en el caso de coeficientes constantes), 
ya que en este caso la difusión de la correspondiente solución, que es 
positiva, tiene que ser como mínimo la de la solución fundamental. La 
situación es muy distinta cuando se consideran soluciones que pueden 
cambiar de signo, como por ejemplo aquella que en el tiempo inicial es 

, suponiendo por simplicidad que la dimensión es uno. De 
hecho, estos problemas, al menos en el estado de comprensión donde 
estamos ahora, son principalmente unidimensionales. Es fácil verificar 
que la solución de (4.3) para esta condición inicial es 

Esta solución es notable, porque no decae en t = 0, luego comienza 
a decaer como una gaussiana con una tasa que sigue mejorando (i.e. la 
varianza se hace cada vez más pequeña) hasta un momento crítico t = 1 
a partir del cual la solución cada vez se difunde más (i.e., la varianza se 
hace cada vez más grande). Para datos iniciales positivos, la varianza 
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nunca puede disminuir, sino que tiene que aumentar. Finalmente unos 
años más tarde en [66] se consiguió evitar los obstáculos que ilustramos 
con este ejemplo y se obtuvo el resultado también para (4.3).

Las ideas desarrolladas son muy flexibles y se han podido extender 
al caso magnético [18] y al caso discreto [73]. También esperamos que 
nuestro punto de vista se pueda extender a los principios de incerti-
dumbre de Beurling y Nazarov.

En [94] se prueba el siguiente resultado debido a A. Beurling: 

(4.4) Si  y , entonces .
	

Corolarios de (4.4) son los teoremas de Paley-Wiener y el principio 
de incertidumbre de Morgan [119] que dice que si  y 

	

entonces . Ambos resultados se pueden probar con modificacio-
nes, algunas de ellas importantes, de las ideas expuestas más arriba, cosa 
que hicimos en [63] y [105]. Sería interesante saber si se puede probar 
(4.4) con el mismo tipo de ideas, al menos si la condición de integrabi-
lidad de tipo L1 se sustituye por una de tipo L2.

Otro principio de incertidumbre bastante sorprendente es el de-
mostrado por F.L. Nazarov18 en [122]: Si E y F  son subconjuntos de  
con medida de Lebesgue finita ,  y , entonces existe una 
constante C tal que 

Esta afirmación es equivalente a la siguiente. Tómense E y F  como 

18  Versiones no cuantitativas del teorema de Nazarov se habían obtenido antes por M. Benedicks 
[21] y W. O. Amrein y A.M. Berthier [3].
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antes y supongamos que u es una solución de (4.2) con d = 1, tal que en 
t = 0 tiene su soporte en el conjunto E. Entonces 

	

El resultado de Nazarov está por ahora fuera del alcance de nuestros 
métodos.

5. La ecuación de los hilos de torbellino

5.1 El efecto de Talbot

¿Cuál es el patrón que forma la luz cuando atraviesa un rejilla regular? 
Esta pregunta tan sencilla tiene una respuesta asombrosamente rica 
como puso en evidencia H. F. Talbot [139] en su pionero experimento 
de 1836. En dicho experimento, y basándose en trabajos anteriores de 
Fraunhofer y Fresnel, observó que si un haz de luz creado por un fuente 
casi puntual y de una longitud de onda l dada, se hace pasar por una 
rejilla formada por rendijas muy finas, todas ellas a la misma distancia 
d de sus vecinas, este patrón periódico se repite a una determinada dis-
tancia . A esta distancia se la llama hoy día distancia de Talbot. Este 
experimento fue posteriormente explicado por Lord Rayleigh [132] 
quien, analíticamente y por métodos muy ingeniosos, que parten del 
principio de Huyghens para la propagación de ondas, establece una fó-
mula para la distancia de Talbot: 

Si l es mucho más pequeña que d se obtiene la aproximación
 

Una de las aplicaciones inmediatas de esta fórmula es que permite 
calcular la longitud de onda de un haz monocromático midiendo la 
distancia de Talbot.
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El razonamiento de Rayleigh es más o menos como sigue. Partimos 
de un haz incidente de ondas planas de longitud de onda l. Se trata por 
tanto de una solución u(x,z) de la ecuación de Helmholtz, cf. sección 
2.3, 

con  y  mide la distancia a la rejilla, que suponemos 
colocada en . La dificultad proviene de entender cuáles son las 
condiciones adecuadas en la frontera . Podemos suponer sin pér-
dida de generalidad que la distancia entre las rendijas es  y el 
cálculo es mucho más sencillo si nos colocamos en la situación ideal en 
el que número de rendijas es infinito y el ancho de la rendija es infini-
tesimal. Gracias a ello podemos escribir u en la rejilla  como una 
superposición de deltas de Dirac distribuidas de forma periódica con un 
periodo que coincide con la distancia entre ellas. Por tanto, tenemos 
una primera condición en la frontera del tipo: 

y gracias a la fórmula de sumación de Poisson sabemos que
 

Siendo la ecuación que queremos resolver de orden dos necesita-
mos una segunda condición para determinar de forma única la solu-
ción. Para ello suponemos que las ondas se propagan en la dirección 

 y que, por tanto, han de tener la forma 

Un sencillo análisis utilizando series de Fourier nos da como solución 

(5.1)	

En esta expresión vemos claramente que hay dos regiones bien di-
ferenciadas. Una, la ondulatoria, ocurre cuando . La segunda, la 
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difusiva, ocurre en la región complementaria entendiéndose que en la 
fórmula anterior la raíz cuadrada que se elige es la que tiene parte ima-
ginaria positiva. Esto determina un decaimiento exponencial en esta 
región y no nos preocuparemos por ella. La aproximación de Rayleigh 
consiste en reducir la suma en (5.1) a la región en la que  es pequeño 
con respecto a  (i.e., ). Tras un sencillo desarrollo de Taylor 
obtenemos la aproximación 

(5.2)	

que tiene como periodo precisamente  . A partir de (5.2) y haciendo 
la renormalización  se puede pasar fácilmente al límite 
en el sentido débil con m tendiendo a infinito (ver [54] donde se hace 
todo el análisis anterior con cuidado). Se obtiene como resultado la 
expresión 

(5.3)	

La primera observación que conviene hacer es que renombrando la 
variable espacial z como la variable temporal t, la función  no es 
otra que la solución fundamental de la ecuación de Schrödinger con 
condiciones de contorno periódicas, 

(5.4)	

Por razones que quedarán claras más adelante conviene introducir 
de nuevo el parámetro de la distancia de las rendijas, que en el nuevo 
contexto de la ecuación de Schrödinger no es otro que el periodo. En 
este caso lo escribiremos 

obteniendo 

(5.5)	
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que para   verifica 

El efecto de Talbot se vuelve evidente sin más que mirar lo que 
ocurre en los tiempos racionales 

(5.6)    	

En efecto, reescribiendo los números enteros en la forma  
con  obtenemos 

Utilizando la fórmula de sumación de Poisson, la última línea de 
esta expresión se puede reescribir de nuevo como suma de deltas de 
Dirac, esta vez a distancia . De esta forma obtenemos la identidad

 

(5.7)  	  	   	

siendo G la función definida por las sumas de Gauss
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y a, b, c, con c  0, enteros cualesquiera.

Es bien conocido que 

para un cierto ángulo  que depende de m, p y q.

La fórmula (5.7) expresa matemáticamente y de una forma bastante 
sencilla el efecto de Talbot. Primero observamos que  en los 
tiempos  es una suma de deltas de Dirac espaciadas periódicamente 
con periodo . Estas deltas tienen una amplitud dada por las sumas 
de Gauss, que son un número complejo que se describe fácilmente en 
forma polar , habiendo que considerar separadamente los casos 
en que q es par y aquellos en que q es impar. En el segundo caso las am-
plitudes de las deltas son siempre distintas de cero y se escriben 

(5.8)	

En el caso par hay dos situaciones diferentes. La primera es cuando 
m y  tiene la misma paridad, en la que se obtiene 

(5.9)	

Y la segunda es cuando m y  tiene distinta paridad, en la que la 
amplitud de la correspondiente delta de Dirac es cero: 

(5.10)	

Así, por ejemplo, cuando la distancia a la rejilla (i.e., z = t = 0) es 
la mitad de la distancia de Talbot (i.e., cuando el tiempo es la mitad 
del periodo temporal  ) el número de deltas en un periodo espacial 

 es el mismo que en la rejilla, (i.e., M), pero se encuentran situadas 
en puntos diferentes a los de la rejilla. De hecho, las M deltas están 
desplazadas una mitad de periodo respecto a la situación original de 
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la rejilla. Si la distancia es 1/3 de la distancia de Talbot el número de 
deltas en un periodo es 3M; si es 1/5, 5M; y así sucesivamente, como se 
ve claramente en la figura 3. 

Figura 3: Una imagen del efecto de Talbot. Muestra la luz que recibe un ob-
servador o una pantalla situada a diferentes distancias de una rejilla periódica. 
La parte inferior representa la rejilla mencionada, que recibe la luz desde abajo. 
Vemos que en el extremo superior a distancia  esta rejilla se repite. A dis-
tancias intermedias se forman diferentes patrones de luz, siendo reconocibles 
aquellas que son múltiplos racionales de . Figura de Ben Goodman (CC BY-
SA 3.0) que se distribuye bajo la misma licencia que la original, disponible en 
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Optical_Talbot_Carpet.png.

Esta misma figura indica que la descripción de lo que ocurre a dis-
tancias de la rejilla que son un múltiplo irracional de la distancia de 
Talbot es mucho más compleja. Analíticamente, dicha descripción es 
un problema de primera magnitud que no está todavía resuelto. Volve-
remos más adelante sobre esta cuestión.
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En la figura 2 solo se aprecian las intensidades de la luz, es decir 
. Estas intensidades se pueden determinar utilizando la fórmu-

la de Plancherel en el anillo 

Es decir, son consecuencia de la conservación de la energía, hecho 
que en el contexto no lineal de los hilos de torbellino jugará un papel 
relevante. Por otro lado, es natural preguntarse qué forma toman las 
fases  que aparecen en (5.8) y (5.9). Este cálculo, debido a Gauss, es 
un ejemplo muy relevante del uso del análisis de Fourier en grupos. Por 
simplicidad de la exposición nos reduciremos al caso en que q es primo. 
El resultado es el siguiente: 

(5.11)	    

En esta fórmula  denota el símbolo de Jacobi que satisface  
y  el inverso de 4p en . Veremos en la sección 5.9 que esta  da 
lugar a un algoritmo que genera números pseudoaleatorios.

5.2 La función no diferenciable de Riemann, una interpreta-
ción geométrica

Concluimos la sección anterior comprobando que aunque la ecuación 
(5.4) es determinista la forma de entender (cuantificar) soluciones sin-
gulares como (5.5) ha de ser probabilista. Pasamos a continuación a 
ilustrar esta componente estocástica.

Llamemos  a  con M = 1. Consideremos la función 
de variable compleja siguiente, función que como veremos en seccio-
nes posteriores nos aparecerá de forma natural, 

(5.12)	

donde la integral anterior se entiende en el sentido de las distribucio-
nes. De hecho, como expondremos más adelante, el problema de deter-
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minar si la integral converge en un sentido más fuerte resulta ser una 
cuestión analítica delicada. Evaluando en x = 0 obtenemos 

(5.13)	

entendiendo como it el término j = 0 en la suma anterior. En la figura 4 
se puede ver la gráfica de la curva descrita en el plano complejo por 
, cuya fractalidad es evidente. Esta función es de hecho una pequeña 
variación de la conocida como función no diferenciable de Riemann, 

(5.14)

	

que a su vez se puede escribir como  siendo 

(5.15)	

Figura 4: Gráfica de la función modificada de Riemann 

Un simple cálculo nos da 

(5.16)	
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La función R (t) tiene una larga historia. En 1872, en una confe-
rencia impartida en la Real Academia de Ciencia de Prusia, Weiertrass 
[142] afirma, contra la creencia general de la época, que existen fun-
ciones continuas de una variable real que no son derivables en ningún 
punto. Antes de mostrar ejemplos particulares de este hecho, en con-
creto las que hoy se conocen como funciones de Weierstrass, mencio-
na la función R (t) que es claramente continua. De acuerdo al propio 
Weierstrass, se cree que R (t) fue propuesta por B. Riemann en el año 
1861, o incluso antes, como un posible ejemplo de dicho hecho. Es 
decir que R (t) no es diferenciable en ningún punto. Ante la dificultad 
de probar esta afirmación, Weierstrass propone variaciones de la misma 
sustituyendo las frecuencias cuadráticas n2 por otras de tipo lagunar 
como, por ejemplo, 2n .

Como cabía esperar, la apreciación de Weierstrass sobre la dificul-
tad que plantea R (t) era acertada. Hubo que esperar hasta 1916 para 
que Hardy [88] diera los primeros pasos no triviales, desarrollando un 
método distinto para probar la no diferenciabilidad de las funciones 
de Weierstrass, método que también se puede aplicar al caso de R (t). 
El enfoque de Hardy se basa en considerar precisamente la extensión 
analítica de la función (5.15) a la parte superior del plano complejo 

. Es decir, 

	

lo que, no sin dificultad, le permite utilizar resultados previos que había 
obtenido con Littlewood [90]. Sin embargo, el resultado obtenido por 
Hardy es solo parcial ya que prueba que R (t) no es diferenciable salvo 
cuando pt  son números racionales p / q con p y q ambos impares, o p 
par y  (mód. 4). Finalmente el problema fue resuelto por Gerver 
en 1969 probando primero que la función R (t) es de hecho derivable en 
los puntos p / q con p  y q impares, i.e. cuando la suma de Gauss se anula, 
valiendo la derivada siempre, y esto es relevante, -1/2. Poco después, en 
[77], prueba que en los racionales de la forma p par y  (mód. 4) la 
función de Riemann no es derivable. Algo similar ocurre con
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En este caso los puntos de diferenciabilidad son los mismos, sien-
do la derivada nula en todos ellos. Como consecuencia, derivando en 
(5.16), obtenemos que en los puntos de diferenciabildad 

	

y por tanto, si se considera la gráfica de  en el plano complejo, i.e. la 
figura 3, dicha curva no tiene por qué tener tangente. En efecto, uno de 
estos puntos es precisamente  y la curva alrededor de dicho punto 
tiene un comportamiento espiral que le impide tener tangente, como 
se comprueba en la figura 5. 

Figura 5: Gráfica de la función modificada de Riemann alrededor de 

Esta simple observación sugiere que la modificación que propone-
mos de la función de Riemann puede no tener tangente en ningún 
punto. Y así es, ya que este hecho ha sido probado recientemente por 
D. Eceizabarrena en su tesis doctoral [55].

Es importante entender que para la no existencia de la tangente no 
basta con probar que R (t) no sea derivable. Por ejemplo, en  la no 
diferenciabilidad de R (t) se deduce fácilmente a partir de la fórmula de 
sumación de Poisson, que permite probar que 

(5.17)	
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y, por tanto, no es derivable en el cero ni por la derecha ni por la iz-
quierda. Sin embargo, en la figura 6 vemos que la curva que determina 

 tiene tangente tanto por la derecha como por la izquierda. Es el he-
cho de que ambas tangentes no coinciden, ya que forman una esquina 
en ángulo recto, lo que permite concluir que la curva no tiene tangente 
en . Sorprendentemente, son los puntos racionales los que resul-
tan ser más fáciles de tratar, mientras que los irracionales requieren un 
trabajo más delicado que depende de cómo se aproxima el irracional 
por fracciones continuas, ver [55].

El estudio del comportamiento fractal de R (t) ha recibido mucha 
atención. Un paso relevante fue dado en [52] por Duistermaat, quien 
da un comportamiento asintótico muy preciso cerca de cualquier ra-
cional. En concreto prueba que, salvo para aquellos puntos en que la 
función es derivable, en todos los demás racionales , (5.6) con M = 1, 
el comportamiento de Hölder 1 / 2 de (5.17) es cierto, mejorando con 
q. Concretamente se prueba que 

	

Figura 6: Gráfica de la función modificada de Riemann alrededor de 
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La pregunta es entonces cuál es el exponente de regularidad Höl-
der, llamémosle a, en los irracionales. Jaffard probó en [95] que dicho 
exponente depende de cómo el irracional es aproximado por fracciones 
continuas. Más concretamente demuestra que para los irracionales hay 
un rango continuo de posibles exponentes 

	

Más aún, prueba que si se llama  el conjunto de los irracionales 
cuyo exponente de regularidad es a, entonces  es un fractal con di-
mensión fractal  verificándose que 

(5.18)	

A la función  se la llama el espectro de singularidades de R (t) y 
la fórmula (5.18) establece que R (t) satisface lo que se conoce en la 
literatura como el formalismo multifractal para funciones. Este formalis-
mo fue introducido por Frisch y Parisi en uno de sus trabajos sobre la 
turbulencia [75], como una forma de describir lo que en este contexto 
se conoce como intermitencia. Referimos al lector a la monografía de 
Frisch [76], donde podrá encontrar los detalles de dicho formalismo, 
y también al trabajo reciente [26] sobre la intermitencia de R (t). Fi-
nalmente, queremos recordar que del trabajo de Jaffard se deduce que 
desde el punto de vista de la regularidad tanto  como R (t) e  
son equivalentes, y que por tanto el formalismo multifractal también se 
cumple para la función .

5.3 El flujo de la binormal

Estamos interesados en el flujo geométrico de curvas alabeadas que se 
propagan en el espacio euclídeo tridimensional de acuerdo a la ley 

(5.19)	

siendo  y s el parámetro de longitud de arco, bien en 
 en el caso de curvas que se cierran en el infinito, o bien en  para 

el caso de curvas cerradas. Como es habitual, t representa el tiempo. 
Derivando ambos miembros de la identidad precedente, llamando a la 
indicatriz tangente , y usando las ecuaciones de Frenet, 
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(5.20)

	

se obtiene que

(5.21)	

En (5.20) c representa la curvatura,  la torsión, n es el vector nor-
mal y b el binormal; es por esta razón que a (5.19) se le conoce como el 
flujo de la binormal.

El flujo de la binormal fue introducido por primera vez por Da Rios 
en 1906 en su tesis de laurea dirigida por Levi-Civita [44], como una 
aproximación a la evolución de un filamento de vorticidad (vortex fi-
lament), o un hilo de torbellino traducción debida a Santaló [136] y que 
utilizaremos a partir de ahora.

Por lo tanto, el escenario es el que corresponde a las ecuaciones de 
Euler en tres dimensiones. Estas ecuaciones describen la dinámica de 
un fluido ideal e incompresible. Por hilo de torbellino entendemos que 
el fluido se caracteriza por la siguiente propiedad: la vorticidad, i.e. el 
campo vectorial que se obtiene al calcular el rotacional del campo de 
velocidades, está dada por una medida vectorial que tiene el soporte 
contenido en una curva (el hilo). Nuestro mayor interés se centra en 
dos tipos de ejemplos. Primero, en las curvas que tienden a infinito, o 
bien a dos rectas, o bien a dos espirales logarítmicas. Y segundo, en el 
caso de los polígonos regulares.

Es bien sabido que el campo de velocidades puede obtenerse a par-
tir de la vorticidad utilizando la integral singular de Biot-Savart. El 
cálculo de esta integral no presenta ninguna dificultad para aquellos 
puntos que no se encuentran en el propio hilo. Sin embargo, para saber 
la velocidad del filamento necesitamos saber precisamente el valor de 
la integral en puntos que yacen en él. No hay una manera sencilla de 
hacer esto, debido a las singularidades que aparecen en la integral. Da 
Rios hace un desarrollo de Taylor alrededor del punto del hilo donde se 
debe calcular la velocidad. El primer término de este desarrollo consiste 
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en sustituir la curva por la recta tangente, con lo que la velocidad es 
la inducida por un hilo de torbellino recto. En este caso el fluido rota 
alrededor de la recta con una velocidad que es proporcional al inverso 
de la distancia a la misma, pero que no mueve el hilo. Es por ello que 
este primer término no afecta al movimiento, y, por tanto, no se tiene 
en consideración.

El término relevante es precisamente el siguiente, que apunta en la 
dirección de la binormal y es proporcional a la curvatura. Este término 
presenta dos problemas. Primero hay que truncar la integral ya que de 
otra forma diverge logarítmicamente. Este hecho supone en sí mismo 
una fuerte limitación ya que solo se tienen en consideración los efectos 
locales, cuando una de las mayores dificultades que plantean las ecua-
ciones de Euler es que, debido a la presencia de la vorticidad, la ecua-
ción además de ser no lineal es no local. El segundo inconveniente es 
que incluso después del truncamiento, el término que se obtiene crece 
logarítmicamente con la distancia al filamento. Da Rios renormaliza el 
tiempo para absorber este crecimiento y finalmente obtiene salvo cons-
tantes la ecuación (5.19). El proceso de localización de la integral de 
Biot-Savart hace que este modelo también se conozca por la expresión 
Localized Induction Approximation, LIA. Como consecuencia, (5.19) su-
pone, cuando menos a nivel cuantitativo, una aproximación muy cru-
da de la evolución real de un hilo de torbellino. Las limitaciones del 
modelo se pueden ver en [134], y en [96] y en [97] algunos resultados 
recientes rigurosos sobre la relación del modelo con las ecuaciones de 
Euler.

Sin embargo, el flujo binormal captura algunos de los ejemplos bien 
conocidos de torbellinos, como las líneas rectas, relacionadas con los 
tornados o con el vórtice que se genera al vaciar una bañera, y los ani-
llos de humo que pueden crearse fácilmente, por ejemplo, mediante 
un cañon de humo de forma circular, o reteniendo humo en la boca y 
expulsándolo abruptamente. Además, y como veremos más adelante, 
las hélices también son soluciones de (5.19). Recordemos que gracias a 
los trabajos de Hardin se ha demostrado que existen hilos de torbellino 
de forma helicoidal que son soluciones de las ecuaciones de Euler (ver 
[87]).

Uno de los principales propósitos de la investigación que hemos 
realizado a lo largo de estos años, es mostrar el interés matemático del 
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flujo de la binormal por sí mismo. De hecho, lo entendemos como un 
objeto geométrico universal que aparece en diferentes situaciones físi-
cas. Por ejemplo, si en (5.19) diferenciamos formalmente con respecto 
al parámetro de longitud de arco, obtenemos la siguiente ecuación (re-
cordemos que ) 

(5.22)	

Obsérvese que la segunda ecuación en (5.22) es siempre cierta si lo 
es en el tiempo inicial. Esta es una consecuencia fácil de (5.22) como se 
puede ver al calcular . (5.22) no es más que lo que se conoce como 
el mapa de Schrödinger (Schrödinger map en la literatura en inglés) en 
la esfera unidad . Este es un modelo simplificado de la conocida ecua-
ción de Landau y Lipschitz para el ferromagnetismo. En este caso  
representa el espín, ver por ejemplo [112], [113] y [114].

Otro ejemplo sorprendente es el uso hecho por Peskin y McQueen 
de (5.19) en [129] para describir la forma de una válvula aórtica hu-
mana. En ese modelo, la ecuación aparece como consecuencia de un 
equilibrio mecánico de las fuerzas involucradas.

La ecuación (5.22) es uno de los ejemplos más sencillos de una 
ecuación no lineal de Schrödinger. De hecho, (5.22) se puede reescri-
bir de la forma 

(5.23)	

siendo  la derivada covariante y J la estructura compleja de la varie-
dad imagen, la esfera  en el caso de la ecuación del hilo de torbellino. 
Una alternativa a la esfera es considerar por ejemplo que  
el espacio hiperbólico.

Desde el punto de vista de ecuaciones en derivadas parciales el pro-
blema de valores iniciales asociado a (5.23) ha sido estudiado amplia-
mente. Una primera observación a este respecto es que el conjunto de 
soluciones de (5.22) es invariante respecto de un semigrupo de escalas. 
En concreto, si  y suponemos que  es una solución, entonces 

(5.24)	
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es también una solución. Si medimos la regularidad de T en la variable 
espacial por medio de los espacios de Sobolev 

(5.25)	   
  

entonces se obtiene que la norma es invariante por el reescalamiento 
(5.24). En (5.25) se está usando la definición 

Una segunda observación es que (5.23) es una ecuación hamilto-
niana cuya energía viene dada por 

(5.26)	

cantidad esta última que se preserva formalmente por el flujo. Usando 
(5.21), obtenemos que (5.26) es igual a 

(5.27)	

Nuestro interés principal es considerar curvas que sean solución de 
(5.19) y que tengan una regularidad crítica (i.e. sea invariante) con res-
pecto a (5.24), cosa que no ocurre con (5.27). La razón de este interés 
quedará explicada cuando relacionemos el efecto de Talbot con la diná-
mica generada por curvas que inicialmente están dadas por polígonos 
regulares. Los ejemplos más sencillos de soluciones que tienen esta re-
gularidad crítica son las soluciones autosemejantes que tienen la forma

(5.28)	

para cierta G  elegida de forma conveniente.

Observemos también que la ecuación (5.19) es invariante bajo el 
grupo de las rotaciones. Este hecho sugiere que es posible hacer una pe-
queña modificación del ansatz (5.28) y buscar soluciones con la forma 

(5.29)	

siendo  una matriz 3 x 3 real y antisimétrica. Por simplicidad nos re-
duciremos a soluciones de (5.19) del tipo dado en (5.28). Las de la for-
ma (5.29) se pueden encontrar en [84] y [114]. La estabilidad de estas 
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últimas plantea problemas delicados que caen dentro del análisis de 
Fourier y que empezamos a resolver en [85] quedando todavía muchas 
cuestiones abiertas.

Encontrar soluciones de (5.28) es un ejercicio elemental de geome-
tría diferencial. Usando (5.19) se obtiene fácilmente que G tiene que 
resolver la ecuación diferencial ordinaria 

(5.30)	

Derivando y llamando con un pequeño abuso de notación G´ = T 
obtenemos 

(5.31)	

El lado derecho de (5.31) se escribe como  mientras que el 
izquierdo es . Como consecuencia se obtiene que las soluciones 
de (5.30) son las curvas determinadas por las propiedades geométricas 
([112], [113], [31]) 

(5.32)	

No es difícil probar, véase [83], que dado cualquier a > 0 (a = 0 es el 
ejemplo trivial de la línea recta) existen dos vectores unitarios  and 

 tales que 

(5.33)	

Debido a la invarianza por rotaciones podemos suponer sin pérdida 
de generalidad que las condiciones iniciales para el sistema de Frenet 
en s = 0 son 

	

siendo  la matriz identidad.

Se prueba en [83] que dado cualquier a > 0 existe una única solu-
ción de (5.28) que satisface dichas condiciones iniciales. Llamaremos 
a esa tal solución .
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De (5.30) se obtiene que 

(5.34)	

y definiendo 

(5.35)	

concluimos de (5.33) y (5.34), que  es una solución analítica de 
(5.19) (t > 0) tal que 

(5.36)	

Figura 7: Una solución autosemejante del flujo de la binormal.

En la figura 7 se puede ver  para varios tiempos. Sorprende, al 
menos desde nuestro punto de vista, la similaridad de estas curvas con 
las líneas de corriente que se visualizan alrededor de un ala delta (ver 
por ejemplo la figura 8 y [46] para los detalles). En [84] se hace un aná-
lisis similar al que acabamos de realizar para el ansatz (5.29), aunque los 
resultados son mucho menos completos que los obtenidos en [83]. Sin 
embargo filamentos con la forma de espirales logarítmicas, que son los 
relacionados con (5.29), también aparecen en experimentos reales, en 
concreto en las llamadas turbinas de Francis (véase [85]).
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Figura 8: Comparación entre la solución autosemejante del flujo de la binormal 
(izda.) y las líneas de corriente alrededor de un ala delta (dcha.).

Una pregunta natural que surge del hecho de que el dato incial aso-
ciado a  es el dado en (5.36), es si el problema se puede invertir. En 
otras palabras, si ( ) es un par de vectores unitarios cualesquiera, 
¿existe una solución  tal que 

(5.37)	  y 

Obsérvese que (5.19) es invariante por el cambio de variable 
, ya que si  es una solución de (5.19) entonces 

(5.38)	

es también una solución. Este hecho tiene dos consecuencias: primero, 
que (5.19) es reversible en el tiempo; y segundo, que hay que considerar 
curvas orientadas. Esto significa que la solución dada por ( ) no es 
la misma que la obtenida por ( ). Por otro lado, es muy simple ob-
tener una de la otra. Para ello basta con considerar la rotación  tal que 

(5.39) 	

En otras palabras,  es la rotación con ángulo p y eje .

Recuérdese que . Como consecuencia, po-
demos suponer sin pérdida de generalidad que el par ( ) está de-
terminado por el ángulo q dado por 

(5.40)	
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En [83] se prueba que dado  y llamando q al ángulo que forman 
 y , entonces

(5.41)	

Por tanto, dado cualquier par  tal que  
hay una única  con . Este resultado de existencia 
y unicidad demuestra que hay una manera única de extender  de 
manera continua para  dentro del conjunto de soluciones autose-
mejantes. De hecho, es suficiente definir

(5.42)	

con  como en (5.39) y . Se podría pensar que esta 
es una construcción artificial y que no hay ninguna razón a priori para 
creer que la familia de curvas así obtenida sea una solución de (5.19). El 
hecho de que , determinada por (5.35), (5.36) y (5.42), es la solución 
única de (5.19) en un sentido adecuadamente definido y con datos ini-
ciales (5.36), es una de las consecuencias no triviales probadas en [11], 
[12], [13] y [15]. Este es el primer resultado que se conoce sobre la con-
tinuación de soluciones que desarrollan singularidades en el contexto 
de las ecuaciones no lineales de Schrödinger. 

Figura 9: Evolución de la solución autosemejante para tiempos positivos y ne-
gativos. La estabilidad de la misma ha sido establecida en [11], [12], [13] y [15].
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5.4 La transformación de Hasimoto

Como hemos dicho, nuestro mayor interés reside en curvas que desarro-
llan singularidades en forma de esquinas o de espirales logarítmicas. Para 
ello no parece razonable utilizar el triedro de Frenet, que obliga a que, 
por ejemplo, la curvatura sea una función que no se anula. Una alternati-
va es utilizar triedros distintos. En concreto el que se conoce como para-
llel frame formado por los vectores ortonormales  que satisfacen 

(5.43)	

El siguiente paso es considerar la función 

(5.44)	

usada por Hasimoto en su célebre trabajo y a la que llamó función del 
filamento [91]19. El punto clave consiste en calcular la ecuación que 
satisface Ψ. La respuesta se encuentra en [89], siendo la conclusión que 
Ψ es solución de la ecuación unidimensional cúbica de Schrödinger: 

(5.46)	

Ejemplos de soluciones de (5.19) que se obtienen fácilmente son los 
mencionados anteriormente: 

■	 La línea recta corresponde a  

■	 El círculo se obtiene tomando   

■	 La hélice corresponde a   

■	 Las soluciones autosemejantes vienen dadas por 

(5.47)	

19  En términos del triedro de Frenet Y se escribe  

	 (5.45) 
  

 siendo c la curvatura y  la torsión.
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Es importante señalar que la hélice se puede obtener directamente 
del círculo utilizando la llamada simetría galileana que deja invariante 
el conjunto de soluciones de (5.46). Como vimos en la sección 2.2, esta 
simetría es la siguiente: 

(5.48)	

es una solución de (5.46) si Ψ lo es.

Es bien sabido que (5.46) es un sistema completamente integrable 
con infinitas cantidades conservadas. Sin embargo, no haremos uso de 
este hecho en esta memoria. La ley de conservación más simple es, cf. 
(5.26) y (5.27), 

(5.49)	

Pero  no es de cuadrado integrable en toda la recta 

y, por lo tanto, (5.49) no se puede usar. Esta es una de las principales 
dificultades que hay que superar para estudiar la estabilidad de Ψa. Sin 
embargo, téngase en cuenta que la hélice es otro ejemplo relevante de 
una curva con una función del filamento cuyo cuadrado no es inte-
grable. Por otro lado, ambos ejemplos están localmente en L2, lo que 
parece una suposición muy natural desde un punto de vista geométrico.

En cualquier caso, hay una manera sencilla de ver que Ψa pertenece a 
un espacio de funciones natural. La forma de proceder es recordando otra 
de las simetrías relevantes asociadas a la ecuación de Schrödinger que 
mencionamos en la sección 2.2, y que, como hemos visto, juega un papel 
fundamental en la demostración del carácter multifractal de la función 
no diferenciable de Riemann. Se trata de la transformación conforme: 
dada una solución Ψ(x,t) de (5.46) se construye la función v = v(s,t), 

(5.50)	

Una computación sencilla prueba que v es entonces una solución de 

(5.51)	
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Es fácil demostrar que esta ecuación preserva por un lado las con-
diciones de contorno periódicas y por otro que preserva la norma L2 : 

	

Además, se deduce de la propia definición de Ψa que va = a, por lo 
que obtenemos una solución de (5.51) que es de cuadrado integrable 
en cualquier periodo.

5.5 Curvas poligonales

Hemos visto en la sección anterior que la formación y desaparición 
instantánea de una esquina es posible gracias a la caracterización de la 
familia de las soluciones autosemejantes, y al estudio de la estabilidad 
de las mismas realizado en [13]. En este trabajo se analiza la evolución 
de curvas no cerradas cuya curvatura está localmente en L2, salvo en un 
punto en el que en el instante inicial hay una esquina. Por otro lado, 
veremos en la sección 5.8 que para polígonos regulares planos con M 
lados la evolución presenta las mismas características que exhibimos 
al hablar del efecto de Talbot. Aunque el análisis teórico de estas solu-
ciones es muy complicado, la evidencia numérica que se establece en 
[97] y [47] es muy sólida. Por ejemplo se prueba en [47] que se generan 
curvas alabeadas dadas por polígonos con Mq lados si  y q es 
un número entero impar. Por ello, en esta sección nos centraremos en 
curvas que en tiempo inicial son líneas poligonales que tienden a dos 
rectas en el infinito. Los resultados presentados son un paso importante 
para llenar el vacío entre el caso de una esquina y la cuestión mucho 
más delicada de los polígonos cerrados.

En concreto, el resultado principal que se prueba en [16] es el si-
guiente.

Teorema 1 (La evolución por el flujo de la binormal de hilos de 
torbellino poligonales) Sea  una línea poligonal parametrizada por 
longitud de arco con las esquinas localizadas en los números enteros 

, y sean  los ángulos de dichas esquinas. Si la sucesión, 
cf. (5.41), 
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(5.52)
	

es tal que para p = 2 y s = 3 

	

es finita, entonces existe , una solución regular de (5.19) si  y 
una solución de (5.19) en el sentido débil en toda la recta, tal que 

	

Merece la pena hacer algunos comentarios generales sobre los dis-
tintos pasos de la demostración. Tanto (5.41) como la transformada de 
Hasimoto sugieren considerar la ecuación unidimensional cúbica de 
Schrödinger (5.46) con datos iniciales 

	

siendo  números complejos definidos de manera precisa a partir de . 
Más concretamente usando la forma polar   con  
elegimos 

	

y  determina la torsión en cada esquina. Es decir, el ángulo que forma 
el plano determinado por los lados k - 1 y k con el consecutivo forma-
do por los lados k y k + 1. Un primer paso no trivial es un resultado de 
existencia y unicidad de la solución Ψ(t) de (5.46) en t > 0 con dichos 
datos iniciales. Esta solución resulta ser regular en , lo que per-
mite construir una curva suave  del flujo binormal para t > 0, que 
demostramos que tiene un límite  en t = 0. El siguiente objetivo es 
mostrar, módulo una translación y una rotación, que  es . Esto se 
hace en varios pasos. Primero mostramos que el vector tangente tiene 
un límite en t = 0. En segundo lugar, mostramos que dicho límite es 
constante a trozos, por lo que  es un segmento para  
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con . Luego probamos, utilizando la clasificación de las solucio-
nes autosemejantes dada en [83], que  presenta esquinas en las mis-
mas ubicaciones que , con los mismos ángulos que .

La recuperación de la torsión de  es más delicada. Primero se de-
fine el vector normal complejo  y se prueba que su evolu-
ción para t > 0 se ve afectada por una corrección logarítmica de la fase 
provocada por ser el potential cúbico de (5.46) de largo alcance, ya que 
la dimensión espacial es uno. Una vez hecha esta corrección se prueba 
que la modulación del vector normal  
también tiene límite en t = 0. Y finalmente, se vuelve a usar la clasifi-
cación de las soluciones autosemejantes, y sus sistemas ortonormales 
asociados, para calcular las torsiones asociadas a cada esquina.

Como resultado final se recupera  módulo una traslación y una 
rotación, que se fijan a partir de las condiciones iniciales del problema. 
De esta forma se obtiene , la solución deseada del flujo binormal 
para t > 0 con límite  en t = 0. La unicidad se prueba dentro de la clase 
de curvas cuya transformación de Hasimoto es (5.44). De una forma 
similar a la anterior, podemos extender  a tiempos negativos usando 
la reversibilidad en el tiempo de la ecuación.

5.6 La ecuación cúbica de Schrödinger en una dimensión 
con masas de Dirac equiespaciadas como dato inicial

Como hemos visto en la sección anterior, el problema geométrico de 
resolver la ecuación del hilo de torbellino cuando en el tiempo inicial 
es una línea poligonal, se reduce a encontrar la solución de (5.46) con 
datos iniciales 

(5.53)	

Repasemos primero los resultados conocidos sobre el problema de 
valores iniciales en el marco de los espacios de Sobolev. La ecuación 
está bien planteada en H s, para cualquier  ([78], [35]). Por otro 
lado, para s < 0 el problema de Cauchy está mal planteado debido a las 
transformaciones de Galileo, según se prueba en [103], trabajo que fue 
extendido en [39] donde se prueba el fenómeno que se conoce como 
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inflación de normas (i.e. existe una sucesión de datos iniciales todos 
del mismo tamaño tales que la norma de las soluciones tiende a infinito 
en un tiempo dado). Recordemos que si, en vez de considerar el grupo 
de las simetrías de Galileo, se analiza el semigrupo de las dilataciones 
el espacio crítico es . En este caso, el fenómeno de inflación de la 
norma se probó en [33], [108] y [125]. Finalmente, cotas superiores para 
el crecimiento de las normas de Sobolev para soluciones en la clase de 
Schwartz y , tanto en la recta real como en el toro, se han 
probado en [107] y [111].

Por otro lado, en un trabajo pionero [140] empezamos a analizar, 
motivados precisamente por el problema del hilo de torbellino, espa-
cios de funciones y/o distribuciones alternativos a los espacios de So-
bolev. En este trabajo hacemos una conexión entre este problema en 
ecuaciones en derivadas parciales y ciertas propiedades de restricción 
de la transforma de Fourier a superficies curvadas que fueron puestas de 
manifiesto por E. Stein a finales de los años 60 del siglo pasado; véase 
la monografía del mismo autor [137]. Esta conexión sugiere que una 
forma natural de medir la regularidad del dato inicial es establecer a qué 
espacio de Lebesgue Lp, , pertenece su transformada de Fourier. 
La conclusión final se puede encontrar en [40] y en [82], y permite un 
resultado positivo siempre que . Desafortunadamente, la delta 
de Dirac se caracteriza porque su transformada de Fourier está en Lp si y 
solo si , lo que nos da otra indicación de la dificultad que supone 
resolver (5.46) con datos iniciales (5.53).

En concreto, supongamos que solo tenemos una masa de Dirac en 
t = 0. Como hemos dicho, pertenece a  (i.e. las distribuciones 
cuya transformada de Fourier son acotadas) y, por tanto, está en los es-
pacios de Sobolev Hs para   Pues bien, en este caso (5.46) está 
mal planteada. Más precisamente, se muestra en [103] mediante el uso 
de la invarianza galileana, que si existe una solución única, esta debería 
ser para tiempos positivos 

	

y por tanto el dato inicial no se puede recuperar. Sin embargo, es inme-
diato observar que un simple cambio logarítmico de la fase da lugar a la 
solución de la ecuación modificada (cf. (5.46)) 
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con . Con esta elección, la ecuación tiene como solución 
precisamente la solución fundamental de la ecuación lineal (2.9). Aña-
dir el potencial real  es inocuo desde un punto de vista geométri-
co ya que el problema es invariante gauge. En otras palabras, si  
es real, el hilo de torbellino construido a partir de una solución de la 
ecuación de Schrödinger  es el mismo que el construido a partir 
de . En el contexto de las ecuaciones en derivadas parciales, 
esta renormalización de tipo Wick fue introducida de forma artificial 
por J. Bourgain en [29] para construir la medida invariante de Gibbs 
del conjunto de soluciones del problema con condiciones de contorno 
periódicas establecido en [28]. Esta renormalización se necesita para 
evitar algunos términos resonantes que de otra forma dan lugar a canti-
dades infinitas y se incluye de forma sistemática en trabajos posteriores 
[40], [123] y [124]. Obsérvese que en nuestro caso es una renormali-
zación natural inducida por la geometría del problema. Pese a todo, 
incluso con esta renormalización el problema está mal propuesto, ya 
que en [12] se prueba que pequeñas perturbaciones regulares de  
en t = 1 se comportan cerca de t = 0 como  para alguna 

. La aparición del factor logarítmico lleva a una pérdida de in-
formación de la fase cuando t tiende a cero. Es lo que en la literatura se 
conoce como el problema de la pérdida de la fase.

Esta pérdida de la fase es un fenómeno habitual en las ecuaciones 
no lineales de Schrödinger que desarrollan singularidades, y es, por su-
puesto, una consecuencia de la invarianza gauge de la ecuación. ¿Cómo 
continuar la solución después de que se haya formado la singularidad? 
Es un tema relevante que aparece de forma recurrente en la literatura, 
ver por ejemplo [118], [117], [27] y [115]. Como ya hemos mencionado, 
en [14] encontramos una forma geométrica natural para continuar la 
solución de la ecuación del hilo de torbellino después de que la singula-
ridad ha aparecido, en nuestro caso en la forma de una esquina. Como 
el flujo de la binormal es reversible en el tiempo, para poder prolongar 
de forma única una solución para tiempos negativos se requiere obtener 
la traza de  en t = 0. A partir de ahí se considera la curva orienta-
da de forma inversa  como nuevo dato inicial y se construye, 
usando el mismo procedimiento y para tiempos positivos, la solución 
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única que en t = 0 coincide con ella. Un tema muy delicado al usar este 
procedimiento es cómo determinar cuál es el triedro  adecuado 
en el tiempot = 0. Por un lado, es clave la caracterización de las solucio-
nes autosemejantes probada en [83], y por otro hay que usar de forma 
crucial el resultado probado en [14] de que pequeñas perturbaciones 
regulares de las soluciones autosemejantes en un tiempo positivo no 
rompen la simetría de autosemejanza en la esquina que surge en t = 0.

En el teorema 1 demostramos que este procedimiento puede ex-
tenderse, no sin dificultades, al caso de una línea poligonal. No es ne-
cesario que la línea sea plana y se permiten infinitas esquinas. En este 
caso, aparecen nuevos problemas relacionados con la pérdida de la fase 
en la ecuación de Schrödinger, y nuevamente la caracterización de las 
soluciones autosemejantes juega un papel crucial. 

5.7 La energía es una función discontinua

Volvamos a la ecuación (5.46) con datos (5.53) satisfaciendo las con-
diciones del teorema 1. Esta elección de datos iniciales tiene su propio 
interés desde el punto de vista de la ecuación de Schrödinger, porque 
hasta donde sabemos y para un potencial no lineal cúbico en una di-
mensión, los únicos resultados rigurosos en el nivel crítico de regula-
ridad son aquellos en [14] y [16], ya mencionados. El caso de deltas de 
Dirac todas ellas de la misma amplitud (i.e.  siendo la curva 
inicial un polígono regular de M lados), se estudia en [47], donde como 
veremos más adelante se propone un candidato a solución.

El caso en el que el potencial no lineal en la ecuación de Schrö-
dinger  es subcrítico (i.e. p < 3) se estudia en [109], donde se 
demuestra que hay una única solución de la forma 

(5.54)	

siendo . A medida que la potencia 
no lineal se acerca al caso cúbico, el problema se hace cada vez más 
singular. En [16] se utiliza el mismo ansatz pero para la ecuación cúbica 
renormalizada por medio del potencial real A(t), como hemos explica-
do anteriormente.
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Observemos que el dato inicial (5.53) tiene la propiedad 

(5.55)	

y, en particular,  es 2p-periódica. Además, la condición  
se traduce en . Recíprocamente, toda función 2p-pe-
riódica se puede descomponer como en (5.55) y representa por tanto la 
transformada de Fourier de una combinación de masas de Dirac como 
(5.54). Llamaremos 

	

que está trivialmente contenido en .
También usaremos la notación 

	

En [16] se prueba que (5.46) tiene una única solución si . 
Este resultado es el que permite posteriormente probar el teorema 1. 
La prueba es una aplicación del teorema del punto fijo en una bola 
de un espacio de Banach elegido de forma adecuada. Una observación 
relevante es que hay una cantidad natural conservada ya que al menos 
formalmente 

(5.56)	

y por tanto la norma l 2  se mantiene constante. De forma equivalente 
se puede escribir que
 

	

siendo v(x,t) la solución de (5.51). Por tanto, se concluye que las solu-
ciones autosemejantes tienen una masa/energía finita para la ecuación 
cúbica de Schrödinger en una dimensión si esta masa/energía se define 
de forma adecuada. Esto no tiene nada que ver con que el sistema sea 
completamente integrable, ya que también es cierto en los casos subcrí-
ticos estudiados en [109].
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Pata terminar esta sección mostraremos algunas de las propieda-
des no lineales que poseen las soluciones construidas. Nos referimos a 
las soluciones del problema geométrico (5.19), ya que en el caso de la 
ecuación de Schrödinger la solución se construye de forma perturbati-
va, y, por tanto, al menos para tiempos cortos, la solución no lineal se 
comporta como la solución lineal.

La primera cuestión que planteamos es cuál es el significado geomé-
trico de (5.56). Es decir, cuál es el equivalente de esta cantidad conser-
vada en el contexto tanto de la ecuación del hilo de torbellino (5.19) 
como en el del mapa de Schrödinger (5.22). Recordemos que para las 
soluciones regulares de (5.19) la densidad de energía viene dada por 

	

siendo c la curvatura. Como consecuencia, aquellas soluciones de 
(5.22) que se construyen a partir de soluciones de (5.46) y que tienen 
la norma L2 finita tienen una energía que también es finita. Pero este 
no es el caso para las soluciones singulares que nos interesan. Resulta 
que la forma correcta de interpretar (5.56) es por medio de la transfor-
mación de Fourier respecto de la variable espacial de Tx. Entonces, la 
energía aparece como una energía de scattering que se conserva para 

, mientras que tiene un salto en t = 0. Más concretamente, se tiene 
el siguiente resultado [17].

Teorema 2 Sea  la solución del flujo de la binormal (5.19) con 
dato inicial una línea poligonal establecida en el teorema 1, y T la in-
dicatriz tangente. Definimos 

(5.57)	

Para  se tiene la siguiente ley de conservación 

(5.58)	

Sin embargo, en t = 0, momento en el que  desarrolla singularida-
des en forma de esquina, se tiene que 

(5.59)	
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Por tanto, hay una discontinuidad de salto de  en t = 0, que 
prueba que hay un crecimiento para  y decrecimiento para t  < 0 de 
la energía de las frecuencias altas ya que 

(5.60)	       

La prueba de este teorema, aunque bastante técnica, utiliza herra-
mientas elementales del análisis de Fourier. Se basa en una descom-
posición cuidadosa de  en unos términos dominantes que dan 
lugar a , y otros términos resonantes. Estos últimos son más de-
licados ya que a priori pueden dar lugar a un crecimiento logarítmico. 
Se prueba entonces que la región donde dicho crecimiento puede ocu-
rrir es pequeña y su aportación desaparece al calcular el límite de altas 
frecuencias. En cualquier caso, estas resonancias requieren un estudio 
más cuidadoso ya que podrían estar relacionadas con los experimentos 
numéricos realizados en [49] y de los que hablaremos más adelante.

Es oportuno observar que  mide la amplitud de las altas fre-
cuencias de la variación espacial de T. Por otro lado, T hay que inter-
pretarla como la dirección de la vorticidad en el contexto de la mecá-
nica de fluidos, ya que es la dirección del hilo de torbellino y, por tanto, 
del soporte de la vorticidad. Conviene recordar a este respecto el crite-
rio [41] de Constantin-Fefferman-Majda, el cuál establece que el creci-
miento en la variación de la dirección de la vorticidad es necesario para 
producir singularidades en las ecuaciones de Euler en tres dimensiones.

Como ya hemos dicho, la densidad de masa en la ecuación de Schrö-
dinger es . En el contexto de la ecuación del mapa de Schrö-
dinger da lugar a la densidad de energía que ya hemos mencionado, 

	

siendo n el vector normal. Cuando se utiliza (5.22) como modelo mate-
mático del ferromagnetismo, en cuyo caso se conoce como la ecuación 
de Landau-Lifshitz, esta energía es la de intercambio entre los distin-
tos espines. Sin embargo, en el contexto de la ecuación de la binormal 
(5.19) existe otra posible interpretación ya que también se puede escribir 
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siendo b el vector binormal que determina la dirección de la veloci-
dad del torbellino. En este caso, la interpretación física [133] es que se 
trata de la energía cinética20 ya que  De hecho, obsérvese que 

 luego . Por lo tanto, parece oportu-
no preguntarse si la discontinuidad puesta de manifiesto en el teorema 
2 ocurre también para N. La respuesta es positiva. Más concretamente, 

(5.61)	

pero 

(5.62)	

siendo  el límite en  de 21 

5.8 Los polígonos regulares

En esta sección esbozamos algunas ideas que se pueden encontrar en 
el artículo [47]. En ese trabajo se estudia el flujo de la binormal (5.19) 
tomando como condición inicial un polígono regular de M lados. Si se 
utiliza la transformación de Hasimoto, la condición inicial de la corres-
pondiente ecuación de Schrödinger ha de ser 

(5.63)	

Obsérvese que 

(5.64)	

para todo .

20  Véase a este respecto el modelo de Peskin y McQueen [129] sobre la arteria aorta 
donde ambas cantidades aparecen de forma natural como la tensión que se ejerce 
sobre la pared en las dos direcciones perpendiculares n y b.
21  La existencia de  se prueba en el Lemma 4.5 de [16].
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Por otro lado, recordemos que las simetrías de Galileo, que ya nos 
han aparecido anteriormente en (5.48), dejan invariante el conjunto 
de soluciones (5.46). Por tanto, si hubiera unicidad del problema de 
valores iniciales asociado a (5.19) con dato (5.63) concluiríamos que 

		
(5.65)	     

Esta familia de identidades tiene importantes consecuencias ya que 
argumentos sencillos dan 

	

para todo . Por tanto, si  obtenemos que 

(5.66)	

Como consecuencia, 

	
y 

(5.67)	

implica que  y, por tanto, . En otras palabras, 
concluimos que no hay solución si , como se puede 
esperar del caso de una esquina que estudiamos en secciones anteriores. 
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Téngase en cuenta, sin embargo, que Ψa dada en (5.47) está localmente 
en L2, algo que no puede ocurrir en el caso de condiciones de contornes 
periódicas, ya que estar localmente en L2 implica estar en L2.

Sin embargo, podemos utilizar todavía las ideas anteriores si supo-
nemos que 

En este caso

	

expresión que ya nos había aparecido al hablar de la función no dife-
renciable de Riemann. Por tanto 
	

y 



—  81  —

lo que nos permite concluir que en el tiempo , el ángulo  entre 
dos lados adyacentes es constante. Además, la estructura del polígono 
está completamente determinada por los ángulos  que aparecen en la 
suma de Gauss ya que .

Para obtener el polígono tenemos que integrar el sistema 

Nótese que, en principio, el lado derecho de la identidad anterior 
no tiene sentido ya que la expresión de  incluye deltas de Dirac, 
mientras que  tiene saltos. Concretamente, 

	

Esta aparente dificultad se resuelve como se hace en el caso de 
una curva plana con una esquina en un punto dado, donde el sistema 
de Frenet se integra fácilmente al escribirlo en forma de divergencia. 
Como consecuencia escribimos 
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Iterando el procedimiento, 

siendo , k = 1,2,...,  matrices ortogonales. Pero queremos que 
el polígono sea cerrado, luego 

	

No sin dificultad, y después de hacer experimentación computacio-
nal, se concluye en [47] que 

(5.68)	

Por lo tanto, tenemos todos los ingredientes necesarios para poder 
calcular el polígono buscado. En la figura 10 hacemos una comparación 
entre los cálculos numéricos  y los teóricos  de la indica-
triz tangente; como vemos, están notablemente cerca. Nos remitimos 
a [47] para el resto de detalles y, en particular, sobre cómo obtener las 
posiciones exactas de los polígonos para tiempos racionales.

Figura 10:  versus , con M = 3, en . T1 en azul, T2 en verde 
y T3 en rojo. En , se ve claramente el fenómeno de Gibbs. Los círculos 

negros son los puntos que se utilizan para la comparación.
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Figura 11: Trayectoria de un punto que en tiempo t = 0 es una esquina de un 
triángulo (izda.) y de un cuadrado (dcha.)

Nuestro siguiente paso consiste en analizar las figuras de las trayec-
torias de un vértice para los casos M = 3 y M = 4. Es decir,  con 
M = 3 y M = 4. De las simetrías elementales del triángulo y el cuadrado 
y del hecho de que el flujo de la binormal (5.19) es invariante con res-
pecto a las rotaciones, es muy fácil concluir que las trayectorias de un 
vértice tienen que estar en un plano, como se muestra en la figura 11. 
Estas trayectorias recuerdan bastante a la función no diferenciable de 
Riemann 

	

que estudiamos anteriormente. De hecho en [47] y [49] se prueba numé-
ricamente que cuando M tiende a infinito y después de las normaliza-
ciones apropiadas, se recupera  a partir de las trayectorias .

De esta forma se encuentra una relación algo inesperada. La función no 
diferenciable de Riemann aparece alrededor de 1860 como un objeto pura-
mente analítico que desafiaba la propia noción de función continua. Siglo y 
medio después se encuentra una interpretación geométrica de dicha función, 
o mejor dicho de una pequeña variación de la misma. Y esta interpretación 
viene motivada por un modelo matemático, que aunque bastante idealizado, 
surge de un intento de describir las estructuras coherentes ([44], [4], [134], 
[76]) que aparecen en la turbulencia desarrollada por los fluidos. Finalmen-
te, este modelo idealizado es una ecuación no lineal de Schrödinger que pre-
senta soluciones (ondas) con un nivel crítico de regularidad que, aun inte-
ractúando de forma no lineal, no rompen las simetrías inherentes al conocido 
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como efecto de Talbot. Es a la postre este efecto, descrito por primera vez en 
1836 como una ilustración de los fenomenos de interferencia y difracción de 
la luz, el que explica las propiedades geométricas de la función de Riemann. 
Por último, conviene recordar el resultado reciente ya mencionado y debido a 
D. Eceizebarrena [55], que asegura que la pequeña variación necesaria para 
describir la función de forma geométrica, hace que la correspondiente curva 
pese a ser continua no tiene tangente en ningún punto, no así la función de 
Riemann que, como vimos, es derivable en algunos puntos racionales. La 
existencia de fluidos con campos de velocidades que sean continuos pero no 
diferenciables en ningún punto, y que por tanto la forma de interpretar la 
velocidad de una partícula de fluido tenga que ser probabilista, es algo de una 
u otra forma aceptado, véase por ejemplo [96], sección 1.2, o el capítulo 3 
de la monografía [76] .

También vale la pena ver las figuras 12 y 13, ya que dan una pista 
de la complejidad de la dinámica para los tiempos dados por números 
racionales cuyo denominador es grande.

Figura 12:   y , en 

Figura 13: Proyección estereográfica del lado derecho de la figura 12.



—  85  —

Queremos terminar esta sección dando una explicación plausible 
de la fórmula (5.68), fórmula que resulta clave tanto en el teorema 1 
como en la discontinuidad de la energía expresada en el teorema 2 y 
que, como dijimos, se propone en [47] a partir de la evidencia numérica 
obtenida por las simulaciones hechas en dicho artículo.

Como ya hemos dicho, se prueba en [83] que si el dato inicial de 
(5.19) viene dado dado por dos semirrectas que se juntan en un vértice 
en  formando una esquina de ángulo q, la solución es autoseme-
jante y gracias a la transformación de Hasimoto está determinada por la 

solución de (5.46) eligiendo  , con 

	

Como consecuencia, y excepto en la situación trivial de una línea 
recta donde q = p, la función de filamento de la curva inicial , es 
decir, , no es el límite de las funciones de filamento de . Sin em-
bargo, se demuestra en [14] que esta solución es única y que el proble-
ma del valor inicial correspondiente está bien planteado en un sentido 
apropiado.

De forma similar, si  es una línea poligonal con varias esquinas 
de ángulos  ubicadas en los enteros , se prueba en el teorema 1 
que se ha de considerar la sucesión  tal que 

	

siendo las fases de  más complicadas de especificar. En el caso de po-
lígonos planos los  son números reales. Entonces se construye una 
solución de (5.46) con , y tal que en tiempo cero valga 

	

Por tanto, es natural esperar que si el dato inicial de (5.19) es un 
polígono regular plano con M lados se tenga que considerar como dato 
inicial de (5.46) 
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(5.69)	

con  definida por 

	

Como ya hemos visto, usando las simetrías de Galileo se concluye 
en [47] que la solución correspondiente de (5.46) debe escribirse como 

	

De (5.69) y la fórmula de sumación de Poisson 

	

obtenemos que 

	

y que, por tanto, no depende del tiempo.

Luego, 

y si suponemos que la ley de conservación (5.56) sigue siendo cierta 
con condiciones de contorno periódicas, afirmación que al menos for-
malmente es cierta, obtenemos que

	

Por otro lado, se prueba en [47] haciendo uso de nuevo de la fórmu-
la de sumación de Poisson, que para tiempos racionales  el efecto de 
Talbot es válido: si q es impar 
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con 

	
Luego, 

	
y 

	
y, por tanto, los ángulos  del polígono alabeado que se obtiene en 
tiempo  satisfacen 

	

Este es precisamente el valor dado en [47]. El argumento es análogo 
si q es par. 

5.9 Aleatoriedad

En la sección anterior damos una evidencia numérica muy sólida (ver 
[47] y [49]) de que las trayectorias descritas por los vértices de un polí-
gono regular que se mueve de acuerdo al flujo de la binormal (5.19) se 
caracterizan por ser funciones continuas, pero que no tienen tangente 
en ningún punto. De hecho, pasando al límite de forma adecuada en 
el número de lados se obtiene la versión geométrica de la función no 
diferenciable de Riemann que gracias al teorema de D. Eceizabarrena 
tiene esta propiedad. Este hecho sugiere que la forma de entender estas 
trayectorias ha de ser probabilista. En esta sección, basándonos en [48], 
damos un ejemplo concreto de dónde puede residir esta aleatoriedad. 
En concreto, la encontramos en las fases de las sumas de Gauss en cuyo 
cálculo se ha de echar mano de la función  definida en (5.11).

La función  puede ser calculada de forma eficiente, por ejemplo, 
por el algoritmo extendido de Euclides. Otra forma más explícita (pero 
menos eficiente) es a través del teorema de Euler. Por ejemplo, en , 

(5.70)   	  .
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Cuando q es primo, esta expresión se conoce como el pequeño teo-
rema de Fermat (del que el teorema de Euler es de hecho una generali-
zación); en tal caso, , y 

(5.71)	

Como hemos dicho, nuestro interés se centra en las propiedades 
aleatorias de .

Existen diversos métodos para generar números pseudoaleatorios, 
siendo los más populares los generadores congruenciales lineales (LCG) 
(ver por ejemplo [110, Section 3.2.1]). Dado un número natural   
de gran tamaño y , una sucesión de congruencias lineales 

 se define como 

(5.72)	

Eligiendo apropiadamente , y tomando  se 
obtiene una sucesión de números pseudoaleatorios en el intervalo .

La calidad de los métodos LCGs depende muy fuertemente de la 
estructura de la red de vectores de dimensión s, , 
generada por la sucesión periódica , y puede dar lugar a ejemplos 
no deseados como el célebre generador RANDU [59].

Para solucionar los problemas generados por los métodos LCG, se 
han introducido generadores aleatorios no lineales [57]. La idea subya-
cente es que dado un primo q grande, y dada una función no lineal f, 
los elementos de la sucesión se van obteniendo de forma aleatoria de 
acuerdo a la ley: 

(5.73)	

tras aplicar la normalización  como hicimos anteriormente, 
se obtienen números pseudoaleatorios uniformemente distribuidos en el 
intervalo . Un importante ejemplo de este tipo de construcción son 
los inversive congruential generators (ICGs), definidos en [58] por la ley: 

(5.74)	
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con q primo, . La principal ventaja es que no presentan 
ningún tipo de estructura de red, aunque computacionalmente su cál-
culo no es tan eficiente como el de los métodos LCG. En este campo es 
costumbre usar la notación 

(5.75)	

con . De (5.71), se deduce que  es el inverso de z, si 
; mientras que  es cero, si .

En nuestro caso nos interesan particularmente los ejemplos dados 
en [56] por Eichenauer-Herrmann, los llamados explicit inversive con-
gruential generators (EICGs): 

(5.76)	

con q primo y .

Por otro lado, y como expusimos en la sección anterior, si  
es la solución de (5.19) que en el tiempo inicial es un polígono plano 
regular de M  lados y  es la correspondiente indicatriz tangente, 
ambos vectores son esencialmente aleatorios. Más concretamente, a 
partir de ellos se puede construir un generador de números pseudoalea-
torios como se prueba en [48]. Para ello hay que considerar las dos 
cantidades siguientes: por un lado, el triple producto de tres vectores 
tangente consecutivos, y, por otro, el producto escalar de un vector tan-
gente con el segundo siguiente. Entonces tomando estas dos cantidades 
respectivamente como las partes real e imaginaria de un número com-
plejo, tendremos un generador de números pseudoaleatorios ubicados 
en una cierta circunferencia. La sucesión de números pseudoaleatorios 
es esencialmente la dada en (5.76) debido al valor de las fases q de las 
sumas de Gauss que hemos mencionado anteriormente.
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Excmo. Sr. Presidente, 
 
Excmos. Sres. Académicos, 

Señoras y Señores: 
 
Es para mí un honor dar la bienvenida al Profesor D. Luis Vega Gon-
zález en nombre de los miembros de esta Real Academia de Ciencias. 
Es una grata tarea por tratarse de alguien a quien conozco bien desde 
su llegada a la Universidad Autónoma de Madrid para realizar su tesis 
doctoral, comienzo de una brillante carrera de investigador que he se-
guido con deleite intelectual creciente y es hoy un signo de orgullo para 
nuestras matemáticas. Cuando nos conocimos yo era profesor titular 
de la UAM, recién llegado (1981) buscando la modernidad intelectual 
que esa universidad entonces representaba. Y los hechos demuestran 
cuán acertados estaban quienes nos aconsejaron.

Según los estatutos, mis palabras han de dar contestación a su dis-
curso. En el texto que sigue entrelazaré algunos apuntes de su vida con 
su trayectoria científica e iré engranando mis comentarios y recuerdos.

 Años de juventud en Madrid. Luis Vega González nació en Ma-
drid en 1960 y obtuvo la Licenciatura de Ciencias Matemáticas en la 
Universidad Complutense de Madrid en julio de 1982. Durante sus es-
tudios recibió la influencia del Académico Miguel de Guzmán1, quien 
tras sus estudios en Chicago con el gran maestro Alberto Calderón, 
introdujo en Madrid los estudios del Análisis de Fourier y Armónico 
que tan honda huella iban a dejar en España.

Motivado por estas nuevas tendencias, el joven licenciado se trasla-
dó como he dicho a la Univ. Autónoma de Madrid, una joven univer-
sidad entonces en pleno desarrollo, para realizar su tesis doctoral. Luis 

1  El añorado profesor Guzmán fue el creador del programa ESTALMAT de la Real 
Academia.
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defendió su tesis en marzo de 1988 bajo la dirección del Prof. Antonio 
Córdoba Barba, que era y es uno de los grandes expertos en el Análisis 
Armónico en nuestro país, hombre de múltiples saberes y discípulo a 
su vez de Charles Fefferman, de Princeton, una figura estelar en este 
campo (Medalla Fields en 1978).

El título de la tesis refleja bien algunos de los temas que ilustarán su 
futuro investigador: “El multiplicador de Schrödinger: la función maximal y 
los operadores de restricción”. En esa época recibió la influencia del joven 
grupo de Análisis Armónico que se estaba formando en la UAM y muy 
en particular del Profesor José Luis Rubio de Francia, que procedía de 
la Univ. de Zaragoza, y está aún hoy tan presente en la memoria de la 
comunidad matemática española. Quiero recordar unas palabras del au-
tor en defensa de su trabajo de tesis: “En mi tesis doctoral descubrí lo que 
resultó ser una propiedad fundamental de la ecuación libre de Schrödinger 
que, como es bien sabido, es la ecuación fundamental de la Mecánica Cuán-
tica. Esta propiedad se conoce como efecto suavizante local y me permitió 
mejorar un resultado de L. Carleson2 en un problema clásico en Análisis 
Armónico. Mi trabajo, publicado en 1988, no fue mejorado hasta 2012 por 
J. Bourgain3”. Vemos que, ya en sus comienzos, Luis tenía interés por los 
problemas relevantes, tuvo éxito en su resolución y halló la compañía 
de las grandes figuras.

Deseo ahora dar una pincelada sobre su formación española. Re-
cuerdo aquí cómo el autor menciona “el curso que Antonio Córdoba im-
partió en el verano de 1983 en Jarandilla de la Vera (Cáceres). Estos cursos, 
diseñados y organizados por Miguel de Guzmán y Juan Carlos Benítez, su-
pusieron un antes y un después para toda una generación de jóvenes analistas 
españoles”.

Tal era el ambiente circundante de cambio hacia el futuro que se 
vivía en las universidades de Madrid en los años 70 (y supongo que en 
el resto del país), y que culminó tanto para Luis como para mí en unos 
estudios doctorales que nos prepararon para la aventura postdoctoral y 

2  Lennart Carleson es un matemático sueco, Premio Abel en 2006, que resolvió 
uno de los problemas fundamentales en la teoría de series de Fourier.
3  Jean Bourgain, profesor en la Univ. de Princeton, fallecido en 2018, fue una de 
las figuras más brillantes en el Análisis Armónico (y otros saberes), Medalla Fields 
en 1994.
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toda una vida de creación matemática. Me separa de Luis el haber vivi-
do este ambiente un poco antes en el tiempo (en años más turbulentos 
que fueron con todo tan fructíferos) y con algún retraso en mi edad 
debido a mis años pasados en los estudios de ingeniería4. También me 
separa de Luis una profunda influencia francesa que viví intensamente 
a través del maestro Haïm Brezis, de París5. Notaré que ambos queda-
mos asombrados ante la eclosión del Análisis Armónico en España, que 
tanto me impresionó a mi llegada a la UAM y aún me impresiona. Para 
Luis este asombro pasó a ser el centro de su vida.

También nos une la “experiencia americana” que nos aconteció a 
continuación, con la natural diferencia de unos años, en la prodigiosa 
década de los 80 y que pasaré a revisar. Pues si los años 70 fueron para 
nosotros los de la influencia francesa (¿quién no recuerda el formidable 
bourbakismo en las matemáticas?)6, por su parte los 80 iban a ser los del 
descubrimiento de las grandes universidades americanas y su sorpren-
dente ambiente científico y forma de hacer. Había algo muy especial en 
ellas y aún se mantienen en lo más alto de cualquier ránking, incluso 
tras el notable desarrollo de las universidades y centros de investiga-
ción de otros países entre los que modesta pero orgullosamente ya nos 
encontramos.

 Época postdoctoral. Tras su tesis, Luis dirigió sus pasos postdoc-
torales a EE.UU, y en el período 1988-90 fue Dickson Instructor en la 
Univ. de Chicago. Allí estableció una intensa relación de investigación 
con dos grandes matemáticos latinoamericanos residentes en EE.UU. 
Uno es su mentor Carlos Kenig, que sigue siendo una estrella de la Uni-
versidad de Chicago, y el otro Gustavo Ponce, hoy profesor de la Univ. 
de California en Santa Bárbara, que en esa época estaba en Chicago.

Fue un momento afortunado en uno de los centros punteros de la 
matemática mundial. Pronto empezaron a fluir de su esfuerzo conjun-

4  Que tanto iban a modelar mis matemáticas.
5  Como tan acertadamente glosó nuestro compañero académico el Prof. Ildefonso 
Díaz al contestar a mi discurso de ingreso en 2014. Hoy su universidad de entonces 
se llama la Universidad de Paris-Sorbona.
6  En aquellos años la cultura francesa llegaba en España a muy diveros ámbitos de 
la cultura, la filosofía y las artes, además de la lengua. Pensemos en el estructuralis-
mo, les philosophes engagés, la nouvelle vague del cine, Brassens, Brel, Édith Piaf,...
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to una serie de artículos magistrales que asentaron la fama de nuestro 
candidato, junto a sus colaboradores, entre los mejores expertos en el 
tema central que nuestro autor define como “la aplicación del Análi-
sis Armónico y el Análisis de Fourier a problemas recientes de EDPs 
(ecuaciones diferenciales en derivadas parciales), tanto lineales como 
no lineales”. Recordemos que tanto la Mecánica Cuántica como la Re-
latividad fueron formuladas en el siglo XX en términos de EDPs, y que 
antes lo habían sido la teoría matemática de los fluidos y el electromag-
netismo y la elasticidad. Más adelante veremos con más detalle estas 
obras de Luis a que me he referido.

Añado de nuevo unas pinceladas personales. Como apunta el autor 
en cita que me agradó, hay en esta orientación un paralelismo entre no-
sotros. En efecto, tras mi tesis en la Universidad Complutense yo estaba 
preparado en el Análisis Funcional pero en la rama próxima a la lla-
mada Escuela de Lions (o el estilo de Louis Nirenberg en los EE.UU.), 
que era abstracta en su formulación originaria pero enormemente eficaz 
para tratar las ecuaciones de la Física y próxima también al Análisis 
Numérico, tal como el que practicó Alfredo Bermúdez y su naciente 
grupo en Santiago de Compostela desde esos mismos años 80. Por ese 
camino los alumnos “no lineales” de Brezis en España llegamos a las 
ecuaciones elípticas y parabólicas no lineales y a las fronteras libres.

En resumen, Luis y sus colegas comparten con nosotros el uso de ra-
mas diversas del Análisis para atacar grupos de ecuaciones en deriva-
das parciales; las suyas llevan nombres como ecuaciones de ondas, de 
Schrödinger, ecuaciones dispersivas, con solitones, etc., las nuestras lle-
van otros nombres (como soluciones autosemejantes, problemas de obs-
táculo, fronteras libres, combustión y blow-up, ...), pero ambas líneas son 
parientes no tan lejanos. Somos parte de una super-comunidad que aloja 
territorios extensos, que a veces se tocan y a veces son tan lejanos.

Aquí nuestros caminos se bifurcan, como los senderos de Borges, 
pues el mundo de la investigación es un mundo que une la simplici-
dad de las grandes intuiciones con una labor técnica larga, meticulosa, 
exhaustiva y exigente, un rigor que nos viene de Pitágoras, Euclides 
y Arquímedes7 de forma que el progreso de cada día exige una espe-

7  Por circunscribirnos al legado de la Grecia Clásica que nos es más familiar.
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cialización muy alta que permite ver el orden bien oculto entre tanta 
rama y hojarasca. Lo cual nos lleva por nuevas bifurcaciones que solo el 
esfuerzo de los maestros mantiene coordinado en un panorama armo-
nioso y relevante. Les recuerdo, con los viejos maestros, que nuestras 
matemáticas han de ser puras y aplicadas, bellas y al tiempo resolutivas. 
Y que el saber profundo no tiene atajos.

 Volvamos al hilo principal. Usando una expresión del discurso de 
Luis, “esta dificultad intrínseca de las matemáticas, por la que hay avances que 
tardan inexplicablemente demasiado tiempo en ser entendidos, y por tanto en 
ser aplicados, hace que el camino sea largo y como en cualquier otro ámbito de 
la investigación no exento de múltiples fracasos”. A veces la exploración de 
un territorio desconocido nos lleva, como dice el divino poeta:

 “mi ritrovai per una selva oscura che la diritta via era smarrita”8.
 
Solo las mentes poderosas y las fuertes comunidades te devuelvan al 

camino sosegado, y se abren de nuevo horizontes novedosos, brillantes 
y productivos que pagan todos los esfuerzos y noches sin sueño. De eso 
vamos a hablar en un momento.

 Vuelta a España. Profesor en Bilbao. Tras una breve período su-
plementario en la UAM, donde el Análisis Armónico seguía su ascen-
dente implantación9, empieza una nueva etapa.

Luis continuó desde 1993 su carrera en la Universidad del País Vas-
co sita en Lejona/Leioa, cuya trayectoria investigadora es tan reciente 
como exitosa debido a la decidida apuesta de las autoridades por la se-
lección de talento, la innovación y la internacionalización. Hijo de un 
tiempo afortunado, como él explica, tuvo la suerte de que su labor allí 
fuera tan valiosa como reconocida.

En Bilbao tuvo la compañía de matemáticos españoles de edad y ac-
titud vital paralelas, como Javier Duoandikoextea, formado en la UAM 
y autor de un famoso texto; Miguel Escobedo, formado en París en la 

8  Dante: Me encontré en una selva oscura habiendo perdido el recto camino.
9  Que se expresaba en los famosos Congresos de El Escorial a los que acudían y 
acuden los mejores expertos del mundo.
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Escuela de Brezis; y Luis Escauriaza, más joven y formado en Minesota 
con Eugene Fabes10. Se añaden otros coautores como Adela Moyua, 
fallecida prematuramente en 2013. Y Luis Vega mantuvo su contacto 
con la UAM, en particular con Ana Vargas y Alberto Ruiz que han sido 
colaboradores suyos, junto con Juan A. Barceló de la UPM.

No pretendo ser exhaustivo, pido disculpas por ello, solo pretendo 
reflejar la época que yo recuerdo cuando empezamos a viajar a Bilbao (y 
al campus de Lejona) para hacer matemáticas, atraídos por el encanto 
de la matemática que se hacía en la UPV. Años aquellos de juventud, 
vino y rosas.

 Breve paseo por su producción científica. Luis continuó los viajes 
a EE.UU. que explican una parte de su impresionante producción. Una 
parte que resaltaré aquí por efectividad, pero que no es todo. Si unas 
pocas palabras pueden resumir los hitos de su producción científica, 
estas podrían ser la concentracion en una temática actual y exigente, 
el nivel de calidad sobresaliente de los artículos y la preferencia de la 
calidad sobre la cantidad11.

Así, de la célebre colaboración C. Kenig-G.Ponce-L. Vega salieron 
en la década de los 90 una serie de obras que han alcanzado el favor de 
los expertos en Análisis Armónico aplicado a las Ecuaciones en De-
rivadas Parciales no Lineales. Solo mencionaré aquellas más citadas, 
pues fue una época de muy intenso y exitoso trabajo y conviene fijarse 
en los hitos. La lista empieza por las integrales oscilatorias, un objeto 
delicado de la técnica analítica, para pasar a atacar los temas básicos 
planteados en la teoría de ecuaciones dispersivas.

*	 KPV. Oscillatory integrals and regularity of dispersive equations. In-
diana Univ. Math. J. 40 (1991), no. 1, 33–69.

*	 KPV. Well-posedness of the initial value problem for the Korteweg-de 
Vries equation. J. Amer. Math. Soc. 4 (1991), no. 2, 323–347.

10  Sabio y de una alegría contagiosa, era un ardiente amigo de Italia como tantos de 
nosotros, empezando por Nirenberg y Serrin. Luis Vega también cultivó la conexión 
con il bel paese, en particular por su colaboración con Luca Fanelli, actualmente 
profesor en Roma, y con Nicola Visciglia, profesor en Pisa.
11   Aunque el lector advertirá que la cantidad no falta a la cita.
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*	 KPV. Well-posedness and scattering results for the generalized Kor-
teweg-de Vries equation via the contraction principle. Comm. Pure 
Appl. Math. 46 (1993), no. 4, 527–620.

*	 KPV. The Cauchy problem for the Korteweg-de Vries equation in 
Sobolev spaces of negative indices. Duke Math. J. 71 (1993), no. 1, 
1–21.

*	 KPV. A bilinear estimate with applications to the KdV equation. J. 
Amer. Math. Soc. 9 (1996), no. 2, 573–603.

*	 KPV. On the ill-posedness of some canonical dispersive equations. 
Duke Math. J. 106 (2001), no. 3, 617–633.

En la lista ampliada aparecen también estudios sobre las soluciones 
de la ecuación de Schrödinger no lineal (1993), de la ecuación genera-
lizada de Benjamin-Ono (1994), sobre la ecuación de ondas (2000), ...

Quiero citar dos papers distintos de ese período que me llamaron la 
atención. Uno es

*	 Tao, Terence; Vargas, Ana; Vega, Luis. A bilinear approach to 
the restriction and Kakeya conjectures. J. Amer. Math. Soc. 11 
(1998), no. 4, 967–1000,

que considera uno de los problemas más clásicos del análisis armónico 
moderno, en colaboración con Terence Tao, el genial matemático de 
UCLA que ganaría la Medalla Fields en Madrid en 2006 y acaba de ser 
galardonado con el Premio Princesa de Asturias (concedido en Oviedo 
en junio de 2020). El otro es

*	 Escobedo, M.; Vega, L. A semilinear Dirac equation in H s
 (R 3) for 

s > 1. SIAM J. Math. Anal. 28 (1997), no. 2, 338–362.

..............................

No me extenderé ante el amable público en los pormenores de tan 
delicados análisis donde la razón pura y la virtuosidad técnica se dan la 
mano, tarea que ha cumplido el autor en su discurso. Pero si diré que el 
tema central era difícil y esquivo, y de él hizo el trío Kenig-Ponce-Vega 
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una cacería implacable que fue premiada con trabajos que vieron la 
publicación en revistas del mayor prestigio mundial y han sido referi-
dos por los mejores autores. Es todo un monumento a la cooperación 
internacional de alto nivel, y al tiempo un episodio ejemplar de las ma-
temáticas ibero-americanas y de la fructífera cooperación con EE.UU.

Tras haber vivido una experiencia parecida en algún sentido, re-
cordar esta saga científica me resulta emocionante, como sin duda lo es 
para Carlos Kenig, presidente actual de la Unión Matemática Interna-
cional, a quien conocí en Minesota en 1982.12

 Siglo XXI. Integrales singulares y oscilatorias, ecuaciones de 
Schrödinger no lineales, ecuaciones de ondas, ecuaciones dispersivas, 
continuación única, ... son temas que siguen apareciendo en el periodo 
de madurez que transcurre desde entrados los años 2000 hasta nuestros 
días. En 2003 aparecen dos temas que han de atraer la atención del 
autor en el futuro, uno de ellos es la continuación única

*	 KPV. On unique continuation for nonlinear Schrödinger equations. 
Comm. Pure Appl. Math. 56 (2003), no. 9, 1247–1262.

 y otro tema emergente son los filamentos de vorticidad

*	 KPV. On the interaction of nearly parallel vortex filaments. Comm. 
Math. Phys. 243 (2003), no. 3, 471–483,

que desarrollaría en forma personal y brillante, en colaboración con Va-
leria Banica, actualmente profesora en la Sorbonne. Dejemos aquí este 
breve repaso, recordando solo que la obra con coautores como B. Pertha-
me, F. Merle y otros no será mencionada siendo merecedora de elogio.

 El largo camino hasta el Congreso Internacional de Matemáticos. 
La favorable evolución de la investigación matemática española fue 
algo más tardía que en otras ciencias, no tuvimos un Severo Ochoa ni 
a un Blas Cabrera. Sucedió cuando llegó su tiempo.

12  La Universidad de Minesota fue una especie de Eldorado para matemáticos y 
economistas españoles en aquellos años. Se dice que la feroz inclemencia del clima 
invernal estimulaba en forma notable la concentración matemática. También lo hacía 
su impresionante panel de grandes investigadores.
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Esta eclosión estuvo basada en la notable mejora de la enseñanza de 
los años 60 y 70 del pasado siglo y surgió de forma apreciable ya en los 
años 80. Fue acompañada en el tiempo por una serie de eventos sociales 
propicios como la entrada oficial de España en la Unión Europea (ene-
ro de 1986), que muchos investigadores vimos como el paso definitivo 
hacia la Modernidad y la cooperación europea sin barreras; y la Ley 
del Fomento y Coordinación General de la Investigación Científica y 
Técnica del mismo año (abril de 1986), que sentó las bases racionales 
de la práctica y gestión de la investigación científica en nuestro país. 
Siguieron años en que las oportunidades crecían y a las promesas les se-
guían los actos y los dineros: la financiación proveniente del Ministerio 
se vio complementada por los sustanciosos Proyectos Europeos y aún 
quedaban los fondos de Embajadas y Fundaciones. Fueron años en que 
los grupos de investigación florecieron y los resultados no se hicieron 
esperar. Como hemos visto con nuestro autor.

En este ambiente de gran optimismo y apertura, que era como un 
milagro en la historia social de nuestra ciencia, muchas piezas empezaron 
a estar en su sitio. Así, en 1991 se fundó la Sociedad Española de Mate-
mática Aplicada SEMA (legalmente en 1993). Luego sucedió la refun-
dación de la Real Sociedad Matemática Española RSME13. Cuando en el 
año 2000 se celebró el “Año Mundial de las Matemáticas”, este evento 
tuvo una especial repercusión en España tanto en la comunidad de inves-
tigadores y docentes como en el público en general14. La Real Academia 
tuvo una participación destacada con un solemne acto en el Senado.

Estudios cuantitativos rigurosos de la evolución de la producción 
matemática en estas fechas demostraron que esta se había multiplicado 
en España por un factor de más de 10 y España pasaba a situarse entre 
los primeros 10 países del mundo, rompiendo así por primera vez un 
atraso secular. Además, las puntas de calidad alcanzadas tocaban nive-
les muy altos como muestra el resumen que he hecho de la trayectoria 
de Luis Vega.

13   En 1996, como recuerda el hoy académico D. Manuel de León que fue unos 
los protagonistas.
14  Yo escribí a petición del Comité Organizador, CEAMM2000, un “Llamamiento 
para el Año Mundial Matemático 2000” dirigido a los matemáticos españoles, ver 
https://verso.mat.uam.es/ juanluis.vazquez/decanos8.html, donde se describía un pre-
sente esperanzador.
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Esta efervesencia culminó en una invitación de la Unión Matemá-
tica Internacional, UMI, para que España presentara su candidatura 
para organizar el Congreso Mundial de Matemáticos del año 200615, la 
cual fue presentada y aprobada en el congreso de Pekín en 2002 (los 
congresos mundiales se celebran cada 4 años).

El gran acontecimiento, en siglas ICM2006, sucedió en Madrid en 
agosto de 2006 en el marco del Palacio de Congresos del IFEMA. Con 
una enorme afluencia y una perfecta organización, mostró al mundo 
una comunidad matemática boyante. Entre los varios matemáticos es-
pañoles que hablaron en sesiones invitadas estaba Luis Vega16. Era un 
justo premio de visibilidad internacional a una carrera conseguida y 
asentada, en su país y fuera de él. En mi opinión, así culminaba una 
época.

 La experiencia del BCAM. La vida investigadora de Luis estaba 
firmemente asentada, y no volveré a describir los detalles de sus éxitos 
en la época subsiguiente, el lector los encontrará en su discurso de in-
greso. He de reseñar que, por esta época, Luis era un asiduo colaborador 
de las dos sociedades, RSME y SEMA, que siempre tuvieron óptimas 
relaciones gracias en parte a la influencia de gente como él, sabia, pru-
dente y amable.

Paso a referir un suceso que será importante en su vida. En el año 
2008 el gobierno vasco decide crear el Centro Vasco de Matemática 
Aplicada (BCAM, por sus siglas en inglés), siendo el Profesor Enrique 
Zuazua su primer director. Desde 2013 a 2019 Luis dirigió el BCAM, 
que se ha convertido en pionero en la investigación matemática en Es-
paña. Así, Luis unió a su excelencia matemática y amplitud de intereses 
un creciente compromiso por las aplicaciones industriales y sociales de 
las matemáticas17. Al mismo tiempo desarrolló una notable capacidad 
para la gestión científica, que explica en parte el creciente éxito del 
centro. Yo agradezco en particular su apertura y la generosidad con que 

15  La invitación fue hecha en 1988.
16  Ver la reseña “¿Quiénes son los conferenciantes españoles del ICM?” en La Gaceta 
de la RSME, 9 (2006), no 2, 281-310.
17  Una muestra de su pensamiento sobre la aplicación práctica de las matemáticas 
se puede ver en el artículo escrito en 2011 con el Prof. Mikel Lezaun, cf. http://www.
bcamath.org/es/people/lvega/conferences-and-talks/opinion.
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mis alumnos y yo fuimos acogidos en el BCAM en tiempos algo oscuros 
en que tales virtudes eran poco practicadas en otros lugares.

 Reconocimientos. En su época de dorada madurez, Luis exhibe las 
muestras que acompañan a las grandes carreras científicas. En su CV 
verán una notable sucesión de visitas a centros del mayor prestigio, 
entre los que destacan repetidas visitas a EE.UU. y a París. Ha recibido 
distinciones como

-	 “Highly Cited Researcher” por el ISI Institute (Thomson) des-
de 2004.

-	 Fellow de la AMS en la distinción “Inaugural Class” desde 
2012.

-	 Miembro correspondiente de nuestra academia RAC desde 
2013.

-	 Miembro de EURASC, la European Academy of Sciences, des-
de 2015, en ella juega un papel muy activo. De esta sociedad 
había recibido la Medalla Blaise Pascal en 2014.

-	 En el período 2015-2020 disfrutó de una ERC-Advanced grant 
“Harmonic Analysis and Differential Equations”.

Tiene otras varias distinciones que no citaré por brevedad.

....................................

Me toca concluir estas palabras. Deseo expresar el sentir general de 
satisfacción por el nombramiento de D. Luis Vega González como Aca-
démico de esta Institución. Junto con mis coproponentes D. Ildefonso 
Díaz y D. Javier Jiménez Sendín, y junto a toda la sección de Exactas, 
creo que sus cualidades investigadoras y humanas afectarán muy favo-
rablemente la vida y proyección internacional de esta Real Academia. 
De hecho, ya ha venido colaborando como miembro correspondiente 
en forma muy satisfactoria y ha llegado la hora en que sus propuestas 
tengan el peso que la situación de Numerario otorga.
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El prestigio de esta Academia va ligado a la incorporación de perso-
nas como Luis, que atesora una carrera científica tan reconocida como 
excepcional, no solo en nuestro país sino también en los países más 
avanzandos de nuestro tiempo. Su relativa juventud unida a su dilatada 
experiencia, su gran capacidad de trabajo, su carácter abierto a la inte-
racción y su curiosidad científica nos son muy necesarios para afrontar 
los difíciles retos del presente y el futuro.

Querido Luis, te invito en nombre de esta institución a unirte a 
la tarea de Limpiar, Fijar y Dar Esplendor al mundo de los números, 
figuras, funciones y algoritmos. Como se dice en esta sede, con Obser-
vación y Cálculo.

No es tarea fácil pero es honrosa. Sé bienvenido.

Muchas gracias por su atención.

Oviedo, a 19 de noviembre de 2020






