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EL ANALISIS DE FOURIER Y
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES,
NUEVOS RETOS

Excelentisimo Sefor Presidente,
Excelentisimos Sefiores Académicos,

Sefioras y sefiores:

1. Preambulo

Quiero expresar mi profundo agradecimiento a los miembros de esta
Academia por haber tenido a bien proponer mi nombre para formar
parte de ella. Es sin lugar a duda un honor y una responsabilidad que
acepto con la idea de trabajar por la institucién en general y por la sec-
cion de matemadticas en particular. Pertenezco a una generacion, de las
pocas que ha habido en la historia de nuestro pafs, que ha recibido fi-
nanciacién para su investigacién a lo largo de toda su carrera. No es un
bien menor, que hay que mantener y en la medida de lo posible mejo-
rar. Pienso que instituciones como a la que hoy me incorporo son claves
y determinantes a la hora de hacer ver a la sociedad los beneficios que
la financiacion y el apoyo a la ciencia provocan a medio y largo plazo.

Estos beneficios de la actividad cientifica no se reducen solo a los
efectos econdmicos y sociales que el éxito de la misma antes o después
siempre conlleva, sino también a la propia transmisién y propagacién
de los valores que el trabajo diario de un cientifico supone. Las paginas
que siguen ponen de manifiesto la larga lista de colaboradores de mu-
chas partes del mundo que he tenido, tengo y espero tener. En ellas ha
dominado la generosidad en las ideas, el afdn en gran medida desintere-
sado por entender lo que ocurre e intentar llegar mds lejos. Y todo ello
en un ambiente de sinceridad, respeto y honestidad cientifica.
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El tema central de mi discurso es la aplicacion del andlisis de Fou-
rier a problemas recientes de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales tanto lineales como no lineales. Enlaza por tanto con el dado por
el profesor Miguel de Guzmdn en el afio 1982 y que llevaba por titulo
“Impactos del Andlisis Arménico”. Miguel de Guzman fue alumno de
doctorado del profesor Alberto Calderén en la universidad de Chicago,
y fue quien abrié nuestro pais a la escuela de Andlisis de Chicago, mas
concretamente a lo que se conoce como la escuela de Calderén y Zyg-
mund y la llamada teoria de las integrales singulares. Debo a Miguel el
haberme dedicado al Anilisis. Su curso de licenciatura sobre las Ecua-
ciones en Derivadas Parciales fue determinante para mi. Como lo fue el
ambiente en el entonces llamado Departamento de Ecuaciones Funcio-
nales de la Universidad Complutense a cuyos seminarios, organizados
en aquel momento por el profesor Alberto Dou y posteriormente por el
también miembro de esta Academia, el profesor Jesis Ildefonso Diaz,
asistia con cierta frecuencia. Estos seminarios, a los que solfa ir con mi
compafiero de fatigas, el ahora profesor Carmelo Nifiez, supusieron mi
primer contacto con la investigacién en matematicas.

Otro de los miembros de dicha escuela de Chicago es mi director de
tesis, el profesor Antonio Cérdoba, quien realizé su tesis doctoral con el
profesor Charles Fefferman. Como veremos en las pdginas que siguen,
tanto las integrales singulares como la que se conoce como la teorfa de las
integrales oscilatorias, originada por C. Fefferman y Elias Stein, juegan
un papel fundamental en muchos de los resultados que presento. Ambas
teorfas son cruciales para entender el impacto que tanto el andlisis armo-
nico como el andlisis de Fourier, distintas caras de una misma moneda,
han tenido en el desarrollo espectacular de las ecuaciones en derivadas
parciales lineales y no lineales de los dltimos 70 afios.

Pero hablaré no solo de integrales (de Fourier) sino también de se-
ries trigonométricas (o de Fourier), no en vano soy descendiente mate-
mitico de Antoni Zygmund'. En particular, prestaré especial atencién a

' A. Zygmund, de origen polaco, emigré a los Estados Unidos durante la Segunda

Guerra Mundial. Fue el fundador de la Escuela de Andlisis de Chicago, y tuvo entre
sus muchos estudiantes de doctorado a Alberto P. Calderén y Elias M. Stein. Escritor
de varios libros sobresalen entre ellos los dos volimenes sobre series trigonométricas
cuya primera edicién es de 1935. Sucesivas reediciones han hecho que su impacto
llegue hasta nuestros dfas.
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las sumas trigonométricas con fases cuadréticas cuyo estudio se remonta
al menos hasta Gauss y Riemann. Se debe a este tltimo la funcién que
lleva su nombre, ejemplo patolégico de funcién continua y no deriva-
ble en (casi) ningin punto. Siendo un alumno de tesis de A. Cérdoba
era dificil sustraerse a la extrema importancia que para él tenfan y atn
tienen las llamadas sumas de Gauss’. Tanto el célculo de dichas sumas
como la férmula de reciprocidad cuadritica fue una de las lecciones
estelares del curso que Antonio impartié en el verano de 1983 en Ja-
randilla de la Vera (Caceres). Estos cursos, disefiados y organizados por
Miguel de Guzman y Juan Carlos Benitez, supusieron un antes y un
después para toda una generacién de jévenes (analistas) espafioles de
aquellos afios entre los cuales me encuentro. En la lista de profesores he
de citar a José Garcia Cuerva y a José Luis Rubio de Francia®, causantes
también del gran desarrollo que esta escuela ha tenido en nuestro pafs y
con los que posteriormente tuve una estrecha relacién en el periodo en
el que realicé mi tesis doctoral en el Departamento de Matematicas de
la Universidad Auténoma de Madrid. Fue esta una etapa crucial en mi
carrera. Y no solo por el aprendizaje continuo y directo con mi director
de tesis, quien no escatimé el tiempo para ensefiarme el oficio, sino
también por el indirecto, ya que de alguna manera se aprendia respi-
rando. No puedo dejar de mencionar a este respecto a Juan A. Barceld,
Javier Duoandikoetxea y Alberto Ruiz con quienes tengo una relacién
que va mucho m4s lejos de los trabajos que hemos escrito juntos.

Como digo, el ambiente en el joven departamento de la Univer-
sidad Auténoma de Madrid (UAM) era muy enriquecedor. Y lo era
no solo en el campo del andlisis matemadtico, ya que la llegada como
profesor en 1983 de Juan Luis Vazquez, también miembro de esta Aca-
demia, trajo consigo el mundo “no lineal”. Habiéndome educado en la
tradicion de lo abstracto y estructural de las matemadticas, y por qué no
decirlo, en la ideologia formalista tan en boga entonces y que tan acer-
tadamente menciona Jests Sanz-Serna en el discurso inagural del afio
académico 2018-2019 de esta institucién, fue una agradable sorpresa

2

Y la propia funcién de Riemann, [37], [36].

3 Con José Luis y Anthony Carbery escribif mi primer articulo [32], precisamente

sobre la sumacién de la integral de Fourier. La muerte prematura de J.L. Rubio an
1988 fue sin lugar a duda un revés importante, tanto en lo personal como en lo
cientifico, no solo para la generacién de jévenes a la que me he referido, sino para
la también joven comunidad matemdtica de esos afios.
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descubrir que a las ecuaciones en derivadas parciales no lineales hay
que ir desentrafidndolas una a una. Las hay con nombre, como pue-
den ser la ecuacién de los medios porosos (PME) o la de Korteweg-de
Vries (KdV), y se puede estar tentado a pensar que apenas habrd unas
cuantas, y que las que llevan nombre son representativas de clases de
equivalencia amplias. Pero afortunadamente no es asf, y aunque es ob-
vio que la ecuacién de KdV y la que se conoce como modificada de
Korteweg-de Vries (mKdV) tienen muchos puntos en comdn, son lo
suficientemente distintas como para tener cada una nombre propio.
Tanto KAV como mKdV son apenas dos ejemplos que surgen al explo-
rar el sorprendente universo de las ecuaciones de Euler, y estas tdltimas
no dejan de ser una idealizacién matemadtica de las de Navier-Stokes a
cuyo universo pertenece PME y a la que J.L. Vazquez dedic6, con resul-
tados bien conocidos, una importante parte de su tiempo en esos afios*.

La formacién que recibi en este ambiente y la receptividad del pro-
fesor Carlos E. Kenig, algo por lo que siempre le estaré agradecido, me
permitié obtener en 1988 el puesto de L.E. Dickson Instructor en la
Universidad de Chicago. Alli coincidi con el profesor Gustavo Ponce.
Una simple vista a mi curriculum académico da una idea del impacto
que en mi carrera profesional ha tenido la relacién con ambos. M4s
que una relacién ha sido una apasionante aventura compartida que se
mantiene hasta hoy. Nuestra primera gran aportacién’® fue precisamen-
te usar las técnicas de integrales oscilatorias para completar el problema
de la estabilidad de la ola solitaria, fenémeno natural descrito por pri-
mera vez en 1834 por el ingeniero escocés John Scott Russell y mode-
lado 60 afios después por medio de la ecuacién KdV. Como explico en

* En particular, en la relevancia que tienen las soluciones autosemejantes a la hora

de describir situaciones singulares en la mecanica de fluidos, principio fundamental
que gufa muchos de los trabajos del profesor Grigory 1. Barenblatt, a quien se debe
el nombre de las soluciones autosemejantes de PME. Como veremos mds adelante,
las soluciones autosemejantes son también un tema central en lo expuesto sobre la
dindmica de los hilos de torbellino. Es la interaccién de las mismas la que genera
la existencia de un continuo de posibles escalas para describir el espectro de singu-
laridades, algo que encaja con la teorfa de la turbulencia desarrollada por Frisch y
Parisi, [76], [75].

> La dltima de nuestras aportaciones relevantes ha sido en colaboracién con el

profesor Luis Escauriaza con quien hemos encontrado una nueva via, m4s flexible,
para abordar distintas versiones del principio de incertidumbre. Este es uno de los
retos del que hablaremos en las pdginas que siguen.
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[141] tanto KAV como mKdV describen los solitones, ondas no lineales
cuya interaccion se asemeja a la colisién eldstica de particulas. Nues-
tro resultado es muy versatil y también se aplica a estas colisiones, ya
que probamos que la dindmica en tiempos pequefios es esencialmente
lineal y esta controlada por las propiedades dispersivas del sistema. Para
medir estas el andlisis de Fourier es eficaz e indispensable.

Tras un estancia breve de nuevo en la UAM, en la que tuve la
gran suerte de empezar a colaborar con la profesora Ana Vargas, me
incorporé en 1993 a la Universidad del Pais Vasco-Euskal Herriko
Unibertsitatea, donde he desarrollado la mayor parte de mi actividad y
donde siempre he trabajado muy a gusto. Por un lado, gracias a la buena
atmosfera y al nivel académico en andlisis y ecuaciones en derivadas
parciales: ademas del ya mencionado Duoandikoetxea, con el profesor
Miguel Escobedo empecé a explorar el mundo de la ecuacion de Dirac;
con la profesora Adela Moyua cristalizé la colaboracién con A. Vargas
sobre la ecuacion de Schrodinger; y con el profesor Luis Escauriaza hi-
cimos la conexién entre los principios de incertidumbre de la mecanica
cuéntica y las cuestiones de unicidad de las ecuaciones en derivadas
parciales, temas los tres que desarrollaré con mas detalle en las paginas
que siguen. Por otro lado, el buen clima laboral nos permitio, junto
con el profesor Mikel Lezaun, reaccionar en los tiempos dificiles de
principios de este siglo. En esa época los alumnos en matemadticas es-
caseaban y habfa un serio peligro de que la presencia de la seccién de
matemdticas en la Facultad de Ciencias de la UPV/EHU se redujera a
algo anecdético.

Afortunadamente no fue asi y en el afio 2008 el gobierno vasco diri-
gido por Juan J. Ibarretxe decide crear® el Centro Vasco de Matematica
Aplicada (BCAM, por sus siglas en inglés) siendo el profesor Enrique
Zuazua su primer director. Tras un corto periodo en el que la direccién
recae en el profesor Tomds Chacén, en 2013 me encargo de dirigir el
centro, siendo esta una actividad de la que estoy particularmente satis-

¢ No puedo dejar de citar en este punto la definitiva influencia que ha tenido el

también miembro de esta institucién, el profesor Pedro M. Etxenike, en el avance
fundamental de la ciencia en el Pafs Vasco en los dltimos 40 afios. Asi mismo el
alto nivel cientffico en anilisis y en ecuaciones en derivadas parciales al que me
he referido anteriormente permitié la creacién de un centro de investigacién en
matemdtica aplicada.



fecho. Esta experiencia es un ejemplo mds de cémo una buena gestion,
en este caso realizada por la ingeniera Lorea Gémez y el competente
equipo que construyé a su alrededor, junto con la financiacién vy las
directrices cientificas adecuadas, hacen que la investigacién sea mucho
més facil, mejor y mas fructifera.

Los agradecimientos no pueden acabar aqui. Por suerte he tenido
una lista muy amplia de colaboradores sin los cuales la investigacién
que he realizado no seria posible. Las paginas que siguen muestran de
manera clara la fundamental influencia que han tenido en mi trabajo.
En estas mismas péginas se pone de manifiesto también lo mucho que
me he beneficiado de la interaccién con los estudiantes de doctorado
que he tenido la suerte de dirigir a lo largo de los afios. A todos quiero
expresar mi mds sincera gratitud.

Pero no quiero acabar este prélogo sin volver a la razén fundamen-
tal del mismo, que es la presentacién del discurso ante esta Acade-
mia. El mismo estd construido sobre la propuesta que hice en 2014
al European Research Council de una solicitud de financiacién que
la institucién europea tuvo a bien concederme, algo de lo que estoy
profundamente agradecido ya que ha supuesto un salto cualitativo im-
portante de mi labor investigadora reciente. En esta tltima el apoyo en
la experimentacién numérica ha sido crucial, entre otras cosas debido a
que el computador se torna indispensable para poder entender objetos
como la ya mencionada funcién de Riemann

.
(1.1) R(t) = S 2
P J

No deja de parecerme sorprendente la capacidad que tienen las ma-
temdticas para expresar de una forma sencilla y sucinta, como es la ex-
presién (1.1), un mundo tan complejo como la trayectoria que describe
la gréfica de la funcién R(7) y que, salvo por una pequefia variacién, se
puede ver en la figura 1. Esta sorpresa es la que intento expresar en la
seccién 5.8 donde escribo: “...De esta forma se encuentra una relacién
algo imesperada. La funciéon no diferenciable de Riemann aparece alrededor
de 1860 como un objeto puramente analitico que desafia la propia nocién
de funcion continua. Siglo y medio después se encuentra una interpretacion
geométrica de dicha funcién, o mejor dicho de una pequefia modificacion
de la misma. Y esta interpretacion viene motivada por un modelo matemd-



tico, que aunque bastante idealizado, surge de un intento de describir las
estructuras coherentes (...) que aparecen en la turbulencia desarrollada por
los fluidos. Finalmente este modelo idealizado es una ecuacién no lineal de
Schrédinger que presenta soluciones (ondas) (...) que aunque interactiian de
forma no lineal, no rompen las simetrias inherentes al conocido como efecto
de Talbot. Es a la postre este efecto, descrito por primera vex en 1836 como
una ilustracion de los fendmenos de interferencia y difracciéon de la luz, el que
explica las propiedades geométricas de la funcion de Riemann. Por wiltimo
conviene recordar (...) que la pequefia variacion necesaria para describir la
funcion de forma geométrica, ver figura 1, hace que la correspondiente curva
pese a ser continua no tenga tangente en ninguin punto, no asi la funcion de
Riemann que (...) es derivable en algunos puntos racionales. La existencia
de fluidos con campos de velocidades que sean continuos pero no diferencia-
bles en ningiin punto, y que por tanto la forma de interpretar la velocidad
de una particula de fluido tenga que ser probabilista, es algo de una u otra
forma aceptado” .

o

ol
o 005 01 015

Figura 1: Griéfica de la funcién modificada de Riemann

. iti2
$(t) =i fy X e dr = 30 S

Esta dificultad intrinseca de las matematicas, por la que hay avances
que tardan inexplicablemente demasiado tiempo en ser entendidos, y
por tanto en ser aplicados, hace que el camino sea largo y como en
cualquier otro dmbito de la investigacién no exento de mudiltiples fraca-
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sos. Por suerte el ambiente familiar en el que me eduqué de aprecio al
estudio y al esfuerzo me ha dado la solidez necesaria para seguir siempre
adelante. Pero esta solidez no es suficiente y pocas cosas hubieran sido
posibles sin el apoyo continuo de Izaskun, Ainhoa e Ifiaki.

Es una sana tradicién que el candidato glose la labor realizada por
el académico saliente, en este caso el profesor Pedro Jiménez Guerra,
matemdtico espafiol nacido el 18 de mayo de 1951 en Madrid y miem-
bro de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales desde
1991. Es licenciado en Ciencias Empresariales por ICADE, ademas de
doctor en Ciencias Matematicas por la Facultad de Ciencias de la Uni-
versidad Complutense de Madrid habiendo sido su director de tesis el
profesor Baltasar Rodriguez-Salinas Palero.

Fue el propio profesor Salinas quien el 6 de febrero de 1991 dio el
discurso de contestacién al presentado por el candidato y que llevaba
por titulo: “Origen y evolucion de la integracion vectorial”. En esta con-
testacion hace especial énfasis en las aplicaciones que los resultados
obtenidos por el candidato habfan dado lugar. Sobresalen sobre todo, y
desde mi particular punto de vista, el cual es siempre subjetivo, aquellos
sobre la extension del teorema de Radon-Nykodim y mas en concreto
los alcanzados en el 4mbito de los espacios localmente convexos.

La labor del profesor Jiménez Guerra hasta esos afios gira principal-
mente en torno a los problemas de extensién de funciones aditivas y a
diversos temas relacionados con la teorfa de la medida. Posteriormente
mostrd su interés por problemas de optimizacién multiobjetivo y pro-
gramacién convexa, temas ambos de una gran actualidad en nuestros
dfas. Estos trabajos son muchos de ellos fruto de la colaboracién con
antiguos alumnos, como por ejemplo los profesores A. Balb4s, miembro
correspondiente de esta instituciéon, M. Ballvé y M. J. Mufioz-Bouzo.
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Resumen

Tras analizar brevemente algunos aspectos relevantes del analisis de
Fourier, presentamos tres nuevos retos sobre las aplicaciones del mismo
a las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. El primero es en
relacién con la ecuacién de Dirac y los modelos de confinamiento de
particulas relativistas. El segundo trata sobre un nuevo método basado
en técnicas de variable real, de los principios cldsicos de incertidum-
bre como los de Hardy y Paley-Wiener. Finalmente el tercero versa
sobre una ecuacion en derivadas parciales geométrica que modeliza la
dindmica de un hilo de torbellino (vortex filament). Este dltimo lo desa-
rrollamos con mas detalle, estableciendo su conexién con el conocido
como efecto de Talbot, un efecto éptico descrito en 1836 y cuya for-
malizacién matemadtica no ha tenido lugar hasta finales de los 80 del
siglo pasado, y con la llamada funcién no diferenciable de Riemann,
ejemplo de una funcién continua que no tiene derivada, o casi, en nin-
gin punto.

2. Introduccién

El hilo conductor de esta memoria es la intima relacion entre el ané-
lisis de Fourier y las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Se
podria pensar que esta afirmacién es una obviedad ya que fue el propio
Fourier quien utiliza la superposicién de senos y cosenos para resolver
una de las ecuaciones en derivadas parciales fundamentales, la de la
Conduccién del Calor, también conocida como ecuacién de Fourier.
Lo que posiblemente no sea tan obvio es que mds de dos siglos después
esta relacion sigue siendo estrecha y fructifera sin haber perdido un
dpice de su relevancia.

Esta relevancia estuvo al principio sembrada de una amplia polémi-
ca ya que como escribe J. Duoandikoetxea en [53] “[...] A falta de de-
mostraciones generales de sus resultados, lo que Fourier nos legé no fue
un teorema sobre la representacién de una funcién en serie trigonomé-
trica, sino un problema. Un problema en el que estaban implicados los
conceptos de funcién, integral, suma de series y, posteriormente, tipo



de convergencia. La influencia de este problema en el desarrollo de los
conceptos del andlisis matemdtico fue considerable...”.” De tal forma
que el método propuesto por Jean Baptiste Fourier al Institut de France
en 1807 en la memoria titulada “Theorie sur la propagation de la chaleur
dans les solides” sigue siendo una de las herramientas fundamentales
del anilisis matemdtico con una versatilidad que supera con mucho
el campo de las ecuaciones diferenciales y, como no podia ser de otra
manera, estd ademds detrds de multitud de aplicaciones de las que nos
beneficiamos en nuestra vida cotidiana®.

Sin embargo, no parece obvio por qué el método de Fourier sigue
siendo util en la actualidad a la hora de resolver los nuevos retos de las
ecuaciones diferenciales y de analizar tanto cualitativa como cuanti-
tativamente sus soluciones. La razén de ello es que el principio de su-
perposicién, que aparece intrinsicamente ligado a las ideas propuestas
por Fourier, no es aplicable cuando se intentan resolver ecuaciones no
lineales. Y las ecuaciones no lineales, empezando por las emblemdticas
ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes de la mecanica de fluidos, y
siguiendo por las que aparecen de forma natural en el d4mbito de la
geometria tanto riemaniana como no riemaniana, han sido las causan-
tes de una parte importante de los avances de las matemdticas en los
Gltimos 50 afios, atrayendo a una amplia variedad de investigadores. A
pesar de tratarse de problemas no lineales el método de Fourier es una
de las herramientas clave, aunque por supuesto no la tnica.

En esta memoria presentaremos tres escenarios y retos distintos,
todos ellos con una gran actividad investigadora detrds, en los que el
anilisis de Fourier aparece de forma natural y se muestra como una, de
nuevo no la tnica, de las técnicas indispensables para la resolucién de
los problemas planteados. Los tres escenarios son los siguientes:

" Lo tratado en la seccién 5.2 es un buen ejemplo de lo afirmado por Duoandi-

koetxea.

8 El éxito mds reciente sea tal vez la aplicacién de la teorfa de Calderén y Zygmund

realizada por el profesor Yves Meyer y sus colaboradores por medio de las llamadas
wavelets. Estas dltimas han sido utilizadas en una amplia variedad de escenarios,
tan diversos como el andlisis arménico computacional, la compresién de datos, la
reduccién de ruido, las imdgenes médicas, la deconvolucién de las imdgenes del
telescopio espacial Hubble, y la reciente deteccién (LIGO) de ondas gravitacionales
creadas por la colisién de dos agujeros negros.
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1. Perturbaciones singulares del operador de Dirac;
2. Principios de incertidumbre y aplicaciones;

3. La ecuacién del hilo de torbellino (VFE).

En (1) se tratan hamiltonianos electromagnéticos singulares para
las ecuaciones de Dirac y Schrédinger. En particular en el caso rela-
tivista la singularidad tiene el soporte en una superficie y se describe
matemdticamente por una delta de Dirac con una amplitud dada por la
constante de acoplamiento A. Nos centramos en las propiedades que ha
de tener A para la existencia de autovalores, y estudiamos un problema
de optimizacién asociado al posible tamafio del espectro puntual. Este
es un primer paso para abordar los problemas de confinamiento de par-
ticulas relativistas, en particular del MIT bag model, modelo llamado asf
por ser profesores de ese centro americano quienes lo propusieron en

los afios 70 del siglo XX.

En (2) abordamos principios de incertidumbre cldsicos, como el
conocido como principio de incertidumbre de Hardy o el teorema de
Paley-Wiener, desde un punto de vista innovador gracias a la conexién
que establecemos con la cuestién de la unicidad de ecuaciones en deri-
vadas parciales dispersivas y parabélicas. Este punto de vista resulta ser
muy flexible al no hacer uso de las herramientas del anélisis complejo,
lo que permite entre otras aplicaciones entender el caso del laplaciano
discreto.

En (3) estudiamos la que se conoce como la conjetura de Frisch-Pa-
risi [76], [75]. Esta conjetura, inicialmente propuesta para fluidos tur-
bulentos, también puede ser planteada como un problema meramente
analitico que atafie por ejemplo a funciones que son continuas pero
no derivables en ningin punto, en el espiritu de la funcién no diferen-
ciable de Riemann (1.1). Analizamos la conjetura en la ecuacién del
hilo de torbellino (Vortex Filament Equation, VFE) que es un modelo no
lineal directamente relacionado con la mecénica de fluidos. Los hilos
se describen matemdticamente por medio de curvas alabeadas que no
cambian su longitud, y que se mueven en la direccién del vector binor-
mal con una velocidad que es proporcional a su curvatura. Ejemplos
sencillos de construir, y que no se deforman a lo largo de la evolucién,
son las rectas, los circulos y las hélices. En nuestro caso tienen especial
relevancia las curvas con esquinas, y en particular los poligonos regu-
lares.
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La VFE es una ecuacién en derivadas parciales geométrica no lineal
que se propone como un modelo sencillo para la evolucién de los fila-
mentos de vorticidad (hilos de torbellino), y que captura a nivel cua-
litativo, caracteristicas relevantes de la turbulencia. Por ejemplo, este
modelo predice el cambio intermitente en los ejes de simetria del fila-
mento, fenémeno que se ha observado experimentalmente en el caso de
chorros turbulentos que emanan de boquillas con forma de un poligono
regular como el cuadrado o el tridngulo equilatero, véase por ejemplo
[80], [81] y [86]. El modelo también predice la creacién de estructuras
poligonales con un nimero arbitrario de lados. Demostramos que este
nimero depende del valor preciso de algunas sumas trigonométricas
bien conocidas, las llamadas sumas de Gauss, encontrando de esta for-
ma la existencia de una conexién directa con el fenémeno de Talbot en
optica. Las simulaciones numéricas que hemos realizado sugieren que
las diferentes esquinas dan lugar a torbellinos que interactian entre si
de forma en apariencia cadtica. Probamos que detras de este comporta-
miento cadtico hay una estructura algebraica que controla la dindmica
y que permite entender los fractales que, como el exhibido en la figu-
ra 1, aparecen de manera natural. Estos fractales, o siendo mds precisos
multifractales, son consistentes con lo conjeturado por Frisch y Parisi.

Los tres temas tienen en comin que se estudian haciendo un uso
moderno de las técnicas clésicas del andlisis de Fourier tales como: las
integrales oscilatorias y sumas de Gauss para describir la dindmica de
los hilos de torbellino, los operadores integrales singulares como la in-
tegral de Cauchy para estudiar el confinamiento de particulas cudnticas
relativistas, y las llamadas estimaciones de Carleman para probar dis-
tintas versiones del principio de incertidumbre.

En las cuatro préximas secciones de esta introduccién hacemos
una breve descripcién de estas técnicas. Empezamos con lo que Mi-
guel de Guzman llama “la herramienta de Fourier” ([45], p. 28). Es decir,
el procedimiento que encuentra Fourier para resolver la ecuacién que
lleva su nombre, y que describe la propagacion del calor en un cuerpo
finito o infinito por medio de una relacién (ecuacién) entre la varia-
cién temporal de la temperatura en un punto cualquiera del cuerpo y
su variacion espacial. Fue el propio Fourier quien propuso la ecuacién
introduciendo la nocién de flujo, una importante aportacién concep-
tual ([74], seccién 429), hasta el punto que Arnold Sommerfeld cali-
fica como “Biblia de la Fisica Matemdtica” el libro la Theorie analytique
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de la chaleur, también escrito por Fourier, publicado en 1822, y en el
que dicho concepto es una pieza clave. La herramienta o método de
Fourier resulté ser muy util, no solo para la resolucién de una amplia
variedad de ecuaciones en derivadas parciales, sino para abordar otros
muchos problemas en matemadticas. La razén Gltima es que se propone
la descomposicién de cualquier funcién’ en sus arménicos elementales,
siendo la solucién para cada uno de estos arménicos facil de calcular.
Finalmente, la solucién general se obtiene por el principio de superpo-
sicion al tratarse de un fenémeno lineal.

Las series e integrales de Fourier aparecen por tanto como un método
puramente matemdtico de resolucién de ecuaciones diferenciales. Dada
una funcién se transforma en otra para la que la solucién es sencilla y
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Figura 2: Una imagen del efecto de Talbot. Muestra la luz que recibe un obser-
vador o una pantalla situada a diferentes distancias de una rejilla peri¢dica. La
parte inferior representa la rejilla mencionada, que recibe la luz desde abajo.
Vemos que en el extremo superior a distancia z,.esta rejilla se repite. A distancias
intermedias se forman diferentes patrones de luz, siendo reconocibles aquellas
que son miltiplos racionales de z.. Figura de Ben Goodman con licencia CC

1
BY-SA 3.0 https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Optical_Talbot_Carpet.png.

% Aqui Fourier da otro gran salto conceptual en la definicién que hace de funcién.
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posteriormente se hace la transformacién inversa. Vemos, sin embargo,
en las secciones 2.2 y 2.3, que la transformada de Fourier de una fun-
cién se puede medir'®. De hecho, dicha transformacién aparece como
una deformacién continua de la identidad, algo que nos resultard muy
itil en el enfoque que damos de los principios de incertidumbre. En 2.2
la variable de deformacion es el tiempo, siendo el problema fisico el de la
dindmica de una particula cudntica libre. En 2.3, el contexto es la teorfa
de difraccién de la luz de Fraunhofer y en esta caso la variable de defor-
macion es espacial, la distancia al objeto de difraccién. Evidentemente
ambos puntos de vista estdn relacionados, siendo la conexién la teorfa de
difraccién de Fresnel, que es a su vez el punto de partida para explicar el
efecto de Talbot (figura 2) que abordamos en secciones posteriores y que
es el causante de la fractalidad exhibida en la figura 2. Hay que recordar
a este respecto que Cantor llegé a la construccién de su célebre conjunto
ternario por sus investigaciones sobre la forma que puede adoptar el con-
junto de puntos de divergencia de una serie de Fourier.

La convergencia de las series e integrales de Fourier es una cuestion
analitica fundamental, como bien reflejan tanto Guzman en [45] como
Duoandikoetxea en [53]. Asociada a este problema hay otra transforma-
cién indispensable, la llamada de Hilbert, que presentamos en la seccién
2.4. Es su generalizacién a dimension tres, la conocida como transforma-
da de Cauchy-Clifford, la que ha resultado ser la adecuada para avanzar
en el problema matemdtico asociado al confinamiento de particulas re-
lativistas que analizamos en la seccién 3.1. En dicha seccién, motivados
por intentar entender cémo se organiza la naturaleza, damos nuevos usos
a herramientas clésicas. Un ejemplo més de lo expuesto por Fourier en el
Discourse préliminaire de su Teorfa Analitica del Calor [74]:

“El estudio profundo de la naturaleza es la fuente mds fecunda de los
descubrimientos matemadticos” .

Uno de los descubrimientos mas sorprendentes, desde mi punto de
vista similar en importancia al del conjunto fractal de Cantor, es el del
llamado conjunto de Kakeya: un conjunto que tiene medida de cero
y que sin embargo contiene una recta en cualquier direccién. La feliz

1© Al menos su médulo o amplitud siendo el célculo de la fase una cuestién mucho

mds delicada.
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conexion de este objeto geométrico con la cuestion de la sumabilidad
o convergencia de las series e integrales de Fourier fue establecida en
1971 por Charles Fefferman, cuando apenas contaba con 21 afios, en su
célebre trabajo [72]'!. La existencia de dicho conjunto fue probada por
Abram Besicovitch en 1919 [24]. Entender el papel que este conjunto
juega en la naturaleza es uno de los mayores retos del andlisis de Fourier,
reto que ha dado lugar a desarrollos insospechados del anélisis matema-
tico, empezando por el propio trabajo de Fefferman y continuando con
los de A. Cérdoba, P. Tomas y E. Stein, J. Bourgain, T. Wolff, T. Tao y
un largo etcétera que atn continua. Mi aportacion a esta tarea ha sido
el articulo que escribi en 1998 en colaboracién con T. Tao y A. Vargas,
en el que mejoramos la marca establecida por Stein y Tomas en 1975.
Todos estos resultados se encuadran dentro de la ya mencionada teoria
de las integrales oscilatorias, la mds simple de las cuales es precisamente
la integral que define la transformada de Fourier (2.12). Es momento
ya de empezar a mostrar algunos detalles relevantes de las matemdticas
que hay detras de las mismas.

2.1 La herramienta de Fourier

La forma habitual de abordar una ecuacién en derivadas parciales como
la del calor

1

fijando una condicién inicial u(x,0) = wug(z), y suponiendo que la
solucién esté acotada en el infinito, es primero buscar un nimero am-
plio de soluciones. Fourier invent6 para ello el método de separacion
de variables que lleva de forma inmediata a resolver el problema de
autovalores

(2.2) Av(z) = —po(zx) r e R",
donde de nuevo se restringen las soluciones a aquellas que estdn aco-

tadas y por tanto p=0 . En dimensién uno la solucién se escribe como
combinaciones lineales de senos y cosenos.

1" Véase también el excelente video https://www.youtube.com/watchv=j-dce6QmVAQ.



La siguiente observacion es que el problema es lineal con lo que la
superposicién de soluciones es también una solucién. Un momento de
reflexién muestra que si se busca una solucién general de (2.1) la super-
posicion finita de senos y cosenos no puede ser la respuesta, por lo que
se estd abocado a considerar, o bien series infinitas si las condiciones de
frontera son periédicas, o bien integrales que es lo adecuado en el caso
que nos ocupa.

Resulta mas cémodo utilizar la notacién compleja lo que nos lleva
a considerar, lo hacemos ya en cualquier dimensién, la familia de solu-

ciones de (2.2)
a(€)e™*

con (z,§) € R" x R" [¢]* = p y a(§) € C un escalar complejo
cualquiera. Asociada a esta expresion se obtiene ficilmente la familia
de soluciones de (2.1)

El principio de superposicion da entonces la expresion
£ 1e124i
[ atgre e

Luego el problema se reduce a lo que se conoce como un problema
inverso, dado ug(x) encontrar a(§) tal que

(2.3) up(z) = /n a(é)em"’E dg.

La férmula de este inverso, la cual daremos en la siguiente seccién,
es una de las grandes aportaciones de Fourier y cuya validez él no se
plantea en absoluto porque al menos en el caso de series se reduce al
célculo de los llamados coeficientes de Fourier que miden dreas definidas.

Hemos planteado en apenas unas lineas el problema de Fourier
al que se refiere Duoandikoetxea: para qué funciones ug(z) y a(§) el
método anterior es vélido. Entre otras cosas esto implica entender el
propio concepto de funcién, cudl es la nocién adecuada de integral, y
por tanto de drea, y en qué sentido se entiende la convergencia de la



misma. Si pensamos que la nocién apropiada de convergencia, que al
final estaba ligada a la propia nocién de solucién de (2.1), no se resol-
vi6 hasta el desarrollo de la teorfa de distribuciones por Schwartz en los
afios 50 del siglo XX, tenemos un claro ejemplo de cémo la construc-
cién de las matemdticas como una estructura sélida basada en el rigor
convive con la aplicacion de las mismas, aunque dicha estructura esté
todavia construida parcialmente. No en vano el método descubierto
por Fourier fue usado desde el principio y de forma muy fructifera por
fisicos e ingenieros.

Ademis, a los problemas anteriores hay que afiadir al menos otro de
gran importancia, el problema de la unicidad. Es decir, probar que dado
uo () existe una dnica a(€) que verifica (2.3). Evidentemente este pro-
blema es equivalente al de la unicidad de la solucién de (2.1), cuestién
nada obvia como podfamos haber deducido del hecho de que de las
soluciones obtenidas por variables separadas nos hemos desentendido
de aquellas con crecimiento exponencial

e lElPze

Veremos més adelante que estas soluciones de crecimiento expo-
nencial juegan un papel crucial en los teoremas de unicidad, y por
tanto en el principio de incertidumbre, del que nos ocuparemos en la
seccién 4. Més en concreto, en lo que se conocen como desigualdades
de Carleman y en la construccién de los llamados pesos de Carleman.

2.2 La transformada de Fourier como un operador de scattering
en la variable temporal

En el contexto de esta memoria existe otra forma de presentar la trans-
formada de Fourier, que nos resultard muy dtil a la hora de hablar de la
ecuacién del hilo de torbellino. El punto de partida es otra de las ecua-
ciones fundamentales de la fisica matemadtica, la de la particula libre de
Schrédinger, pieza clave a la hora de describir la mecanica cudntica no
relativista,

(2.4) Oyu = %Au, reR" teR,

ecuacién a la que hay que afiadir la condicién inicial u(z, 0) = ug(z).
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La construccién de la solucién la haremos basandonos en las simetrias
elementales del conjunto de soluciones de (2.4). La primera de ellas es
que gracias a la regla de Leibniz si v(z, t) con z € R es solucién, entonces

W1,y ey T,y t) = (1, t)v(20, 1) ... v(Tp, )

para * = (21, ..., Z,) € R™ también lo es. Este hecho nos permite re-
ducirnos al caso unidimensional. La segunda es que para soluciones que
decaigan de forma adecuada en el infinito, se tiene la siguiente ley de
conservacion

(2.5) u(x,t)de = 0.

E R”

La tercera es que si A>0 y u es solucién, entonces

1 x t
uy(z,t) = XU(X’ ﬁ)

es también una solucién, con la propiedad extra de que
Jg urdx = [, udx para cualquier A. Por simetrfa parece natural pen-
sar que las soluciones que verifiquen que

Uy =1u para todo A > 0,

deben ser particularmente relevantes. A estas soluciones se las llaman
autosemejantes y, como veremos en la seccion 5, juegan efectivamente
un papel estelar. Es facil concluir que una tal solucién autosemejante
ha de ser de la forma

1 T

(2.6) u(zr,t) = %G(%)v

lo que nos permite reducir el problema a buscar una funcién G solucién
de la ecuacién diferencial ordinaria

(2.7) G" —i(zG"+G) =0,

que se puede integrar una vez. Obtenemos de esta forma

(2.8) G —izG = a,
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paraalgina € C.Laeleccién a=0 es particularmente sencilla, ya que
imponiendo [ G =1 obtenemos'
1 i 2
G(z) = ez®",
(@) V2T
2

habiendo usado la llamada integral de Fresnel [ €'z dx = v/2mi
Hemos construido de esta forma la solucién fundamental

(2.9) up(z,t) = ,—H/Qeﬁ , r € R".

El siguiente paso es utilizar la invarianza por traslaciones de (2.4) jun-
to con el principio de superposicién para obtener la familia de soluciones

1 2
G f A

Es un ejercicio relativamente facil concluir que la eleccion
a(y) = up(y) da formalmente la solucién buscada. De nuevo la uni-
cidad es una cuestién que puede ser muy delicada pero que, como en
el caso de la ecuacion del calor (2.1), es sencilla si se suponen cotas
superiores adecuadas en el crecimiento de la solucién.

Observemos que desarrollando el cuadrado en la expresién integral
anterior podemos escribir

1 P %y L
(2‘10) u(x’t) = W@Qtl |2 /n e 't y62t|y‘2u0<y> dy

Sustituyendo para tiempos grandes ezl (y) por uo(y) conclui-
mos que

.
(2.11) u(@,t) ~ ug(@, £)ao (),
definiendo la transformada de Fourier de ug como
. 1 —ig.
Q1) ©) = oy [ () d

12 \ﬂ: 67',7r/4.~



Uno de los teoremas bdsicos del andlisis de Fourier es el cdlculo de
su inversa dada por (cf.(2.3))

1 .

Formalmente es facil probar que existe otra ley de conservacién: la
energia, o la masa segiin el contexto fisico de que se trate, se conserva

d
(2.14) p . lu(z,t|* dx =0,

de tal forma que el resultado preciso en (2.11) es

, —il2 I
N

siendo || f[|32 := [gn [f(2)]? dz. Como consecuencia se obtiene que

/ luo(x)|* do = / o ()2 da.

La identidad (2.15), o mds concretamente (2.10), va a jugar un
papel fundamental en el futuro cuando estudiemos con técnicas de
ecuaciones en derivadas parciales distintas versiones del principio de
incertidumbre de Heisenberg.

La férmula (2.13) junto con (2.11) nos permite en principio calcu-
lar el valor inicial ug a partir de los valores de la solucién para tiempos
grandes. Sin embargo, experimentalmente la cantidad que se mide es
lu(z,t)|? por lo que la informacién es incompleta ya que falta la fase
para poder determinar wu(x, ¢). Surge asi lo que se conoce como el pro-
blema de la fase, problema que es comin a las ecuaciones de Schrodin-
ger tanto lineales como no lineales y con el que habremos de enfren-
tarnos més adelante.

Hay otras dos simetrias asociadas a (2.4) que nos resultardn muy
ttiles en el estudio de la ecuacion del hilo de torbellino. Una de ellas
es la que se conoce como la transformacién conforme, que es el equiva-
lente en el contexto de Schrodinger a la bien conocida transformacién
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de Kelvin para la ecuacién de Laplace, o a la de Appell para la ecuacién
del calor. En concreto, un cdlculo directo prueba que si u(x, ¢) es una
solucién de (2.4) entonces

(2.16) o(z,t) = Tui= ———e

es también una solucién que verifica que 0(x,0) = Ggy(z). Obsérvese
que

T?=1

lo que de hecho permite probar la férmula de inversién de la transfor-
mada de Fourier (2.13).

Finalmente, mencionaremos las transformaciones de Galileo: si
u(x, t) es soluciéon de (2.4) y v € R, entonces

(2.17) w, (x,t) == e P Fey (2 pt t)

es también solucién. Es un ejercicio sencillo probar que si

u,(x,t) = u(x,t)para todo v

entonces u(x, t) es un multiplo de la solucién fundamental . Esta sen-
cilla observacion nos resultara muy ttil a la hora de resolver la ecuacion
del hilo de torbellino para poligonos regulares y probar en este contex-

to el efecto de Talbot, ver [38], [47] y [60].

2.3 La transformada de Fourier como un operador de scattering
en las variables espaciales

Existe otra forma de ver la transformada de Fourier como un operador
de scattering, esta vez mds ligada al teorema espectral y a la medida es-
pectral asociada al operador laplaciano. Como hemos visto hay solucio-

nes acotadas de (2.2) que no son nulas. Esto implica que la ecuacion,
llamada de Helmholtz,

(2.18) Au+k*u=f
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no tiene solucién tdnica por ejemplo si f € L*(R™), es decir, si
Jgn | f|? dz es finita. Una de las formas de determinar una solucién
particular es por el llamado limiting absortion principle, que consiste en
tomar un pardmetro € > 0y considerar la, en este caso tnica solucion,
u de

(2.19) Au, + (K> +ie)u. = f.

Por simplicidad trabajaremos en dimension tres. Siguiendo argu-
mentos muy similares a los esbozados anteriormente, y utilizando la
invarianza por rotaciones de (2.2) se obtiene la expresion
1 [ Ve Ry

L

U = —
47

que en el limite da®

_ iklz—y]
= / ) dy.

AT Jps |z — y|

De hecho, la funcion —_161";||w| juega en (2.18) un papel andlogo al

deusen (2.4). Como hicimos en el caso de la ecuacién de Schrodinger

nos interesa saber cudl es el comportamiento asintético de ut. Ob-

servando que |z — y|? =|z|? + |y|* — 2 - v, y suponiendo por ejemplo

que fes de soporte compacto, es facil concluir con un sencillo desarro-
llo de Taylor que

—1 ekl o meklel g
220 + ~ — -t |33|.y d = — - k’— .
( ) u A |x| /Rg ¢ f(y)dy 2 |z u \x|)

La ecuacién (2.19) aparece de manera natural en mucho contextos
al ser la que verifican las ondas arménicas en el tiempo. En concreto, el
comportamiento asintético que acabamos de escribir es andlogo al que
se hace en la aproximacion de Fraunhofer de la difraccion de la luz por
un obstéculo. En esta aproximacion tanto la pantalla en la que se mide
la intensidad de la luz, como la fuente luminosa estan suficientemente
lejos del obstdculo. Para zonas méas cercanas a la pantalla hay que usar

13 . P . . .
Sie < 0 se construirfa u™ con el correspondiente cambio de signo en la fase.
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la llamada difraccion de Fresnel, que tiene en consideracion el siguien-
te término del desarrollo de Taylor, que es cuadratico. La difraccion
de Fresnel es precisamente la que explica el efecto de Talbot que nos
aparecerd mds adelante, y es la aparicién de estos términos cuadrdticos
la razén de que, tras las normalizaciones oportunas, (2.4) sea un buen
modelo matematico para describir dicho efecto, [22], [23], [98]. En este
caso la variable temporal no es otra que la distancia al obstéculo.

Parece natural preguntarse si existe un resultado similar a (2.15)
en este contexto. La respuesta es afirmativa, pero requiere mds trabajo.
Nos limitaremos a decir cudl deberia ser en este caso la energia, es decir
cudl es el espacio de funciones que juega el papel equivalente a L? en
(2.15). Se trata del espacio de Agmon-Hérmander, que es un caso par-
ticular de los que se conocen como espacios de Morrey-Campanato. En
concreto en [1] y [100] se prueba que si por ejemplo f ademds de estar
en L? tiene su soporte en un conjunto acotado Q entonces

1
(2.21) sup— Elu™|? + |VuT|? dz < Cdiam(Q) / i
Rk |z|<R

siendo diam(Q) el didmetro de Q.

Este tipo de desigualdad funcional es un ejemplo particular de lo
que se llaman desigualdades uniformes de Sobolev, ya que la constante
C es independiente del nimero de onda k que aparece en el lado de la
izquierda de la desigualdad. Como veremos en la seccion 3 este tipo de
desigualdades juegan un papel clave en la resolucién de las ecuacio-
nes en derivadas parciales tanto lineales como no lineales. Para estas
Gltimas los espacios de Lebesgue I/ son los naturales, mientras que en
el caso lineal resultan muy utiles las llamadas desigualdades con peso.
Estas son de la forma

(2.22) / (|Vue* + klud*)w; dz < c(wl,wg)/ | fPPws da,
n RTL

para ciertas constantes ¢(wy, wo ). Un problema importante y de gran di-
ficultad es encontrar condiciones necesarias y suficientes en w; y en ws
para que (2.22) sea cierta. Este es de hecho un problema abierto, véase
[19]. A partir de (2.21) y usando (2.20) se obtiene ficilmente

T

ew) g [ w@ra=3 [ e s
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y andlogamente

T ezk|a:| R T

(2.24)  lim lut(z) — \/j f(k=)|?dS, =0,
R0 J|,1_p 2 |z ||

que son las identidades bésicas a partir de las cuales se puede demostrar

el teorema espectral para el operador laplaciano. Esta es la forma natu-

ral de construir la transformada de Fourier en el contexto del anilisis

funcional.

Conviene resaltar que (2.23) y (2.24) se pueden probar usando mé-
todos elementales. Para ello se multiplica a ambos lados de la ecuacion
por funciones (multiplicadores) adecuadas, y tras sucesivas integracio-
nes por partes se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz para con-
cluir el resultado. La ventaja de este procedimiento es que se generaliza
sin dificultad a otros operadores distintos al laplaciano, en particular a
los operadores de Schrodinger

—A+V.

En este caso, particular importancia tiene la eleccién en (2.22)
de wy = |V['/?y wy = 1/wy, ya que permite llevar adelante lo que se
conoce como el método de Birman-Schwinger, que como veremos en la
seccién 3 se adapta muy bien al caso relativista en el que A se sustituye
por el operador de Dirac.

2.4 La transformada de Hilbert y el operador de Cauchy
Recordemos (2.7). La eleccién @ = 0 en (2.8) la hicimos por simplici-

dad. La razén de por qué es la adecuada se basa en el hecho de que la
solucién u ¢ construida de esta forma verifica la propiedad
lim ug(x,t) =9,

t—0t

siendo ¢ la delta de Dirac, una medida de Radon positiva que actda
sobre funciones continuas f

< 6.f >= f(0).
De igual forma se puede considerar a # 0, o simplemente a = 1.



La renormalizacién natural ahora es [ G = 0, lo que permite obtener
otra solucién linealmente independiente de (2.7) que es en este caso
impar. Cabe preguntarse cudl serd el valor en ¢ = 0 de la solucién asf
obtenida. De (2.6) es facil concluir que ha de ser impar y homogénea
de grado -1, es decir ha de ser un mdltiplo de

1
v.p. —,
T

la distribucién que actta sobre funciones fregulares

Lo @, [ @)= ) f(x)
< V.p. a:’f >=1 dx /w|<1 dr + /|x|>1 dx.

e—0 |z|>e €T xT €T

Es facil calcular la transformada de Fourier de esta distribucion ya
que al ser impar

1 . 1 .
<v.p.—, e >=ilm < v.p. —, €% >,
x x

y al ser homogénea basta hacer el cdlculo para & = 1. Asi,

1 . . [ sinx .
<v.p.—, e >= —z/ dr = —im.
x R T

Poniendo todo junto obtenemos

o —

1 1 o1
(2.25) —V-Pp. 6(5) = —Z\/—Q—ngn(f)’

siendo sen(§ ) la funcién signo. Por otro lado, de la propia definicién se
obtiene que ) = \/LQ—K

La distribucién v.p. % aparece de forma natural en muchos contex-

tos, como por ejemplo en el estudio de las funciones analiticas en el
semiplano. En efecto, si fes una funcién de variable real e integrable,

entonces
L A €)
== —d
u(z) 27Ti/_ooy—z Y
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define una funcién analitica tanto en el semiplano superior Im z > 0,
como en el inferior Im 2z < 0. Una pregunta natural'* es cudles son los
valores de u(z) en la frontera Im z = 0. Dado que

1 {—in
E4+in 2492

es sencillo probar la que se conoce como férmula de Plemelj,

(f(§) £1H f(£))

N

Jim (€ +in) =
siendo

Hf(x) :v.p.%/_oo %dy

la transformada de Hilbert. De la definicién concluimos que H es un
operador antisimétrico y de (2.25) que H?>=-1. Por tanto H es una iso-
metria en L(R).

La férmula de Plemelj es vdlida no solo en el caso del semiplano sino
para cualquier dominio regular del plano complejo. De forma andloga
a la transformada de Hilbert se define entonces un operador integral
singular que se conoce como el operador de Cauchy. Esta definicién se
puede extender a dimensiones mayores por medio del dlgebra de Cli-
fford, dando lugar al operador de Cauchy-Clifford que nos aparecerd en
la préoxima seccién 3.1 asociado al operador de Dirac. En ella usaremos
la caracterizacion de la esfera como el tinico dominio acotado para el
que el operador de Cauchy-Clifford es una isometria.

4 Bl llamado problema de Riemann-Hilbert.
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3. Perturbaciones singulares de la ecuacion de Dirac

Nos referimos a la ecuacion
1
(3.1) Hp=a- <{V—|—A(x)> +mpB+Vp(z), xR’

con@ = (ay, a9, a3) y 3 las matrices de Pauli-Dirac, el potencial Vp(z)
es una matriz 4x 4 hermitica, A(z) € R? es un campo vectorial real, y
m > 0 la masa. Las matrices o, con j=1,23y antlconmutan dos a
dos y su cuadrado es la identidad. Llamaremos Hy = o - 1V + mf3 al
operador de Dirac libre. Hp v Hg actdan sobre spinors u( z) e Ct

Nuestro interés se centra en potenciales Vj, y A cuyos tamafios,
medidos en espacios de funciones adecuados y que dependen de las pro-
piedades especificas del operador libre Ho, no dependan de los cambios
de escala. Es decir, dado v > 0 el tamafio tanto de A” = vA(vz) como de
VY, = vVp(vz) es independiente de la escala v. Medido puntualmente
este comportamiento critico es del tipo 1/|z| Recordemos que si A =0
y Vp(z) = %1, siendo 1 la matriz identidad, obtenemos el potencial de
Coulomb éorprendentemente el potencial de Coulomb atn plantea
cuestiones analiticas relevantes, tanto en lo que se refiere a probar que
da lugar a un operador autoadjunto, como en la caracterizacién del es-
pectro. De hecho, encontrar cudles son las desigualdades funcionales"
que determinan ambas propiedades ha dado lugar a un buen nimero de
trabajos relevantes desde las aportaciones pioneras de Rellich y Kato en
los afios 50 y 60 del pasado siglo hasta nuestros dfas.

La principal razén por la cual este no es un problema obvio es por-
que Hp no es un operador semiacotado y, por tanto, los principios va-
riacionales, tan dtiles para otros operadores como el laplaciano, no se
pueden aplicar directamente. [68] es un survey excelente sobre esta
cuestién. Asimismo, en [5] y [34] se puede ver cudl es el estado del arte
actualmente. El principal problema abierto es caracterizar los potencia-
les Vp que verifican

B Enel espiritu de (2.22) pero sustituyendo A por Ho.



y dan lugar a operadores autoadjuntos, determinando en este caso cudl
es el espectro. Esta cuestion es fundamental si se quiere progresar en el
estudio de las ecuaciones de evolucién no lineales de Dirac, ecuaciones
para las que se estd mucho més lejos de entender los mecanismos de
creacién de singularidades que para los modelos dispersivos no relati-
vistas como las ecuaciones no lineales de Schrodinger que trataremos
mas adelante. Sirva como ejemplo de lo dicho lo poco que se ha avan-
zado en este problema desde el trabajo [67], en el que se caracterizan
las perturbaciones subcriticas de H, utilizando métodos perturbativos,
en comparacién con el espectacular avance que ha habido en las ecua-
ciones dispersivas semilineales desde el trabajo pionero de Ginibre y

Velo [78].

En el mismo orden de cosas, un ejemplo importante y bien conoci-
do de potencial magnético es el de Aharanov-Bohm

A(l‘, Y, Z) = ag(—y,x,())/(a:2 + y2>

Obsérvese que en este caso el campo magnético es precisamente
B(x,y,2) =V x A = —271ay(0,0,0(z,y)). En otras palabras, el campo
magnético es una medida vectorial singular con el soporte conteni-
do en una superficie, una curva en este caso, de codimensién dos. De
hecho en el contexto de la mecénica de fluidos, y como veremos més
adelante al hablar de la ecuacién del hilo de torbellino, este campo no
es otro que el que describe la vorticidad de un torbellino con soporte
en la linea recta z = 0.

Otros ejemplos importantes son aquellos en losque A = 0y Vpes
un potencial dado por una medida cualquiera con soporte contenido en
>, la frontera de un dominio acotado regular Q con ¢ su medida de su-
perficie, como la esfera unidad, ejemplo este tdltimo estudiado en [50].
En [9] resolvemos la cuestion de bajo qué condiciones estos potenciales
son autoadjuntos. Ideas similares fueron desarrolladas con anterioridad
y en un contexto abstracto en [131].
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3.1 El confinamiento de particulas relativistas

Otro aspecto relevante de los potenciales Vp es que aparecen
naturalmente en relacién con la posibilidad de confinar particulas
relativistas dentro de un dominio Q. En términos generales decimos que
un potencial Vp que actta sobre spinors en L?(0)* genera confinamiento
con respecto a Ho y 2 si las particulas que se mueven de acuerdo a la
ecuaciéon de evolucién de Dirac cuyo generador infinitesimal es
Ho+Vp nunca cruzan la frontera =. O lo que es lo mismo, si una
funcién u(x,t) es solucién de la ecuacién dyu+i(Ho+Vp)u =0y en
tiempo cero el soporte de u(-,0) estd contenido en Q, el potencial Vp
genera confinamiento si u(-, ) estd soportada en Q para todo t € R, de
tal forma que 2 resulta impenetrable para las particulas.

Tomando como punto de partida [9] y para Vp, se prueba en [10] un
criterio general para la existencia de valores propios en (-m,m). Este
criterio relaciona la existencia de valores propios, que es un problema
en todo R3, con una propiedad espectral de ciertos operadores acotados
en L?(0)?, que es un problema en la frontera =. También mostramos
algunas aplicaciones para el caso de potenciales electrostdticos:

(32) VDue = Ve(sg]_.

En particular probamos que los Hamiltonianos Ho + Vp,, y
Ho+ Vp_,,, tienen los mismos valores propios en (-m,m) para todos
los valores de la constante de acoplamiento V| # 0 dentro de un inter-
valo finito no vacio, y que Vp,, no tiene valores propios en (-m,m)si |Ve|
es demasiado grande o demasiado pequefio. Esta es una caracteristica
nueva y bastante llamativa, ya que muestra que hay cotas tanto infe-
riores como superiores en los valores posibles de |Ve| para que existan
valores propios no triviales en (-m,m), a diferencia de lo que sucede
con el acoplamiento del operador Dirac libre con potenciales genéricos
como Ve p(o1) 1. En este caso, existe un umbral v tal quessi |v] > 10 el
espectro no es vacio. Para probar el resultado se necesita cierta regulari-
dad en 2 lo que nos permite reducir el problema al estudio del espectro
de un operador compacto.

En [10] también hacemos un estudio espectral de Ho + Vp,,, cuan-
do X es la esfera

S?={zeR: |z| =1}.
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En el espiritu de [51], este estudio espectral se basa en probar un
principio de incertidumbre sobre algunos operadores acotados en L?
y relacionados con Ho. Como consecuencia, obtenemos una desigual-
dad en S? de un operador de Cauchy que es, en nuestro contexto, la
generalizacién natural del cldsico relacionado con el operador 9: de
una variable compleja y del que hablamos en la seccién 2.4. Hay una
diferencia crucial en nuestro caso porque el operador depende de la
masa m. Nuestra desigualdad resulta ser 6ptima y probamos la existen-
cia del minimizante, lo que nos permite obtener el estado fundamental
de Ho + Vp,. Ademds, en el limite sin masa, recuperamos una desigual-
dad bien conocida para la transformada de Riesz en dimensién dos en
la esfera.

Recordemos que dadas una medida de Borel finita ¢ con soporte en
una hipersuperficie = contenida en R?, una funcién h € L*(0)y z € R,
se define la transformada de Riesz bidimensional de h como

(3.3) R,(h)(z) = lim / 2V h(y)doy),
|z—y|>e€ ‘x - y‘

siempre que el limite tenga sentido. Es bien conocido que
R, : L*(0) = L*(0)?esun operador acotado para las conocidas como
medidas de Ahlfors-David bidimensionales y uniformemente rectifica-
bles o en R?; véase [43] para un estudio cuidadoso sobre esta materia. En
particular, R, : L*(0) = L*(0)3 es un operador acotado si o es la medida
de superficie de un dominio acotado con regularidad Lipschitz. Es decir,

(3.4) Ry (h)|L2(03 < CllR|2(0)
para alguna constante C' > 0y para todo h € L*(0).

Se sabe mucho menos acerca de las mejores constantes de las des-
igualdades en L? para la transformada de Riesz y su caracterizacién en
términos de la geometria del borde. Por un lado, en [93] los autores
prueban que la transformada de Riesz (mds precisamente el operador
de Cauchy-Clifford) es una isometria si y solo si 2 es una esfera o un
hiperplano. Por otro lado, una consecuencia de nuestros resultados en
[10] es que cuando la masa no es trivial, el operador de Cauchy corres-
pondiente es una isometria para un hiperplano pero no para una esfera,
y es por esta razén que el espectro puntual no es trivial si se elige de
forma adecuada la constante de acoplamiento v. Ademds, cuanto mds



lejos de ser una isometria, mayor serd el tamafio del conjunto de va-
lores admisibles v. Es natural esperar que para una masa estrictamente
positiva fija y dominios acotados con un limite regular y con una nor-
malizacion adecuada, la esfera es la superficie que minimiza la norma
del operador de Cauchy (con masa positiva). Un primer resultado rele-
vante obtenido en esta direccién se puede encontrar en [8], resultado
que analizamos m4s adelante. Otra cuestién importante explorada en
[126] es sobre la dependencia de esta norma de la regularidad de la
frontera, asi como hasta qué punto se puede evitar el uso de operadores
compactos. De hecho y, como ya hemos dicho, en [10] y para el caso
de la esfera, empleamos el principio de incertidumbre como un camino
alternativo.

La resolucién de estos problemas tiene algunas consecuencias y
aplicaciones importantes, en particular en el estudio del confinamien-
to. Més especificamente, en [10] también damos un criterio general
para generar confinamiento que se establece en términos de una pro-
piedad algebraica de ciertos operadores acotados en L*(0)%. De nuevo
transformamos un problema en R? en un problema en la frontera =. En
este trabajo también se encuentra una aplicacién para potenciales de
tipo electrostatico y los llamados potenciales escalares de Lorentz dados
de nuevo por medidas singulares con soporte en la cdscara (i.e. shell) Z.

Por ejemplo, demostramos que, para v,, v, € R, el potencial
Ves = (Ve + Vsﬁ)éE]-

da lugar a confinamiento si y solo si #> — > = —4. Este hecho solo se

conocia para el caso particular de la esfera [50], por lo que probamos
que la misma condicion es vélida para todas las superficies. Nuestra
caracterizaciéon del estado fundamental también funciona bajo esta
condicién general de confinamiento y, por lo tanto, podemos formular
en este contexto un problema de optimizacién similar al que ya hemos
propuesto. Més especificamente, se trata de probar cudl es la superficie
> que, bajo restricciones elegidas adecuadamente, minimiza en valor
absoluto la energia del estado fundamental. Hay que llamar la atencién
sobre el hecho de que el caso particular y, = 0y 2 = 4 se conoce en la
literatura como el modelo MIT para el confinamiento de quarks (MIT
bag model), es decir, v, = 0y v?> = 4, y ha recibido una atencién espe-
cial; ver por ejemplo [6] y [7] para una explicacién del modelo.
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Nuestro punto de vista permite perturbar el modelo del MIT dentro
de una familia uniparamétrica de problemas todos con la misma pro-
piedad de confinamiento, lo que da una flexibilidad extra a la hora de
abordar la cuestién de la optimizacién. En [8] hemos usado con éxito
una flexibilidad andloga para (3.2). Como ya hemos dicho, el princi-
pal problema que presenta el operador de Dirac a la hora de resolver
problemas de optimizacién como los que hemos planteado, es que los
métodos variacionales no se pueden aplicar directamente. Por ello en
[8] utilizamos como sustituto el llamado principio de Birman-Schwin-
ger para caracterizar los autovalores de un operador dado. Asi, en el
ejemplo que estamos considerando, dado @ con -m < a <m se define V()
como el valor de la constante de acoplamiento del potencial tal que a
es un autovalor para el operador asociado a dicho potencial. El método
de Birman-Schwinger asocia V¢(a) a la mejor constante de una cierta
desigualdad con pesos para el inverso de Hy + a. Como vimos en la
seccién 2.3 esta desigualdad involucra al inverso del potencial . La ven-
taja de este método es que, si es satisfactorio, da de forma inmediata la
monotonia V(a), algo notable si recordamos que el operador de Dirac
no es semiacotado.

La dificultad en nuestro caso reside primero en entender cudles son
los pesos ya que Ves se anula fuera de X, y segundo en probar las des-
igualdades pertinentes ya que involucran al operador de Clifford-Dirac
cuyo nucleo es una integral singular. Las técnicas de anilisis de Fourier,
en este caso la teorfa de Calderén y Zygmund, vienen en nuestra ayuda,
y finalmente usando de forma esencial ciertas férmulas algebraicas del
operador de Clifford-Dirac conseguimos probar la monotonia. Como
consecuencia el valor éptimo se ha de alcanzar cuando a®> = m% En
este caso el sistema de ecuaciones que determinan el spin up y el spin
down se desacoplan, lo que finalmente permite usar un método varia-
cional. De esta forma resolvemos el problema de optimizacién para su-
perficies regulares bajo una restriccién natural entre el drea del dominio
y la capacidad del mismo. Como cabia esperar el minimizante resulta
ser la esfera.

Las consideraciones anteriores sugieren que [8] abre la puerta a in-
vestigaciones posteriores que pueden tener mucho recorrido. Primero,
en la direccion ya esbozada de intentar utilizar ideas similares en el mo-
delo MIT. Segundo, la propia demostracién indica que el caso de super-
ficies no regulares, por ejemplo aquellas que posean esquinas, podria ser



muy distinto al caso regular. Esta pregunta est4 lejos de ser académica
ya que tiene perfecto sentido que se plantee en dimensién dos, donde
precisamente en el modelo matematico del grafeno aparecen de forma
natural dominios cuyas fronteras tienen esquinas. Por dltimo, en [8]
necesitamos de una hipétesis, que aparece por razones técnicas y que
todavia no entendemos, que involucra el poder medir en la superficie
> la interaccién del nicleo de Clifford-Dirac, que no es positivo, con
el dado por el potencial de Newton, que si lo es. Pienso que esta tltima
cuestién es un reto analitico de envergadura.

3.2 Algunas observaciones sobre los hamiltonianos no relati-
vistas

Los ejemplos estudiados en la seccién anterior entran dentro de lo que
se conocen como hamiltonianos con una interaccién delta, por la delta
de Dirac. Estos tltimos han sido ampliamente estudiados en el caso no
relativista [2], es decir hamiltonianos de la forma

1 2
(3.5) Hs = <ZV + A(:L‘)) — Vs(x), z € R
En este caso A(z) € R% d > 2 yVs(z) € R, de forma que g actda
sobre campos escalares u(x) € R.

El potencial de Aharonov-Bohm (A-B) ya mencionado, pertenece
a la clase de potenciales magnéticos criticos que verifican

(3.6) A?(x) = vA(vz) = A(x) para todo v > ()
y
(3.7) r-A=0.

Es un ejercicio probar que bajo estas dos condiciones z - B = 0. Sin
embargo, B es no nulo'. Este hecho es debido a la singularidad del po-
tencial A. En efecto, si se tiene que A(rw) es integrable como funcién

16 B se define como la 2-forma B = (DA-DA")sid > 3.
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de r para cualquier vector unitario @ tanto en r = 0 como en r = ©,
entonces siempre se puede suponer que se verifica (3.7) gracias a lo que
se conoce como el gauge de Poincaré. En tal caso, si * - B = (), entonces

B=0.

Este tipo de potenciales ha sido considerado por diversos autores.
Entre otros citamos [42], [71], [69], [70] y [20]. En [20] estudiamos las
propiedades de dispersién del problema de evolucién asociado a (3.5)
siendo A una pequefia perturbacién (i.e., z - B es pequefio en un senti-
do apropiado) que verifica (3.6), (3.7) y

(3.8) |z - VVs(z)| < C.

Ejemplos relevantes son los homogéneos de grado cero
Vs(z) = n(x/|z|). Esta homogeneidad hace que el problema no sea es-
tdandar y que haya que probar en [20] estimaciones uniformes de Sobo-
lev (cf. seccién 2.3) de las ecuaciones

(3.9) (A+n(z/lz))u—Iu+icu=f  zeR) IR, ¢>0.

La forma de obtener estas estimaciones es por medio de técnicas
especificas del andlisis de Fourier. Mds concretamente, de lo que se co-
noce como la teoria de las integrales oscilatorias cuyos pioneros son E.
Stein y C. Fefferman [137]. Se trata de una continuacién natural en el
contexto ondulatorio (i.e., ecuaciones de ondas hiperbdlicas y disper-
sivas) de lo que supone la teorfa de integrales singulares de Calderén y
Zygmund para las ecuaciones elipticas y parabdlicas. La conexién entre
la teorfa de integrales oscilatorias y las estimaciones uniformes de So-
bolev es debida a C. Kenig, A. Ruiz y C. Sogge, [106], y en el caso de
las ecuaciones dispersivas (i.e. ecuacién de Schrodinger, ecuacion de
ondas, ecuaciéon KdV, etc.) se debe a R.S. Strichartz [138] y aJ. Ginibre
y G. Velo [78]. En [99], [101] y [102] se desarrolla un procedimiento
muy general que permite tratar ecuaciones con potenciales no lineales
que involucran a la derivada de la solucién como las ecuaciones de tipo
Korteweg de Vries. La literatura posterior es inmensa y hoy es toda-
via un drea muy activa de investigacion, (véase, por ejemplo, //kvm16.
pims.math.ca/Dispersive Wiki/index.php?title=Main_Page).

Las condiciones anteriores en los potenciales son demasiado sin-
gulares y, como se deduce de los resultados en [92] y [127], no entran
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dentro del alcance de la teorfa cldsica de Agmon y Hérmander [1] que
esbozamos en la seccién 2.3. En [128] se obtiene una importante estima-
cién a priori que cuantifica una propiedad cualitativa que hasta enton-
ces habfa pasado desapercibida. Esta propiedad dice que la solucién de
(3.9) decae mas rapido en las direcciones dadas por los puntos criticos
de n, de modo que la densidad de energia |u|* dz tiende a concentrarse
en el infinito precisamente en esas direcciones. Como consecuencia,
los operadores de scattering tienen que ser completamente diferentes
a los cldsicos, que se ajustan a la teorfa de Agmon-Hoérmander. Estos
tltimos pueden implicar una modificacion de la fase para potenciales
de largo alcance, como, por ejemplo, el de Coulomb, pero no una con-
centracion de la energfa en algunas direcciones especificas.

Las propiedades de dispersiéon en el tiempo asociadas a estos po-
tenciales son también diferentes. Por un lado, ninguna estimacién es-
tdandar de Strichartz, excepto la trivial, es vélida, como se demostré en
[79]. Por otro lado, algunas estimaciones de Strichartz con pesos son
ciertas, como se puede ver en [20]. Estas estimaciones con peso eran
incluso desconocidas en el caso libre. Ademdas en [20] hacemos una
conexion con una pregunta muy natural en el analisis de Fourier, y que
ya planteamos en la seccién 2.3, sobre la caracterizacién de los buenos
pesos para los propagadores dispersivos como los cldsicos de Schrodin-
ger, ondas, Klein-Gordon y Dirac, o, en general, para los operadores
dados por integrales oscilatorias en el sentido de Fefferman-Stein. Es-
tas estimaciones con peso también pueden verse como mejoras de las
desigualdades clasicas de Strichartz, mejoras que han desempefiado un
papel fundamental en el progreso reciente sobre el problema de valo-
res iniciales de ecuaciones dispersivas criticas no lineales. [116], [120],
[121] y [130] son ejemplos de algunas de las aportaciones que hemos
hecho en esta direccion.
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4. Principios de Incertidumbre

En esta seccién expondremos las principales ideas que estan detrds del
nuevo procedimiento desarrollado con L. Escauriaza, C.E. Kenig y G.
Ponce para demostrar distintas versiones analiticas del principio de in-
certidumbre.

La pregunta inicial surgié en 2002, y versaba sobre el estudio de la
unicidad de las soluciones de las ecuaciones de tipo de Korteweg-de

Vries (KdV)

(4.1)  Up — Upgy T U U, =0, reR, teR, p> 1.

En concreto, querfamos saber si dos soluciones que coinciden en
x > 0, en dos tiempos diferentes tienen que ser iguales en todo mo-
mento. La pregunta habia sido respondida positivamente si p=1 por B.
Y. Zhang usando lo que se conoce como el método inverso de scattering
ya que este caso particular, junto con la que se conoce como ecuacién
modificada de KdV p=2, es un sistema completamente integrable. Este
método inverso es un procedimiento algebraico que permite linealizar
la ecuacién construyendo una versién no lineal de la transformada de
Fourier. Para el caso general, donde este procedimiento no es posible,
habfa algunos trabajos relevantes anteriores realizados por J. C. Saut y
B. Scheurer en [135], y por J. Bourgain en [30]. En [104] respondimos
positivamente a la pregunta usando lo que se conocen como estima-
ciones de Carleman especificamente construidas para el problema en
cuestién. El otro ingrediente fundamental es un lema en el que se de-
muestra que si la solucién tiene un decaimiento exponencial en dos
tiempos distintos, entonces el mismo decaimiento es cierto y uniforme
en todos los tiempos intermedios.

Las ecuaciones de tipo KdV son relevantes desde varios puntos de
vista. En primer lugar, KdV es uno de los modelos mas simples que
describen el movimiento de las olas (water waves). De hecho, exhibe
un equilibrio perfecto entre la dispersion, dada por el término de la
tercera derivada, y la hiperbolicidad, y, por tanto, la tendencia a crear
choques, dada por el potencial no lineal. Este equilibrio hace posible la
existencia de ondas viajeras, que corresponden a la célebre ola solitaria
descrita por Scott Russell en 1834 [141]. La ecuacién de KdV es tam-
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bién el punto de partida del método inverso de scattering que ya hemos
mencionado. Este método es un campo de investigacién en si mismo,
que desde los pioneros trabajos de Fermi, Pasta, Ulam y Tsingou ha ge-
nerado avances sorprendentes en varias dreas de las matematicas.

Sin embargo, nuestro enfoque es el habitual de las ecuaciones en
derivadas parciales basado en estimaciones a priori, lo que se conoce
habitualmente como el método de energia. Desde este punto de vista,
las ecuaciones de tipo KAV son modelos canénicos no lineales cuya
ecuacién linealizada asociada, u; — 4, = 0, es una mezcla de disper-
sién y parabolicidad. Esto se ve facilmente en la solucién fundamental,
que se puede construir por medio de la funcién Airy utilizando ideas
analogas a las esbozadas en la seccién 2.2. La funcién de Airy es la tni-
ca solucién acotada de

X
ZF=0
2/ =0,

f// _
tal que [ f = 1. Esta solucién oscila a la izquierda y tiene un decai-
miento exponencial con una tasa del tipo —z%/? a la derecha. Hablando
en términos generales, podriamos decir que se dispersa a la izquierda y
se difunde a la derecha, aunque téngase en cuenta que estamos tratando
con sistemas hamiltonianos que preservan la energia y son reversibles
en el tiempo. Finalmente, la existencia de la interaccién no lineal hace
que las cosas sean mds dificiles e interesantes. De hecho, el anilisis de
la estabilidad y la interaccién de las soluciones de onda viajera (o soli-
tones), y las propiedades de dispersion de los modelos de tipo KdV han
sido un paso crucial para comprender modelos m4s generales como los
de las ecuaciones de Schrodinger y de ondas.

El siguiente paso natural después de [104] fue relajar la condicién
de que las dos soluciones se anulen en x > 0, y suponer simplemente
que la diferencia de ambas decae exponencialmente a la derecha con
una tasa mayor que —z*/% Pero del an4lisis mencionado anteriormen-
te, tal pregunta no puede responderse si no se conoce la respuesta a la
andloga, aunque ligeramente diferente, en el contexto de los problemas
de difusién. Este fue de hecho el caso y, motivados por esta pregunta,
comenzamos una colaboracién con L. Escauriaza que tuvo como conse-
cuencia los articulos [61], [62] y [63] sobre la unicidad de las soluciones
de KdV, Schrodinger y del calor. En [65] hacemos una recopilacién de
los resultados obtenidos hasta ese momento.
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Una consecuencia inesperada de estos resultados fue el descubri-
miento de la conexién intima de estas preguntas de unicidad con el
principio de incertidumbre. M4s concretamente, consideremos la ecua-
cién libre de Schrédinger que ya nos aparecio en la seccién 2.2

(4.2) uw=1iAu, reR! tekR.

El siguiente resultado es cierto: Si

2 ||

u(z, T)e™ ' € L¥(RY), u(z,0)e” # e L*(RY),
y aff < 4T entonces u = 0.

Ademids, si @ = 4T y se suponen condiciones L en vez de L? hay
soluciones no triviales que son explicitas y vienen dadas por gaussianas.
Pues bien, gracias a (2.10) es inmediato probar que el resultado anterior
es equivalente al siguiente de G.H. Hardy [89]: Si

2
||

€ [*RY, f(z)e e L}(RY),

4z |?

fla)e™ e

yaf < 4T, entonces u = 0.

Recordamos que f es la transformada de Fourier de f. El resultado
en el extremo antes mencionado fue probado también por Hardy y la
conclusién es que f tiene que ser una gaussiana.

Hay un resultado similar para la ecuacién del calor,

(4.3) u = Ay, reRe, teR.

Supongamos que u es una solucién de (4.3): Si

w(z, T)e o € IARY), u(x,0) € L2(RY),

y af < 4T, entonces u = (.

1 . . . . .

T Por comodidad reemplazamos /2 por i en el lado de derecho de la ecuacién, algo permitido tras
un simple cambio de escala. Esta observacion se aplica de igual forma a la ecuacién del calor que
aparece posteriormente.
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De nuevo hay un resultado en el extremo o = 4T si se suponen
condiciones de tipo L*. Concretamente, si u(z,T)e « € L®(R?) y
a(¢,0) € L®(R?), entonces u(z,t) tiene que ser la solucién fundamerv

tal de (4.3).

A lo largo de diferentes articulos, véase en [64] y [65] las referencias
precisas, hemos podido extender estos resultados cuando se agregan a
(4.2) y a (4.3) potenciales dependientes del tiempo tanto lineales como
no lineales. En el contexto de la ecuacién de Schrodinger, los resul-
tados son éptimos y, como consecuencia, obtenemos otra prueba del
principio de incertidumbre de Hardy sin el uso de métodos de variable
compleja. A. Bonami escribié en [25] sobre este resultado: “ [] La sen-
sacion general era que los métodos complejos eran inevitables para los
teoremas del tipo Hardy. El desarrollo de métodos reales por Escauriaza,
Kenig, Ponce y Vega parece milagroso.” T. Tao también muestra su in-
terés en estas preguntas en es.scribd.com/doc/88788300/14/Hardy’s-un-
certainty-principle.

Curiosamente nuestras técnicas, aplicadas directamente, no son su-
ficientes para dar una prueba completa en el caso de la ecuacién del ca-
lor, de tal forma que solo se obtiene el resultado para algunos @ de modo
que 4/T < ay < 2/T. Hay que hacer notar que si ug > 0 el resultado
es mucho mas sencillo (al menos en el caso de coeficientes constantes),
ya que en este caso la difusién de la correspondiente solucién, que es
positiva, tiene que ser como minimo la de la solucién fundamental. La
situacién es muy distinta cuando se consideran soluciones que pueden
cambiar de signo, como por ejemplo aquella que en el tiempo inicial es
uy = cos % suponiendo por simplicidad que la dimensién es uno. De
hecho, estos problemas, al menos en el estado de comprensién donde
estamos ahora, son principalmente unidimensionales. Es facil verificar
que la solucién de (4.3) para esta condicién inicial es

2
6 (1+t2 ‘ |

Vi+i

Re

Esta solucién es notable, porque no decae en t=0, luego comienza
a decaer como una gaussiana con una tasa que sigue mejorando (i.e. la
varianza se hace cada vez mas pequefia) hasta un momento critico ¢=1
a partir del cual la solucién cada vez se difunde mas (i.e., la varianza se
hace cada vez mds grande). Para datos iniciales positivos, la varianza
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nunca puede disminuir, sino que tiene que aumentar. Finalmente unos
afios mas tarde en [60] se consiguié evitar los obstdculos que ilustramos
con este ejemplo y se obtuvo el resultado también para (4.3).

Las ideas desarrolladas son muy flexibles y se han podido extender
al caso magnético [18] y al caso discreto [73]. También esperamos que
nuestro punto de vista se pueda extender a los principios de incerti-
dumbre de Beurling y Nazarov.

En [94] se prueba el siguiente resultado debido a A. Beurling:

(44)Sif € LI(R)y/ | £(2)||f ()| dzdy < 400, entonces f = 0.
RQ

Corolarios de (4.4) son los teoremas de Paley-Wiener y el principio
de incertidumbre de Morgan [119] que dice quesil/p+1/¢=1y

x)el*” f(a)|e!" da
/R!f( ) +/R|f( e dr < +oo,

entonces f = 0. Ambos resultados se pueden probar con modificacio-
nes, algunas de ellas importantes, de las ideas expuestas mds arriba, cosa
que hicimos en [63] y [105]. Serfa interesante saber si se puede probar
(4.4) con el mismo tipo de ideas, al menos si la condicién de integrabi-
lidad de tipo L' se sustituye por una de tipo I*.

Otro principio de incertidumbre bastante sorprendente es el de-
mostrado por EL. Nazarov!® en [122]: Si Ey F son subconjuntos de R

con medida de Lebesgue finita |E|, |F|y sopf C F, entonces existe una
constante C tal que

/|f|2dx§CeC|EF|/ |f|? da.
F R\F

Esta afirmacién es equivalente a la siguiente. Témense Ey F como

Versiones no cuantitativas del teorema de Nazarov se habfan obtenido antes por M. Benedicks
[21] y W. O. Amrein y A.M. Berthier [3].
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antes y supongamos que % es una solucién de (4.2) con d=1, tal que en
=0 tiene su soporte en el conjunto E. Entonces

/ lu(z,1))* dr < CeCElF/ | u(z, 1) da.
F R\F

El resultado de Nazarov estd por ahora fuera del alcance de nuestros
métodos.

5. La ecuacién de los hilos de torbellino
5.1 El efecto de Talbot

;Cudl es el patrén que forma la luz cuando atraviesa un rejilla regular?
Esta pregunta tan sencilla tiene una respuesta asombrosamente rica
como puso en evidencia H. E Talbot [139] en su pionero experimento
de 1836. En dicho experimento, y basdndose en trabajos anteriores de
Fraunhofer y Fresnel, observé que si un haz de luz creado por un fuente
casi puntual y de una longitud de onda A dada, se hace pasar por una
rejilla formada por rendijas muy finas, todas ellas a la misma distancia
d de sus vecinas, este patrén periédico se repite a una determinada dis-
tancia zp. A esta distancia se la llama hoy dia distancia de Talbot. Este
experimento fue posteriormente explicado por Lord Rayleigh [132]
quien, analiticamente y por métodos muy ingeniosos, que parten del
principio de Huyghens para la propagacion de ondas, establece una f6-
mula para la distancia de Talbot:

A
=
1—4/1-%

Si A es mucho mds pequeia que d se obtiene la aproximacién

P
T = /\

Una de las aplicaciones inmediatas de esta férmula es que permite
calcular la longitud de onda de un haz monocromatico midiendo la
distancia de Talbot.
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El razonamiento de Rayleigh es mds o menos como sigue. Partimos
de un haz incidente de ondas planas de longitud de onda A. Se trata por
tanto de una solucién u(x,z) de la ecuacién de Helmholtz, cf. seccion

2.3,

(0% + 02)u+ pPu =0,

con ft = %, r € Ry 2z > 0 mide la distancia a la rejilla, que suponemos
colocada en z = 0. La dificultad proviene de entender cudles son las
condiciones adecuadas en la frontera z = 0. Podemos suponer sin pér-
dida de generalidad que la distancia entre las rendijas es d = 27, y el
cédlculo es mucho mads sencillo si nos colocamos en la situacién ideal en
el que ndmero de rendijas es infinito y el ancho de la rendija es infini-
tesimal. Gracias a ello podemos escribir u en la rejilla 2 = 0 como una
superposicién de deltas de Dirac distribuidas de forma periédica con un
periodo que coincide con la distancia entre ellas. Por tanto, tenemos
una primera condicién en la frontera del tipo:

u(z,0) = 2@5@ —2mj),

J

y gracias a la férmula de sumacion de Poisson sabemos que

u(z,0) = Z e,

J

Siendo la ecuacién que queremos resolver de orden dos necesita-
mos una segunda condicién para determinar de forma tnica la solu-
cién. Para ello suponemos que las ondas se propagan en la direccién
z > 0y que, por tanto, han de tener la forma

etilz—z)

Un sencillo andlisis utilizando series de Fourier nos da como solucién

(5.1) u(q;7 Z) = Z etV uz—jQZ—I—ijm.
j

En esta expresién vemos claramente que hay dos regiones bien di-
ferenciadas. Una, la ondulatoria, ocurre cuando p> > 52 La segunda, la
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difusiva, ocurre en la regién complementaria entendiéndose que en la
férmula anterior la rafz cuadrada que se elige es la que tiene parte ima-
ginaria positiva. Esto determina un decaimiento exponencial en esta
regién y no nos preocuparemos por ella. La aproximacién de Rayleigh
consiste en reducir la suma en (5.1) a la regién en la que j2 es pequefio
con respecto a i (i.e., j> < p?). Tras un sencillo desarrollo de Taylor
obtenemos la aproximacién

(5.2) u(z, z) = e* (2-2) Z et +W

jLp?

que tiene como periodo precisamente % . A partir de (5.2) y haciendo
la renormalizacién e~ #(=2)y (2, 1) se puede pasar facilmente al limite
en el sentido débil con u tendiendo a infinito (ver [54] donde se hace
todo el andlisis anterior con cuidado). Se obtiene como resultado la
expresion

(5.3) U(w,z) =y e ialHim
J

La primera observacién que conviene hacer es que renombrando la
variable espacial z como la variable temporal ¢, la funcién ¥(z,t) no es
otra que la solucién fundamental de la ecuacién de Schroédinger con
condiciones de contorno periédicas,

\Ijt = '\I]I;Ea

2
2

(5.4) U(x,0) = 21 ;6(x —2mj).

Por razones que quedardn claras mds adelante conviene introducir
de nuevo el pardmetro de la distancia de las rendijas, que en el nuevo
contexto de la ecuacién de Schrodinger no es otro que el periodo. En
este caso lo escribiremos

obteniendo

(5.5) Uyt z) = Ze 2y tiMie
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que para t = 0 verifica

2 .
Wyi(w,0) = T2 Y 8(+7 — 2m)).
J

El efecto de Talbot se vuelve evidente sin mds que mirar lo que
ocurre en los tiempos racionales

47rp

56) tw=1p,

pE€Z, qeZ\{0}  mcd(p,q)=1.

En efecto, reescribiendo los nimeros enteros en la forma j = kq + [
conl=0,1,--- g — 1obtenemos

s (s,tp) = Z o~ i(M)22mp/ (M?q)+iMjs

—00

.
Il

—2mi(p/q)j>+iMjs

WE

€
—00
1 oo

_ Z 6—2m (p/a)(qk+1)2+iM (gk+1)s

.

<)

k=—00

Qo
[l
— O

o0

_ 6727ri(p/q)l2+iMl)s Z oiMaks

=0 k=—o00

Utilizando la férmula de sumacién de Poisson, la dltima linea de
esta expresion se puede reescribir de nuevo como suma de deltas de
Dirac, esta vez a distancia ]%Tﬁ De esta forma obtenemos la identidad

1q

oo q—
2rk  2mm
(57) \I/]\/[ iE tpq Z ; —p,m, q <l’ — W — Fq)

siendo G la funcién definida por las sumas de Gauss

le|-1

Z 2mi(al?4bl)/c
€ )

=0
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y a, b, ¢, con ¢ # 0, enteros cualesquiera.

Es bien conocido que

Vae™™,  si g es impar,

G(=p.m,q) =4 /g™ si qespary ¢/2=m (méd 2),

0, si ¢ esparyq/2#m (mdd 2),

para un cierto dngulo 6,, que depende de m, py ¢.

La férmula (5.7) expresa matematicamente y de una forma bastante
sencilla el efecto de Talbot. Primero observamos que Vy;(z,t) en los
tiempos pg s una suma de deltas de Dirac espaciadas periédicamente
con periodo J@—” Estas deltas tienen una amplitud dada por las sumas
de Gauss, que son un nimero complejo que se describe facilmente en
forma polar G = pe??, habiendo que considerar separadamente los casos
en que ¢es par y aquellos en que ¢ es impar. En el segundo caso las am-
plitudes de las deltas son siempre distintas de cero y se escriben

(58) G(_pam7Q) = ﬂeiem'

En el caso par hay dos situaciones diferentes. La primera es cuando
my q/2 tiene la misma paridad, en la que se obtiene

(5.9) —pym,q) = /2q¢""

Y la segunda es cuando m y ¢/2 tiene distinta paridad, en la que la
amplitud de la correspondiente delta de Dirac es cero:

(5.10) G(—=p,m,q) =0.

Asi, por ejemplo, cuando la distancia a la rejilla (i.e., z=¢=0) es
la mitad de la distancia de Talbot (i.e., cuando el tiempo es la mitad
del periodo temporal ~) el nimero de deltas en un periodo espacial

M es el mismo que en [/[a rejilla, (i.e., M), pero se encuentran situadas
en puntos diferentes a los de la rejilla. De hecho, las M deltas estdn
desplazadas una mitad de periodo respecto a la situacién original de



la rejilla. Si la distancia es 1/3 de la distancia de Talbot el nimero de
deltas en un periodo es 3M; si es 1/5, 5M; y asi sucesivamente, como se
ve claramente en la figura 3.

8000[

6400

4800

=l

3200

1600

Figura 3: Una imagen del efecto de Talbot. Muestra la luz que recibe un ob-
servador o una pantalla situada a diferentes distancias de una rejilla periédica.
La parte inferior representa la rejilla mencionada, que recibe la luz desde abajo.
Vemos que en el extremo superior a distancia zp esta rejilla se repite. A dis-
tancias intermedias se forman diferentes patrones de luz, siendo reconocibles
aquellas que son multiplos racionales de zp. Figura de Ben Goodman (CC BY-
SA 3.0) que se distribuye bajo la misma licencia que la original, disponible en
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Optical_Talbot_Carpet.png.

Esta misma figura indica que la descripcién de lo que ocurre a dis-
tancias de la rejilla que son un miiltiplo irracional de la distancia de
Talbot es mucho mds compleja. Analiticamente, dicha descripcién es
un problema de primera magnitud que no esta todavia resuelto. Volve-
remos més adelante sobre esta cuestién.



En la figura 2 solo se aprecian las intensidades de la luz, es decir
|G|? = p? Estas intensidades se pueden determinar utilizando la férmu-
la de Plancherel en el anillo

Z,=A{0,1,---,¢—1}.

Es decir, son consecuencia de la conservacién de la energia, hecho
que en el contexto no lineal de los hilos de torbellino jugard un papel
relevante. Por otro lado, es natural preguntarse qué forma toman las
fases 0, que aparecen en (5.8) y (5.9). Este célculo, debido a Gauss, es
un ejemplo muy relevante del uso del andlisis de Fourier en grupos. Por
simplicidad de la exposicién nos reduciremos al caso en que ¢ es primo.
El resultado es el siguiente:

/i (g) e2rivom® sig=1 (méd4),

—i\/q <§> 2o i =3 (méd 4).

<)

(511) G(_p7m7 Q> =

2
En esta férmula (12) denota el simbolo de Jacobi que satisface <2> =1

y ©(p) el inverso ge 4p en Zg. Veremos en la seccion 5.9 que esta ¥ da
lugar a un algoritmo que genera nimeros pseudoaleatorios.

5.2 La funcién no diferenciable de Riemann, una interpreta-
cion geométrica

Concluimos la seccién anterior comprobando que aunque la ecuacién
(5.4) es determinista la forma de entender (cuantificar) soluciones sin-
gulares como (5.5) ha de ser probabilista. Pasamos a continuacién a
ilustrar esta componente estocdstica.

Llamemos ¥(z,t) a W (, 2t) con M= 1. Consideremos la funcién
de variable compleja siguiente, funcién que como veremos en seccio-
nes posteriores nos aparecerd de forma natural,

t t
(5.12)  ®(x,t) = z/ U(x,7)dr = 2/ Z eI g

0 0 ez
donde la integral anterior se entiende en el sentido de las distribucio-
nes. De hecho, como expondremos mds adelante, el problema de deter-
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minar si la integral converge en un sentido mds fuerte resulta ser una
cuestion analitica delicada. Evaluando en x=0 obtenemos

—itj% 1
(5.13) O —

jET

— j2 !

entendiendo como it el término j=0 en la suma anterior. En la figura 4

se puede ver la gréfica de la curva descrita en el plano complejo por ¢(t)

, cuya fractalidad es evidente. Esta funcién es de hecho una pequefia
variacién de la conocida como funcién no diferenciable de Riemann,
o . .

sin(t5?)

(5.14) R(t) = Z 7

9

i=1

que a su vez se puede escribir como Re ¢p(t) siendo

o0

(5.15) op(t) =)

j=1

9
ezt]

i

Figura 4: Gréfica de la funcién modificada de Riemann

s —itj?
o(t) = [y X e dt = ¥
Un simple célculo nos da

(5.16) ) =~ bp(~41) + it + 1o
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La funcién R(t) tiene una larga historia. En 1872, en una confe-
rencia impartida en la Real Academia de Ciencia de Prusia, Weiertrass
[142] afirma, contra la creencia general de la época, que existen fun-
ciones continuas de una variable real que no son derivables en ningin
punto. Antes de mostrar ejemplos particulares de este hecho, en con-
creto las que hoy se conocen como funciones de Weierstrass, mencio-
na la funcién R(t) que es claramente continua. De acuerdo al propio
Weierstrass, se cree que R(t) fue propuesta por B. Riemann en el afio
1861, o incluso antes, como un posible ejemplo de dicho hecho. Es
decir que R(t) no es diferenciable en ningtn punto. Ante la dificultad
de probar esta afirmacién, Weierstrass propone variaciones de la misma
sustituyendo las frecuencias cuadraticas n? por otras de tipo lagunar
como, por ejemplo, 2" .

Como cabfa esperar, la apreciacién de Weierstrass sobre la dificul-
tad que plantea R(¢) era acertada. Hubo que esperar hasta 1916 para
que Hardy [88] diera los primeros pasos no triviales, desarrollando un
método distinto para probar la no diferenciabilidad de las funciones
de Weierstrass, método que también se puede aplicar al caso de R().
El enfoque de Hardy se basa en considerar precisamente la extensién
analitica de la funcién (5.15) a la parte superior del plano complejo
Im z > 0. Es decir,

—izi?
12

=
lo que, no sin dificultad, le permite utilizar resultados previos que habia
obtenido con Littlewood [90]. Sin embargo, el resultado obtenido por
Hardy es solo parcial ya que prueba que R(#) no es diferenciable salvo
cuando 7¢ son ndmeros racionales p /¢ con py g ambos impares, o p
par y ¢ = 3 (md4d. 4). Finalmente el problema fue resuelto por Gerver
en 1969 probando primero que la funcién R (¢) es de hecho derivable en
los puntos p/gcon py gimpares, i.e. cuando la suma de Gauss se anula,
valiendo la derivada siempre, y esto es relevante, -1/2. Poco después, en
[77], prueba que en los racionales de la forma p pary ¢ = 3 (méd. 4) la
funcién de Riemann no es derivable. Algo similar ocurre con

cos(tj?)
i

Im ép(t) =

Jj=1
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En este caso los puntos de diferenciabilidad son los mismos, sien-
do la derivada nula en todos ellos. Como consecuencia, derivando en
(5.16), obtenemos que en los puntos de diferenciabildad

¢(t) =0,

y por tanto, si se considera la grafica de ¢(t) en el plano complejo, i.e. la
figura 3, dicha curva no tiene por qué tener tangente. En efecto, uno de
estos puntos es precisamente t = 7y la curva alrededor de dicho punto
tiene un comportamiento espiral que le impide tener tangente, como
se comprueba en la figura 5.

008 — ; ; ; ; ; ; —
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0123 01235 0.124 0.1245 0125 0.1255 0128 01265 027

Figura 5: Griéfica de la funcién modificada de Riemann alrededor de t = 7

Esta simple observacién sugiere que la modificacién que propone-
mos de la funcién de Riemann puede no tener tangente en ningin
punto. Y asf es, ya que este hecho ha sido probado recientemente por
D. Eceizabarrena en su tesis doctoral [55].

Es importante entender que para la no existencia de la tangente no
basta con probar que R () no sea derivable. Por ejemplo, ent = 0 la no
diferenciabilidad de R(#) se deduce facilmente a partir de la férmula de
sumacién de Poisson, que permite probar que

(5.17) R(t) ~ VI,
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y, por tanto, no es derivable en el cero ni por la derecha ni por la iz-
quierda. Sin embargo, en la figura 6 vemos que la curva que determina
o(t) tiene tangente tanto por la derecha como por la izquierda. Es el he-
cho de que ambas tangentes no coinciden, ya que forman una esquina
en dngulo recto, lo que permite concluir que la curva no tiene tangente
en t = (. Sorprendentemente, son los puntos racionales los que resul-
tan ser mas faciles de tratar, mientras que los irracionales requieren un
trabajo mas delicado que depende de cémo se aproxima el irracional
por fracciones continuas, ver [55].

El estudio del comportamiento fractal de R(¢) ha recibido mucha
atencién. Un paso relevante fue dado en [52] por Duistermaat, quien
da un comportamiento asintético muy preciso cerca de cualquier ra-
cional. En concreto prueba que, salvo para aquellos puntos en que la
funcién es derivable, en todos los demds racionales ¢4, (5.6) con M=1,
el comportamiento de Holder 1/2 de (5.17) es cierto, mejorando con
g. Concretamente se prueba que

[R(t) = Rltyg)] ~ la| 2]t =ty ["*.

0.065 - b

A O Y
0.064 -

0.063 - B

0.062 - b

0.061 = B

0.06 - b

I I I I I I
0.049 0.05 0.051 0.052 0.053 0.054

Figura 6: Grifica de la funcién modificada de Riemann alrededor de ¢ = 1/8

57



La pregunta es entonces cudl es el exponente de regularidad Hol-
der, llamémosle ¢, en los irracionales. Jaffard probé en [95] que dicho
exponente depende de cémo el irracional es aproximado por fracciones
continuas. Mds concretamente demuestra que para los irracionales hay
un rango continuo de posibles exponentes

1/2< a<3/4.

Mas atin, prueba que si se llama E, el conjunto de los irracionales
cuyo exponente de regularidad es &, entonces E,, es un fractal con di-
mensién fractal d(«) verificindose que

(5.18) d(a) = 4o — 2.

A la funcién d(«) se la llama el espectro de singularidades de R(t)y
la féormula (5.18) establece que R(?) satisface lo que se conoce en la
literatura como el formalismo multifractal para funciones. Este formalis-
mo fue introducido por Frisch y Parisi en uno de sus trabajos sobre la
turbulencia [75], como una forma de describir lo que en este contexto
se conoce como intermitencia. Referimos al lector a la monografia de
Frisch [76], donde podra encontrar los detalles de dicho formalismo,
y también al trabajo reciente [26] sobre la intermitencia de R(%). Fi-
nalmente, queremos recordar que del trabajo de Jaffard se deduce que
desde el punto de vista de la regularidad tanto ¢(t) como R (1) e Im ¢4(t)
son equivalentes, y que por tanto el formalismo multifractal también se
cumple para la funcién ¢(t).

5.3 El flujo de la binormal

Estamos interesados en el flujo geométrico de curvas alabeadas que se
propagan en el espacio euclideo tridimensional de acuerdo a la ley

(5.19) Xt = Xs N\ Xsss

siendo y = x(s,t) € R¥y sel pardmetro de longitud de arco, bien en
R en el caso de curvas que se cierran en el infinito, o bien en [0, 27) para
el caso de curvas cerradas. Como es habitual, ¢ representa el tiempo.
Derivando ambos miembros de la identidad precedente, llamando a la
indicatriz tangente T' = Y, y usando las ecuaciones de Frenet,
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T, = cn
(5.20) n, = —cT +7b

by = -

se obtiene que
(5.21) Xt = cb.

En (5.20) crepresenta la curvatura, 7 la torsion, n es el vector nor-
mal y b el binormal; es por esta razén que a (5.19) se le conoce como el
flujo de la binormal.

El flujo de la binormal fue introducido por primera vez por Da Rios
en 1906 en su tesis de laurea dirigida por Levi-Civita [44], como una
aproximacién a la evolucién de un filamento de vorticidad (vortex fi-
lament), o un hilo de torbellino traduccién debida a Santalé [136] y que
utilizaremos a partir de ahora.

Por lo tanto, el escenario es el que corresponde a las ecuaciones de
Euler en tres dimensiones. Estas ecuaciones describen la dindmica de
un fluido ideal e incompresible. Por hilo de torbellino entendemos que
el fluido se caracteriza por la siguiente propiedad: la vorticidad, i.e. el
campo vectorial que se obtiene al calcular el rotacional del campo de
velocidades, estd dada por una medida vectorial que tiene el soporte
contenido en una curva (el hilo). Nuestro mayor interés se centra en
dos tipos de ejemplos. Primero, en las curvas que tienden a infinito, o
bien a dos rectas, o bien a dos espirales logaritmicas. Y segundo, en el
caso de los poligonos regulares.

Es bien sabido que el campo de velocidades puede obtenerse a par-
tir de la vorticidad utilizando la integral singular de Biot-Savart. El
calculo de esta integral no presenta ninguna dificultad para aquellos
puntos que no se encuentran en el propio hilo. Sin embargo, para saber
la velocidad del filamento necesitamos saber precisamente el valor de
la integral en puntos que yacen en él. No hay una manera sencilla de
hacer esto, debido a las singularidades que aparecen en la integral. Da
Rios hace un desarrollo de Taylor alrededor del punto del hilo donde se
debe calcular la velocidad. El primer término de este desarrollo consiste
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en sustituir la curva por la recta tangente, con lo que la velocidad es
la inducida por un hilo de torbellino recto. En este caso el fluido rota
alrededor de la recta con una velocidad que es proporcional al inverso
de la distancia a la misma, pero que no mueve el hilo. Es por ello que
este primer término no afecta al movimiento, y, por tanto, no se tiene
en consideracion.

El término relevante es precisamente el siguiente, que apunta en la
direccion de la binormal y es proporcional a la curvatura. Este término
presenta dos problemas. Primero hay que truncar la integral ya que de
otra forma diverge logaritmicamente. Este hecho supone en si mismo
una fuerte limitacién ya que solo se tienen en consideracién los efectos
locales, cuando una de las mayores dificultades que plantean las ecua-
ciones de Euler es que, debido a la presencia de la vorticidad, la ecua-
cién ademads de ser no lineal es no local. El segundo inconveniente es
que incluso después del truncamiento, el término que se obtiene crece
logaritmicamente con la distancia al filamento. Da Rios renormaliza el
tiempo para absorber este crecimiento y finalmente obtiene salvo cons-
tantes la ecuacién (5.19). El proceso de localizacion de la integral de
Biot-Savart hace que este modelo también se conozca por la expresién
Localized Induction Approximation, LIA. Como consecuencia, (5.19) su-
pone, cuando menos a nivel cuantitativo, una aproximacién muy cru-
da de la evolucién real de un hilo de torbellino. Las limitaciones del
modelo se pueden ver en [134], y en [96] y en [97] algunos resultados
recientes rigurosos sobre la relacién del modelo con las ecuaciones de

Euler.

Sin embargo, el flujo binormal captura algunos de los ejemplos bien
conocidos de torbellinos, como las lineas rectas, relacionadas con los
tornados o con el vértice que se genera al vaciar una bafiera, y los ani-
llos de humo que pueden crearse facilmente, por ejemplo, mediante
un cafion de humo de forma circular, o reteniendo humo en la boca y
expulsdndolo abruptamente. Ademds, y como veremos mds adelante,
las hélices también son soluciones de (5.19). Recordemos que gracias a
los trabajos de Hardin se ha demostrado que existen hilos de torbellino
de forma helicoidal que son soluciones de las ecuaciones de Euler (ver

[87]).

Uno de los principales propdsitos de la investigacion que hemos
realizado a lo largo de estos afios, es mostrar el interés matemadtico del



flujo de la binormal por si mismo. De hecho, lo entendemos como un
objeto geométrico universal que aparece en diferentes situaciones fisi-
cas. Por ejemplo, si en (5.19) diferenciamos formalmente con respecto
al pardmetro de longitud de arco, obtenemos la siguiente ecuacién (re-
cordemos que s = T')

Ty = TANT
VAR

(5.22)

Obsérvese que la segunda ecuacién en (5.22) es siempre cierta si lo
es en el tiempo inicial. Esta es una consecuencia facil de (5.22) como se
puede ver al calcular 9,|T|% (5.22) no es mds que lo que se conoce como
el mapa de Schrodinger (Schrédinger map en la literatura en inglés) en
la esfera unidad S2 Este es un modelo simplificado de la conocida ecua-
cién de Landau y Lipschitz para el ferromagnetismo. En este caso T'(s, t)
representa el espin, ver por ejemplo [112], [113] y [114].

Otro ejemplo sorprendente es el uso hecho por Peskin y McQueen
de (5.19) en [129] para describir la forma de una vélvula aértica hu-
mana. En ese modelo, la ecuacién aparece como consecuencia de un
equilibrio mecdnico de las fuerzas involucradas.

La ecuaciéon (5.22) es uno de los ejemplos més sencillos de una
ecuacién no lineal de Schrodinger. De hecho, (5.22) se puede reescri-
bir de la forma

(5.23) Ty = JDT,

siendo Ds la derivada covariante y Jla estructura compleja de la varie-
dad imagen, la esfera S? en el caso de la ecuacién del hilo de torbellino.
Una alternativa a la esfera es considerar por ejemplo que T'(s,t) € H?
el espacio hiperbdlico.

Desde el punto de vista de ecuaciones en derivadas parciales el pro-
blema de valores iniciales asociado a (5.23) ha sido estudiado amplia-
mente. Una primera observacién a este respecto es que el conjunto de
soluciones de (5.22) es invariante respecto de un semigrupo de escalas.
En concreto, si A > 0y suponemos que 7'(s, t) es una solucién, entonces

(5.24) Ty(s,t) :=T(As,\*t) ; s€ER,
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es también una solucién. Si medimos la regularidad de 7"en la variable
espacial por medio de los espacios de Sobolev

(5.25) HY? .= {TO: 10|31/ —/ | DTy (s))| d8<—|—oo},

—0o0

entonces se obtiene que la norma es invariante por el reescalamiento

(5.24). En (5.25) se est4 usando la definicién DY/2 = (—A)1/4.

Una segunda observacién es que (5.23) es una ecuacién hamilto-
niana cuya energia viene dada por

(5.26) I1T%, :/ |Ti(s, t)|%ds,
cantidad esta dltima que se preserva formalmente por el flujo. Usando
(5.21), obtenemos que (5.26) es igual a

(5.27) /OO lc(s, t)|*ds.

—00

Nuestro interés principal es considerar curvas que sean solucién de
(5.19) y que tengan una regularidad critica (i.e. sea invariante) con res-
pecto a (5.24), cosa que no ocurre con (5.27). La razén de este interés
quedard explicada cuando relacionemos el efecto de Talbot con la dina-
mica generada por curvas que inicialmente estdn dadas por poligonos
regulares. Los ejemplos mas sencillos de soluciones que tienen esta re-
gularidad critica son las soluciones autosemejantes que tienen la forma

(5.28) X(s,t) = ViG(s/VE), >0,
para cierta G elegida de forma conveniente.
Observemos también que la ecuacién (5.19) es invariante bajo el

grupo de las rotaciones. Este hecho sugiere que es posible hacer una pe-
quefia modificacién del ansatz (5.28) y buscar soluciones con la forma

(5.29) X(st) = et EVIG(s/VE), >0,

siendo A una matriz 3 x 3 real y antisimétrica. Por simplicidad nos re-
duciremos a soluciones de (5.19) del tipo dado en (5.28). Las de la for-
ma (5.29) se pueden encontrar en [84] y [114]. La estabilidad de estas
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tltimas plantea problemas delicados que caen dentro del analisis de
Fourier y que empezamos a resolver en [85] quedando todavia muchas
cuestiones abiertas.

Encontrar soluciones de (5.28) es un ejercicio elemental de geome-
tria diferencial. Usando (5.19) se obtiene facilmente que G tiene que
resolver la ecuacién diferencial ordinaria

(5.30) %G —sG'=G NG".

Derivando y llamando con un pequefio abuso de notacién G'=T
obtenemos

1
(5.31) _§ST/:T AT

El lado derecho de (5.31) se escribe como ¢’b — 7n mientras que el
izquierdo es —scn. Como consecuencia se obtiene que las soluciones
de (5.30) son las curvas determinadas por las propiedades geométricas

([112], [113], [31])

S
(5.32) c=a : T=-.
2
No es dificil probar, véase [83], que dado cualquier a>0 (a=0 es el
ejemplo trivial de la linea recta) existen dos vectores unitarios A} and
A tales que

<

(5.33) jG(s) Ak

L+ |s|’

Debido a la invarianza por rotaciones podemos suponer sin pérdida
de generalidad que las condiciones iniciales para el sistema de Frenet
en s=0 son

(T(0)7 n(0)7 b(O)) = 1343,
siendo 1343 la matriz identidad.
Se prueba en [83] que dado cualquier a>0 existe una tnica solu-

cion de (5.28) que satisface dichas condiciones iniciales. Llamaremos
a esa tal solucién G,



De (5.30) se obtiene que
(5.34) G, (0) = 2a(0,0, 1),
y definiendo

(5.35) Xals,t) = ViGa(s/Vi)

concluimos de (5.33) y (5.34), que Xa es una solucién analitica de

(5.19) (¢>0) tal que
Afs s>0

Ars s<0.

(5.36) Xa(s,0) =

Figura 7: Una solucién autosemejante del flujo de la binormal.

En la figura 7 se puede ver X,($, t) para varios tiempos. Sorprende, al
menos desde nuestro punto de vista, la similaridad de estas curvas con
las lineas de corriente que se visualizan alrededor de un ala delta (ver
por ejemplo la figura 8 y [46] para los detalles). En [84] se hace un an4-
lisis similar al que acabamos de realizar para el ansatz (5.29), aunque los
resultados son mucho menos completos que los obtenidos en [83]. Sin
embargo filamentos con la forma de espirales logaritmicas, que son los
relacionados con (5.29), también aparecen en experimentos reales, en
concreto en las llamadas turbinas de Francis (véase [85]).
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Figura 8: Comparacién entre la solucién autosemejante del flujo de la binormal
(izda.) y las lineas de corriente alrededor de un ala delta (dcha.).

Una pregunta natural que surge del hecho de que el dato incial aso-
ciado a Xa es el dado en (5.36), es si el problema se puede invertir. En
otras palabras, si (A;, A) es un par de vectores unitarios cualesquiera,
;existe una solucién Xa tal que

(5.37) AP = Ay A7 = Ay?

Obsérvese que (5.19) es invariante por el cambio de variable
(s,t) ~ (—s,—t), ya que si x(s,t) es una solucién de (5.19) entonces

(538) X(St) = X(_Sa_t)

es también una solucion. Este hecho tiene dos consecuencias: primero,
que (5.19) es reversible en el tiempo; y segundo, que hay que considerar
curvas orientadas. Esto significa que la solucién dada por (A1, A3) no es
la misma que la obtenida por (A4,, A;). Por otro lado, es muy simple ob-
tener una de la otra. Para ello basta con considerar la rotacion p tal que

(539) p(A1) = =4y 5 p(As) =—A1 ; p(A+4y) = A+ A
En otras palabras, p es la rotacién con dngulo 7 y eje Ay + As.
Recuérdese que (T(O), n(0), b(O)) = 13,3. Como consecuencia, po-

demos suponer sin pérdida de generalidad que el par (A, A;) estd de-
terminado por el 4ngulo 6 dado por

(5.40) cosf = Ay - As.



En [83] se prueba que dado G, y llamando 6 al dangulo que forman
Al y A7 entonces

0 2
(5.41) cos 5 = e T2,

Por tanto, dado cualquier par (A;, Ay) € S2xS? tal que A; +Ay # 0
hay una dnica G, con (A, A7) = (Aj, As). Este resultado de existencia
y unicidad demuestra que hay una manera tGnica de extender Xa de
manera continua para t < 0 dentro del conjunto de soluciones autose-
mejantes. De hecho, es suficiente definir

(5.42) Xa(sat) = ana(_Sv _t)v t <0,

con p, como en (5.39) y (A1, Ag) = (A, A ). Se podria pensar que esta
es una construccion artificial y que no hay ninguna razén a priori para
creer que la familia de curvas asf obtenida sea una solucién de (5.19). El
hecho de que Xa, determinada por (5.35), (5.36) y (5.42), es la solucién
Gnica de (5.19) en un sentido adecuadamente definido y con datos ini-
ciales (5.36), es una de las consecuencias no triviales probadas en [11],
[12], [13] y [15]. Este es el primer resultado que se conoce sobre la con-
tinuacién de soluciones que desarrollan singularidades en el contexto
de las ecuaciones no lineales de Schrodinger.

Figura 9: Evolucién de la solucién autosemejante para tiempos positivos y ne-
gativos. La estabilidad de la misma ha sido establecida en [11], [12], [13] y [15].



5.4 La transformaciéon de Hasimoto

Como hemos dicho, nuestro mayor interés reside en curvas que desarro-
llan singularidades en forma de esquinas o de espirales logaritmicas. Para
ello no parece razonable utilizar el triedro de Frenet, que obliga a que,
por ejemplo, la curvatura sea una funcién que no se anula. Una alternati-
va es utilizar triedros distintos. En concreto el que se conoce como para-
llel frame formado por los vectores ortonormales (7', €1, €2) que satisfacen

T, = aer + Pes
(543) Cls = —aT
€2s = _BT

El siguiente paso es considerar la funcién
(5.44) U(s,t) = afs,t) +1ip(s,t),

usada por Hasimoto en su célebre trabajo y a la que llamé funcién del
filamento [91]”. El punto clave consiste en calcular la ecuacién que
satisface W. La respuesta se encuentra en [89], siendo la conclusién que
¥ es solucién de la ecuacién unidimensional cibica de Schrodinger:

(5.46) T, =i {\11 + %(W - A(t))\l/} , At eR.

Ejemplos de soluciones de (5.19) que se obtienen facilmente son los
mencionados anteriormente:

» Lalinea recta correspondea V=0 ; A(t) =0.
» El circulo se obtiene tomando ¥ =a ; A(t) =d*
» Lahélice correspondea U =a ; A(t) = a’

m Las soluciones autosemejantes vienen dadas por

(5.47) v, = %eis% Al =— t>0.
1
19

En términos del triedro de Frenet W se escribe

(5.45) W(s,t) = c(s,1) exp(i/ 7(s',t)ds") siendo cla curvatura y T la torsién.
0
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Es importante sefialar que la hélice se puede obtener directamente
del circulo utilizando la llamada simetria galileana que deja invariante
el conjunto de soluciones de (5.46). Como vimos en la seccién 2.2, esta
simetria es la siguiente:

(548)  Un(s,t) =N HNY(s —oNt ), NeR
es una solucién de (5.46) si ¥ lo es.

Es bien sabido que (5.46) es un sistema completamente integrable
con infinitas cantidades conservadas. Sin embargo, no haremos uso de
este hecho en esta memoria. La ley de conservacion mds simple es, cf.

(5.26) y (5.27),

d 2 o
(5.49) o / (s, )2 ds = 0.

is? /4t

a
Pero ¥, = —e¢ no es de cuadrado integrable en toda la recta

i
y, por lo tanto, (5.49) no se puede usar. Esta es una de las principales
dificultades que hay que superar para estudiar la estabilidad de ¥ . Sin
embargo, téngase en cuenta que la hélice es otro ejemplo relevante de
una curva con una funcién del filamento cuyo cuadrado no es inte-
grable. Por otro lado, ambos ejemplos estdn localmente en 7, lo que
parece una suposicién muy natural desde un punto de vista geométrico.

En cualquier caso, hay una manera sencilla de ver que 'V, pertenece a
un espacio de funciones natural. La forma de proceder es recordando otra
de las simetrias relevantes asociadas a la ecuacién de Schrodinger que
mencionamos en la seccién 2.2, y que, como hemos visto, juega un papel
fundamental en la demostracién del cardcter multifractal de la funcién
no diferenciable de Riemann. Se trata de la transformacién conforme:
dada una solucién W(x,) de (5.46) se construye la funcién v=u(s,t),

(5.50) W(r,t) = %e@ (1 f) |

Una computacién sencilla prueba que v es entonces una solucién de

1
(5.51) e+ Vs + o (> = a*)v=0.
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Es facil demostrar que esta ecuacién preserva por un lado las con-
diciones de contorno periddicas y por otro que preserva la norma I?:

2m 2m
/ vz, t)]* da :/ lv(z,0)]* dx.
0 0

Ademss, se deduce de la propia definicién de ¥, que v =aq, por lo
que obtenemos una solucién de (5.51) que es de cuadrado integrable
en cualquier periodo.

5.5 Curvas poligonales

Hemos visto en la seccion anterior que la formacién y desaparicion
instantdnea de una esquina es posible gracias a la caracterizacion de la
familia de las soluciones autosemejantes, y al estudio de la estabilidad
de las mismas realizado en [13]. En este trabajo se analiza la evolucién
de curvas no cerradas cuya curvatura esta localmente en I, salvo en un
punto en el que en el instante inicial hay una esquina. Por otro lado,
veremos en la seccién 5.8 que para poligonos regulares planos con M
lados la evolucion presenta las mismas caracteristicas que exhibimos
al hablar del efecto de Talbot. Aunque el andlisis tedrico de estas solu-
ciones es muy complicado, la evidencia numérica que se establece en
[97] y [47] es muy s6lida. Por ejemplo se prueba en [47] que se generan
curvas alabeadas dadas por poligonos con Mg lados si £, = 2%1 y qes
un ndmero entero impar. Por ello, en esta seccién nos centraremos en
curvas que en tiempo inicial son lineas poligonales que tienden a dos
rectas en el infinito. Los resultados presentados son un paso importante
para llenar el vacio entre el caso de una esquina y la cuestién mucho
mas delicada de los poligonos cerrados.

En concreto, el resultado principal que se prueba en [16] es el si-
guiente.

Teorema 1 (La evolucién por el flujo de la binormal de hilos de
torbellino poligonales) Sea y una linea poligonal parametrizada por
longitud de arco con las esquinas localizadas en los nimeros enteros
k € Z,y sean b € (0,7) los angulos de dichas esquinas. Si la sucesién,

cf. (5.41),



(5.52) ak\/—% log (sin <%>),

es tal que para p=2ys=3

{0} = (1 + K] anef?)

keZ

es finita, entonces existe X(t), una solucién regular de (5.19) sit # 0y
una solucién de (5.19) en el sentido débil en toda la recta, tal que

x(t,7) — xo(z)| < CVE, VYo eRJt] < 1.

Merece la pena hacer algunos comentarios generales sobre los dis-
tintos pasos de la demostracién. Tanto (5.41) como la transformada de
Hasimoto sugieren considerar la ecuacién unidimensional cibica de
Schrédinger (5.46) con datos iniciales

Zaké(w - k),

keZ

siendo @ nimeros complejos definidos de manera precisa a partir de Xo.
Mis concretamente usando la forma polar oy, = pe® con 0 < ), < 27

elegimos
pr=/——log|sin|— ||,
s 2

y 0), determina la torsion en cada esquina. Es decir, el dngulo que forma
el plano determinado por los lados k-1 y k con el consecutivo forma-
do por los lados ky k+1. Un primer paso no trivial es un resultado de
existencia y unicidad de la soluciéon ¥(#) de (5.46) en ¢>0 con dichos
datos iniciales. Esta solucién resulta ser regular en ]0, 00|, lo que per-
mite construir una curva suave X(t) del flujo binormal para >0, que
demostramos que tiene un limite x(0) en ¢=0. El siguiente objetivo es
mostrar, médulo una translacién y una rotacién, que X(0) es Xo. Esto se
hace en varios pasos. Primero mostramos que el vector tangente tiene
un limite en ¢=0. En segundo lugar, mostramos que dicho limite es
constante a trozos, por lo que x(0) es un segmento para = €|k, k + 1]
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con k € Z. Luego probamos, utilizando la clasificacién de las solucio-
nes autosemejantes dada en [83], que x(0) presenta esquinas en las mis-
mas ubicaciones que Xo, con los mismos dngulos que Xo.

La recuperacién de la torsion de Xo es mas delicada. Primero se de-
fine el vector normal complejo N = €; +1e2 y se prueba que su evolu-
cion para >0 se ve afectada por una correccién logaritmica de la fase
provocada por ser el potential cibico de (5.46) de largo alcance, ya que
la dimension espacial es uno. Una vez hecha esta correccién se prueba
que la modulacién del vector normal N(t, z) = €' o] 1Og7JtN(t, )
también tiene limite en t=0. Y finalmente, se vuelve a usar la clasifi-
cacién de las soluciones autosemejantes, y sus sistemas ortonormales
asociados, para calcular las torsiones asociadas a cada esquina.

Como resultado final se recupera Xo médulo una traslacion y una
rotacion, que se fijan a partir de las condiciones iniciales del problema.
De esta forma se obtiene (), la solucién deseada del flujo binormal
para ¢>0 con limite Xo en ¢=0. La unicidad se prueba dentro de la clase
de curvas cuya transformacién de Hasimoto es (5.44). De una forma
similar a la anterior, podemos extender x(t) a tiempos negativos usando
la reversibilidad en el tiempo de la ecuacion.

5.6 La ecuacién cibica de Schrédinger en una dimension
con masas de Dirac equiespaciadas como dato inicial

Como hemos visto en la seccién anterior, el problema geométrico de
resolver la ecuacién del hilo de torbellino cuando en el tiempo inicial
es una linea poligonal, se reduce a encontrar la solucién de (5.46) con
datos iniciales

(5.53) Y awd(z — k).

keZ

Repasemos primero los resultados conocidos sobre el problema de
valores iniciales en el marco de los espacios de Sobolev. La ecuacién
estd bien planteada en H°, para cualquier s > 0 ([78], [35]). Por otro
lado, para s<0 el problema de Cauchy esta mal planteado debido a las
transformaciones de Galileo, segiin se prueba en [103], trabajo que fue
extendido en [39] donde se prueba el fenémeno que se conoce como
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inflacién de normas (i.e. existe una sucesién de datos iniciales todos
del mismo tamafio tales que la norma de las soluciones tiende a infinito
en un tiempo dado). Recordemos que si, en vez de considerar el grupo
de las simetrias de Gahleo se analiza el semigrupo de las dilataciones
el espacio critico es H~2. En este caso, el fenémeno de inflacién de la
norma se probé en [33], [108] y [125]. Finalmente, cotas superiores para
el crecimiento de las normas de Sobolev para soluciones en la clase de
Schwartz y —% < 5 < 0, tanto en la recta real como en el toro, se han

probado en [107] y [111].

Por otro lado, en un trabajo pionero [140] empezamos a analizar,
motivados precisamente por el problema del hilo de torbellino, espa-
cios de funciones y/o distribuciones alternativos a los espacios de So-
bolev. En este trabajo hacemos una conexién entre este problema en
ecuaciones en derivadas parciales y ciertas propiedades de restriccion
de la transforma de Fourier a superficies curvadas que fueron puestas de
manifiesto por E. Stein a finales de los afios 60 del siglo pasado; véase
la monografia del mismo autor [137]. Esta conexién sugiere que una
forma natural de medir la regularidad del dato inicial es establecer a qué
espacio de Lebesgue I, p < +00, pertenece su transformada de Fourier.
La conclusién final se puede encontrar en [40] y en [82], y permite un
resultado positivo siempre que p < oc. Desafortunadamente, la delta
de Dirac se caracteriza porque su transformada de Fourier estd en I/ siy
solo si p = 00, lo que nos da otra indicacién de la dificultad que supone
resolver (5.46) con datos iniciales (5.53).

En concreto, supongamos que solo tenemos una masa de Dirac en
t=0. Como hemos dicho, pertenece a F(L™) (i.e. las distribuciones
cuya transformada de Fourier son acotadas) y, por tanto, estd en los es-
pacios de Sobolev H* para s < —%. Pues bien, en este caso (5.46) esta
mal planteada. Mds precisamente, se muestra en [103] mediante el uso
de la invarianza galileana, que si existe una solucién tnica, esta deberia
ser para tiempos positivos

2 2
il log Vit
B )
Vamit
y por tanto el dato inicial no se puede recuperar. Sin embargo, es inme-

diato observar que un simple cambio logaritmico de la fase da lugar a la
solucién de la ecuacién modificada (cf. (5.46))
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i0pu+ Aut % (Ju> — A(t)) u =0,
u(0) = ady,

con A(t) = %. Con esta eleccién, la ecuacién tiene como solucién
precisamente la solucién fundamental de la ecuacién lineal (2.9). Afia-
dir el potencial real A(t) es inocuo desde un punto de vista geométri-
co ya que el problema es invariante gauge. En otras palabras, si A(t)
es real, el hilo de torbellino construido a partir de una solucién de la
ecuacién de Schrodinger V(x,t) es el mismo que el construido a partir
de A0V (z,1). En el contexto de las ecuaciones en derivadas parciales,
esta renormalizacion de tipo Wick fue introducida de forma artificial
por J. Bourgain en [29] para construir la medida invariante de Gibbs
del conjunto de soluciones del problema con condiciones de contorno
periddicas establecido en [28]. Esta renormalizacién se necesita para
evitar algunos términos resonantes que de otra forma dan lugar a canti-
dades infinitas y se incluye de forma sistemdtica en trabajos posteriores
[40], [123] y [124]. Obsérvese que en nuestro caso es una renormali-
zacién natural inducida por la geometria del problema. Pese a todo,
incluso con esta renormalizacién el problema estd mal propuesto, ya
que en [12] se prueba que pequefias perturbaciones regulares de V()
en (=1 se comportan cerca de ¢=0 como ¥, (t) + ¢'°¢! f(2) para alguna
f € H'. La aparicién del factor logaritmico lleva a una pérdida de in-
formacién de la fase cuando ¢ tiende a cero. Es lo que en la literatura se
conoce como el problema de la pérdida de la fase.

Esta pérdida de la fase es un fenémeno habitual en las ecuaciones
no lineales de Schrodinger que desarrollan singularidades, y es, por su-
puesto, una consecuencia de la invarianza gauge de la ecuacién. ;Cémo
continuar la solucién después de que se haya formado la singularidad?
Es un tema relevante que aparece de forma recurrente en la literatura,
ver por ejemplo [118], [117], [27] y [115]. Como ya hemos mencionado,
en [14] encontramos una forma geométrica natural para continuar la
solucién de la ecuacién del hilo de torbellino después de que la singula-
ridad ha aparecido, en nuestro caso en la forma de una esquina. Como
el flujo de la binormal es reversible en el tiempo, para poder prolongar
de forma tinica una solucién para tiempos negativos se requiere obtener
la traza de x(0) en ¢=0. A partir de ahf se considera la curva orienta-
da de forma inversa X (0, —s) como nuevo dato inicial y se construye,
usando el mismo procedimiento y para tiempos positivos, la solucién
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tnica que en ¢=0 coincide con ella. Un tema muy delicado al usar este
procedimiento es cémo determinar cudl es el triedro (7', €1, €2) adecuado
en el tiempot= 0. Por un lado, es clave la caracterizacion de las solucio-
nes autosemejantes probada en [83], y por otro hay que usar de forma
crucial el resultado probado en [14] de que pequefias perturbaciones
regulares de las soluciones autosemejantes en un tiempo positivo no
rompen la simetria de autosemejanza en la esquina que surge en ¢=0.

En el teorema 1 demostramos que este procedimiento puede ex-
tenderse, no sin dificultades, al caso de una linea poligonal. No es ne-
cesario que la linea sea plana y se permiten infinitas esquinas. En este
caso, aparecen nuevos problemas relacionados con la pérdida de la fase
en la ecuacién de Schrédinger, y nuevamente la caracterizacién de las
soluciones autosemejantes juega un papel crucial.

5.7 La energia es una funcién discontinua

Volvamos a la ecuacién (5.46) con datos (5.53) satisfaciendo las con-
diciones del teorema 1. Esta eleccién de datos iniciales tiene su propio
interés desde el punto de vista de la ecuacién de Schrodinger, porque
hasta donde sabemos y para un potencial no lineal cibico en una di-
mension, los tnicos resultados rigurosos en el nivel critico de regula-
ridad son aquellos en [14] y [16], ya mencionados. El caso de deltas de
Dirac todas ellas de la misma amplitud (i.e. ap = QM” siendo la curva
inicial un poligono regular de M lados), se estudia en [47], donde como
veremos més adelante se propone un candidato a solucién.

El caso en el que el potencial no lineal en la ecuacién de Schro-
dinger [¥[P~10 es subcritico (i.e. $<3) se estudia en [109], donde se
demuestra que hay una tGnica solucién de la forma

(5.54) ult, ) =) Ag(t)e" 2o (x),

keZ

siendo { A} € C([0,T];1>Y) n C*(]0, T]; I*1). A medida que la potencia
no lineal se acerca al caso ctbico, el problema se hace cada vez mds
singular. En [16] se utiliza el mismo ansaty pero para la ecuacién ctbica
renormalizada por medio del potencial real A(¢), como hemos explica-
do anteriormente.
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Observemos que el dato inicial (5.53) tiene la propiedad

(5.55) u(0)(€) =Y ape ™,

kez
y, en particular, u(0) es 27-periédica. Ademds, la condicién {ay} €
se traduce en u(0) € H*(0,27). Reciprocamente, toda funcién 27-pe-
riédica se puede descomponer como en (5.55) y representa por tanto la
transformada de Fourier de una combinacién de masas de Dirac como

(5.54). Llamaremos
o= {fueS'R): u&+2r)=u(),a € H(0,2n)},

l2,s

que estd trivialmente contenido en {u € S'(R), {|/0/|gs(rj2r(i+1))}; € 1™}

También usaremos la notacién

[l s, = 14l s (0.2m)-

En [16] se prueba que (5.46) tiene una unica solucion si s > %
Este resultado es el que permite posteriormente probar el teorema 1.
La prueba es una aplicacién del teorema del punto fijo en una bola
de un espacio de Banach elegido de forma adecuada. Una observacion
relevante es que hay una cantidad natural conservada ya que al menos
formalmente

(5.56) 0y |47 =0,
J

y por tanto la norma /? se mantiene constante. De forma equivalente
se puede escribir que

2T
/ lv(t, x)|* dz = constante,
0

siendo v(x,t) la solucién de (5.51). Por tanto, se concluye que las solu-
ciones autosemejantes tienen una masa/energia finita para la ecuacién
ctibica de Schrodinger en una dimension si esta masa/energia se define
de forma adecuada. Esto no tiene nada que ver con que el sistema sea
completamente integrable, ya que también es cierto en los casos subcri-
ticos estudiados en [109].
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Pata terminar esta seccién mostraremos algunas de las propieda-
des no lineales que poseen las soluciones construidas. Nos referimos a
las soluciones del problema geométrico (5.19), ya que en el caso de la
ecuacién de Schrodinger la solucién se construye de forma perturbati-
va, y, por tanto, al menos para tiempos cortos, la solucién no lineal se
comporta como la solucién lineal.

La primera cuestion que planteamos es cudl es el significado geomé-
trico de (5.56). Es decir, cudl es el equivalente de esta cantidad conser-
vada en el contexto tanto de la ecuacién del hilo de torbellino (5.19)
como en el del mapa de Schrodinger (5.22). Recordemos que para las
soluciones regulares de (5.19) la densidad de energia viene dada por

¢ dr = |T,* dr,

siendo ¢ la curvatura. Como consecuencia, aquellas soluciones de
(5.22) que se construyen a partir de soluciones de (5.46) y que tienen
la norma I finita tienen una energia que también es finita. Pero este
no es el caso para las soluciones singulares que nos interesan. Resulta
que la forma correcta de interpretar (5.56) es por medio de la transfor-
macién de Fourier respecto de la variable espacial de 7. Entonces, la
energia aparece como una energia de scattering que se conserva para
t # 0, mientras que tiene un salto en ¢=0. Mds concretamente, se tiene
el siguiente resultado [17].

Teorema 2 Sea X la solucién del flujo de la binormal (5.19) con
dato inicial una linea poligonal establecida en el teorema 1,y T'la in-
dicatriz tangente. Definimos

SN
(5.57) =(T()) = h’m/]C T, (t,€)[Pd¢.

k—00

Parat > 0 se tiene la siguiente ley de conservacién
(5.58) E(T(t) =47 ) |oy)”
J

Sin embargo, en ¢=0, momento en el que X desarrolla singularida-
des en forma de esquina, se tiene que

k+1 P )
(5.59) / T:(0,€)Pdg =4 (1— ™) VkeZ
k j
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Por tanto, hay una discontinuidad de salto de Z(7'(t)) en ¢=0, que
prueba que hay un crecimiento parat > 0y decrecimiento para ¢t <0 de
la energia de las frecuencias altas ya que

(5.60)  E(T(0)) = 42(1 — el < 4WZ o2 = E(T(t)).

J

La prueba de este teorema, aunque bastante técnica, utiliza herra-
mientas elementales del andlisis de Fourier. Se basa en una descom-
posicién cuidadosa de T (t,£) en unos términos dominantes que dan
lugar a Z(T'(t)), y otros términos resonantes. Estos tltimos son més de-
licados ya que a priori pueden dar lugar a un crecimiento logaritmico.
Se prueba entonces que la regién donde dicho crecimiento puede ocu-
rrir es pequefia y su aportacion desaparece al calcular el limite de altas
frecuencias. En cualquier caso, estas resonancias requieren un estudio
miés cuidadoso ya que podrian estar relacionadas con los experimentos
numéricos realizados en [49] y de los que hablaremos mas adelante.

Es oportuno observar que Z(7(¢)) mide la amplitud de las altas fre-
cuencias de la variacién espacial de 7. Por otro lado, T hay que inter-
pretarla como la direccién de la vorticidad en el contexto de la meca-
nica de fluidos, ya que es la direccién del hilo de torbellino y, por tanto,
del soporte de la vorticidad. Conviene recordar a este respecto el crite-
rio [41] de Constantin-Fefferman-Majda, el cudl establece que el creci-
miento en la variacién de la direccion de la vorticidad es necesario para
producir singularidades en las ecuaciones de Euler en tres dimensiones.

Como ya hemos dicho, la densidad de masa en la ecuacién de Schro-
dinger es|¥(z,t)[*ds. En el contexto de la ecuacién del mapa de Schro-
dinger da lugar a la densidad de energia que ya hemos mencionado,

dr = |en|? dv = |T,|* dx,

siendo 7 el vector normal. Cuando se utiliza (5.22) como modelo mate-
matico del ferromagnetismo, en cuyo caso se conoce como la ecuacién
de Landau-Lifshitz, esta energfa es la de intercambio entre los distin-
tos espines. Sin embargo, en el contexto de la ecuacién de la binormal
(5.19) existe otra posible interpretacién ya que también se puede escribir

¢ dr = |cb|* dx,



siendo b el vector binormal que determina la direccién de la veloci-
dad del torbellino. En este caso, la interpretacién fisica [133] es que se
trata de la energia cinética’® ya que x; = cb. De hecho, obsérvese que
N, =(e1 + ie3), = UT luego | N,|* = |¥|% Por lo tanto, parece oportu-
no preguntarse si la discontinuidad puesta de manifiesto en el teorema
2 ocurre también para N. La respuesta es positiva. Mds concretamente,

(5.61) Z(N(t) := klim/ N, (£, €)PdE = 4 Y oy,

pero
(5.62) E(N(0) =4 (1 - e,
J

siendo N(O, ) el limite en t = 0 de 2!

|z—r|

Vi N(t,x).

N(t .Z‘) = eizreZ,r;ﬁx oy |? log
)

5.8 Los poligonos regulares

En esta seccién esbozamos algunas ideas que se pueden encontrar en
el articulo [47]. En ese trabajo se estudia el flujo de la binormal (5.19)
tomando como condicién inicial un poligono regular de M lados. Si se
utiliza la transformacién de Hasimoto, la condicién inicial de la corres-
pondiente ecuacién de Schrédinger ha de ser

(563) \IJM(S,O) = 2—7T Z 0 (S — %> .

Obsérvese que
(5.64) eMIn(5,0) = Wy(s, 0).

para todo j € Z.

2 Véase a este respecto el modelo de Peskin y McQueen [129] sobre la arteria aorta

donde ambas cantidades aparecen de forma natural como la tensién que se ejerce

sobre la pared en las dos direcciones perpendiculares n y b.

2l La existencia de N(0,z) se prueba en el Lemma 4.5 de [16].
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Por otro lado, recordemos que las simetrias de Galileo, que ya nos
han aparecido anteriormente en (5.48), dejan invariante el conjunto
de soluciones (5.46). Por tanto, si hubiera unicidad del problema de
valores iniciales asociado a (5.19) con dato (5.63) concluirfamos que

(5.65) Wy (s,t) = MMy (g 9Nkt 1), Yk € Z

Esta familia de identidades tiene importantes consecuencias ya que
argumentos sencillos dan

N M 2n/M
\IIM(jut) = % e_ZMJS\IjM(Lg?t)dS
0
MorMo ‘
_ 2_ e—zM]s {eszs—z(Mk)Zt\I](S_QMk,t,t) ds
T Jo
Me—i(Mk?t p2m/M
e / e MUK)sg, (s — 2MKt, t)ds
27 0
—i(MK)?t  p2rn/M
_ Me—i(MEk) / ¢~ IMU=R+2MROg (6 1)
21 0 ’
M

21 /M
_ 2_e—i(Mk)Qt—iM(j—lc)(QMkt) / e—z‘M(j—k)s\I/M(s, t)ds
m 0

= MRIMG-RCM) G (j k¢,

para todo J; k € Z. Por tanto, si ] = k obtenemos que
(5.66) Uy, t) = e MY(0, 1), Ve

Como consecuencia,

G.1) g 50,1 2
Y
(5.67) D ‘@(j,t)r < foo
J

implica que ¥(0,¢) = 0y, por tanto, V(s,t) = 0. En otras palabras,
concluimos que no hay solucién si ¥(-,t) € L? ([07 277)), como se puede
esperar del caso de una esquina que estudiamos en secciones anteriores.
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Téngase en cuenta, sin embargo, que ¥, dada en (5.47) estd localmente
en I, algo que no puede ocurrir en el caso de condiciones de contornes
periddicas, ya que estar localmente en I implica estar en 2.

Sin embargo, podemos utilizar todavia las ideas anteriores si supo-
nemos que

2 p
L= 3r, peZ, qeZ\{0}  med(p,q) =1

En este caso

w(‘gﬂtpq) = 7Z(Oatm)

efi(Mk)227rp/(M2q)+iMks

]

=~
Il

—00

—27i(p/q)k>+iMks

WE

e

= QZ(Oatpq)

>
Il

—00
1 oo

)
|

—2mi(p/q)(gk-+1)2+iM (gk+1)s

= O tpq e

k:—oo
00

2 )
e —2mi(p/q)l*+iMl)s Z equlfs’

0 k=—00

MI IIM

= 0 tpq
!

expresion que ya nos habia aparecido al hablar de la funcién no dife-
renciable de Riemann. Por tanto

q—1
2
mz:o (m +10m) 0 <s - ]C[an> , si ¢ es impar,
q/2-1
. dmm + 27 . )
(8, tpg) = (oms1 + 10oms1) 0 | s — ————— |, si ¢/2 es impar,
e Mg
el 4mm
(om +ifam)0 | s — —— |, si q/2 es par,
m=0 M(]
y
;o ~
Miir/cjw (0,t,y) |, i ¢ es impar,
. o~
|+ 1| = —— |0 (0,t,,) |, siqesparyg/2=m mod2
y 1 Ypq) b — )
M3
0, si g espary ¢/2#m mod2,




lo que nos permite concluir que en el tiempo p4 el dngulo p entre
dos lados adyacentes es constante. Ademds, la estructura del poligono
esta completamente determinada por los dngulos 0, que aparecen en la
suma de Gauss ya que oy, + i, = pe'fm.

Para obtener el poligono tenemos que integrar el sistema

J T 0 a f T
Is e; | =] —a 0 0 -] e
[S) —ﬂ 0 0 (S}

Noétese que, en principio, el lado derecho de la identidad anterior
no tiene sentido ya que la expresién de a + i incluye deltas de Dirac,
mientras que (7', ey, e2) tiene saltos. Concretamente,

p T 0 ad b T
% €1 = —a0 0 0 : €1
€9 b0 0 0 €9

Esta aparente dificultad se resuelve como se hace en el caso de
una curva plana con una esquina en un punto dado, donde el sistema
de Frenet se integra ficilmente al escribirlo en forma de divergencia.
Como consecuencia escribimos

up(07) 0 a b ot u1(07)
up(0f) | = exp|| —a 0 0 7 o(s")ds' u(07)
u3(0) \-bo00)" u3(07)

[0 uy (07)

= exp|| —a 00 u9(07)

[\ b us(07)
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[terando el procedimiento,

T (24" )
- T(0)
CGRT) [ Me M MM | e (0)
T O—T
e (%) e (0)

siendo My, k=1,2,..., Mq — 1 matrices ortogonales. Pero queremos que
el poligono sea cerrado, luego

MMq—l . MMq_Q ot M1 . MO =1

No sin dificultad, y después de hacer experimentaciéon computacio-
nal, se concluye en [47] que

2cos?/4 (n/M) —1, si q es impar,

5.68 \P) =
( ) cos(p) 92 costa (m/M)—1, siq es par.

Por lo tanto, tenemos todos los ingredientes necesarios para poder
calcular el poligono buscado. En la figura 10 hacemos una comparacion
entre los célculos numéricos (Thum) v los tedricos (Talg) de la indica-
triz tangente; como vemos, estdn notablemente cerca. Nos remitimos
a [47] para el resto de detalles y, en particular, sobre cémo obtener las
posiciones exactas de los poligonos para tiempos racionales.
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Figura 10: Tpum versus Tog, con M=3, en T13 = —. T, en azul, T, en verde

y T, en rojo. En Tyym, se ve claramente el fenémeno de Gibbs. Los circulos
negros son los puntos que se utilizan para la comparacion.
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Figura 11: Trayectoria de un punto que en tiempo t=0 es una esquina de un
tridngulo (izda.) y de un cuadrado (dcha.)

Nuestro siguiente paso consiste en analizar las figuras de las trayec-
torias de un vértice para los casos M=3 y M=4. Es decir, x/(0,%) con
M=3y M=4. De las simetrias elementales del tridngulo y el cuadrado
y del hecho de que el flujo de la binormal (5.19) es invariante con res-
pecto a las rotaciones, es muy facil concluir que las trayectorias de un
vértice tienen que estar en un plano, como se muestra en la figura 11.
Estas trayectorias recuerdan bastante a la funcién no diferenciable de
Riemann

citk?
op(t)=>_ yER
k£0

que estudiamos anteriormente. De hecho en [47] y [49] se prueba numé-
ricamente que cuando M tiende a infinito y después de las normaliza-
ciones apropiadas, se recupera ¢p(t) a partir de las trayectorias x (0, t).

De esta forma se encuentra una relacion algo inesperada. La funcion no
diferenciable de Riemann aparece alrededor de 1860 como un objeto pura-
mente analitico que desafiaba la propia nocién de funcién continua. Siglo vy
medio después se encuentra una interpretacion geométrica de dicha funcion,
o mejor dicho de una pequefia variacion de la misma. Y esta interpretacion
viene motivada por un modelo matemdtico, que aunque bastante idealizado,
surge de un intento de describir las estructuras coherentes ([44], [41, [134],
[76]) que aparecen en la turbulencia desarrollada por los fluidos. Finalmen-
te, este modelo idealizado es una ecuacion no lineal de Schrodinger que pre-
senta soluciones (ondas) con un nivel critico de regularidad que, aun inte-
ractiiando de forma no lineal, no rompen las simetrias inherentes al conocido



como efecto de Talbot. Es a la postre este efecto, descrito por primera vex en
1836 como una ilustracién de los fenomenos de interferencia y difraccién de
la luz, el que explica las propiedades geométricas de la funciéon de Riemann.
Por 1iltimo, conviene recordar el resultado reciente ya mencionado y debido a
D. Eceizebarrena [55], que asegura que la pequefia variacion necesaria para
describir la funcién de forma geométrica, hace que la correspondiente curva
pese a ser continua no tiene tangente en mingrin punto, no asi la funcién de
Riemann que, como vimos, es derivable en algunos puntos racionales. La
existencia de fluidos con campos de velocidades que sean continuos pero no
diferenciables en ningiin punto, y que por tanto la forma de interpretar la
velocidad de una particula de fluido tenga que ser probabilista, es algo de una
u otra forma aceptado, véase por ejemplo [96], seccion 1.2, o el capitulo 3
de la monografia [76] .

También vale la pena ver las figuras 12 y 13, ya que dan una pista
de la complejidad de la dindmica para los tiempos dados por niimeros
racionales cuyo denominador es grande.

i : —2r (1, 1 4 1)\ _ 2r 18209
Figura 12: Xalg y Talg, en t = 9 (4 tat 401) =79 65764

-4 -3 -2 =1 0 1 2

Figura 13: Proyeccién estereogrifica del lado derecho de la figura 12.
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Queremos terminar esta secciéon dando una explicacion plausible
de la féormula (5.68), férmula que resulta clave tanto en el teorema 1
como en la discontinuidad de la energia expresada en el teorema 2 y
que, como dijimos, se propone en [47] a partir de la evidencia numérica
obtenida por las simulaciones hechas en dicho articulo.

Como ya hemos dicho, se prueba en [83] que si el dato inicial de
(5.19) viene dado dado por dos semirrectas que se juntan en un vértice
en ¢ = 0 formando una esquina de dngulo 0, la solucién es autoseme-
jante y gracias a la transformacién de Hasimoto estd determinada por la

solucién de (5.46) eligiendo A(t) = ? D, (t,x) = aei\% , con

9 112

sin—=e¢ "2,
2

Como consecuencia, y excepto en la situacion trivial de una linea
recta donde 6=, la funcién de filamento de la curva inicial 06, es
decir, 88, no es el limite de las funciones de filamento de X, (t). Sin em-
bargo, se demuestra en [14] que esta solucién es Gnica y que el proble-
ma del valor inicial correspondiente estd bien planteado en un sentido
apropiado.

De forma similar, si x(0) es una linea poligonal con varias esquinas
de dngulos 0; ubicadas en los enteros = = j, se prueba en el teorema 1
que se ha de considerar la sucesién {«;} tal que
0; o
sin2 =e "2,

2

siendo las fases de o; mds complicadas de especificar. En el caso de po-
ligonos planos los a;j son nimeros reales. Entonces se construye una

solucién de (5.46) con A(t) = #, y tal que en tiempo cero valga

Z%‘(S(l“ - J).

Por tanto, es natural esperar que si el dato inicial de (5.19) es un
poligono regular plano con M lados se tenga que considerar como dato

inicial de (5.46)
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(5.69) Y ad(x - i)
- N

con « > 0 definida por

a2
sin(%) =e "7,

Como ya hemos visto, usando las simetrfas de Galileo se concluye
en [47] que la solucién correspondiente de (5.46) debe escribirse como

Wt x) =1)(t,0) Y NN
J
De (5.69) y la férmula de sumacién de Poisson
Z i(2rNj)z Z 5 oL

J
obtenemos que

¥(t,0) = aN,
y que, por tanto, no depende del tiempo.

Luego,

J
Z t 0 ztA(S )’
N
j
y si suponemos que la ley de conservacién (5.56) sigue siendo cierta
con condiciones de contorno periddicas, afirmacién que al menos for-
malmente es cierta, obtenemos que

N(aN)* = N (¢, ).

Por otro lado, se prueba en [47] haciendo uso de nuevo de la férmu-
la de sumacién de Poisson, que para tiempos racionales ?, ; el efecto de
Talbot es vilido: si ¢ es impar

A q—1 q—1
PQ’
w(tpqwr) ZZGP’ a,m 5l+ L Z Alm l+]7\;i1 7
I m=0 I m=0



con

[0(tp.q,0)]

al,m .
Luego,

A~

|alm|2 — W(tp,qa 0)’2’
’ N2q

g ? _[9(p,g 0 el 1
e 2 —e¢ 2N2qg = (e 2 )q’

y, por tanto, los angulos 0,4 del poligono alabeado que se obtiene en
tiempo &, 4 satisfacen

Q=

. p7q . Tr
sin(—2) = sin(—
(o) = sin T
Este es precisamente el valor dado en [47]. El argumento es andlogo
si g es par.

5.9 Aleatoriedad

En la seccién anterior damos una evidencia numérica muy sélida (ver
[47] y [49]) de que las trayectorias descritas por los vértices de un poli-
gono regular que se mueve de acuerdo al flujo de la binormal (5.19) se
caracterizan por ser funciones continuas, pero que no tienen tangente
en ningin punto. De hecho, pasando al limite de forma adecuada en
el nimero de lados se obtiene la versién geométrica de la funcién no
diferenciable de Riemann que gracias al teorema de D. Eceizabarrena
tiene esta propiedad. Este hecho sugiere que la forma de entender estas
trayectorias ha de ser probabilista. En esta seccién, basandonos en [48],
damos un ejemplo concreto de dénde puede residir esta aleatoriedad.
En concreto, la encontramos en las fases de las sumas de Gauss en cuyo
calculo se ha de echar mano de la funcién ¢(p) definida en (5.11).

La funcién ¢(p) puede ser calculada de forma eficiente, por ejemplo,
por el algoritmo extendido de Euclides. Otra forma mas explicita (pero

menos eficiente) es a través del teorema de Euler. Por ejemplo, en Z,,

(5.70) p”(‘” =1méd ¢ & p“’(q)_l =p'médq VpeZ /med(p q) = 1.
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Cuando ¢ es primo, esta expresion se conoce como el pequefio teo-
rema de Fermat (del que el teorema de Euler es de hecho una generali-
zacién); en tal caso, ¢(¢) = ¢— 1,y

(5.71) Pl =1médgept*=p tmédq, VpeZ\{0}.

Como hemos dicho, nuestro interés se centra en las propiedades
aleatorias de ¢(p).

Existen diversos métodos para generar nimeros pseudoaleatorios,
siendo los m4s populares los generadores congruenciales lineales (LCG)
(ver por ejemplo [110, Section 3.2.1]). Dado un nimero natural ¢ € N
de gran tamafio y a, b,y € Z, una sucesién de congruencias lineales
(2n)n>0 se define como

(5.72) Tpi1 = ar, +bmod g, n>0.

Eligiendo apropiadamente ¢, a, b, 2, y tomando (u,) = (2,/q)n>0 se
obtiene una sucesién de nimeros pseudoaleatorios en el intervalo [0, 1).

La calidad de los métodos LCGs depende mu}l fuertemente de la
estructura de la red de vectores de dimensién s, ugf = (Upy -+ oy Unss—1),
generada por la sucesién periédica (s, )n>0, y puede dar lugar a ejemplos

no deseados como el célebre generador RANDU [59].

Para solucionar los problemas generados por los métodos LCG, se
han introducido generadores aleatorios no lineales [57]. La idea subya-
cente es que dado un primo ¢ grande, y dada una funcién no lineal f
los elementos de la sucesién se van obteniendo de forma aleatoria de
acuerdo a la ley:

(573) Tny1 = f(xn) mod q, N 2 0;

tras aplicar la normalizacién u, = /¢ como hicimos anteriormente,
se obtienen ndmeros pseudoaleatorios uniformemente distribuidos en el
intervalo[0, 1). Un importante ejemplo de este tipo de construccién son
los inversive congruential generators (ICGs), definidos en [58] por la ley:
azx;' +bmédq, w, >1,
(574) Tpt1 = n Z 07
b, x, =0,
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con ¢ primo, a # 0 méd ¢. La principal ventaja es que no presentan
ningidn tipo de estructura de red, aunque computacionalmente su cél-
culo no es tan eficiente como el de los métodos LCG. En este campo es
costumbre usar la notacién

(5.75) Tpi1 =aT, +bmodq, n >0,

con 7 = 22 méd ¢. De (5.71), se deduce que Z es el inverso de z, si
2% 0 méd ¢; mientras que Z es cero, si z = 0 mdd ¢.

En nuestro caso nos interesan particularmente los ejemplos dados
en [56] por Eichenauer-Herrmann, los llamados explicit inversive con-
gruential generators (EICGs):

(5.76) T, =an+bmodq, n >0,
con ¢ primo y a #Z 0 méd q.

Por otro lado, y como expusimos en la seccién anterior, si (2, )
es la solucion de (5.19) que en el tiempo inicial es un poligono plano
regular de M lados y Ty (z,t) es la correspondiente indicatriz tangente,
ambos vectores son esencialmente aleatorios. Mas concretamente, a
partir de ellos se puede construir un generador de nimeros pseudoalea-
torios como se prueba en [48]. Para ello hay que considerar las dos
cantidades siguientes: por un lado, el triple producto de tres vectores
tangente consecutivos, y, por otro, el producto escalar de un vector tan-
gente con el segundo siguiente. Entonces tomando estas dos cantidades
respectivamente como las partes real e imaginaria de un ndmero com-
plejo, tendremos un generador de nimeros pseudoaleatorios ubicados
en una cierta circunferencia. La sucesién de nimeros pseudoaleatorios
es esencialmente la dada en (5.76) debido al valor de las fases 6 de las
sumas de Gauss que hemos mencionado anteriormente.
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DISCURSO DE CONTESTACION
DEL

Excmo. Sr. D. JuaN Luis VAzQUEZ SUAREZ






Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Sefioras y Sefiores:

Es para mi un honor dar la bienvenida al Profesor D. Luis Vega Gon-
zélez en nombre de los miembros de esta Real Academia de Ciencias.
Es una grata tarea por tratarse de alguien a quien conozco bien desde
su llegada a la Universidad Auténoma de Madrid para realizar su tesis
doctoral, comienzo de una brillante carrera de investigador que he se-
guido con deleite intelectual creciente y es hoy un signo de orgullo para
nuestras matemadticas. Cuando nos conocimos yo era profesor titular
de la UAM, recién llegado (1981) buscando la modernidad intelectual
que esa universidad entonces representaba. Y los hechos demuestran
cudn acertados estaban quienes nos aconsejaron.

Segtin los estatutos, mis palabras han de dar contestacién a su dis-
curso. En el texto que sigue entrelazaré algunos apuntes de su vida con
su trayectoria cientifica e iré engranando mis comentarios y recuerdos.

Afos de juventud en Madrid. Luis Vega Gonzilez nacié en Ma-
drid en 1960 y obtuvo la Licenciatura de Ciencias Matemdticas en la
Universidad Complutense de Madrid en julio de 1982. Durante sus es-
tudios recibié la influencia del Académico Miguel de Guzmén!, quien
tras sus estudios en Chicago con el gran maestro Alberto Calderén,
introdujo en Madrid los estudios del Analisis de Fourier y Arménico
que tan honda huella iban a dejar en Espafia.

Motivado por estas nuevas tendencias, el joven licenciado se trasla-

dé como he dicho a la Univ. Auténoma de Madrid, una joven univer-
sidad entonces en pleno desarrollo, para realizar su tesis doctoral. Luis

! El afiorado profesor Guzman fue el creador del programa ESTALMAT de la Real
Academia.
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defendi6 su tesis en marzo de 1988 bajo la direccién del Prof. Antonio
Coérdoba Barba, que era y es uno de los grandes expertos en el Anilisis
Arménico en nuestro pafs, hombre de multiples saberes y discipulo a
su vez de Charles Fefferman, de Princeton, una figura estelar en este

campo (Medalla Fields en 1978).

El titulo de la tesis refleja bien algunos de los temas que ilustaran su
futuro investigador: “El multiplicador de Schrodinger: la funcion maximal y
los operadores de restriccién” . En esa época recibi6 la influencia del joven
grupo de Anilisis Armoénico que se estaba formando en la UAM y muy
en particular del Profesor José Luis Rubio de Francia, que procedia de
la Univ. de Zaragoza, y estd atin hoy tan presente en la memoria de la
comunidad matemdtica espafiola. Quiero recordar unas palabras del au-
tor en defensa de su trabajo de tesis: “En mi tesis doctoral descubri lo que
resultd ser una propiedad fundamental de la ecuacion libre de Schrédinger
que, como es bien sabido, es la ecuacién fundamental de la Mecdnica Cudn-
tica. Esta propiedad se conoce como efecto suavizante local y me permitié
mejorar un resultado de L. Carleson’ en un problema cldsico en Andlisis
Armoénico. Mi trabajo, publicado en 1988, no fue mejorado hasta 2012 por
J. Bourgain®”. Vemos que, ya en sus comienzos, Luis tenfa interés por los
problemas relevantes, tuvo éxito en su resolucién y hall6 la compatifa
de las grandes figuras.

Deseo ahora dar una pincelada sobre su formacion espafiola. Re-
cuerdo aqui cémo el autor menciona “el curso que Antonio Cérdoba im-
partié en el verano de 1983 en Jarandilla de la Vera (Cdceres) . Estos cursos,
disefiados y organizados por Miguel de Guzmdn y Juan Carlos Benitez, su-
pusieron un antes y un después para toda una generacion de jévenes analistas
espafioles”.

Tal era el ambiente circundante de cambio hacia el futuro que se
vivia en las universidades de Madrid en los afios 70 (y supongo que en
el resto del pafs), y que culminé tanto para Luis como para mi en unos
estudios doctorales que nos prepararon para la aventura postdoctoral y

2 Lennart Carleson es un matemdtico sueco, Premio Abel en 2006, que resolvié

uno de los problemas fundamentales en la teorfa de series de Fourier.

> Jean Bourgain, profesor en la Univ. de Princeton, fallecido en 2018, fue una de

las figuras m4s brillantes en el Anilisis Arménico (y otros saberes), Medalla Fields

en 1994.
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toda una vida de creacién matemdtica. Me separa de Luis el haber vivi-
do este ambiente un poco antes en el tiempo (en afios més turbulentos
que fueron con todo tan fructiferos) y con algin retraso en mi edad
debido a mis afios pasados en los estudios de ingenierfa‘. También me
separa de Luis una profunda influencia francesa que vivi intensamente
a través del maestro Haim Brezis, de Paris’. Notaré que ambos queda-
mos asombrados ante la eclosién del Anélisis Armoénico en Espafia, que
tanto me impresioné a mi llegada a la UAM y atin me impresiona. Para
Luis este asombro pasé a ser el centro de su vida.

También nos une la “experiencia americana” que nos acontecié a
continuacion, con la natural diferencia de unos afios, en la prodigiosa
década de los 80 y que pasaré a revisar. Pues si los afios 70 fueron para
nosotros los de la influencia francesa (;quién no recuerda el formidable
bourbakismo en las matemadticas?)®, por su parte los 80 iban a ser los del
descubrimiento de las grandes universidades americanas y su sorpren-
dente ambiente cientifico y forma de hacer. Habfa algo muy especial en
ellas y atin se mantienen en lo més alto de cualquier ranking, incluso
tras el notable desarrollo de las universidades y centros de investiga-
cién de otros paises entre los que modesta pero orgullosamente ya nos
encontramos.

Epoca postdoctoral. Tras su tesis, Luis dirigi6 sus pasos postdoc-
torales a EE.UU, y en el periodo 1988-90 fue Dickson Instructor en la
Univ. de Chicago. Allf establecié una intensa relacién de investigacion
con dos grandes matemadticos latinoamericanos residentes en EE.UU.
Uno es su mentor Carlos Kenig, que sigue siendo una estrella de la Uni-
versidad de Chicago, y el otro Gustavo Ponce, hoy profesor de la Univ.
de California en Santa Bérbara, que en esa época estaba en Chicago.

Fue un momento afortunado en uno de los centros punteros de la
matemdtica mundial. Pronto empezaron a fluir de su esfuerzo conjun-

4 Que tanto iban a modelar mis matemdticas.

> Como tan acertadamente glosé nuestro compafiero académico el Prof. Ildefonso

Diaz al contestar a mi discurso de ingreso en 2014. Hoy su universidad de entonces
se llama la Universidad de Paris-Sorbona.

¢ En aquellos afios la cultura francesa llegaba en Espafia a muy diveros 4mbitos de

la cultura, la filosoffa y las artes, ademas de la lengua. Pensemos en el estructuralis-
mo, les philosophes engagés, la nouvelle vague del cine, Brassens, Brel, Edith Piaf,...
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to una serie de articulos magistrales que asentaron la fama de nuestro
candidato, junto a sus colaboradores, entre los mejores expertos en el
tema central que nuestro autor define como “la aplicacién del An4li-
sis Arménico y el Andlisis de Fourier a problemas recientes de EDPs
(ecuaciones diferenciales en derivadas parciales), tanto lineales como
no lineales”. Recordemos que tanto la Mecanica Cudntica como la Re-
latividad fueron formuladas en el siglo XX en términos de EDPs, y que
antes lo habfan sido la teorfa matemdtica de los fluidos y el electromag-
netismo y la elasticidad. Més adelante veremos con mas detalle estas
obras de Luis a que me he referido.

Afiado de nuevo unas pinceladas personales. Como apunta el autor
en cita que me agradd, hay en esta orientacién un paralelismo entre no-
sotros. En efecto, tras mi tesis en la Universidad Complutense yo estaba
preparado en el Andlisis Funcional pero en la rama préxima a la lla-
mada Escuela de Lions (o el estilo de Louis Nirenberg en los EE.UU.),
que era abstracta en su formulacién originaria pero enormemente eficaz
para tratar las ecuaciones de la Fisica y préxima también al Andlisis
Numérico, tal como el que practicé Alfredo Bermudez y su naciente
grupo en Santiago de Compostela desde esos mismos afios 80. Por ese
camino los alumnos “no lineales” de Brezis en Espafia llegamos a las
ecuaciones elipticas y parabdlicas no lineales y a las fronteras libres.

En resumen, Luis y sus colegas comparten con nosotros el uso de ra-
mas diversas del Andlisis para atacar grupos de ecuaciones en deriva-
das parciales; las suyas llevan nombres como ecuaciones de ondas, de
Schradinger, ecuaciones dispersivas, con solitones, etc., las nuestras lle-
van otros nombres (como soluciones autosemejantes, problemas de obs-
taculo, fronteras libres, combustién y blow-up, ...), pero ambas lineas son
parientes no tan lejanos. Somos parte de una super-comunidad que aloja
territorios extensos, que a veces se tocan y a veces son tan lejanos.

Aqui nuestros caminos se bifurcan, como los senderos de Borges,
pues el mundo de la investigacién es un mundo que une la simplici-
dad de las grandes intuiciones con una labor técnica larga, meticulosa,
exhaustiva y exigente, un rigor que nos viene de Pitdgoras, Euclides
y Arquimedes’ de forma que el progreso de cada dfa exige una espe-

" Por circunscribirnos al legado de la Grecia Clédsica que nos es mds familiar.
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cializacién muy alta que permite ver el orden bien oculto entre tanta
rama y hojarasca. Lo cual nos lleva por nuevas bifurcaciones que solo el
esfuerzo de los maestros mantiene coordinado en un panorama armo-
nioso y relevante. Les recuerdo, con los viejos maestros, que nuestras
matemdticas han de ser puras y aplicadas, bellas y al tiempo resolutivas.
Y que el saber profundo no tiene atajos.

Volvamos al hilo principal. Usando una expresion del discurso de
Luis, “esta dificultad intrinseca de las matemdticas, por la que hay avances que
tardan inexplicablemente demasiado tiempo en ser entendidos, y por tanto en
ser aplicados, hace que el camino sea largo y como en cualquier otro dmbito de
la investigacién no exento de muiltiples fracasos”. A veces la exploracién de
un territorio desconocido nos lleva, como dice el divino poeta:

“mi ritrovai per una selva oscura che la diritta via era smarrita”®.

Solo las mentes poderosas y las fuertes comunidades te devuelvan al
camino sosegado, y se abren de nuevo horizontes novedosos, brillantes
y productivos que pagan todos los esfuerzos y noches sin suefio. De eso
vamos a hablar en un momento.

Vuelta a Espana. Profesor en Bilbao. Tras una breve periodo su-
plementario en la UAM, donde el Anilisis Arménico seguia su ascen-
dente implantacion’, empieza una nueva etapa.

Luis continué desde 1993 su carrera en la Universidad del Pais Vas-
co sita en Lejona/Leioa, cuya trayectoria investigadora es tan reciente
como exitosa debido a la decidida apuesta de las autoridades por la se-
leccién de talento, la innovacién y la internacionalizacion. Hijo de un
tiempo afortunado, como €l explica, tuvo la suerte de que su labor alli
fuera tan valiosa como reconocida.

En Bilbao tuvo la compatfifa de matemdticos espafioles de edad y ac-
titud vital paralelas, como Javier Duoandikoextea, formado en la UAM
y autor de un famoso texto; Miguel Escobedo, formado en Parfs en la

8 Dante: Me encontré en una selva oscura habiendo perdido el recto camino.

° Que se expresaba en los famosos Congresos de El Escorial a los que acudfan y

acuden los mejores expertos del mundo.
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Escuela de Brezis; y Luis Escauriaza, mds joven y formado en Minesota
con Eugene Fabes!®. Se afiaden otros coautores como Adela Moyua,
fallecida prematuramente en 2013. Y Luis Vega mantuvo su contacto
con la UAM, en particular con Ana Vargas y Alberto Ruiz que han sido
colaboradores suyos, junto con Juan A. Barcel6 de la UPM.

No pretendo ser exhaustivo, pido disculpas por ello, solo pretendo
reflejar la época que yo recuerdo cuando empezamos a viajar a Bilbao (y
al campus de Lejona) para hacer matemadticas, atraidos por el encanto
de la matemadtica que se hacfa en la UPV. Afios aquellos de juventud,
vino y rosas.

Breve paseo por su produccion cientifica. Luis continud los viajes
a EE.UU. que explican una parte de su impresionante produccién. Una
parte que resaltaré aqui por efectividad, pero que no es todo. Si unas
pocas palabras pueden resumir los hitos de su produccién cientifica,
estas podrian ser la concentracion en una temdtica actual y exigente,
el nivel de calidad sobresaliente de los articulos y la preferencia de la
calidad sobre la cantidad!!.

Asi, de la célebre colaboracién C. Kenig-G.Ponce-L. Vega salieron
en la década de los 90 una serie de obras que han alcanzado el favor de
los expertos en Anilisis Arménico aplicado a las Ecuaciones en De-
rivadas Parciales no Lineales. Solo mencionaré aquellas més citadas,
pues fue una época de muy intenso y exitoso trabajo y conviene fijarse
en los hitos. La lista empieza por las integrales oscilatorias, un objeto
delicado de la técnica analitica, para pasar a atacar los temas basicos
planteados en la teorfa de ecuaciones dispersivas.

*  KPV. Oscillatory integrals and regularity of dispersive equations. In-
diana Univ. Math. J. 40 (1991), no. 1, 33-69.

*  KPV. Well-posedness of the initial value problem for the Korteweg-de
Vries equation. ]. Amer. Math. Soc. 4 (1991), no. 2, 323-347.

10 Sabio y de una alegria contagiosa, era un ardiente amigo de Italia como tantos de
nosotros, empezando por Nirenberg y Serrin. Luis Vega también cultivé la conexién
con il bel paese, en particular por su colaboracién con Luca Fanelli, actualmente
profesor en Roma, y con Nicola Visciglia, profesor en Pisa.

" Aunque el lector advertird que la cantidad no falta a la cita.

— 112 —



*  KPV. Well-posedness and scattering results for the generalized Kor-
teweg-de Vries equation via the contraction principle. Comm. Pure

Appl. Math. 46 (1993), no. 4, 527-620.

* KPV. The Cauchy problem for the Korteweg-de Vries equation in
Sobolew spaces of negative indices. Duke Math. J. 71 (1993), no. 1,
1-21.

*  KPV. A bilinear estimate with applications to the KdV equation. ].
Amer. Math. Soc. 9 (1996), no. 2, 573-603.

* KPV. On the ill-posedness of some canonical dispersive equations.

Duke Math. J. 106 (2001), no. 3, 617-633.

En la lista ampliada aparecen también estudios sobre las soluciones
de la ecuacion de Schrodinger no lineal (1993), de la ecuacién genera-

lizada de Benjamin-Ono (1994), sobre la ecuacién de ondas (2000), ...

Quiero citar dos papers distintos de ese periodo que me llamaron la
atencién. Uno es

*  Tao, Terence; Vargas, Ana; Vega, Luis. A bilinear approach to
the restriction and Kakeya conjectures. J. Amer. Math. Soc. 11

(1998), no. 4, 967-1000,

que considera uno de los problemas mas cldsicos del andlisis arménico
moderno, en colaboracién con Terence Tao, el genial matematico de
UCLA que ganaria la Medalla Fields en Madrid en 2006 y acaba de ser
galardonado con el Premio Princesa de Asturias (concedido en Oviedo
en junio de 2020). El otro es

*  Escobedo, M.; Vega, L. A semilinear Dirac equation in H*(R?) for
s>1. SIAM J. Math. Anal. 28 (1997), no. 2, 338-362.

No me extenderé ante el amable ptblico en los pormenores de tan
delicados andlisis donde la razén pura y la virtuosidad técnica se dan la
mano, tarea que ha cumplido el autor en su discurso. Pero si diré que el
tema central era dificil y esquivo, y de él hizo el trio Kenig-Ponce-Vega
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una cacerfa implacable que fue premiada con trabajos que vieron la
publicacion en revistas del mayor prestigio mundial y han sido referi-
dos por los mejores autores. Es todo un monumento a la cooperacion
internacional de alto nivel, y al tiempo un episodio ejemplar de las ma-
tematicas ibero-americanas y de la fructifera cooperacién con EE.UU.

Tras haber vivido una experiencia parecida en algin sentido, re-
cordar esta saga cientifica me resulta emocionante, como sin duda lo es
para Carlos Kenig, presidente actual de la Unién Matemadtica Interna-
cional, a quien conoci en Minesota en 1982.1?

Siglo XXI. Integrales singulares y oscilatorias, ecuaciones de
Schrédinger no lineales, ecuaciones de ondas, ecuaciones dispersivas,
continuacion Unica, ... son temas que siguen apareciendo en el periodo
de madurez que transcurre desde entrados los afios 2000 hasta nuestros
dfas. En 2003 aparecen dos temas que han de atraer la atencién del
autor en el futuro, uno de ellos es la continuacién dnica

*  KPV. On unique continuation for nonlinear Schrédinger equations.

Comm. Pure Appl. Math. 56 (2003), no. 9, 1247-1262.
y otro tema emergente son los filamentos de vorticidad

*  KPV. On the interaction of nearly parallel vortex filaments. Comm.

Math. Phys. 243 (2003), no. 3, 471483,

que desarrollarfa en forma personal y brillante, en colaboracién con Va-
leria Banica, actualmente profesora en la Sorbonne. Dejemos aqui este
breve repaso, recordando solo que la obra con coautores como B. Pertha-
me, E Merle y otros no serd mencionada siendo merecedora de elogio.

El largo camino hasta el Congreso Internacional de Matematicos.
La favorable evolucién de la investigacién matemdtica espafiola fue
algo mas tardia que en otras ciencias, no tuvimos un Severo Ochoa ni
a un Blas Cabrera. Sucedi6 cuando llegé su tiempo.

2 La Universidad de Minesota fue una especie de Eldorado para matemdticos y

economistas espafioles en aquellos afios. Se dice que la feroz inclemencia del clima
invernal estimulaba en forma notable la concentracién matemdtica. También lo hacfa
su impresionante panel de grandes investigadores.
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Esta eclosion estuvo basada en la notable mejora de la ensefianza de
los afios 60 y 70 del pasado siglo y surgi6 de forma apreciable ya en los
afios 80. Fue acompafiada en el tiempo por una serie de eventos sociales
propicios como la entrada oficial de Espafia en la Unién Europea (ene-
ro de 1986), que muchos investigadores vimos como el paso definitivo
hacia la Modernidad y la cooperacion europea sin barreras; y la Ley
del Fomento y Coordinacién General de la Investigacién Cientifica y
Técnica del mismo afio (abril de 1986), que sent6 las bases racionales
de la practica y gestién de la investigacién cientifica en nuestro pafs.
Siguieron afios en que las oportunidades crecian y a las promesas les se-
guian los actos y los dineros: la financiacién proveniente del Ministerio
se vio complementada por los sustanciosos Proyectos Europeos y atin
quedaban los fondos de Embajadas y Fundaciones. Fueron afios en que
los grupos de investigacion florecieron y los resultados no se hicieron
esperar. Como hemos visto con nuestro autor.

En este ambiente de gran optimismo y apertura, que era como un
milagro en la historia social de nuestra ciencia, muchas piezas empezaron
a estar en su sitio. Asf, en 1991 se fundé la Sociedad Espafiola de Mate-
matica Aplicada SEMA (legalmente en 1993). Luego sucedi6 la refun-
dacién de la Real Sociedad Matemadtica Espafiola RSMEY. Cuando en el
afio 2000 se celebré el “Afio Mundial de las Matematicas”, este evento
tuvo una especial repercusién en Espafia tanto en la comunidad de inves-
tigadores y docentes como en el publico en general'4. La Real Academia
tuvo una participacién destacada con un solemne acto en el Senado.

Estudios cuantitativos rigurosos de la evolucién de la produccion
matemdtica en estas fechas demostraron que esta se habfa multiplicado
en Espafia por un factor de mas de 10 y Espafia pasaba a situarse entre
los primeros 10 paises del mundo, rompiendo asi por primera vez un
atraso secular. Ademds, las puntas de calidad alcanzadas tocaban nive-
les muy altos como muestra el resumen que he hecho de la trayectoria
de Luis Vega.

B En 1996, como recuerda el hoy académico D. Manuel de Leén que fue unos

los protagonistas.

" Yo escribf a peticién del Comité Organizador, CEAMM2000, un “Llamamiento
para el Afio Mundial Matemdtico 2000” dirigido a los matemadticos espafioles, ver
https://verso.mat.uam.es/ juanluis.vazquez/decanos8.html, donde se describfa un pre-
sente esperanzador.
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Esta efervesencia culminé en una invitacién de la Unién Matems-
tica Internacional, UMI, para que Espafia presentara su candidatura
para organizar el Congreso Mundial de Matematicos del afio 20067, la
cual fue presentada y aprobada en el congreso de Pekin en 2002 (los
congresos mundiales se celebran cada 4 afios).

El gran acontecimiento, en siglas ICM2006, sucedié en Madrid en
agosto de 2006 en el marco del Palacio de Congresos del IFEMA. Con
una enorme afluencia y una perfecta organizacién, mostré al mundo
una comunidad matemadtica boyante. Entre los varios matematicos es-
pafioles que hablaron en sesiones invitadas estaba Luis Vega'®. Era un
justo premio de visibilidad internacional a una carrera conseguida y
asentada, en su pais y fuera de él. En mi opinién, asi culminaba una
época.

La experiencia del BCAM. La vida investigadora de Luis estaba
firmemente asentada, y no volveré a describir los detalles de sus éxitos
en la época subsiguiente, el lector los encontrard en su discurso de in-
greso. He de resefiar que, por esta época, Luis era un asiduo colaborador
de las dos sociedades, RSME y SEMA, que siempre tuvieron dptimas
relaciones gracias en parte a la influencia de gente como él, sabia, pru-
dente y amable.

Paso a referir un suceso que serd importante en su vida. En el afio
2008 el gobierno vasco decide crear el Centro Vasco de Matemdtica
Aplicada (BCAM, por sus siglas en inglés), siendo el Profesor Enrique
Zuazua su primer director. Desde 2013 a 2019 Luis dirigi6 el BCAM,
que se ha convertido en pionero en la investigacién matemdtica en Es-
pafia. Asi, Luis uni a su excelencia matemadtica y amplitud de intereses
un creciente compromiso por las aplicaciones industriales y sociales de
las matemdticas!’. Al mismo tiempo desarrollé una notable capacidad
para la gestién cientifica, que explica en parte el creciente éxito del
centro. Yo agradezco en particular su apertura y la generosidad con que

1> La invitacién fue hecha en 1988.

16 Ver la resefia “;Quiénes son los conferenciantes espafioles del ICM?” en La Gaceta

de la RSME, 9 (2006), no 2, 281-310.

7 Una muestra de su pensamiento sobre la aplicacién prictica de las matemadticas

se puede ver en el articulo escrito en 2011 con el Prof. Mikel Lezaun, cf. http://www.
bcamath.org/es/people/lvega/conferences-and-talks/opinion.
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mis alumnos y yo fuimos acogidos en el BCAM en tiempos algo oscuros
en que tales virtudes eran poco practicadas en otros lugares.

Reconocimientos. En su época de dorada madurez, Luis exhibe las
muestras que acompafian a las grandes carreras cientificas. En su CV
verdn una notable sucesion de visitas a centros del mayor prestigio,
entre los que destacan repetidas visitas a EE.UU. y a Paris. Ha recibido
distinciones como

- “Highly Cited Researcher” por el ISI Institute (Thomson) des-
de 2004.

- Fellow de la AMS en la distincién “Inaugural Class” desde
2012.

- Miembro correspondiente de nuestra academia RAC desde

2013.

- Miembro de EURASC, la European Academy of Sciences, des-
de 2015, en ella juega un papel muy activo. De esta sociedad

habia recibido la Medalla Blaise Pascal en 2014.

- En el periodo 2015-2020 disfruté de una ERC-Advanced grant

“Harmonic Analysis and Differential Equations”.

Tiene otras varias distinciones que no citaré por brevedad.

Me toca concluir estas palabras. Deseo expresar el sentir general de
satisfaccién por el nombramiento de D. Luis Vega Gonzélez como Aca-
démico de esta Institucién. Junto con mis coproponentes D. Ildefonso
Diaz y D. Javier Jiménez Sendin, y junto a toda la seccién de Exactas,
creo que sus cualidades investigadoras y humanas afectardn muy favo-
rablemente la vida y proyeccién internacional de esta Real Academia.
De hecho, ya ha venido colaborando como miembro correspondiente
en forma muy satisfactoria y ha llegado la hora en que sus propuestas
tengan el peso que la situacién de Numerario otorga.
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El prestigio de esta Academia va ligado a la incorporacién de perso-
nas como Luis, que atesora una carrera cientifica tan reconocida como
excepcional, no solo en nuestro pafs sino también en los pafses mas
avanzandos de nuestro tiempo. Su relativa juventud unida a su dilatada
experiencia, su gran capacidad de trabajo, su cardcter abierto a la inte-
raccion y su curiosidad cientifica nos son muy necesarios para afrontar
los dificiles retos del presente y el futuro.

Querido Luis, te invito en nombre de esta institucién a unirte a
la tarea de Limpiar, Fijar y Dar Esplendor al mundo de los nimeros,
figuras, funciones y algoritmos. Como se dice en esta sede, con Obser-
vacién y Célculo.

No es tarea facil pero es honrosa. Sé bienvenido.

Muchas gracias por su atencion.

Oviedo, a 19 de noviembre de 2020
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