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DISCURSO

DEL

EXCMO. SR. D. MANUEL LOPEZ PELLICER

En torno al casi centenario

Analisis Funcional



Capitulo 1

Introduccion

Excmo. Sr. Presidente,

Excma. Sra. Presidenta del Instituto de Espafia,
Excmos. Sres. Académicos,

Sefioras, Sefiores:

1.1 Agradecimiento a la Real Academia de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales.

Ante todo, quiero que mis primeras palabras sean de sincero y
profundo agradecimiento a esta ilustre Corporacién por el gran honor
que tan generosamente me ha concedido al designarme para ocupar un
puesto en esta Real Academia.

Desde que tuve mis primeros contactos con el mundo
cientifico me he sentido en deuda de gratitud con esta Academia. Los
primeros libros de Fisica y Matematicas que recuerdo haber meditado
y explicado, fueron escritos por los Académicos Srs. Catald de
Alemany, Gizman Ozamiz, Dou MasdeXexas, Etayo Miqueo, Linés
Escard6, Maravall Casesnoves, Navarro Borras, Puig Adam, Rey
Pastor, Rios Garcia, San Juan Llosa y Valdivia Urefia. En los primeros
cursos de Facultad tuve por profesores a los Académicos Srs. Catala
de Alemany, Costa Novella, Primo Yufera, Rodriguez Vidal y Senent
Pérez. El primer trabajo de investigacion lo publiqué en 1971 en la
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revista de la Academia. Es parte de mi tesis doctoral que fue dirigida
por el profesor Valdivia Urefia. Desde 1989 figuro en la relacién de
Académicos Correspondientes. Todo ello conforma un marco de
agradecida vinculacién con la Academia.

Soy consciente de la responsabilidad que he contraido y de la
desproporcion entre esta distinciéon y mis limitados méritos. Siempre
he confiado en el esfuerzo personal y en los encuentros providenciales
con otras personas. Por ello estoy seguro, sefiores Académicos, de
contar ahora con su ayuda para superar mis deficiencias, ofreciéndoles
mi entusiasmo y trabajo al servicio de esta Corporacién, en la que
vengo a ocupar la vacante del ilustre contraalmirante, ingeniero y
cientifico Don Juan Garcia-Frias y Garcia, que ostentaba la medalla
numero 24.

1.2 Don Juan Garcia-Frias y Garcia.

Don Juan Garcia-Frias y Garcia nacié en Albox (Almeria) el
treinta de noviembre de 1905. Ingresé en la Escuela Naval en 1923,
obteniendo el grado de Alférez de Navio en 1928. Durante los afios
treinta simultaneé su profesion de marino con los estudios en
Derecho, cuya licenciatura obtuvo en 1934, Mas tarde haria
interesantes aportaciones al Derecho Maritimo, dada su condicién de
abogado y marino.

Su primer trabajo de investigacion comenzo en 1936, motivado
por su preocupacion en la reduccion del volumen de las tablas de
navegacion astronémica, desarrollando un método de curvas de altura
mientras estuvo embarcado en el submarino General Sanjurjo. Lo
terminé y publicé en 1940 en la Revista General de la Marina con el
titulo Método de trazado de curvas de altura, y tuvo repercusion
inmediata, pues fue invitado a exponerlo por el Almirantazgo aleman
en septiembre de 1941 en el Deutsche Seewarte de Hamburgo, donde
mantuvo largas e intensas explicaciones de sus teorias con el
astrénomo Freiesleben y el doctor Schiitte, profesor de Geodesia en la
Universidad de Viena, dos grandes cientificos con quienes siguio
intercambiando ideas y experiencias. Este trabajo seria la base de la
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publicacion en 1944 de sus Tablas de Lineas de Posicion de Altura —
Astronomical Position Line Tables-, con texto en castellano y en
inglés, del que se han publicado los siguientes trabajos dedicados a su
difusion:

1. Hoheustandlinien in der Seekarte, por H.C. Freisleben en
“Annalen  der  Hydrographie @ und  Maritimem
Meteorologie”, 1942, que fue reproducido en 1945 en el
volumen XIII de la “Revue Hidrographique International”
del Bureu Hidrographique International de Mdnaco.

2. Position Line by Involute Method, por Binacle en “The
Nautical Magazine”, febrero, 1945.

3. 1l calcolo del Punto Nave con il metodo delle involute di
altezza, por R. Tirreni en “Rivista Marittima”, abril, 1951.

4. The Astronomical Position Line. The Garcia-Frias Method,
en el “Admiralty Manual of Navigation”, vol. III, 1954.

También en 1944 publica su Teoria General de la Tabulacion
Escalar y Numérica de Ecuaciones de la que obtuvo muchas
aplicaciones a la Astronomia Nautica, simplificando la obtencion del
acimut y la reduccién al meridiano, quedando como problema
pendiente el obtener una simplificacion similar en el calculo de la
altura, que consiguié en 1957 en su monografia La reduccion al
meridiano en Astronomia Nautica. Estas aportaciones fueron
difundidas en el articulo Numerische Tafeln zur Losung von Gleichen,
escrito por H.C. Freiesleben en “Der Matematische und
Naturwissenschaftliche Unterricht”, 1956.

El tragico hundimiento del trasatlantico italiano “Andrea
Doria” en su abordaje con el sueco “Stockholm” dirigié el interés de
Garcia-Frias hacia la seguridad de la navegacion con visibilidad
restringida. En Mayo de 1957 asisti6 en el Istituto Civico Colombiano
de Génova ¢ la Conferenza Internazionale Sulla Disciplina del uso
del radar, cryo proposito era resolver el problema planteado por el
radar en la evitacion de los abordajes con niebla. En diciembre de
1957 publica en la “Revista General de Marina” su trabajo El radar y
la uniformidad en la maniobra anticolision, donde expone sus
principios de la denominada Regla del sector, que luego desarrolla en
sus articulos Anticollision radar sectors y The Sector Rule and the
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collision problem, publicados en “The Journal of the Institute of
Navigation”, en julio de 1960 y en abril de 1965, respectivamente.

Simultdneamente se preocupd de la seguridad de la navegacion
con mala visibilidad, obteniendo un nuevo sistema de lineas de
posicion, isobaticas, bidireccionales y de minima distancia en su
trabajo Nuevo sistema de lineas de posicion en el mar, publicado en la
“Revista General de la Marina”, febrero, 1956, que completé con su
articulo Contour-based position lines, en “The Journal of the Institute
of Navigation”, abril, 1967.

En ese afio tomd posesion de su plaza de académico
numerario. En su discurso de recepcion sobre La Batimetria y sus
problemas, glosé la historia, problemas y perspectivas futuras de la
Batimetria, ciencia que estudia la profundidad de los mares para
efectuar el levantamiento de los fondos marinos y, asi, facilitar la
navegacion.

En 1968 el Instituto de Espatfia edit6 la obra Examen Maritimo
de Jorge Juan, tratado de construcciéon naval, con mecéanica y
matematicas aplicadas al buque. El prélogo, a modo de estudio
introductorio, es de Garcia-Frias, y contiene importantes
observaciones, como, por ejemplo, que la formula de la resistencia del
agua al avance de un buque dada por Newton, Mariotte y Bouguer fue
mejorada por Jorge Juan, con una formula mas aproximada al proceso
fisico de navegacién. Determinar la fuerza que produce un fluido
sobre un obstdculo que se mueve en él, escribié el profesor Millan
Barbany en su discurso de ingreso en esta Academia [241], ha sido un
problema bdsico de la Mecdnica de Fluidos, objeto de la mds
permanente atencion desde los origenes de esta ciencia.

Garcia-Frias fue Agregado Naval en Rabat, Director de la
Escuela de Submarinos, Almirante Jefe de Logistica del Estado
Mayor, Director del Instituto Geografico y Catastral, donde ingres6 en
1943 como Ingeniero Gedgrafo, Vicepresidente del Consejo Superior
Geografico, Presidente de las Comisiones Nacionales de Astronomia,
de Geodesia y de Geofisica, de Metrologia y Metrotecnia.

Se le concedieron las grandes cruces de Isabel la Catdlica,
Alfonso X el Sabio, Mérito Civil, Mérito Naval con distintivo blanco
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y Orden Militar de San Hermenegildo. Fue Fellow de la Royal
Geographical Society y del Instituto de Navegacioén de Londres.

Sus mds de cien articulos de investigacidn, algunos ya
mencionados, versaron sobre el trazado de curvas de altura, la
tabulacién numérica, identificacion geografica en el mar, uso naval
del radar, anticolision naval, cinematica aeronaval, etc.... .

Tuvo mucho interés por los fundamentos de la Geometria
Euclidea y su axiomatica, y por la aparicion de las primeras
geometrias no euclideas, lo que le llevd, después de terminar su
actividad profesional, a publicar su Geometria Cldsica Axiomdtica en
Editora Nacional, habiendo dejado inédito su libro sobre Teoria del
conocimiento Geométrico Puro.

La modestia de Don Juan Garcia-Frias le llevaba a pensar que
sus excelentes trabajos profesionales y cientificos s6lo fueron debidos
al celoso cumplimiento de sus obligaciones profesionales. Por eso, el
profesor Maravall, en la sesion necroldgica por el académico Garcia-
Frias, destacé su personalidad moral y humana, su bondad y su
espiritu recto y justo. Fallecié cristianamente, segun habia vivido, el
28 de mayo de 1996, a los noventa afios de edad.



Capitulo 2

El final del siglo XIX y el nacimiento
del analisis funcional

Hace un siglo estaba tomando forma el analisis funcional, parte
del edificio matematico producido en nuestro siglo XX. En esta
ocasion vamos a hablar de sus origenes, de algunos resultados
recientes, muchos relacionados con esta Real Academia segin se
puede constatar en la bibliografia, y también de algunos problemas
abiertos. Tras la bibliografia esta la relacion nominal de los cientificos
citados en el discurso, que, al ir acompaiiada de fechas, puede facilitar
la localizacién temporal de nuestra exposicion. También quiere ser
una muestra adicional de reconocimiento a sus obras.

En lo posible voy a evitar tecnicismos, tratando de encontrar
un balance justo entre lo aceptable y lo tolerable, como proponia el
profesor Montesinos Amilibia en su discurso de ingreso en esta
Academia [246], confiando en su benévola comprension.

2.1 Aportaciones de sintesis.

En la Historia de la matemdtica en el siglo XIX (partes
primera y segunda), publicadas en 1992 y 1994 por esta Real
Academia, podemos ver la fecundidad matematica del XIX. La
afirmacion de Volterra en la conferencia de Paris de 1900 de que el
siglo XIX habia sido el siglo de la teoria de funciones refleja el gran



10 EN TORNO AL ANALISIS FUNCIONAL

desarrollo de esta teoria, si bien otras ramas matematicas, como
algebra o geometria, también crecieron de forma espectacular. Como
era previsible, se manifestdé de inmediato lo mas genuino de la
actividad matematica con aportaciones de sintesis y de extension, que
llevaron al planteamiento o replanteamiento de importantes
problemas, y a su solucion, positiva o negativa, en muchos casos.

Asi fue como a finales del XIX un resultado de algebra nos
trajo la solucién negativa del famoso problema geométrico de la
cuadratura del circulo, planteado alrededor del siglo V antes de Cristo.
Consistia en construir con una regla y compas ideales, y en un nimero
finito de etapas, un cuadrado de area igual a la de un circulo de radio
unidad. Todos los esfuerzos para resolverlo resultaron estériles, hasta
que la aparicion de la geometria analitica lo redujo a obtener el punto

de coordenadas (/7 ,0) como interseccion del eje OX con una recta o
una circunferencia, que se obtenia después de trazar un namero finito
de rectas y circunferencias.

Entonces, con una adecuada eleccion de esas rectas y
circunferencias, resultaria que el nimero =z seria raiz de cierta
ecuacidon algebraica con coeficientes enteros, propiedad que se
expresa diciendo que el numero 7 no seria trascendente.

Pero Lindemann logr6 probar la trascendencia del numero
en 1882, con las técnicas usadas por Hermite en 1873 para probar la
trascendencia del nimero e, y de las que errdneamente habia pensado
que no tenian suficiente potencia para aplicarlas al nimero 7.

Veinticuatro siglos de esfuerzos y una maravillosa sintesis de

algebra y geometria resolvieron, en negativo, el problema de la
cuadratura del circulo.

2.2 La teoria de conjuntos.

En esos afios, G. Cantor elabor6 en la universidad de Halle la
teoria de conjuntos. Entre 1874 y 1897 publicé sus resultados mas
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importantes sobre numeros cardinales y ordinales transfinitos,
mientras trabajaba en series trigonométricas, tema destacado en el
siglo XIX por sus aplicaciones fisicas.

Con su célebre proceso diagonal probo en 1874, que el
conjunto de los numeros reales no se puede poner en correspondencia
biunivoca con el conjunto de los nimeros naturales, descubriendo asi
que el cardinal c de los nimeros reales, llamado el continuo, es mayor
que el cardinal del conjunto N de los nameros naturales, denominado
¥, (alef subcero), que también es el cardinal del conjunto de los

enteros y de los racionales.

Cantor también puso en correspondencia biunivoca los puntos
de un plano y de una recta, construyd la aritmética de los cardinales
transfinitos y descubrié muchas de las propiedades de los ordinales.

Respecto a la existencia de los conjuntos infinitos, parece que
Cantor los admitia como entes que estdn ahi, recordandonos el
idealismo de Platon.

Tanto la prueba de la trascendencia del nimero 7 de
Lindemann, como la teoria de conjuntos de Cantor recibieron duras
criticas por parte de Kronecker, profesor en la Univesidad de Berlin y
uno de los matematicos con mas prestigio a finales del siglo XIX, que
solo admitia como objetos matematicos a los construidos a partir de
los niimeros naturales en un nimero finito de etapas, considerando
preceptivo aplicar los métodos aritméticos a los problemas de otras
partes de la matematica.

Ello explica que Kronecker criticase a Weierstrass por el uso
de irracionales representados por sucesiones de racionales, que
dirigiese ataques a Cantor por haber extendido la sucesion de naturales
con una jerarquia de nuevos numeros asociados a los conjuntos
infinitos, y que, argumentando la no existencia de ciertos irracionales,
no diese ningun valor a la demostracion de Lindemann de la
trascendencia del numero 7, una de las construcciones intelectuales
que encierra mas belleza.

Kronecker es el contrapunto al idealismo de Cantor.
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2.3 Los espacios de funciones y el calculo
funcional.

La tercera aportacion de finales del siglo XIX que vamos a
considerar se debe a Vito Volterra. Casi todas las funciones utilizadas
en el siglo XIX estaban definidas en conjuntos de puntos de un
espacio euclideo. Volterra, trabajando en 1887 en céalculo de
variaciones, tuvo necesidad de ampliar el espacio euclideo a un
espacio cuyos elementos son funciones, sobre el que con integrales
defini6 otras funciones, que llamoé funciones de linea, rebautizadas en
1903 por Hadamard como funcionales, evitando asi homonimias.

La ampliacion de Volterra supone sustituir el espacio euclideo
finito-dimensional por un espacio de funciones de dimension infinita.
En principio, parece que se podria ganar mucho con esta extension,
supuesto que se dotase a esos espacios infinito dimensionales de
estructura algebraica y topologica compatibles. El mérito de introducir
el concepto de limite en un espacio E de funciones y el de diferencial
en funcionales corresponde al matematico francés Fréchet. Estaba
interesado en encontrar funciones donde cierta integral alcanzase
extremos relativos, para lo que introdujo el concepto de diferencial del
funcional definido por esa integral, de manera que la diferencial fuese
nula en los extremos relativos.

También fue Fréchet el Primero en representar las formas
lineales continuas del espacio L. Englobd sus aportaciones con el
nombre Cdlculo Funcional, donde ya consideraba espacios abstractos,
pero sin la enriquecedora linealidad, que podemos ver en el trabajo de
Fredholm sobre ecuaciones integrales. -

No resulta explicable que Fréchet no se decidiese a construir
un sistema de axiomas que definiesen una estructura general, de la que
L? fuese uno de sus numerosos ejemplos, mérito que comparten
Hilbert, Banach, Wiener, von Neumann y Riesz.

Asi fue como, fruto de la sintesis de analisis matematico,
algebra y geometria, aparecio el analisis matematico sobre espacios de
funciones, dando el andlisis funcional.



Capitulo 3

La obra de David Hilbert

3.1 Datos biograficos.

Henry Poincaré y David Hilbert son dos de los matematicos
que mas han influido en nuestro siglo. En el analisis matematico del
siglo XX la huella predominante es la de Hilbert, a quien el profesor
Rodriguez-Salinas dedico un capitulo en la publicacién de esta Real
Academia Historia de la Matematica del siglo XX (1996) [346]. Aqui
solo glosaremos algunos aspectos de su entorno y obra matematica
relacionados con el Analisis Funcional.

Hilbert naci6 en 1862 cerca de Konisberg, ciudad que
pertenece a la historia de la matematica por el famoso problema de
topologia de sus siete puentes, resuelto por Euler en el siglo XVIII. En
esta ciudad de la juventud de Hilbert se respiraba la impronta de la
monumental obra filoséfica de Immanuel Kant, de la que Hilbert
heredo6 la fe en el progreso y en el triunfo, por encima de todo, de la
verdad cientifica.

Ingres6 en la Universidad en otofio de 1880, cuando, segun se
ha expuesto en §2.2, Cantor elaboraba en Halle la teoria de conjuntos
e introducia el infinito, tal como hoy se utiliza. Entonces la
universidad de Berlin tenia uno de sus momentos de mayor prestigio,
con profesores de la talla de Weierstrass, Kronecker, Kummer y
Helmholtz. Pero Hilbert no fue a Berlin; estudié en Heidelberg con
Fuchs, conocido por sus trabajos en ecuaciones diferenciales lineales,
y luego volvio a Konisberg para escuchar las lecciones de Weber
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sobre teoria de nimeros, teoria de funciones y teoria de invariantes en
polinomios homogéneos de varias variables, respecto a ciertas clases
de transformaciones lineales.

En Konisberg, naci6 una amistad duradera entre Hilbert y su
Minkowski, entonces estudiante y cuyo talento matematico fue
reconocido por un premio de la Academia de Ciencias de Paris en
1883.

En 1884 Hurwitz, otro matemaético precoz, sustituyé a Weber,
nombrado profesor en Géttingen. Con sus dos alumnos, Hurwitz daba
diariamente un paseo matemdtico a las cinco de la tarde, para hablar y
discutir de matematicas. Cuando Hilbert fue profesor hizo de esta
costumbre una memorable institucion; los paseos con amigos y
alumnos le dieron ocasion de explicar sisteméticamente los problemas
matematicos.

Lindemann, que, como se ha indicado en §2.1, acababa de
probar la trascendencia del niimero 7, sugiri6 a Hilbert que hiciese su
Tesis Doctoral sobre la teoria de los invariantes.

En 1885 Hilbert conoci6 a Felix Klein en Leipzig, quien, con
su famoso programa de Erlangen, habia unificado y clasificado las
diversas geometrias segin las caracteristicas invariantes frente a
ciertas transformaciones. Klein, cuyo prestigio llegaba ya a América,
aprecié el valor de Hilbert y le envié a Paris con Poincaré, de quien
recibid un curso de teoria de potencial y mecénica de fluidos.

Paris le dio a Hilbert la posibilidad de entablar amistad con
Picard y Hermite, de quien decian sus alumnos que transmitia el gusto
por la belleza de la matematica y la pasién por la investigacion.
Precisamente Hermite indicé a Hilbert el problema de invariantes del
que Gordan en Erlangen buscaba su solucion.

De vuelta a Alemania, en junio de 1886, se detuvo en
Gottingen, donde acaba de llegar Klein, y en Berlin, para hablar con
Kronecker, a quien Hilbert seguia en su precepto de aplicar los
métodos aritméticos en los problemas planteados en otras partes de la
matematica, si bien disentia de la idea de Kronecker de que so6lo eran
admisibles como objetos matematicos los deducidos de los nimeros
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naturales por construcciones con un nimero finito de etapas, ya que
Hilbert tenia la conviccién de que Kronecker estaba limitando las
posibilidades de las matematicas. Por eso, cuando unos afios después
parecia que la teorfa de conjuntos se tambaleaba por las paradojas,
afirmaria con conviccion que Cantor habia construido un paraiso
para los matemdticos de donde nadie les podria expulsar.

La sintesis entre diversos enfoques sera una de las
caracteristicas de la obra de Hilbert, a la que, en otro contexto, se le
puede aplicar la frase del profesor Giron Gonzalez-Torre [173] de que
no hay exclusivismos y que las buenas ideas de cada enfoque
repercuten en el otro, pronunciada en su discurso de ingreso en esta
Academia.

3.2 El problema de los invariantes.

Después de su habilitacion, Hilbert siguio la sugerencia de
Lindemann y de Hermite y fue a Erlangen a oir a Gordan, que queria
probar que todo sistema de invariantes tiene una base finita, si bien
aun no habia conseguido la demostracion ni siquiera para las formas
binarias. Hilbert probo en 1888 de forma general la existencia de la
base en todos los casos, sin necesidad de construirla, ya que elaboro
una prueba indirecta observando que la hipotesis contraria conduciria
a una contradiccion.

Aunque las pruebas indirectas ya habian sido utilizadas en
matematicas, su trabajo recibi¢ ataques muy duros de Kronecker y de
Gordan por falta de constructividad y de rigor matematico. criticas
moderadas de Lindemann. que lo consideraba extrafio. v grandes
elogios, como el de Klein, a quien le parecia perfectamente sencillo y
logicamente irresistible.

Hilbert, que no despreciaba en absoluto los métodos
constructivos, dio respuesta a sus detractores elaborando en 1892 una
nueva prueba constructiva del teorema de la base finita. si bien
pensaba que la futura matematica tendria muchas pruebas generales
de existencia sin cdlculos.
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3.3 Hilbert en Géttingen.

A la centenaria reputacion de Gottingen, ilustrada por nombres
como Gauss, Dirichlet y Riemann, Klein afiadio:

e la creaciéon de varios institutos tecnoldgicos desde su
incorporacién en 1886, como nexo de unién entre ciencia e
industria,

e la incorporacion de muchos estudiantes extranjeros,
americanos principalmente,

e y su deseo de que la reputacién matematica de Gottingen
fuese la mayor en Alemania y en el mundo.

En 1895 convencié a Hilbert para aceptar un puesto de
profesor en Géttingen sustituyendo a Weber, nombrado profesor en
Estrasburgo.

Hilbert no deseaba defraudar las esperanzas que en él habia
depositado Klein. Entre 1895 y 1900 reanuda en Géttingen el habito
de los paseos matematicos con sus mejores discipulos. Di6 cursos
sobre temas muy variados, preparando cuidadosamente las clases, que
eran un proceso de creacion matematica.

En unos afios, Hilbert se convirtié en el matematico aleman de
mas prestigio, igualando el de Poincaré, y la fama de Géttingen super6
a Berlin, donde Fuchs, Schwarz y Frobenius no contrarrestaban el
atractivo de Gottingen sobre los jovenes inquietos. Alli acudian
espontaneamente Weyl, Born, Zermelo y van der Waerden, cuyo
manual de dlgebra moderna es el mas utilizado universalmente desde
1930. Otros son invitados a trabajar en Géttingen, como Minkowski,
Runge, Landau y Emmy Noether, a quien Hilbert defendera
enérgicamente contra las leyes entonces vigentes que prohibian a las
mujeres puestos de ensefianza superior.

Cada vez que Hilbert rechazaba una oferta prestigiosa en otra
Universidad, como la catedra de Lie en Leipzig, o la de Fuchs en
Berlin, pedia, y obtenia en premio, un nuevo puesto de trabajo para
algun discipulo o un nuevo laboratorio en Géttingen.
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La Escuela de Hilbert ejercio atractivo en el mundo entero,
recibiendo estudiantes de Francia, Italia, Paises Bajos, Grecia, Rusia,
Japén, Estados Unidos, etc. Minkowski escribié que una estancia en
Gottingen infundia el deso de hacer grandes cosas.

La energia de Hilbert, su fuerza de voluntad, su fe en el
porvenir y su confianza en la razdén para encontrar soluciones a los
problemas bien planteados se comunicaban a quienes se le acercaban,
que fueron muchos y de muy diversos lugares.

Con tan numerosos y buenos discipulos, la escuela de Hilbert
iba a desarrollar excelencia en variados dominios de la matematica.
En manos de Noether, Artin y van der Waerden se desarrollara nuestra
Algebra Moderna. Hecke y Siegel inspiraran los trabajos de Weyl.
Born creara, con Pauli y Heisenberg, la mecanica cuantica. Bernays,
Ackermann Gentzen y el mismo Hilbert serdn los pilares de una
escuela de logica, cuyos trabajos serviran de punto de partida al
francés Herbrand, al austriaco Gddel y al polaco Tarski.

Entre 1920 y 1933 matematicos, fisicos, logicos y filosofos
peregrinaran a la ciudad de Gauss y Riemann, convertida por Hilbert
en el lugar sagrado del pensamiento puro.

Luego, con la llegada de Hitler, vendra la persecucion de los
judios y la forzosa partida de Courant, Noether, Born, Weyl y tantos
otros, matematicos y no matematicos.

Tal vez Hilbert habia presentido esta desgarradora situacion
cuando en el congreso internacional de matematicos de 1928, en
Bolonia, insisttd en el cardcter universal de las matematicas,
defendiendo que todas las fronteras, sobre todo nacionales, son
contrarias a la naturaleza de la matemadtica.

Afos después, cuando un nuevo ministro nazi, de Educacion,
le pregunté cémo iban las cosas en Géttingen tras haber eliminado la
influencia judia, Hilbert le respondié con gran entereza que ya no
habia matemdtica en Gattingen.
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3.4 La teoria de los nimeros algebraicos.

Veamos sucintamente su obra escrita. En sus primeros afios en
Géttingen, Hilbert concentr6 sus esfuerzos en su monografia sobre la
teoria de los numeros algebraicos (Zahlbericht), verdadera joya que,
segun los especialistas, ain es una mina. Expuso de forma sistematica
y unificada los resultados obtenidos después de Kummer,
simplificando las pruebas, que someti6 a la escrupulosa revision de
Minkowski. Hilbert deseaba preparar el futuro y facilitar
descubrimientos posteriores. Fue mas alld de sus previsiones, pues en
el teorema noventa dio la raiz del algebra homoldgica y elabord la
teoria de las extensiones abelianas de un cuerpo de nameros
algebraicos, formulando conjeturas que mas tarde resolvieron Takagi
y Chevalley.

3.5 El problema de Dirichlet.

Después de la teoria de los invariantes y de los numeros
algebraicos, Hilbert dirigio sus esfuerzos hacia el estudio del problema
de Dirichlet, que consiste en encontrar en un dominio acotado 2 del
plano una funciéon arménica u que en la frontera de Q coincida con
una funcién continua f prefijada. El objetivo inicial del problema era
averiguar la distribucion de temperaturas en un disco a partir de
valores conocidos en la frontera, si bien otros fenomenos eléctricos o
hidrodinamicos admiten la misma modelizaciéon matematica.

La existencia de la funcién armoénica u se daba por segura por
consideraciones fisicas. Dirichlet habia conjeturado (en una
publicacion péstuma de 1876) que entre las funciones continuas que
tomasen en la frontera del dominio Q los valores definidos por la
funcién f, se tendria que la solucion seria la funcién u para la que la

o) (o)
integral de (a) +[5y——) en el dominio Q alcanzase el minimo.

Esta conjetura, denominada principio de Dirichlet, habia sido utilizada
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por Riemann en su monumental obra Principios fundamentales de una
teoria general de funciones de una variable compleja, si bien un
contragjemplo de’ Weierstrass invalidd la forma en que Riemann
utilizaba el principio de Dirichlet, lo que obligaba a largos caminos
para justificar algunos resultados de la obra de Riemann.

Hilbert resolvid la objecion de Weierstrass con unas
restricciones sobre la frontera del dominio D y de la funcion f,
legitimando la obra de Riemann, una de las mas importantes del siglo
XIX, y mostrandonos que el rigor y la sencillez son aliados, nunca
enemigos, y que logica y fisica son complementarias, pero no
opuestas, lo que siempre fueron dos de sus profundas convicciones
epistemologicas. Su esfuerzo investigador repercutio en un excelente
curso que dio en 1899 sobre célculo de variaciones, que impactd
fuertemente a von Laue, quien en 1914 seria premio Nobel de Fisica.

3.6 Los fundamentos de la Geometria.

También en 1899, y sintetizando mucho trabajo anterior,
publicé Los fundamentos de la Geometria, obra dedicada al método
axiomatico y a la clasificacion de los axiomas de la Geometria.

En este libro e/ espacio aparece como un concepto matemdtico
y sélo matemadtico, y no como el lugar, la forma o la estructura de
nuestra experiencia. Asi Hilbert elevé la geometria por encima de la
expresion idealizada de la realidad sensible, como la situaba
Aristoteles en su Metafisica, libros M y N, o de la construccion de
leyes formales de nuestra percepcion del mundo, como la veia Kant en
su Critica de lc razon pura, Estética trascendental.

Hilbert pudo tomar parte de su inspiracion de la publicacion
pdstuma de Riemann de 1867 titulada Sobre las hipdtesis en que se
fundamenta la geometria, para quien, como explico el profesor Etayo
Miqueo en su discurso de ingreso en esta Academia [121], la nocion
geométrica fundamental es la longitud definida mediante una forma
diferencial de acuerdo con la tendencia general de la fisica en ese
tiempo, evitando asi el someter la nocion de longitud a leyes a priori
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que hacen intervenir en cada region del espacio al espacio entero
[121].

No obstante, el acento en la obra de Hilbert estd puesto en las
relaciones de compatibilidad y de dependencia entre proposiciones:
Dos proposiciones son légicamente compatibles si se verifican
simultdneamente en un mismo modelo, entendido como un conjunto
de elementos que verifican ciertas relaciones dadas a priori. Una
proposicion M es independiente de otras, si existe un modelo en el que
son logicamente compatibles con la negacion de M. Es asi como se
pudo probar la independencia del axioma euclideo de las paralelas.

De inmediato, Los fundamentos de la geometria de Hilbert se
transformo en un clasico, con diez ediciones en su lengua original y
numerosas traducciones. Es un magnifico fruto del espiritu de la
matematica y texto de obligada referencia, con independencia de la
posicion respecto a la geometria.

3.7 Ecuaciones integrales y
espacios de Hilbert.

El trabajo de Fredholm sobre ecuaciones integrales y el
programa de Poincaré de obtener una teoria que unificase la Fisica y el
Analisis Matematico, llevaron a Hilbert a desarrollar su teoria de
formas cuadraticas con un numero infinito de variables y la teoria
espectral, nombre debido a Hilbert.

También defini6 el espacio de las sucesiones de cuadrado
sumable e interpreto las ecuaciones integrales como transformaciones
lineales en este espacio, estableciendo de dos formas diferentes la
equivalencia entre una ecuacién integral y un sistema de infinitas
ecuaciones lineales con infinitas incognitas.

Obtuvo el desarrollo de una funcién respecto a un sistema
ortonormal completo, e introdujo lo que después se llamaria espacio
de Hilbert.
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Los aspectos geométricos de la teoria de Hilbert fueron
desarrollados por Schmidt y, desde entonces, la Geometria y su
lenguaje acompafian al Analisis Matematico.

Hilbert reuni6é sus resultados en el libro Grundziige einer
Allgemeinen Theorie der Linearen Integralgleichungen (1912). La
axiomatica de los espacios de Hilbert fue obtenida por von Neumann
en el caso separable y por Riesz en el caso general.

Desde principios de siglo la Fisica Matematica ha incorporado
los espacios de Hilbert como una de sus herramientas habituales.
Estos espacios y la teoria de las ecuaciones integrales fueron
instrumentos para la fundamentacién matemadtica de la Mecanica
Cuantica, hecha también por von Neumann en 1927.

Luego vendria el interés por los operadores, tratando de probar
el teorema espectral con condiciones cada vez mas débiles. La
publicacion por E. Hille en 1948 de una monografia sobre semigrupos
de operadores, supuso la aparicién de una nueva herramienta para el
estudio del comportamiento asintético de las soluciones de ecuaciones
en derivadas parciales.



Capitulo 4

Espacios de Banach y
espacios vectoriales topologicos

4.1 Espacios de Banach.

La ecuacién integral de Fredholm también atrajo la atencion de
Stefan Banach, y fue objeto de su tesis doctoral leida en Léopol en
1920, y publicada en 1922 en el tercer tomo de Fundamenta
Mathematicae con el titulo Sur les operations dans les ensembles
abstraits et leur application aux équations integrales, donde considerd
espacios mas generales que los de Hilbert, hoy llamados espacios de
Banach, para los que establecio teoremas generales, validos para
distintos tipos de funciones (continuas, sumables, de potencia p-ésima
integrable, medibles acotadas, ... ), que evitaron repetir pruebas en
cada caso y dieron nuevos resultados al aplicarlos en ecuaciones
integrales.

Unos meses después de Banach, Norbert Wiener, uno de los
padres de la cibernética, también introdujo los hoy llamados espacios
de Banach, conocidos durante algin tiempo como espacios de
Banach-Wiener. En 1956, Wiener escribié en su autobiografia que
estando invitado por Fréchet en 1922, con ocasion de un congreso
matemdtico en Strasburgo, sucedié que Fréchet, muy excitado, le
mostré el articulo de Stefan Banach publicado, le dijo un tanto
despectivamente, en una revista matematica polaca. Fréchet estaba
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irritado por el hecho de que Banach se hubiese adelantado unos meses
a Wiener.

Desde este momento, continia Wiener en su autobiografia, se
hablo, durante algun tiempo, de la teoria de los espacios de Banach-
Wiener.

Pero Wiener abandon6 pronto esta teoria, pensando que era
casi un puro formalismo y que no podria producir suficientes teoremas
no triviales. En su autobiografia, escrita treinta y cuatro afios después
de obtener la definicion de espacio de Banach, reconocid que se habia
equivocado, ya que los espacios de Banach seguian siendo un
instrumento popular de analisis, comenzando a desarrollar su pleno
valor como método cientifico, y que era justo que sblo llevasen el
apellido del primero de sus progenitores.

Asi quedé inmortalizado el apellido de la planchadora y
nodriza de Cracovia, que vivia en la calle Grozka, nimero 70 6 71,
donde Stefan Banach habia sido abandonado por sus padres, razén por
la que tomo el apellido de su madre afectiva. Solo recibié alguna
esporadica visita de su padre, directivo de los ferrocarriles de
Cracovia.

El famoso libro de Banach, Teoria de las operaciones lineales
(1932), contribuyd, mas que ninguna otra publicacion, a conseguir que
el andlisis funcional se fijara como una disciplina matematica
independiente.

4.2 Espacios vectoriales topologicos
y teoria de dualidad.

La aparicion de problemas relativos a espacios de funciones
con topologias que no se pueden describir con una sola norma, y que
son muy familiares cuando se trabaja con funciones de clase infinito
definidas en un abierto euclideo n-dimensional, o con funciones
holomorfas definidas en un abierto del plano complejo, origind la
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teoria de los espacios vectoriales topologicos, cuya definicion
axiomatica se formulé en 1935 y, al igual que otras antes
consideradas, también la elaboré von Neumann. Este desarrollo del
analisis funcional nos ha proporcionado un contexto mas amplio para
plantear problemas, asi como nuevos elementos para su resolucion.

Uno de estos problemas era la rigorizacion de ciertos aspectos
relacionados con las funciones no diferenciables que, en 1747, J.L.
D’Alambert habia propuesto como soluciones de la ecuacion
diferencial en derivadas parciales que modeliza a la cuerda vibrante.

Fue entonces la primera vez que se utilizaron funciones no
diferenciables como soluciones de una ecuacidn en derivadas
parciales, aceptadas sin ningun escrupulo durante un siglo, hasta
quedar prohibidas entre 1840 y 1900 con la llegada del rigor en
matematicas. Volvieron a abrirse camino, y de forma rigurosa, en el
periodo que va de 1900 a 1950, después de diversas extensiones del
concepto de funcién y de derivada, que culminaron con el desarrollo
por Schwartz de su teoria de distribuciones, inscrita dentro del marco
de la dualidad, que es el estudio de las formas lineales continuas
definidas en un espacio vectorial topologico localmente convexo.

La teoria de la dualidad se habia iniciado con J. Hadamard en
1903 cuando, hablando con el lenguaje actual, represent6 las formas
lineales continuas definidas en el espacio de Banach de las funciones
reales continuas en un intervalo [a, b] como limites de ciertas
integrales. F. Riesz mejoro el resultado de Hadamard representando
esas formas lineales con la integral de Lebesgue-Stieltjes, resultado
extendido por Radon en 1913 a espacios mas generales, utilizando
ciertas medidas, hoy llamadas medidas de Radon.

Otro de los éxitos iniciales de la teoria de la dualidad se debio
al matematico italiano Luigi Fantappie (1901-1956), que con la
introduccion de los funcionales analiticos consiguid representar por
integrales los elementos del dual del espacio de funciones holomorfas
definidas en un abierto del plano complejo, provisto de la topologia de
la convergencia uniforme en los compactos, y consigui¢ hacer
riguroso el calculo simbolico de Heaviside, no justificado hasta
entonces y del que se hacia un uso muy familiar en fisica e ingenieria.
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Asi fue como la socorrida frase: “Esto no es riguroso, pero
funciona” perdi6 adeptos y sentido, dadas las nuevas posibilidades que
aporto el andlisis funcional, creacién de nuestro siglo, presente en el
desarrollo de gran parte de la matematica actual y de sus aplicaciones,
con reconocidas aportaciones de nuestros matematicos.

4.3 Extensiones del concepto de funcion.

Una extension notable del concepto de funciéon se debe a
Radon, quien identifico ciertas funciones con medidas definidas por
densidades, con lo que las funciones quedan inmersas dentro de un
espacio mas amplio de medidas del que heredan su topologia, y al que,
en justa compensacion, se pueden extender las operaciones usuales
con funciones.

Un paso mads en esta direccion es la obra del matematico ruso
Sobolev, que no se desarroll6 hasta su redescubrimiento por Schwartz
con su teoria de distribuciones, debido a que naci6 prematura, pues al
principio de los afios treinta ain no habia un conocimiento profundo
de la teoria de la dualidad. Entonces estaba muy reciente todavia la
posibilidad de extender los funcionales lineales continuos, dada por el
teorema de Hahn-Banach, descubierto de forma independiente por
Hahn en 1927 y por Banach en 1929.

Ya en la década de los cuarenta Schwartz desarroll6 su teoria
de las distribuciones. Parti6 de espacios de funciones muy regulares, a
los que dio una topologia muy fina. Asi obtuvo duales muy grandes,
cuyos elementos son las distribuciones e identific6 de forma natural
ciertas funciones con distribuciones definidas por densidades. Utilizo
propiedades topoldgicas o la trasposicién para extender propiedades
de las funciones a las distribuciones, y asi se demostré6 que eran
distribuciones las soluciones no derivables en sentido ordinario de
ciertas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, que si eran
derivables como distribuciones.

Para poder precisar correctamente en términos matemadticos
un problema cualquiera relativo a una ecuacion diferencial, escribio
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el Padre Dou en su discurso de ingreso en esta Academia [109], es
imprescindible fijar previamente cudl es el conjunto o universo légico
en el que deba entenderse el signo igual que figura en dicha ecuacion,
asi como el signo igual que figura en las condiciones auxiliares, sean
iniciales o de contorno, impuestas a la solucion.

Dicho mds explicitamente, continuamos con la referencia, hace
falta fijar los conjuntos a los que exclusivamente queremos limitar la
consideracion de los datos y de las soluciones. Estos conjuntos deben
estar dotados de una topologia para que pueda definirse en ellos una
nocion de convergencia. Unicamente asi se podrd llegar a problemas
bien planteados matemadticamente y cargados de sentido fisico.



Capitulo 5

Distintos tipos de Analisis Funcional

5.1 Paradojas de la teoria de conjuntos.

Tras la elaboracién de la teoria de conjuntos por Cantor,
aparecieron dos trabajos de Frege en 1893 y 1903, bajo el modelo
idealista de Cantor, que pretendian construir la matematica a partir de
ciertos principios de la légica.

Bertrand Russell invalidé esta construccion con su célebre
contradiccion obtenida con todos los conjuntos X que no se contienen
asimismos considerados como elementos. El conjunto X = {1, 2} es
uno de estos conjuntos. Russell consideré que todos esos conjuntos
son los elementos de un nuevo conjunto B. Al considerar a B como un
elemento observo que:

El elemento B pertenece al conjunto B si, y solo si es uno de
sus elementos, lo que significa que B seria uno de los conjuntos que
no contendria al elemento B.

Asi obtuvo su famosa contradiccion de que B, considerado
como elemento, pertenece al conjunto B si, y solo si B, considerado
otra vez como elemento, no pertenece al conjunto B.

Sobre 1908 aparecieron, independientemente, las axiomaticas
de la teoria de conjuntos de Zermelo y la de Russell y Whitehead, que
restringiendo el concepto de conjunto eliminaron las paradojas.
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Bertrand Russell dice en su autobiografia que este periodo fue
su luna de miel intelectual y que abandono la matemadtica porque no
se sintié con dnimos para realizar un trabajo tan duro.

5.2 El axioma de eleccion y
la paradoja de Banach-Tarski.

De estas dos axiomaticas conjuntistas se maneja mejor la de
Zermelo, llamada axiomatica de Zermelo-Fraenckel, por haber sido
completada con el axioma de reemplazamiento de Fraenckel. Uno de
sus axiomas, el de eleccion de Zermelo [516], parece intuitivo e
ingenuo. Dice que, dada una coleccion de conjuntos no vacios, existe
un conjunto que tiene un elemento de cada conjunto de la coleccion.

El axioma de Zermelo s6lo habla de existencia y no de como
hacer la eleccidn, lo que requeriria un tiempo infinito si la familia de
conjuntos no fuese numerable, tarea que excederia a la condicién
humana, tan limitada en el tiempo.

En 1940 [175], Go6del probo que el uso del axioma de Zermelo
no lleva a ninguna contradiccion, si bien, como vamos a ver, tiene
consecuencias irrealizables desde nuestra realidad temporal.

La mas famosa de estas consecuencias fue publicada por
Stefan Banach y Alfred Tarski en 1923 en Fundamenta Mathematica
[31], y afirma que una esfera de radio uno se puede descomponer en
un namero finito de partes que, sometidas a ciertos movimientos, se
pueden reagrupar en otras dos esferas de radio también uno.

Este paraddjico resultado fue complementado en 1945 por
Sierpinski al probar que bastaba descomponer la esfera en ocho partes
para poder aplicar la duplicacion de Banach y Tarski.

Robinson, en 1947, demostro que cinco era el minimo niimero
de partes en que se debia descomponer la esfera para duplicarla,
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siendo claro que alguna de esas partes no debe ser medible Lebesgue,
pues, la invariancia de la medida de Lebesgue por los movimientos
impide duplicar una esfera con descomposiciones medibles Lebesgue.

Por tanto, la responsabilidad de la duplicacion de la esfera la
comparten el genio de Banach y Tarski y el axioma de eleccion, ya
que, en 1971, Solovay [393] demostrd que, sin el axioma de eleccion,
no se pueden determinar en el espacio euclideo subconjuntos que no
sean medibles Lebesgue.

El estudio de los conjuntos medibles se debio, inicialmente, a
la necesidad de determinar volimenes de figuras cada vez mas
complejas. Las contribuciones de Jordan, Borel, Caratheodory,
Lebesgue, Radon y Haar llevaron a la teoria de la medida.

Exigencias de la teoria de la probabilidad motivaron el
desarrollo por Schwartz en 1964 de la teoria de la medida de Radon en
espacios topologicos arbitrarios, cuyos resultados fueron extendidos
en 1975 por B. Rodriguez-Salinas y P. Jiménez Guerra [196]. F.
Bombal desarrolldo en 1981 una teoria de medida e integracidén en
espacios bornolégicos [53].

5.3 Analisis funcional clasico,
constructivo y solovayano.

El analisis funcional edificado sobre la axiomatica de Zermelo-
Fraenckel se llama Andlisis Funcional Clasico.

St se desea evitar las consecuencias del uso del axioma de libre
eleccion, se le puede sustituir por el axioma de eleccion numerable.
que dice que, dada una familia numerable de conjuntos. existe otro
conjunto con un elemento de cada conjunto de la familia. y asi se
obtiene Analisis Funcional Constructivo.

Otra posibilidad es sustituir el axioma de eleccion por el
axioma de Solovay, que atirma que cada funcion real definida en el
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espacio euclideo n-dimensional es medible Lebesgue. Esta sustitucion
fue legalizada por el propio Solovay, quien establecid su consistencia
en 1971 [393].

El Anélisis Funcional Selovayano y el Constructivo nos
privan del axioma de eleccion y también de otros muchos elementos
familiares en Analisis, lo que justifica su escasa repercusion. Lo que
parece de interés ha sido la obtencion de pruebas constructivas de
algunos resultados conocidos, eliminando el uso del axioma de
eleccion.

5.4 Analisis funcional finitista.

Hilbert intent6 poner el espiritu aritmético de Kronecker al
servicio de los conceptos de Cantor, para lo que se propuso una
reforma simultanea de los fundamentos de la aritmética y de la logica,
para garantizar desde la aritmética el trabajo con la matematica del
infinito.

Dentro de este propdsito se enmarcan los dos primeros
problemas que propuso en la conferencia de Paris de 1900.

El primero hace referencia a la logica y el segundo a la
consistencia del sistema axiomatico de los numeros enteros, problema
del que, segun Minkowski, los matemadticos jamds habian dudado.

Pero Godel, en 1931 [175], puso limite a los proyectos de
Hilbert al probar que ni siquiera el conjunto de proposiciones sobre
los nimeros enteros es reductible por inferencia logica a un nimero
finito de axiomas, ya que ftoda teoria axiomdtica consistente que
contenga a la aritmética elemental contiene enunciados indecidibles,
que, por tanto, establecen limitaciones al proyecto de Hilbert antes
incluso de llegar a los elementos transfinitos.

Parte del proyecto de Hilbert ha sido retomado por los
americanos H. Friedman y S.G. Simpson, que se propusieron
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averiguar qué axiomas conjuntistas son necesarios para demostrar los
teoremas de la que ellos llaman matematica ordinaria, que comprende:

La teoria de numeros, la geometria, el calculo diferencial, el
andlisis real y complejo, la combinatoria, el algebra numerable, los
espacios de Banach separables y los espacios métricos completos y
separables.

Por otra parte, la matematica no ordinaria estaria formada por
el andlisis funcional abstracto, la teoria abstracta de conjuntos, el
algebra universal y la topologia.

Entre 1977 y 1979 dedujeron importantes teoremas clasicos
con un reducido nimero de axiomas, sobre los que se puede elaborar
una parte del analisis funcional, que califican de finitista en recuerdo a
Hilbert.

5.5 Indecidibles de Godel e
hipétesis del continuo.

Esos primeros enunciados indecidibles de Gédel parece que no
tienen interpretacion matematica sencilla.

Unos afios después, se encontrd que la hipétesis del continuo,
que afirma que cada subconjunto infinito de nimeros reales, o se
puede poner en biyeccion con el conjunto N de los nimeros naturales,
o con el conjunto R de los numeros reales, es un indecidible en
sentido de Gédel con clara interpretacion matematica.

Su demostracion se debe la mitad a Godel al probar en 1939
que, si la axiomdtica de la teoria de conjuntos es consistente, y se le
afiade como axioma la hipdtesis del continuo, el nuevo sistema
axiomadtico obtenido es también consistente.

La otra mitad es fruto de Paul Cohen, quien, con las ideas de
Gdodel, obtuvo en 1963 que si la axiomdtica de la teoria de conjuntos
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es consistente, y se le afiade como axioma la negacion de la hipotesis
del continuo, se obtiene otro sistema axiomdtico también consistente

5.6 Cardinales acotante y dominante.

Se denota por ¥, el cardinal del conjunto N de los numeros
naturales y por y, el primer cardinal no numerable. El admitir como

axioma la hipdtesis del continuo es suponer que y,= ¢, siendo ¢ el

cardinal del conjunto del conjunto R de los numeros reales, que como
ya se ha dicho en 2.2, se le llama el continuo.

Ha sido frecuente la obtencidon de resultados admitiendo la
hipé6tesis del continuo, de los que, en algunos casos, se han
conseguido posteriormente pruebas independientes de dicha hipétesis.

Asi, Grothendieck [179] probé que un espacio localmente
convexo metrizable separable E es casi-distinguido’, y pregunté si se
podria quitar la condicion de la separabilidad.

Dieudonné dio una respuesta negativa asumiendo la hipétesis
del continuo y, mas tarde, con independencia de esa hipdtesis,
Amemiya [4] también contest6 en negativo.

Si trabajamos solo con la axiomatica de Zermelo-Fraenkel, sin
exigir la hipdtesis del continuo, podremos obtener resultados haciendo
referencia a cardinales intermedios entre %, y c.

Muchos de esos cardinales se generan con el conjunto N™ de
las sucesiones de nimeros naturales y el casi-orden tal que f<g si
f(n) <g(n), salvo para un nimero finito de valores de n.

' Un espacio localmente convexo E se dice que es casi-distinguido si cada
acotado de la completacion de E esta contenido en la completacion de un
acotado de E.
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Entonces el cardinal acotanté®, b, es el primer cardinal de la
familia de cardinales de los subconjuntos no acotados de (NN, <) y el

cardinal dominante’, d , es el primer cardinal de los de la familia de
los cardinales de los subconjuntos cofinales de (N~, <). Se tiene que

v

xn<b scvi <c.

Si los acotados de un espacio localmente convexo E son los
subconjuntos de los elementos de una familia B de subconjuntos de
E, se dice que Bes un sistema fundamental de acotados de E.

Se debe a Saxon y a Sanchez Ruiz [374] que el minimo de los
cardinales de los sistemas fundamentales de acotados de un espacio

localmente convexo metrizable E es y, si el espacio E es normado y

v
no trivial, y es el cardinal dominante d si el espacio E no es normado.

’F. Rothberger.: Sur un ensemble toujours de premiére categorie qui est
depourvu de la propriété A, Fund. Math. 32 (1939) 294-300.

3 M. Katetov.: Remarks on characters and pseudocharacters, Comm. Mat.
Univ. Car. 1 (1960) 20-25.



Capitulo 6

El teorema de Banach-Steinhaus

6.1 El teorema de Banach-Steinhaus.

Junto al teorema de Hahn-Banach, los de Banach-Steinhaus, el
teorema de la grafica cerrada y el teorema de la aplicacion abierta son
los pilares del andlisis funcional, y nos muestran el excelente quehacer
matematico de Banach, siendo los dos ultimos teoremas equivalentes
en los espacios de Banach. Vamos a considerar ahora el célebre
teorema debido a Banach y Steinhaus, cuyo primer encuentro lo relat6é
asi Steinhaus en su discurso para el quince aniversario de la muerte de
Stefan Banach:

“Banach, dijo Steinhaus, hizo sus estudios de ingenieria en
Leopol (Lwow) entre 1910 y 1914. Al estallar la primera guerra
mundial volvié a su ciudad natal Cracovia y en medio de una
situacion muy penosa empezo, solo, a estudiar con profundidad
matemdticas hacia 1916.

En verano de 1916 y mientras paseaba, siguié narrando
Steinhaus, por un parque de Cracovia oi una conversacion de dos
Jjovenes que hablaban de la integral de Lebesgue. Lo inesperado del
hecho me llevé a conocerles. Eran Stefan Banach y Otto Nikodym,
que dijeron tener un tercer amigo de nombre Wilkosz.”

Lo inesperado del hecho llevo a Steinhaus, que ya era un
consagrado matemadtico polaco, a conocerles. Los tres estaban unidos
por un intenso amor a las matematicas y por la situacion desesperada
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de Cracovia, entonces una fortaleza. Vivian en total incertidumbre, sin
tener posibilidad de encontrar trabajo ni de establecer ningtin contacto
cientifico. Esa atmésfera de Cracovia no impedia a los tres jovenes
reunirse en algiin café para resolver problemas. El ruido parecia no
perjudicar nada a Banach en sus investigaciones. Si habia musica,
preferia mesas proximas a la orquesta.

Steinhaus, en su primer encuentro con Banach, le coment6 que
buscaba una funcién f de L' cuya serie de Fourier fuese convergente a
f casi por todas partes sin ser convergente con la norma de L'. Las
condiciones de la guerra propiciaban que ambos desconociesen que
Hahn habia encontrado dos afios antes una funcién f de L' cuya serie
de Fourier no converge a f en L', poniendo en evidencia el distinto
comportamiento de las series de Fourier en L' y L2,

Fue grande la sorpresa de Steinhaus cuando, algunos dias
después del encuentro en el parque, Banach le dio la solucién casi
completa de su problema, con una pequefia reserva, provocada por el
desconocimiento de Banach de un ejemplo de Du Bois-Reymond.

Asi naci6 el primer articulo conjunto de Banach y Steinhaus.
Nueve afios después, en 1927, publicaron en Fundamenta
Mathematica su celebre articulo Sur le principe de la condensation de
singularités, donde, completando su primer articulo, probaron la
existencia de una funcién integrable tal que el limite superior de las
integrales entre a y b de las sumas parciales s,(x) de su serie de
Fourier es + o, para cada par de nimeros reales a y b, con a<b.

A Hankel se debe el nombre principio de condensacion de
singularidades, que permite la construccion de un ente con infinitas
singularidades a partir de infinitos entes con una singularidad cada
uno.

Banach y Steinhaus redujeron este principio a dos teoremas de
calculo funcional con sucesiones dobles, que, con la nomenclatura
actual, nos dicen ambos que en un espacio de Banach la acotacion
puntual de una familia de formas lineales implica su acotacién en
norma (es decir, la acotacion uniforme en la bola unidad).
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6.2 Los espacios tonelados.

La fuerza del teorema de Banach-Steinhaus motivé el estudio
de espacios mas generales donde su tesis tuviese validez. El grupo
Bourbaki obtuvo que en un espacio localmente convexo E se verifica
el teorema de Banach-Steinhaus si, y sélo si, los subconjuntos
absolutamente convexos, cerrados y absorbentes, que los bautizaron
como toneles, son entornos del origen. A los espacios localmente
convexos que verifican el teorema de Banach-Steinhaus corresponden
los apartados 46A07 y 46A08 de los Mathematics Abstracts en
Mathematical Reviews y en Zentralblatt fiir Mathematik, con el
nombre de espacios tonelados.

“La matemdtica, decia Poincaré, es el arte de razonar bien
sobre figuras mal hechas”, y podriamos afiadir que con
denominaciones un tanto singulares. También los no matematicos
utilizan expresiones un tanto peculiares, como bien se puede
comprobar en el discurso del profesor Etayo De cémo hablan los
matemdticos y algunos otros, leccion inaugural del curso 1990/91 de
esta Real Academia.

6.3 El teorema de acotacion uniforme de
Dieudonné, Grothendieck y Nikodym.

Uno de los primeros ejemplos notables de espacio tonelado se
debid a Dieudonné, quien probd que el espacio de las sucesiones que
s6lo toman un numero finito de valores provisto con la norma
supremo es un espacio tonelado, lo que por el teorema de Banach-
Steinhaus equivale a que un conjunto de medidas escalares,
finitamente aditivas y acotadas definidas en la o -algebra de las
partes del conjunto N de niimeros naturales y puntualmente acotadas
en cada subconjunto de N estan uniformemente acotadas.

El teorema de Dieudonné fue extendido por Nikodym y
Grothendieck a medidas escalares, finitamente aditivas y acotadas,
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definidas en una o -algebra 4. Es habitual que tesis de teoremas
importantes se conviertan en definiciones. Eso fue lo que sucedidé en
este caso, y hoy se dice que un anillo # de subconjuntos de un
conjunto dado tiene la propiedad de Nikodym si una familia de
medidas escalares, acotadas, finitamente aditivas, definidas en Ay
puntualmente acotadas en cada elemento de A&, estin acotadas en
norma. Lo que dice el teorema de acotacion uniforme de Dieudonné,
Nikodym y Grothendieck es que las o -algebras tienen la propiedad
de Nikodym, lo que se debe a que el espacio E de las funciones
simples con la norma supremo es tonelado.

6.4 Propiedades de fuerte tonelacion.

Si el espacio E de funciones simples que hemos considerado,
tuviese propiedades mas fuertes de tonelacion, podria esperarse que
algo menos que la acotacién puntual en una familia de formas lineales
continuas implicase la equicontinuidad. Esta suposicién contenia el
siguiente plan de trabajo:

Introducir propiedades mas fuertes de tonelacion que nos
diesen equicontinuidad desde condiciones mas débiles que la
acotacion puntual. Ademds, para su aplicabilidad en teoria de la
medida, habria que comprobar que el espacio de las funciones simples
definidas en una o -dlgebra tiene esas propiedades fuertes de
tonelacion.

La introduccion de propiedades fuertes de tonelacion se debe a
Valdivia en 1979 [456] y a W.J. Robertson, I. Tweddle y F.E.
Yeomans en 1980 [290]. Valdivia prob6 en 1979 que el espacio E de
las funciones escalares simples definidas en una o -dlgebra es
supratonelado respecto a la norma supremo [456], lo que significa que
si E se recubre por una sucesion no decreciente {E,, n=1,2,3,...} de
subespacios de E, existe un E; que es tonelado y denso en E, lo que
comportaba una mejora profunda del teorema de acotacion de
Dieudonné, Nikodym y Grothendieck, asi como nuevas propiedades
de las medidas finitamente aditivas.
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En 1980, el profesor Rodriguez-Salinas [317] agrupd en clases
a los espacios tonelados, de manera que la clase 0 es la de los
tonelados, si aes un numero ordinal transfinito de primera clase se
tiene que un espacio tonelado E es de clase a si, para cada
recubrimiento no decreciente {E;, n=1,2,3,...} de subespacios de E,
existe un E;, que es tonelado de clase -1 y densoenE, y, si a esun
numero ordinal transfinito de segunda clase, se dice que E es tonelado
de clase a si E es tonelado de cada clase « '<a.Establecié que el
espacio de funciones simples definidas en una o -algebra con la
norma supremo es tonelado de clase 2.

Ese mismo afio, Arias de Reyna probaba que este espacio no es
totalmente tonelado, concepto introducido por Valdivia y Pérez
Carreras [474] en 1980, y que es una propiedad de tonelacion mas
fuerte que la de ser tonelado de cualquier clase .

Uno de los motivos de atraccion de estos resultados, sefialado
antes implicitamente, esta en que las medidas acotadas finitamente
aditivas son los elementos del dual del espacio de las funciones
simples definidas en una o -dlgebra con la norma supremo, del que
quedaba por averiguar si era o no tonelado de clase «, para cada
ordinal . Con J.C. Ferrando obtuvimos su solucion afirmativa para
cualquier ordinal finito en 1990 [136], lo que nos permitié dar un
teorema de acotacién tipo Dieudonné, Nikodym, Grothendieck, otros
de localizacion del rango de medidas vectoriales, y varios del tipo de
los de Diestel y Faires [140] relativos a condiciones débiles en
medidas finitas que implican aditividad numerable.

Lo natural hubiese sido continuar la investigacion con los
ordinales no finitos. pero el profesor Valdivia nos indic6 en 1990 que
para la localizacion del rango de medidas vectoriales seria interesante
saber si, al recubrir por una malla de subespacios el espacio de las
funciones simples definidas en una o -algebra y provisto con la norma
supremo, existiria una sucesion decreciente de subespacios. extraidos
de los escalones sucesivos de la malla. que fuesen todos tonelados y
densos.

Junto con Ferrando trabajé en clases de tonelacion para obtener
herramientas que nos permitiesen abordar el nuevo problema.
Obtuvimos propiedades hereditarias en los espacios tonelados de clase
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n y o,, consiguiendo su separaciéon [137, 138, 139 y 141], y
estudiamos condiciones de tonelacion en espacios de Lebesgue-
Bochner en la linea de Diaz Alcaide, Drenowski, Florencio y Pail
[142]. También conseguimos dar condiciones en un algebra para que
su espacio de funciones simples con la norma supremo no fuese
tonelado [153].

No obtuvimos juntos ningin progreso en la solucion del
problema que nos habia planteado el profesor Valdivia, ya que
errOneamente pensabamos entonces que su solucion era negativa.

6.5 Espacios baireled o supertonelados.

Por otra parte, Ferrando y Sanchez Ruiz en su trabajo 4
maximal class of spaces with strong barrelledness conditions,
publicado en 1992 en los Proceedings of the Royal Irish Academy
[148], hicieron un estudio de las propiedades de los espacios
localmente convexos que verifican la condicién de tonelaciéon en
mallas propuesta por el profesor Valdivia para espacios de funciones
simples. En recuerdo a la propiedad de Baire los denominaron
baireled, y plantearon la pregunta de Valdivia como problema abierto,
cuya solucion afirmativa obtuve en 1995 [229], gracias a la
introduccion de unas mallas especiales de subespacios, con las que
pude obtener las propiedades que necesitaba para resolver el
problema.

Muy poco después de conocer nuestro resultado, el profesor
Rodriguez-Salinas prob6é que un espacio localmente convexo tendria
esa propiedad de tonelacion en mallas, a la que denomind
supertonelacion, si y sélo si, era tonelado de clase o, .

En su articulo On superbarrelled spaces. Closed graph
theorems [343] establecio, ademas, la equivalencia de la tonelacion de
clase @, con ser tonelado de clase a para cualquier ordinal «. De
todos los resultados antedichos se deduce que el espacio base de la
teoria de la medida es tonelado de cualquier clase « .
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6.6 Otros resultados.

Muchos de los resultados anteriores los hemos extendido con
J.C. Ferrando al espacio de las funciones simples definidas en una o -
algebra A4 con valores en un espacio vectorial topologico E [138]. Los
resultados de J. Mendoza en B(4,E), [238], han motivado la

obtencion reciente por J.C. Ferrando de otras propiedades de
tonelacidn, bornologia y de Baire.

También con J. C. Ferrando hemos probado que el espacio de
funciones simples definidas en los subconjuntos de densidad cero del
conjunto de los nimeros naturales es tonelado de clase n, para cada
natural n, no sabiendo si es supertonelado [144].

Otro problema abierto es la separaciéon de las clases de
tonelacidn para ordinales transfinitos.

6.7 Tonelacion y el cardinal acotante.

Convencido de que los limites de mi mundo tienen que ver con
los limites de mi lenguaje, soy partidario de no restringir la creacion
matematica, ni siquiera bajo el pretexto falaz de que se tiene la
suficiente investigacién matematica para las aplicaciones que se
desarrollaran en los proximos afios, pues de detenerse la investigacion
matematica, ;qué aplicaciones se podrian desarrollar después de esos
proximos afios?

Vamos a ver ahora como el no usar la restriccion que supone la
admision de la hipdtesis del continuo ha producido recientemente
resultados en tonelacién con el apoyo de los antedichos cardinales
acotante y dominante, fruto del trabajo de Saxon y Sanchez Ruiz, que
ha provocado un fructifero matrimonio entre el cardinal acotante de F.
Rothberger, el cardinal dominante de M. Katetov (ver 5.6 en pagina
35) y los espacios tonelados, creando una linea de investigacion
seguida actualmente, entre otros, por Burke y Tordorcevic [80].
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En Bourbaki, utilizando el teorema de Baire, se deduce que la
dimensién algebraica de un espacio tonelado metrizable es o finita o
no numerable. Saxon y Sanchez Ruiz [374] precisan més, obteniendo
que la referida dimensién algebraica es finita, o0 mayor o igual que el
cardinal acotante, construyendo, asimismo, un espacio metrizable
tonelado de dimension el cardinal acotante, por lo que su resultado es
optimo y analogo al de Mazur, que afirma que la dimensién de un
espacio de Fréchet de dimension infinita es mayor o igual que el
continuo.

Si un espacio localmente convexo E es tonelado y metrizable,
y F es un subespacio de codimensién menor que el cardinal acotante,
entonces la codimensién de la clausura de F es finita, y a partir de ahi
se deduce que el subespacio F es también tonelado. Si la codimension
del subespacio F es mayor puede suceder que F no sea tonelado, por
lo que el resultado de Saxon y Sanchez Ruiz no se puede extender a
cardinales mayores, dando nuevamente una -caracterizacién del
cardinal acotante similar al cardinal continuo en una dicotomia
metrizable tonelado versus Fréchet, ya que, en los espacios de
Fréchet, el continuo es el mayor cardinal ¥ que permite afirmar que la
tonelacion se hereda por subespacios de codimensién menor « .

En el caso general de espacios tonelados sélo sabemos que la
tonelacion se hereda en los subespacios de codimensién numerable,
resultado clasico obtenido de forma independiente por Saxon y Levin
[371] y por Valdivia [410].

6.8 El problema BCE.

El uso mas relevante hecho hasta ahora de los cardinales
acotante y dominante esta en relaciéon con las soluciones parciales
propuestas para el problema de la extension numerable tonelada, que
se etiqueta como problema BCE de las iniciales de su expresion
inglesa (Barrelled countable enlargement), denominacion introducida
por Robertson, Tweddle y Yeomans [290].
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El problema, que sigue abierto en su contexto general, consiste
en averiguar cuando un espacio tonelado E con dual E’ admite una
topologia mas fina tonelada que genere un dual que contenga a E’
como un subespacio de codimensiéon numerable. Entonces se dice que
E tiene la propiedad BCE. Robertson, Tweddle y Yeomans [290] han
encontrado que E tiene la propiedad BCE si contiene un subespacio
denso tonelado y de codimension ¢ o mayor. Saxon y Sanchez Ruiz
[375 y 376] han resuelto en positivo el problema BCE para:

1. Los espacios normados tonelados.

Los espacios metrizables tonelados de dimensién mayor o igual al
cardinal dominante, resultado que contiene al caso continuo
dimensional antedicho de Robertson, Tweddle y Yeomans.

3. Los espacios metrizables tonelados con la hipdtesis cardinal
acotante igual a cardinal dominante, que es una condicién mas
débil que el axioma de Martin, que implica la coincidencia entre
los cardinales acotante y continuo.

Recientemente, Saxon ha resuelto positivamente el problema
BCE en los espacios metrizables tonelados.

El que los espacios normados sean casi-distinguidos, dado que
los acotados de su completacion se alcanzan por clausuras desde los
acotados del espacio normado, llevo Tsirulnikov [396] a preguntarse
si los espacios metrizables originados por las extensiones numerables
toneladas de espacios normados serian casi-distinguidos.

Catalan y Tweddle [82] contestaron negativamente a esta
pregunta asumiendo la hipétesis del continuo. Saxon y Sanchez Ruiz
{3771, con la axiomatica de Zermelo Fraenckel y el uso adecuado de
los cardinales acotante y dominante, han dado la respuesta general
negativa al problema de Tsirulnikov, con independencia de la
hipétesis del continuo.

Recientemente, el académico correspondiente, profesor J.
Horvath, autor del clasico y excelente tratado Topological vector
spaces and distributions [183], se ha interesado en saber cuando la
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completacién de un espacio vectorial topologico de Montel' hereda
dicha propiedad, problema del que no se conoce si existe
contraejemplo. Su solucion puede depender de las ideas anteriores.

6.9 Espacios distinguidos.

Un espacio E con dual fuerte tonelado se llama distinguido, lo
que equivale a que respecto al par (E’, E’’) los acotados del bidual se
alcancen por clausuras de acotados del espacio E.

Al trabajo de K.D. Biersted, J. Bonet y R. Meise [36, 37, 38 y
41] se deben caracterizaciones de amplias clases de espacios de
Fréchet distinguidos.

Desde Grothendieck [180] viene el interés por los productos
tensoriales proyectivos de espacios de Fréchet distinguidos y S.
Dierolf [102] ha obtenido un espacio reflexivo de Fréchet cuyo
producto tensorial proyectivo por 1' no es distinguido.

A K.D. Biersted, J. Bonet [36], J.C. Diaz y M.A. Miiiarro
[Doga Tr.J.Math.14(1990) 191-208] se debe el estudio de la
estabilidad de los espacios distinguidos en los productos tensoriales
proyectivos.

El caso de los productos tensoriales inyectivos de espacios de
Fréchet distinguidos ha sido investigado por J.C. Diaz, J.A. Lépez
Molina y M.J. Rivera [99], debiéndose a los dos ultimos autores el
estudio de la estabilidad de la condicion de distinguido en otros
productos tensoriales [227].

' Un espacio vectorial topoldgico se dice que es de Montel si sus cerrados y
acotados son compactos. Muchos de los espacios de la teoria de
distribuciones son espacios de Montel. Y. Kémura en Some examples on
linear topological spaces, Math. Ann. 153 (1964) 150-162, dio el primer
ejemplo de un espacio de Montel que no es completo, que no parece ser el
candidato idoneo a contraejemplo del problema de Horvath dado que el
ejemplo de Komura es un subespacio de un producto de rectas.



Capitulo 7

Teoremas de grafica cerrada

7.1 El teorema de grafica cerrada de Banach.

Se dice que una aplicacion T definida entre dos espacios Ey F
tiene grafica cerrada si su grafica es un subconjunto cerrado de ExF.
Si T es continua, es cerrada su grafica.

Banach demostré que si E y F son espacios de Banach y T es
una aplicacion lineal con grafica cerrada, se tiene que T es continua.
Este tipo de teorema, apellidado de grafica cerrada, es obviamente
vélido si se reemplaza el espacio de partida por un limite inductivo de
espacios de Banach, al que se le llama espacio ultrabornologico, o, en
particular, por un espacio de Fréchet.

Lo que no es tan sencillo es obtener teoremas de gréafica
cerrada sustituyendo el espacio de Banach de llegada F por espacios
de clases mas amplias que contengan a los utilizados en la teoria de
distribuciones de Schwartz, lo que tenia gran interés dado que es mas
facil probar la condicion de gréfica cerrada que la de continuidad.

Por tanto, lograr teoremas de grafica cerrada que en la clase de
llegada contuviesen a los espacios de la teoria de distribuciones
simplificaria pruebas de continuidad en la teoria de distribuciones.

Esta cuestion de grafica cerrada y ciertos problemas de la
teoria de distribuciones motivaron el trabajo de Dieudonné y
Schwartz de 1949 en los Anales del Instituto Fourier [108] sobre
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limites inductivos estrictos de espacios de Fréchet, algunos de cuyos
resultados extendié Kéthe al caso no estricto.

No consiguieron obtener el deseado resultado de grafica
cerrada, ni tampoco otros diez problemas que plantearon al final del
trabajo, y que fueron resueltos en muy poco tiempo por A.
Grothendieck, quien, ademas, en su famosa tesis doctoral de 1954
[179] se fue acercando al buscado teorema de grafica cerrada, al
probar que una aplicacidn lineal con gréfica cerrada T, definida en un
espacio de Banach (o en un ultrabornolégico) y con valores en un
limite inductivo de espacios de Fréchet, es continua.

7.2 La conjetura de Grothendieck.

La imaginaciéon de Grothendieck le aproximé aun maés al
teorema de grafica cerrada, permitiéndole conjeturar la existencia de
una clase de espacios & que contuviese a los espacios de Banach y
que fuese estable para:

productos numerables.

sumas directas numerables,
cocientes separados,

y subespacios lineales cerrados.

de manera que cada aplicacidn lineal T con gréfica cerrada, definida
en un espacio de Banach (o ultrabornolégico) E y con valores en un
espacio F de la clase &', fuese continua. Entonces la clase &
contendria a los espacios de la teoria de distribuciones, y resolveria el
problema de la grafica cerrada para distribuciones.

Lo trabajado en torno a la conjetura de Grothendieck hasta
1977 fue una parte del discurso de ingreso en esta Real Academia del
profesor Valdivia [449], donde comentaba algunos problemas abiertos
entonces, cuya solucién encontré6 unos afios después. Vamos a
dedicarles unos minutos, y también comentaremos algunos resultados
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recientes y problemas abiertos relacionados con los teoremas de
grafica cerrada.

7.3 Las soluciones de Slowikowski,
Raikov y De Wilde.

En 1961 Slowikowski [392] fue el primero en encontrar una
clase & de espacios que resolvia la conjetura de Grothendieck. Otra
solucion la obtuvo Raikov [283] en 1966. Durante veinte afios estuvo
abierto el problema de la separacion entre las clases de espacios
introducidas por estos dos matematicos. En 1986 probé Valdivia que
ambas clases eran idénticas [487].

Los espacios de Slowikowski y Raikov se manejan con
dificultad. Afortunadamente, en 1967, M. De Wilde [88 y 89]
encontrd la clase de espacios con malla completante (o de tipo ),
faciles de manejar y que también resolvian la conjetura de
Grothendieck. La relacion entre las soluciones de De Wilde,
Slowikowski y Raikov la obtuvo Valdivia en 1986 [487] al probar que
un espacio de Slowikowski tiene una malla completante. Est4 abierto
el problema general de encontrar un espacio con malla completante
que no sea de Slowikowski, si bien se sabe por Valdivia que los
espacios con malla estricta coinciden con los espacios estrictos de
Slowikowski {487].

7.4 El teorema de grafica boreliana de Schwartz.

En 1966, un poco antes que De Wilde, Schwartz [386] obtuvo
un teorema de grafica cerrada valido para trabajar con distribuciones.
Los espacios de llegada que utilizaba eran los espacios localmente
convexos de Suslin, que son imdagenes continuas de métricos
separables completos con excelentes propiedades de estabilidad y que
contienen a los espacios usuales de la teoria de distribuciones.
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El teorema de la grafica cerrada de Schwartz no resolvia la
conjetura de Grothendieck, pues la separabilidad de los espacios de
Suslin excluia a los Banach no separables. Este resultado de Schwartz
'se conoce como el teorema de la grafica boreliana de Schwartz, pues
dice que, si T es una aplicacién lineal de un espacio de Banach (o
ultrabornolégico) E en un espacio localmente convexo de Suslin F, y
si la grafica de T es un conjunto de Borel en ExF, entonces T es
continua. Para pasar a su enunciado en términos de grafica cerrada
basta recordar que los cerrados son conjuntos de Borel.

En 1982 Valdivia [478] probd que la teoria de grafica cerrada
de De Wilde no contiene a la de Schwartz, pues determind un 7
producto tensorial de Suslin sin malla completante.

7.5 Los espacios quasi-LB.

El trabajo de grafica cerrada de De Wilde, uno de cuyos
muchos méritos es la sencillez, proponia como problema abierto si un
espacio sucesionalmente completo con una malla completante tendria
una malla estricta.

La respuesta afirmativa la obtuvo Valdivia diecinueve afios
después [489], fruto de un detenido analisis del teorema inicial de
grafica cerrada de Banach, por el que, ademas, introdujo los quasi-LB-
espacios, que, con sorprendente sencillez, resuelven de forma directa
la conjetura de Grothendieck, probando, ademas, que una aplicacién
lineal con grafica cerrada definida en un espacio estrictamente
tonelado y con valores en un espacio quasi-LB es continua.

Es inmediato probar que un espacio supertonelado (= baireled)
es estrictamente tonelado.

No conozco si el reciproco es cierto, ni la posicion de los
estrictamente tonelados respecto a las clases de tonelacion
introducidas por el profesor Rodriguez-Salinas.
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7.6 Clases maximales para el teorema de la
grafica cerrada: Los espacios Ie.

El problema de gréfica cerrada, que hemos considerado, puede
plantearse en el siguiente contexto general: Dada una clase U de
espacios localmente convexos, caracterizar la clase C{U) de todos los
espacios localmente convexos, tales que una aplicacion lineal con
grafica cerrada de un espacio E de la clase U en un espacio F de la
clase C(U) sea continua.

Se tiene, pues, que C(U) es la clase maximal de llegada para ¢l
teorema de grafica cerrada respecto a la clase U en la partida.

En 1962, Y. Kémura [209] probo que si U es la clase de los
espacios tonelados, entonces C(U) estd formado por los espacios
localmente convexos E(T) tales que es més fina que T la topologia
tonelada asociada a cualquier topologia localmente convexa menos

fina que T.

Los espacios de esta clase C(U) fueron bautizados,
simultaneamente, como infra-s espacios por N. Adasch y como T, -

espacios por Valdivia, quien en un articulo publicado en 1968 en la
Revista de esta Real Academia [401], obtuvo una caracterizacién
intrinseca de estos espacios basada en propiedades de dualidad, que
también sirve cuando la clase U es estable para los limites inductivos,
contiene a los espacios de dimensién finita y estd formada por
espacios localmente convexos cuyas topologias son de Mackey [407,
459y 473].

En 1980, Rodriguez-Salinas, en un articulo [316] también
publicado en la Revista de esta Real Academia, llamé Ff a los

espacios I, y dio por induccion esta definicién:

Si « es un numero transfinito de primera especie, se dice que
el espacio localmente convexo F es un T -espacio si es una union

numerable y no decreciente de T*"' subespacios. Si a es un nimero
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transfinito de segunda especie, un '\ -espacio es un espacio que es
I'*, para algin a <a . El profesor Rodriguez-Salinas probé que si E

es un espacio tonelado de clase a, F es un I'”espacio y T es una
aplicacion lineal de E en F con grafica cerrada entonces T es
continua, y existe en F un subespacio F, que es I', y que contiene a la
imagen de T.

De forma andloga, dado un espacio localmente convexo fijo E,
el profesor Rodriguez-Salinas dice que el espacio localmente convexo
F es I',(E) si cada aplicacion lineal T de E en F que tenga grdfica

cerrada es continua.

Define que una aplicaciéon lineal T es subcontinua  si
transforma las series que son subseries convergentes en series
incondicionalmente convergentes, conmutando entonces T y el
sumatorio.

En el antes referido articulo mejora un resultado de Bennett y
Kalton, probando que es subcontinua una aplicacién lineal con grafica
cerrada T de un espacio localmente convexo E en un espacio

locaimente convexo y sucesionalmente completo F que sea I', (1) y

que no contenga copias de 1°.

También da otras caracterizaciones de subcontinuidad
localizando la imagen de la aplicacion en un escalon cuando el
espacio de llegada es unién de una sucesion creciente de subespacios,
y aplica sus teoremas de grafica cerrada para obtener la aditividad
fuerte o aditividad numerable de ciertas medidas.

Recientemente [143], hemos obtenido con J.C. Ferrando que el
conjunto de funciones escalares, acotadas, medibles, con imagen
numerable y definidas en una o -dlgebra es, con la norma supremo, un
espacio ultrabornolégico.

Este resultado nos ha permitido aplicar los teoremas de la
grafica cerrada de De Wilde y de Valdivia para dar otras condiciones
de aditividad fuerte, exhaustividad y subcontinuidad en medidas
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vectoriales, inspirados en los resultados antes citados del profesor
Rodriguez-Salinas.

7.7 Los espacios A

Un espacio localmente convexo se dice que es localmente
completo si la envoltura lineal de cada acotado, absolutamente
convexo y cerrado, provisto con el correspondiente funcional de
Minkowski es un espacio de Banach. Se dice que un espacio
localmente convexo E es dual localmente completo si su dual con la
topologia débil (o (E',E)) es un espacio localmente completo.

Valdivia obtuvo en 1974 los espacios A, , [426], que forman la

clase maximal de llegada para el teorema de grafica cerrada, respecto
a la clase de espacios dual localmente completos en la partida.

Utilizando los espacios A, hemos probado en un articulo

conjunto con Ferrando [140] teoremas de aditividad numerable de
medidas vectoriales, inspirados en los de Diestel y Faires [106], pero

sin tener que imponer la condicion de no contener copias de 1%, que
Diestel y Faires necesitaban para poder aplicar el teorema de

Rosenthal relativo a los operadores definidos en /”(I').

También hemos obtenido teoremas similares para medidas
vectoriales con valores en los I', de Valdivia, sin poder evitar la

condicion de que no contuviesen copias de 17, lo que nos hacer pensar
que los ', qu= no contengan copias de 1” deben ser A, .



Capitulo 8

Bases de Schauder y la propiedad de
aproximacion en espacios de Banach

8.1 Bases de Schauder.

Nuestras intuiciones sobre el espacio se trasladan muy bien a
los espacios ecuclideos, gracias a sus bases ortonormales que nos
permiten hablar de coordenadas de un vector respecto a una base.

Lo mismo sucede en los espacios de Hilbert, donde las
componentes de un vector respecto a una base ortonormal forman una
familia de cuadrado sumable con muchas propiedades agradables. En
particular, si {x,,ne N}es una base ortonormal de un espacio de
Hilbert separable, se tiene que los productos escalares a, de un vector
x por cada uno de los vectores de la base son los Gnicos numeros que
permiten escribir el vector x por la suma de la serie absolutamente

x
convergente Zanxn .
1

Trasladando lo esencial de esta igualdad al contexto mas
general de los espacios de Banach separables, se dice que una
sucesion {x,,ne N} en un espacio de Banach E es una base de

Schauder si para cada vector x de E existe una tnica sucesion de

o
escalares {a,, ne N} tales que x = Zanxn .
1
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Banach se plante6 si los espacios de Banach separables
tendrian base, ya que todos los espacios de Banach usuales separables
admiten base de Schauder. Inspirados en la construcciéon de una base
ortonormal en un espacio de Hilbert, Banach y Mazur probaron que
cada espacio de Banach de dimensioén infnita tiene un subespacio
infinito dimensional con base de Schauder, pero en el caso de espacios
separables no consiguieron ajustar la sucesion basica de forma que su
envoltura lineal fuese densa en el espacio.

Este fue uno de los problemas propuestos por Banach en el
cuaderno de tapas rigidas que custodiaba el cajero del Café Escocés en
Leopol (o Lwéw en polaco), donde Banach se reunia frecuentemente
para hacer matematicas con Mazur, Ulam y otros discipulos.

Las sesiones eran muy largas, llegando una de ellas a durar
diecisiete horas, pero nadie tomo notas y desgraciadamente no se pudo
reproducir.

Parece que otros teoremas corrieron la misma suerte.

Fue mérito de su esposa, Lucie Banach, el comprar el famoso
cuaderno de tapas rigidas dedicado a escribir problemas y dejar
espacio para las respuestas eventuales. Este “Libro del Café Escocés”
se encontraba a disposicion de cada matematico que lo pidiese.
Algunos problemas tenian premio, que variaba de una pequefia taza de
café a un ganso.

Un hermoso ganso fue el premio entregado por Mazur a Per
Enflo en 1972 al encontrar un subespacio completo en ¢, sin base de
Schauder [120].

Se debe también a Johnson y Rosenthal [200] que los espacios
de Banach separables de dimension infinita tienen un cociente infinito
dimensional con base.

Este resultado se podria mejorar quitando la condicién de
separabilidad, si se llegase a probar que los espacios de Banach de
dimension infinita tienen algun cociente separable de dimension
infinita, que es uno de los problemas abiertos de enunciado mas
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sencillo que conozco, aunque, probablemente, aun tardaremos en
saber su solucion.

También estos autores han probado que un espacio de Banach
de dimension infinita con predual separable contiene un subespacio
con predual y base [200].

8.2 Bases y reflexividad.

A diferencia de lo que sucede en los espacios de Hilbert, hay
muchos duales de espacios de Banach capaces de dar formas lineales
continuas no representables por elementos del espacio de Banach.
Entonces se dice que el espacio de Banach no es reflexivo.

James [191] obtuvo que la reflexividad de un espacio de
Banach equivalia a que las formas lineales continuas alcanzasen el
supremo en la bola unidad, obteniendo otra caracterizacion geométrica
en términos de distancias entre ciertas envolturas convexas formadas
con términos de una sucesion de puntos de la bola unidad [188].

A V. Montesinos se debe la equivalencia entre la propiedad de
la gota (drop property) y la reflexividad [254].

La reflexividad de los espacios de Hilbert podia hacer pensar
que un espacio de Banach con base de Schauder suficientemente
buena seria reflexivo. La respuesta a esta suposicién es esta
caracterizacion de James: Un espacio de Banach con base es reflexivo
si, y s6lo si, la base es acotadamente completa y contractiva [186].

El resultado de Banach y Mazur de existencia de subespacios
con base, ha dado lugar a que Pelczynski probase que ciada espacio no
reflexivo contiene un subespacio no reflexivo con base .

"Pelczynski A.: A note to the paper of I. Singer “Basic sequences and
reflexivity of Banach spaces” Studia Math. 21 (1962) 371-373
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8.3 Bases incondicionales.

Con frecuencia hay bases de Schauder que sélo producen

o0
series Zanxn incondicionalmente convergentes, y se las llama bases
1

de Schauder incondicionales. Los espacios 1P, 1<p<w, y los
espacios separables de sucesiones de Orlicz tienen base de Schauder
incondicional.

Gaposhkin [171] prob6 que un espacio de funciones de Orlicz
tiene base incondicional si, y sélo si, es reflexivo.

Es dificil probar este resultado de Paley [270] y Marcinkiewicz
[232]: El sistema de Haar es una base incondicional para los espacios

L*[0,1]], 1<p<co. En cambio L'[0,]] no admite base de Schauder
incondicional.

Se debe a Olevskii [266] el que un espacio simétrico de
funciones definidas en [0,1] tiene base incondicional si, y sélo si, el
sistema de Haar es una base incondicional.

8.4 Operadores compactos y la
propiedad de aproximacion.

Los operadores que transforman la bola unidad en un conjunto
relativamente compacto se llaman operadores compactos. Uno de los
primeros resultados de Andlisis Funcional estableci6 que los
operadores compactos en los espacios de Hilbert son, exactamente, los
limites en norma de operadores de rango finito, resultando que una
parte de la prueba vale exactamente si se sustituyen los espacios de
Hilbert por Banach. La otra vale si el espacio de llegada es un espacio
de Banach con base de Schauder, teorema que es consecuencia del de
la grafica cerrada.
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Como consecuencia del teorema de Rosenthal [355] de que
cada sucesién acotada de un espacio de Banach contiene una
subsucesion débilmente de Cauchy si, y so6lo si, el espacio de Banach
no contiene una copia de 1', se deduce que los operadores compactos
entre espacios de Banach, cuyo espacio inicial no contenga una copia
de 1', son los que transforman sucesiones débilmente convergentes a
cero en sucesiones fuertemente nulas.

Desde 1936 se sabe que existen espacios de Banach para los
que todos los operadores que se pueden definir entre ellos son
compactos. El célebre resultado de Pitt [280] dice que eso es asi para
las aplicaciones definidas en 1° y con valores en 1%, si p>q>1. Se debe
a JLA. Lopez Molina y M.J. Rivera [278] la aportacion de que lo
mismo sucede entre el producto tensorial proyectivo de 1P y 1? y el
espacio I, si 1<p,q< o0 y I/p + 1/q < 1/s, y también el estudio de esta
propiedad en otros contextos.

Por otra parte, en teoria de operadores hay situaciones en que
conviene representar un operador como limite de una sucesion de
operadores con propiedades conocidas. Los operadores mejor
investigados han sido los de rango finito dimensional y los compactos,
por lo que era natural preguntarse para qué espacios de Banach los
operadores lineales y continuos se pueden aproximar por operadores
de esta clase.

Grothendieck, [180], en su memoria Produits tensoriels
topologiques et espaces nucléaires obtuvo que eran los espacios de
Banach en que el operador identidad se puede aproximar en cada
compacto uniformemente por operadores de rango finito.

En consecuencia definié que un espacio de Banach E tiene la
propiedad de aproximacion si para cada compacto K y cada £>0
existe un operador T de E en E con rango finito tal que |Tx - x“ <eg,

para cada xeK, y prob6 que si el dual de un espacio de Banach E
tiene la propiedad de aproximacion, entonces el espacio E también
tiene la propiedad de aproximacion, resultado complementado por
Lindenstrauss [221] probando la existencia de un espacio de Banach
con base de Schauder cuyo dual no tiene la propiedad de
aproximacion.
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Este resultado de Grothendieck relativo a la propiedad de
aproximacién en los preduales, y el que los espacios de Banach con
base de Schauder tuviesen la propiedad de aproximacion, son los
antecedentes para que Johnson, Rosenthal y Zippin [201] obtuviesen
que, si el dual de un espacio de Banach E tiene base de Schauder, lo
mismo le sucede a E, y, en sentido reciproco, que si el espacio de
Banach E tiene base de Schauder y dual separable con la propiedad de
aproximacion, entonces dicho dual tiene base de Schauder.

Exigiendo un poco mas a la base, se sabe que, si un espacio de
Banach tiene base incondicional y dual separable, entonces el dual
también tiene base incondicional.

Completando esta informacioén se han obtenido espacios de
funciones continuas en un intervalo de ordinales sin base
incondicional, cuyo dual tiene base incondicional [35 y 222].

Otro aspecto considerado por Grothendieck [180] fue la
relacion entre la propiedad de aproximacion y la estructura de los
espacios de Banach, por lo que supuso un progreso esencial el
contracjemplo de Enflo [120] de 1972 de un espacio separable de
Banach sin la propiedad de aproximacion, y, por tanto, sin base de
Schauder.

El resultado de Enflo ha sido mejorado por Davie [83], Figiel
[157] y Szankowski [394] probando con series aleatorias que existe un
subespacio E; en 1, para p>1 y p#2, que no tiene la propiedad de
aproximacion.

Otro bello contraejemplo para la propiedad de aproximacion de
interés en andlisis arménico ha sido dado por Kwapien [215], al
probar que para cada numero finito p>2, existen dos sucesiones
crecientes {nx, ke N} y {my, ke N}, tales que la envoltura lineal

cerrada de las funciones fi(t) = ¢*™™ + ¢’™™  para k €N, no tiene la
propiedad de aproximacion.
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8.5 La propiedad de aproximacion acotada.

Las pruebas relativas a que un espacio de Banach tenga la
propiedad de aproximacion suelen revelar propiedades de
aproximacién mas fuertes. De los distintos tipos de propiedades de
aproximacion estudiadas por Grothendieck [180], Johnson, Rosenthal
y Zippin [201], Lindenstrauss [220] y Pelczynski [272], vamos a
detenernos en la propiedad de aproximacion acotada, que se define
asi:

Se dice que un espacio de Banach K tiene la propiedad de
aproximacion acotada con constante a (>1) si para cada compacto K
y cada ¢ >0 existe un operador T de E en E con rango finito y norma

menor o igual que a tal que “Tx - x[( <¢,paracada xeK.

La construccién de un espacio de Banach con la propiedad de
aproximacioén y sin la propiedad de aproximacion acotada se debe a
Figiel y Johnson [158].

Por el teorema de Banach Steinhaus los espacios de Banach
con base de Schauder tienen la propiedad de aproximacion acotada;
por tanto, el ejemplo de Figiel y Johnson también resuelve el
problema de la existencia de espacios de Banach con la propiedad de
aproximacion y sin base de Schauder.

Lo que no se conoce es un espacio con la propiedad de
aproximacion acotada que no tenga base de Schauder.

Si se sabe, por Johnson, Rosenthal y Zippin [201}, que un
espacio de Banach separable tiene la propiedad de aproximacion
acotada si, y sélo si, es isomorfo a un subespacio complementado de
un espacio de Banach con base.

También en la célebre memoria de Grothendieck [180] se
prueba que, si el dual de un espacio de Banach E tiene la propiedad de
aproximacion acotada con constante a, entonces el espacio E también
tiene la propiedad de aproximacién con constante <a. En este
resultado interviene el principio de reflexividad local de Lindenstrauss
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y Rosenthal [223] que establece que un espacio de Banach es
localmente isométrico a su bidual.

La formulacion de la propiedad de aproximacion acotada en
términos de operadores se debe a Davie [84], Ryll-Nardzewski
Michael y Pelczynski [240], y Wojtaszczyk [515].



Capitulo 9

Resoluciones proyectivas
y bases de Markushevich

9.1 Sistemas biortogonales y
bases de Markushevich.

Al no poder probar que los espacios de Banach separables
tenian base, Banach buscé otros sistemas de coordenadas mas débiles,
lo que motivo su interés por los sistemas biortogonales. Este es el
origen de la nota del capitulo VII de su monografia Teoria de las
operaciones lineales [28], parcialmente contestada por Ovsepian y
Pelczynski [269] en la siguiente forma:

Cada espacio de Banach separable E admite un sistema
biortogonal {(xp, fn), ne N}, con [x,|=1, paraneN.y lim|f | =1,
tal que {X, : neN} es total en E y {f;, : ne N} separa los puntos de E,

siendo pues {fy(x) : ne N} un sistema de coordenadas del vector x.
Ademas, dada una constante ¢>1 puede elegirse el sistema de manera

que sup“fn n <c [271].
n
No se sabe aun si la afirmacion es cierta para c=1.
Los sistemas biortogonales han sido una herramienta adecuada

para introducir sistemas de coordenadas en espacios de Banach.
Extendiendo al caso no numerable la parte esencial de la proposicion
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anterior, se dice que un sistema biortogonal {(x ,f ), ael'} enun
espacio de Banach E es una base de Markushevich si f,(x,)=6,,
los vectores x  separan los puntos del dual y los vectores f_separan

los puntos del espacio E. Cuando los vectores x _ y el vector 0 forman

un conjunto débilmente compacto, se dice que se tiene una base de
Markushevich débilmente compacta.

Resulta inmediato que una base de Schauder de un espacio de
Banach E y sus formas lineales asociadas determinan una base de
Markushevich, no siendo cierto su reciproco, ya que el analisis de
Fourier clasico nos dice que las funciones e*™ , ne Z, no forman una
base de Schauder en el espacio de las funciones continuas complejas
definidas en el intervalo [0,1], en tanto que del teorema de Weierstrass
se deduce que esas funciones y las medidas definidas por las

densidades e™™, ne Z, forman una base de Markushevich.

9.2 Elteorema de Amir y Lindenstrauss

Un espacio de Banach es de generacion débilmente compacta
si admite un subconjunto débilmente compacto cuya envoltura lineal
es densa en E. Un importante resultado de Amir y Lindenstrauss [8]
establece que un espacio de Banach E de generacion débilmente
compacta admite una base de Markushevich débilmente compacta. El
ya clasico trabajo conjunto de Davis, Figiel, Johnson y Pelczynski
[85] prueba que:

e Un espacio de Banach es de generacion débilmente
compacta si, y solo si, contiene un subespacio denso que es
la imagen inyectiva y continua de un espacio de Banach
reflexivo.

e Un operador débilmente compacto entre espacios de
Banach factoriza a través de un espacio reflexivo.
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® Los espacios de generacion débilmente compacta son
isomorfos a cocientes Z**/Z,

extendiendo al caso no separable los resultados de James [187] y
Lindenstrauss [221].

Para los espacios separables, que son un caso particular de
espacios de generacion débilmente compacta, era de esperar que se
pudiese afirmar algo mas. Valdivia establecié que se podia elegir Z
de forma que el espacio separable fuese isométrico al cociente Z**/Z,
y obtuvo otros resultados mas fuertes para espacios con bidual
separable [491 y 495].

9.3 Resoluciones proyectivas de la identidad

La parte complicada en la determinaciéon por Amir y
Lindesntrauss de bases de Markushevich en los espacios de Banach de
generacion débilmente compacta es la descomposicion del espacio de
Banach en subespacios, mediante una familia ordenada de
proyecciones, que se llama una resolucion proyectiva de la identidad y
que de forma grafica se dice en el libro de Deville, Godefroy y Zizler
(Smoothness and renormings in Banach spaces, Pitman 64 (1993)) que
es una “sucesion larga de proyecciones”.

Amir y Lindenstrauss [8], al dotar a un espacio E de
generacion débilmente compacta de base Markushevich, consiguieron
definir una inyeccion continua del espacio E en cierto co(I),
probando también que la bola unidad del dual de E, con la topologia
débil definida por los vectores de E, es un compacto de Eberlein, lo
que significa que es homeomorfa a un subconjunto débilmente
compacto de cierto co( A ).

La pregunta natural era si admitirian resoluciones proyectivas
de la identidad los espacios de Banach cuya bola unidad del dual,
provista con la topologia débil estrella, pueda sumergirse en un
producto de rectas de manera que la imagen de cada punto so6lo tenga
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una cantidad numerable de coordenadas diferentes de cero. Este
problema tiene dos respuestas parciales del profesor Valdivia:

La primera exige que en el dual, y no sélo en la bola unidad,
pueda definirse una inyeccion continua en un producto de rectas, de
manera que la imagen de cada punto tenga una cantidad numerable de
coordenadas diferentes de cero [497].

La segunda es para espacios C(K) de funciones continuas,
cuando el compacto K se pueda sumergir en un producto de intervalos
[0,1], de manera que las imagenes de los puntos de un subconjunto
denso de K tengan una cantidad numerable de coordenadas no nulas
(Projective resolution of identity in C(K) spaces, Arch. Math. 54
(1990) 493-498).

Estos compactos llevan ya en la literatura especializada el
nombre de su descubridor y abren una serie de preguntas relativas a la
posibilidad de construir una teoria de resoluciones proyectivas de la
identidad que englobe las de Amir-Lindesntrauss y Valdivia, asi como
el estudio de los espacios de Banach que admitan resoluciones
proyectivas de la identidad cuando en la bola unidad del dual los
puntos de un conjunto frontera, o los de algiun subconjunto de puntos
extremales, admitan representaciones con cantidad numerable de
coordenadas no nulas.

Todos los esfuerzos en esta direccion seran fructiferos para el
estudio de los espacios de Banach, particularmente los no separables,
y, consecuentemente, para la teoria de operadores en espacios de
Banach.



Capitulo 10

Espacios de Banach isométricos o
isomorfos a un espacio de Hilbert

10.1 El problema de la isometria.

Alguna de las propiedades de los espacios de Banach nos
hacen recordar los espacios de Hilbert. No debe extrafiarnos, pues, que
uno de los problemas propuestos por Banach en su Teoria de las
operaciones lineales consistiese en describir una propiedad P tal, que
un espacio de Banach con la propiedad P, fuese isométrico, o bien
isomorfo, a un espacio de Hilbert. Ahora expondremos alguna
caracterizacion isométrica.

En 1935 [202], Jordan y von Neumann probaron que un
espacio de Banach es isométrico a un espacio de Hilbert si, y solo si,

satisface la ley del paralelogramo (|x + y[(2 +x - y“z = 2(“tz +|| y“z ).
Foias [161] y von Neumann [264] probaron que un espacio de Banach

complejo E es isométrico a un espacio de Hilbert si, y solo si, para
cada operador tineal T de E en E y cada polinomio P con coeficientes

complejos se verifica que [P(T)| < HTHsup“P(z) |z = IN .

También se debe a von Neumann [264], en colaboraciéon con
Auerbach [16], que un espacio de Banach finito dimensional E es
isométrico a un espacio de Hilbert si. y sélo si, para cada par de
puntos x e y de la esfera unidad de E existe una isometria T de E en E
tal que T(x) = T(y).
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Dado un numero finito k se tiene en los espacios de Hilbert que
los subespacios k-dimensionales son isométricos. Otro de los
problemas propuestos por Banach en su Teoria de las operaciones
lineales fue si la isometria entre los subespacios de dimension k de un
espacio de Banach E, caracterizaria la isometria del espacio E con un
espacio de Hilbert.

Lo que se sabe de este problema por los trabajos de Auerbach,
Mazur y Ulam [17], Dvoretzky [110] y Gromov [177] es que la
respuesta es afirmativa si k es par y k+1 es menor que la dimensién de
E. Para espacios de Banach reales la solucién también es afirmativa si
k es impar y k+2 es menor que la dimension de E. Para espacios de
Banach complejos la solucién también es afirmativa si k es impar y 2k
es menor que la dimension de E.

Se debe a Kakutani [208] y Bohnenblust [59] que un
espacio de Banach de dimensién mayor que 2 es isométrico a un
espacio de Hilbert si, y solo si, los subespacios de dimensién dos son
imagenes de proyecciones de norma 1, lo que equivale a que cada
subespacio cerrado sea imagen de una proyeccion de norma 1.

10.2 El problema de la isomorfia.

El anterior resultado de Kakutani y Bohnenblust es sencillo de
probar, pero, si se prescinde de que la proyeccion sea de norma 1, sélo
se obtiene isomorfia, segun el siguiente resultado de Lindenstrauss y
Tzafriri [224]:

Un espacio de Banach es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y
solo si, sus subespacios cerrados son complementados.

En general, las propiedades que caracterizan que un espacio de
Banach sea isométrico a un espacio de Hilbert han sido mas simples
de obtener que las que sélo establecen la isomorfia, de las que vamos
a dar algunas que parecen particularmente atractivas:
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e Un espacio de Banach E separable es isomorfo a un espacio de
Hilbert si, y sélo si, E y su dual son isomorfos a subespacios de
L'([O,l]), 0 si, y solo si, son isomorfos a cocientes de C([0,1])
(Grothendieck [180], Lindenstrauss y Pelczynski [224]).

e Un espacio de Banach E es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y
solo si, es un operador acotado la transformada de Fourier definida

en el espacio L} (R,E) y con valores en su completacién, siendo

LY (R,E) el espacio de las funciones simples definidas en el

conjunto R de los nimeros reales, con valores en el espacio E y
provisto con la norma L2 (Kwapien [214}]).

e En términos de convexidad y suavidad uniforme se tiene que un
espacio de Banach E es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y sélo
si, existe una constante A y dos espacios de Banach E; y E,
isomorfos a E, de manera que E; es uniformemente convexo, E;
es uniformemente suave, y los médulos de convexidad y suavidad

verifican que & tH=At* y pEZ(t)SAtz, para los valores

positivos de t menores que cierto ¢ positivo [159].

Finalmente, se debe a Enflo [119] que un espacio de Banach E
es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y sélo si, es homeomorfo a un
espacio de Hilbert, siendo el homeomorfismo y su inverso
aplicaciones uniformemente continuas.



Capitulo 11

Consideraciones finales

Los cambios radicales experimentados en los altimos cien afios
hacen que no sean fiables las extrapolaciones para predecir el futuro
cientifico. No es un simple dato anecddtico que el Congreso
Internacional de Paris de 1900 tuviese 226 asistentes, y que el niimero
de asistentes en el ultimo Congreso internacional de matematicos de
1994 fuera unas treinta veeces superior. No es exagerado estimar
alrededor de diez mil asitentes para el 23 congreso internacional a
celebrar el proximo Agosto en Berlin.

En el congreso internacional de Kyoto de 1990, la delegacién
americana propuso una serie de congresos en diversas partes del
mundo en el afio 2000, como version actual del congreso de Paris de
1900. Esta iniciativa fue complementada con otros acuerdos tomados
en Rio de Janeiro, en mayo de 1992, por el Comité ejecutivo de la
Unién Matematica Internacional, desde la perspectiva del desarrollo
actual de la matematica. Su presidente, Jacques-Louis Lions, propuso
entonces que el afio 2000 fuese reconocido como Ao mundial de la
Matematica, con programas especificos dedicados a la ensefianza,
investigacion y paises en vias de desarrollo, iniciativa préxima ya a su
ejecucion.

Si miramos hacia atras vemos que nunca la Matematica ha sido
un compartimento aislado del resto de la ciencia, particularmente por
la interrelacion tan profunda y venerablemente anciana entre Fisica y
Matematicas, que hace dificil concebir a una sin la otra. Por eso el
sexto problema de Hilbert se interesaba por el tratamiento matematico
de los axiomas de la Fisca, considerandolos parte integrante de la
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actividad matematica, y, en sentido opuesto, son muchas las ideas
fisicas que han generado conceptos e invariantes matematicos (los
monopolos han dado invariantes en variedades diferenciales; las
integrales de Feynman de la teoria cuantica de campos han dado
invariantes en teoria de nudos, con un etcétera que en este caso es
mucho mas largo de lo usual).

También la modelizacién y resolucion de problemas fisicos
conlleva, cada vez mas, la utilizacién de elementos matematicos,
muchos de caracter muy abstracto, asi como el planteamiento de
nuevos problemas matematicos. Parte de los discursos de ingreso en
esta Academia de los profesores Millan Barbany [241] y Lifian
Martinez [225] versaron sobre problemas matematicos de la mecanica
de fluidos y su aplicacion a los procesos de combustion.

Otro hecho distintivo de nuestro siglo ha sido que la
matematica ha invadido otras ramas del saber, lo que puede ser debido
a que, como escribio el profesor de Guzman Ozamiz en su discurso de
ingreso en esta Academia [87], “el numero, es la herramienta a
disposicion de nuestro pensamiento para hacerse con las normas de
actuacion de la naturaleza. En ese mismo discurso transcribia el
profesor de Guzman la siguiente frase de Filolao, indicando que era
uno de los pitagéricos primitivos: “El numero es quien armoniza en el
alma las cosas con su percepcion, haciéndolas cognoscibles unas con
otras, proporciondndoles corporeidad” .

En justa reciprocidad la Matematica ha sido permeable a la
influencia de las demas ciencias, por lo que, en 1961, el profesor Rios
Garcia terminaba asi su discurso de ingreso en esta Academia:
“...desde comienzos de siglo la Fisica, mds tarde la Biologia y, desde
hace un par de décadas, las Ciencias humanas, han hecho que en la
Matemadtica del siglo XX florezcan ideas nuevas y fecundas, que le
dan un influjo sobre el resto de la Ciencia comparable al que tuvo en
la época de Newton y Leibnitz”.

En 1968, el profesor Maravall escribia en su discurso de
ingreso: “Las fronteras entre las diversas ciencias no estdn trazadas
de manera clara y distinta al estilo cartesiano, sino que se solapan
entre si ofreciendo un aspecto de continuidad, de modo que si bien es
cierto que cada ciencia tiene un niicleo claramente diferenciado, tiene
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fambién una corteza que resulta dificil precisar si pertenece a ella o
pertenece ya a otra;.....Toda ciencia tiene sus auxiliares y a su vez es
auxiliar de otras ciencias, y esta relacion de ayudantia es tan fuerte
que, con relativa frecuencia, un progreso en la ciencia auxiliar
perfecciona la ciencia fundamental, infinitamente mds que un
progreso de ella misma”.

En el proceso de investigacion matemadtica han influido
siempre valores légicos y estéticos, y los mejores servicios prestados
por la matemdtica han exigido profundos recursos teéricos. El
profesor Rodriguez-Salinas, en su contestacion al discurso de ingreso
en esta Academia del profesor Jiménez Guerra [194], indicaba la
circunstancia de que las mayores contribuciones aplicadas han sido
hechas por grandes matemdticos, debido a que sus profundos
conocimientos matemdticos les permitian abordar problemas dificiles.

En el referido discurso del profesor Jiménez Guerra se
consideraban aplicaciones de la integracion bilineal a la resolucion de
‘problemas de momentos y optimizacién, a la mejora de métodos
empleados en Mecéanica Cudntica y Teoria de la Comunicacidn, y a la
obtencién directa de la integral de Feynman, sin utilizacion de
medidas gaussianas, entre otras aplicaciones.

Nunca pues deberemos renunciar al desarrollo de la
Matematica desde la misma Matematica, y siempre seran bien venidos
problemas que, como los de Hilbert o Banach, estimulen y dirijan la
investigacion.

Ademas de resolver problemas y plantear conjeturas muy
interesantes, Hilbert y Banach hicieron una fecunda labor de sintesis.
con una fe sin limites en el valor y potencia de las construcciones
matematicas, por encima incluso de la realidad sensible. La medida de
su amor a la Matemdtica era amor sin medida. palabras que.
llevandolas al contexto matematico, las he tomado de unos consejos
de San Buenaventura, a uno de sus discipulos.

El aprecio de la belleza de la Matematica, y en general de la
construccion cientifica, hace olvidar, al menos en parte, el esfuerzo
que comporta su cultivo. Comparto pues el deseo de que “habriu que
lograr que el mayor niimero posible de hombres y mujeres accediesen
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no solo al placer del conocimiento, sino al del descubrimiento
cientifico, por muy modesto que éste fuera”, escrito por el profesor
Diaz Diaz [100] en su discurso de ingreso en esta Academia.

El futuro matematico dependera de las nuevas generaciones,
para quienes creo que tienen validez las ideas siguientes, extraidas de
una carta de Santo Tomés de Aquino a un estudiante:

“Me preguntaste: ;Qué hacer para encontrar el tesoro de la
sabiduria? He aqui mi consejo: No te lances directamente al mar,
acude a él por los rios. Con otras palabras: Empieza por lo sencillo,
que ya llegara lo complicado.

Archiva en tu memoria todo lo bueno que oigas o veas, venga
de donde venga. Esfuérzate por entender. Disipa las dudas que te
surjan. Ve llenando tu mente de cosas como quien va llenando un
vaso: poco a poco.

Trazate objetivos claros, evitando toda dispersion, y sigue las
huellas que han dejado marcadas los mejores”.
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Excmo. Sr. Presidente,

Excma. Sra. Presidenta del Instituto de Espafia,
Excmos. Srs. Académicos,

Sefioras y Sefiores:

Ha sido un honor para mi que la Real Academia me designe
para contestar el discurso de ingreso de mi querido amigo y discipulo
D. Manuel Loépez Pellicer.

La primera tesis doctoral que dirigi cuando llegué a la
Universidad de Valencia, hace mas de treinta afios, fue la de Lopez
Pellicer, y ya pude darme cuenta entonces de su laboriosidad,
profunda inteligencia, entusiasmo y vocaciéon por las matematicas.
Esto, unido a otras muchas cualidades humanas, ha tenido como
consecuencia que nuestra relacion no solo haya sido cientifica, sino
que ha cristalizado, ademas, en una amistad entrafiable.

Nacié Lopez Pellicer en Valencia en 1944. Cursé la
licenciatura de Fisicas en Valencia y la termino, con brillantes
calificaciones, en 1966. En el afio 1970, se doctoré en Ciencias
Matematicas en la Universidad de Valencia con la calificacion de
“sobresaliente cum laude”. recibiendo, ademads, el premio de
doctorado de la fundacion Cafiada Blanch. En 1973, se licencié en
Ciencias Matematicas.

Desde que acabd la licenciatura de Fisicas se dedico a la
docencia en la Universidad, actividad que, como todos sabemos, es
tan importante como pueda ser la investigacion. Solo citaré a este
respecto que en 1976 fue profesor agregado numerario de Analisis
Funcional en la Universidad de Valencia. en 1977, profesor agregado
del Grupo I, Matematicas, en la Universidad Politécnica de Valencia



112 Contestacion del Excmo Sr. D. Manuel Valdivia

y, en la misma universidad, catedratico de Matematica Aplicada a
partir de 1979.

Desde abril de 1989 ha sido académico correspondiente
nacional de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
de Madrid.

Seria muy largo de exponer, aunque fuera someramente, el
trabajo de investigacion del profesor Lopez Pellicer, recogido en mas
de cincuenta articulos, muchos de ellos publicados en revistas
internacionales de gran difusion. Solamente, daré algunos detalles. En
topologia conjuntista, ha obtenido propiedades de espacios regulares,
no completamente regulares, en relacion con el ejemplo de TychonofT,
y también ha dado otros ejemplos de espacios topoldgicos de esta
clase. Lopez Pellicer construy6o el primer ejemplo de un espacio
completamente regular tal que el k-espacio correspondiente no es
completamente regular. Ha probado ademas que la topologia 7' de
Komura es regular, poniendo de manifiesto asi que la no
compatibilidad con la estructura vectorial de una topologia 7' no
depende de la regularidad. Ha caracterizado por dualidad los teoremas
de Nachbin-Shirota y de De Wilde-Schmets. Sus articulos sobre
tonelacién son numerosos y contienen resultados muy interesantes,
desde las medidas aditivas hasta los espacios de Lebesgue-Bochner y
los espacios que intervienen en el teorema de la grafica cerrada. El
ultimo articulo publicado por el profesor Lopez Pellicer sobre medidas
aditivas, en 1997, es de una gran profundidad y permite localizar los
valores de medidas vectoriales en ciertos espacios importantes como,
por ejemplo, el de las distribuciones de Schwartz.

Debo afiadir que de los trabajos del profesor Lopez Pellicer se
han dado numerosas citas y también que nuestro nuevo académico ha
realizado una labor importante en la direccion de tesis doctorales. Ha
dirigido diez tesis doctorales, y los diez doctores son actualmente uno
catedratico de Universidad, cinco profesores titulares de Universidad,
dos catedraticos de Escuela Universitaria, una profesora titular de
Escuela Universitaria y uno catedratico de Instituto y profesor
asociado de Universidad.

Tras esta breve exposicion de los méritos académicos del
profesor Lopez Pellicer, paso a hacer algunos comentarios sobre el
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magistral discurso que nos ha dado y en el cual ha expuesto de una
forma muy clara y atractiva los conceptos basicos relacionados con las
disciplinas que €l cultiva.

Uno de los aspectos que ha desarrollado se refiere a la teoria de
los conjuntos infinitos y, en especial, ha comentado e/ axioma de
Zermelo. Dicho axioma aparece por primera vez en 1904, en un
articulo publicado por Zermelo en Mathematische Annalen, en el cual
da solucion positiva a la conjetura del matematico aleman Cantor, que
afirmaba que cada conjunto admite una buena ordenacion, es decir,
una ordenacion en la que cada subconjunto no vacio tenga primer
elemento.

Nuestro nuevo académico ha citado la paradoja de Banach-
Tarski que, en el fondo, no es una paradoja, sino un teorema
matematico, pero que, como choca con la realidad, ha consolidado su
denominacion de paradoja. Dicho teorema dice lo siguiente: “Una
esfera de radio unidad se puede dividir en un numero finito de partes
de manera que tomando alguna de éstas, no todas ellas, y
sometiéndolas a movimientos, se logra reconstruir una esfera de radio
uno, y con el resto de las partes, sometiéndolas también a
movimientos, se reconstruye otra esfera de radio uno.”

A este resultado matematico se le [lama, ademas de la paradoja
de Banach-Tarski, el teorema de la duplicacion de la esfera.

Esto es, en primer lugar, sorprendente y extrafio. Estas cosas
no ocurren en el mundo que nos rodea, en el mundo real, salvo cuando
tienen un caracter milagroso, como, por ejemplo, el milagro de Jesus
de la multiplicacion de los panes y los peces.

El teorema de la duplicacion de la esfera se publicé en Polonia
en 1923, en Fundamenta Mathematica, por los matematicos polacos
Stephan Banach y Alfred Tarski. Como ha dicho nuestro nuevo
académico la prueba de este teorema se logra gracias a la utilizacion
del axioma de eleccién de Zermelo, fuente de numerosas discusiones y
controversias, que han dado lugar a investigaciones profundas
seguidas de resultados sorprendentes en Teoria de Conjuntos y en
Logica Matemdtica.
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Insisto en este hecho para poner de manifiesto que una cosa es
el mundo real y otra es la matematica, aunque estén relacionados y
tengan numerosos puntos de contacto. Por esta razon, cuando se
estudian ciertos modelos matematicos obtenidos a partir de fenomenos
naturales, hay que tomar algunas precauciones, pues, en algin caso,
uno puede pensar que estd adquiriendo conocimientos del mundo, y
puede no ser asi, mientras que de lo que si se estd completamente
seguro es de conocer, incluso profundamente, el modelo matematico.

En la raiz de los hechos citados anteriormente, que podemos
llamar paraddjicos, esta el concepto del infinito. Cuando Cantor
trabajaba en la elaboracion de su aritmética transfinita, sus
investigaciones fueron bien recibidas por numerosos matematicos,
aunque no por todos, como, por ejemplo, por el matematico aleman
Kronecker. La objecion fundamental descansaba en la reserva que se
tenia para la aceptacién del infinito actual. Cuando decimos que el
conjunto de los numeros enteros es infinito, esto se puede entender de
dos formas:

Primero, como una capacidad para obtener numeros tan
grandes como queramos. Asi, si tomamos el nimero un millén,
podemos afirmar que existe un numero mas grande que él, por
ejemplo, dos millones. Al infinito concebido de esta manera se le
llama infinito potencial.

La segunda forma es la utilizada por Cantor: los nimeros
enteros positivos se consideran formando un conjunto con una
existencia real y objetiva, como algo que estd ahi. Al infinito
concebido de esta otra manera se le llama infinito actual y ha sido
fuente de numerosas discusiones. Hemos de afiadir que ahora el
infinito actual se maneja con absoluta tranquilidad, aunque los hechos
paradédjicos hayan surgido de €l.

Ya Galileo observaba que el conjunto de los enteros positivos
se puede poner en correspondencia biunivoca con los enteros que son
cuadrados perfectos, a pesar de que este conjunto parezca menos
numeroso que el de los enteros positivos. Galileo deducia de aqui que
los atributos “igual”, “mayor” o ‘“menor” no son aplicables a
cantidades infinitas. De esta manera, Galileo se anticipaba a los
desarrollos matematicos de esta naturaleza aparecidos en nuestro
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siglo, sobre todo después de los trabajos de Lebesgue y de las pruebas
de no existencia en ciertas medidas. Asi, Vitali, en 1905, usa
razonamientos de este tipo para demostrar la existencia de
subconjuntos de la recta que no son medibles Lebesgue, pero sobre
todo fue Hausdorff, en 1914, quien hizo una famosa descomposicién
paraddjica de la esfera unidad mediante la accién sobre ella de un
cierto grupo libre de rotaciones.

Uno puede preguntarse cual fue la inspiracion para que Banach
y Tarski llegaran a formular el teorema de la duplicacion de la esfera
puesto que, obviamente, la observacion del mundo que nos rodea no
puede dar lugar a una proposicion de este tipo. Hagamos un analisis
mas detallado. En 1920, Stephan Banach, influido por el trabajo de
Hausdorff, demostré que en el plano euclideo es posible construir una
medida aditiva para la cual todos los subconjuntos del plano resultan
medibles. Dicha medida coincide con la medida de Lebesgue en los
conjuntos medibles Lebesgue y, ademds, es invariante para los
movimientos. A la vista de este resultado de Banach, es natural
preguntarse si en el espacio tridimensional se puede hacer una
construccion andloga a la del plano. Pues bien, el teorema de la
duplicacion de la esfera no es mas que un contragjemplo para probar
que en el espacio euclideo de tres dimensiones no es posible construir
una medida aditiva para la cual todos los subconjuntos sean medibles,
coincida con la medida de Lebesgue en los conjuntos medibles
Lebesgue y que sea invariante para los movimientos.

El profesor Lopez Pellicer ha hablado también sobre los
teoremas basicos del Andlisis Funcional: e/ teorema de extension de
Hahn-Banach, el teorema de Banach-Steinhaus y el teorema de la
grdfica cerrada. Hemos de decir que Banach, en su articulo sobre la
existencia de medidas aditivas en el plano, utiliza ya, de una manera
especial, su teorema de extension, descubierto independientemente
por Hahn, y afiadiremos que, para la prueba del teorema de Hahn-
Banach, necesariamente se ha de utilizar el axioma de eleccion de
Zermelo o alguna proposicion equivalente.

El ya citado teorema de Banach, relativo a la existencia de
ciertas medidas aditivas en el plano, invariantes para los movimientos,
impide que exista una descomposicion paraddjica del circulo que
permita duplicarlo. No obstante, sobre descomposiciones del circulo
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se han realizado otras investigaciones matemaéticas muy interesantes.
En relacién con esto voy a citar un famoso problema propuesto por
Tarski en 1925. A este problema se le llama la cuadratura conjuntista
del circulo y dice lo siguiente: ;Sera posible en el plano, descomponer
un circulo en un nimero finito de partes de manera que, sometiendo
cada una de ellas a un movimiento, se pueda reconstruir un cuadrado,
obviamente de la misma area? Las investigaciones que se han
derivado del estudio de este problema han repercutido no sélo en la
teoria de la medida, sino también en la teoria de grupos.

El problema clasico de la cuadratura del circulo con regla y
compds, citado por nuestro nuevo académico es, evidentemente,
mucho mas famoso que el problema de Tarski. Los primeros intentos
para conseguir la cuadratura del circulo con la regla y el compas se
localizan en Grecia, en el siglo quinto antes de Cristo. A partir de
entonces, y durante mas de dos mil afios, se ha empleado por
numerosos matematicos un inmenso caudal de energia para tratar de
obtener una respuesta satisfactoria. En el siglo de Pericles, algunas
personas tenian una verdadera obsesion por el problema. Esto motivé
que Aristofanes, el célebre comedidgrafo griego, que tan dado era a la
burla, hablara de la necesidad de hacer la cuadratura del mundo. En
1882, Lindemann, utilizando ideas del matematico francés Hermite,
logré probar que la cuadratura del circulo con regla y compés es
imposible.

La situacion del problema de Tarski, la cuadratura conjuntista
del circulo, es muy diferente. Pues en este caso la respuesta es
afirmativa. Fue en el afio 1989, después de mas de sesenta afios de
haber sido planteado el problema, cuando un matematico hungaro,
Lackovich, demostré lo siguiente: “En el plano, se puede dividir un
circulo en un numero finito de partes de manera que, sometiendo cada
una de ellas a una traslacion, se reconstruya un cuadrado.”

Es sorprendente, en primer lugar, que para realizar esta
cuadratura del circulo basta con la utilizaciéon de traslaciones, no
siendo necesario utilizar movimientos cualesquiera. Por otra parte, hay
que hacer notar también que el nimero de partes que empled
Lackovich fue muy grande, del orden de 10°°. La minimizacién del
numero de partes es un problema que esté abierto.
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La teoria de conjuntos y el infinito matematico son temas
apasionantes, de un enorme atractivo intelectual. A este respecto,
quisiera citar al matematico polaco Sierpinski, no sélo por el ingenio
extraordinario que poseia para la resolucion de problemas
matematicos, o por las bellisimas construcciones que hizo en la teoria
de conjuntos infinitos, sino también por el entusiasmo y pasién que
puso en sus estudios. Su tumba, conforme a su deseo expresado
mucho antes de su muerte, tiene la siguiente inscripcion: Waclaw
Sierpinski, 1882-1969, explorador del infinito.

Dado el tipo de abstracciéon que se maneja en la matematica
que estamos considerando, quisiera referirme al matematico hungaro,
nacionalizado americano, John von Neumann, que se ocupd de los
fundamentos de la matematica introduciendo, en 1925, una famosa
axiomatica de la teoria de conjuntos, edificada sobre el concepto
primitivo de clase. Von Neumann fue el primero que, en 1929, planted
el problema de contar el nimero de partes en las que habria que
dividir la esfera unidad para conseguir una descomposicion
paradodjica, es decir, para lograr mediante movimientos de estas partes
la duplicacion de la esfera. Afirmaba que con nueve partes era
suficiente. Sierpinski, en el afio 1945, logré demostrar que bastaba con
ocho y, finalmente, Robinson, en 1957 obtuvo el nimero minimo:
cinco partes.

John von Neumann trabajé en problemas de hidrodinamica,
teniendo que manejar ciertas ecuaciones en derivadas parciales cuyas
soluciones eran dificiles de estudiar. Entonces sintid que habia
necesidad de conseguir resultados numéricos para estas soluciones,
cuya observacion iluminara un camino que condujera a la creacion de
una teoria. Esto le oblig6 a examinar el problema del céalculo con
maquinas electronicas. Durante los afios 1944 y 1945, von Neumann
aport6 imporiantes descubrimientos sobre computaciéon. El
matematico polaco Stanislaw Ulam, nacionalizado americano. amigo
de von Neuwnann y que trabajo con éste en Los Alamos. en un
proyecio de investigacion atomica, dice que las aportaciones de von
Neumann a la teoria de la computacion estan inspiradas en los
articulos que escribié sobre fundamentos de las matematicas. Esto
pone de manifiesto que incluso la parte mas abstracta de la
matematica puede conducir a aplicaciones.
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De todas formas, hay que tener en cuenta en la matemaética
mucho mas que los aspectos que parezcan utilitarios. Asi, por
ejemplo, la Teoria de Conjuntos tal como la construyé Cantor, ha sido
la gran base del desarrollo de la Légica Matemdtica, uno de los
mayores logros intelectuales de todos los tiempos.

Uno de los ultimos trabajos del profesor Lopez Pellicer estudia
el espacio vectorial generado por las funciones caracteristicas de los
conjuntos de una o-algebra dada, dotado de la norma que coincide con
el supremo del médulo de cada funcion. Las propiedades de
tonelacion fuerte que se obtienen en este articulo son interesantisimas
y, como he dicho al principio, tienen aplicaciones en la localizacion de
valores en las medidas vectoriales aditivas. Uno puede fijarse,
observando el anterior espacio normado o bien los demas resultados
del profesor Lopez Pellicer, en el grado de abstraccion que poseen.

Si se reflexiona con la atencion debida, se puede concluir que
un espacio de Sobolev, por ejemplo, no es menos abstracto que estos
espacios que maneja nuestro nuevo académico. En algunos trabajos de
matematica aplicada, por la dificultad de los problemas que se
estudian, lo mas que se logra es probar la existencia de una solucién
débil de una ecuacién en derivadas parciales; por otra parte, una
solucion débil, una distribucién, es una forma lineal cuya construccion
en general depende del teorema de extension de Hahn-Banach que, a
su vez, se demuestra utilizando el axioma de eleccion de Zermelo.
Entonces nos encontramos con algunos trabajos de matematica
aplicada edificados sobre el axioma de eleccion de Zermelo.

Esto no es una critica a la matematica pura ni a la matematica
aplicada. Mas bien, es una llamada de atenciéon que pone de
manifiesto que los calificativos de “pura” y “aplicada” no parece que
se hayan elegido muy acertadamente.

De hecho, la interpretacién de esa palabra “aplicada” como se
hace en la calle, es decir, con caracter utilitario, no tiene nada que ver
con la realidad que nos ocupa, aunque en algunos casos la
Administracion misma lo entienda de esta manera y con las
consecuencias que de ello se derivan. Es obvio, que los matematicos
no se caracterizan por patentar sus descubrimientos y, por tanto, nos
encontramos con una ciencia aplicada, la matemadtica aplicada, en
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donde, en general, no hay patentes ni registro de los inventos. La
razon de ello es que la palabra “aplicada” en este caso significa algo
que estd por encima de la utilidad y que es sumamente interesante e
importante desde el punto de vista cientifico. Se trata de la
colaboraciéon con otras ciencias, ayudando a comprender ciertos
fendmenos naturales que estudian éstas, o aumentando el
conocimiento sobre dichos fenémenos, y esto utilizando la matematica
como un instrumento fundamental de investigacion.

En lineas generales, podriamos decir que en este tipo de
trabajo hay tres fases:

e En primer lugar, se elige o se crea un modelo.

e En segundo lugar, se estudia matematicamente el modelo o
algunos de sus aspectos.

e Y, finalmente, se contrastan experimentalmente los resultados del
modelo tedrico, que es lo que valida su utilidad.

Esta ultima fase es decistva. Puede suceder que el experimento
choque con la teoria; en este caso, uno debe sospechar que no hizo
matematica aplicada. No obstante, aunque suceda esto, no debe
interpretarse como un cataclismo, pues si en la segunda fase la
matematica es de calidad, parece probable que se pueda aprovechar.

De todas formas lo que estamos comentando no sucede
frecuentemente. Lo que realmente sucede es que los
experimentadores, bien porque tengan otras cosas que hacer que crean
mas relevantes, bien porque no dispongan del tiempo suficiente o por
las razones que sean, no intervienen con frecuencia en la fase de
corroboracion de las predicciones realizadas por la teoria. Y entonces
nos encontramos, por la no intervencién de los experimentadores, con
un porcentaje elevadisimo de trabajos que nunca sabremos si
pertenecen a la matematica aplicada o no. Esto, obviamente, es triste,
sobre todo para los interesados, pero hemos de aceptarlo como un
hecho mas que se deriva de la condicion humana.

A veces, cuando se nos pregunta a los matematicos sobre
nuestra actividad, solemos decir que hacemos matemdtica pura, o bien
matemdtica aplicada, a pesar de que, en este tltimo caso, la tercera
fase citada antes, que es la sancionadora de si esto es asi 0 no, atn esté
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por llegar. No obstante, no cabe formular ninguna critica al respecto
porque las respuestas se dan a titulo orientativo, de buena fe y
actuando desde la honestidad intelectual.

Otra cosa es cuando se subvalora o sobrevalora la matemdtica
pura, o la matemdtica aplicada, y esto por otros fines; entonces
estamos ante hechos patolégicos de los que no vale la pena hacer
comentario alguno.

Somos muchos los matemaéticos y hay numerosos campos en
los que podemos intervenir, pero no podemos olvidar que la primera
condicién que debemos tener en cuenta es la calidad de nuestra
matematica. Por otra parte, somos conscientes de las limitaciones que
pueda tener nuestro trabajo en relacidon con otras ciencias. Por
ejemplo, a los grandes problemas que hay planteados, como pueden
ser la curacién del cancer o del sida, no somos tan ingenuos para
pensar que un matematico con un modelo va a dar algin tipo de
solucion. Nuestra colaboracion resulta muchisimo mas modesta, pero
esto no quiere decir que carezca de valor.

A veces, por un exceso de ilusion, tratamos incluso de aplicar
la matematica a cualquier fendmeno de la naturaleza. Personalmente
creo que Dios ha hecho un mundo extremadamente mas rico de lo que
puede abarcar la matematica. A este respecto, recuerdo lo que dice
Hamlet, en la famosa tragedia de Shakespeare, dirigiéndose a Horacio:
“Hay mds cosas en el cielo y en la tierra, Horacio, de las que pueda
sofiar tu filosofia”.

Y ahora, debo felicitar al profesor Lopez Pellicer por la alta
calidad de la matematica que ha cultivado, y animarle a que continte
en esa direccion.

Querido amigo Lopez Pellicer, en nombre de la Academia le
doy la bienvenida a esta Casa. Desde ahora tenemos la suerte de
contar con usted que con sus conocimientos, laboriosidad y juventud
realizara, sin duda, una colaboracion fecunda en las tareas de la
Academia.

Gracias por la atencidon que me han prestado.
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