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Exemo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,

Sefioras, Sefiores:

Ante todo deseo expresar mi més profundo agradecimiento a los miembros
de esta Real Academia por el alto honor que me han concedido al elegirme
académico numerario. Tras veinte afios de ejercer mis tareas como académico
correspondiente nacional, es este un importante ascenso que aprecio since-
ramente y que, dentro de mis posibilidades, espero poder desempenar con
entusiasmo y responsabilidad. Esta es mi promesa aquf al convertirme desde
hoy en vuestro compaiiero.

Paso a ocupar la plaza ntimero 51 de nueva creacién adscrita a la Sec-
cién de Exactas para “reforzar su flanco geométrico asi como sus relacio-
nes con la fisica” segin se dice en el escrito de mi presentacién por los
Académicos D. Darfo Maravall, D. Baltasar Rodriguez Salinas (q.e.p.d.) y
D. José M. Montesinos. Y al aludir a lo que han sido mis principales campos
de interés cientifico, no puedo dejar de dedicar un emocionado recuerdo a los
profesores que me iniciaron en estas ciencias alla por la segunda mitad de los
anos cincuenta: Palacios, Velayos, Duran, Séanchez del Rio... del lado fisico;
Abellanas, Ancochea, Sancho, Etayo,... del lado matemdtico. Representantes
todos ellos de una generacién de profesores universitarios competente y ge-
nerosa que, en conjuncién con la espectacular expansién universitaria de los
afios setenta, hizo posible el alumbramiento de la generacién actual de inves-
tigadores que tanto prestigio esté dando a la matemética y fisica espafolas.

Deseo mencionar especialmente al profesor Juan Sancho Guimerd, maes-
tro colega y amigo, quien me encaminé por la senda de la docencia y la
investigacién, y ha guiado mis pasos durante afios en mi vida cientifica.

De esa primera etapa guardo el grato recuerdo de haber aprendido de
él la geometria diferencial y la mecanica simpléctica —justo en los aflos en
que estas disciplinas se estaban formulando internacionalmente en el lengua-
je moderno—, la relatividad general, la teorfa de grupos y su aplicacién a la
mecdnica cuédntica, asi como las técnicas espectrales en geometria y fisica a

las que el profesor Sancho daba, gran importancia como buen especialista que



era en geometria algebraica. Tras un paréntesis de tres afios en Venezuela
siguid ejerciendo su magisterio en Barcelona y Salamanca, donde doctoré a
algunos fisicos y a muchos matematicos entre los que tengo el honor de en-
contrarme. Su interés por los fundamentos de la ciencia y, en especial, por
la interrelacién entre la fisica y la geometria, ha sido también constante a
lo'largo de su vida, -habiendo dejado en mi una profunda huella sus siempre
sugestivas reflexiones sobre este apasionante tema.

-:'Y -es, precisamente, en esa zona, fronteriza entre la geometria y la fisica
donde deseo situar mi discurso, que va a tratar sobre la naturaleza variacional
de la ley fisica.

Sobre este asunto, viejo y siempre de actualidad, debo comenzar diciendo
que si uno-de los rasgos més caracterfsticos de la fisica del siglo XX ha sido el
constante cambio que se-ha producido en su concepcidén del espacio, no lo ha
sido menos la admirable adaptacién a dichos cambios del famoso principio de
la accidn estacionaria, que desde hace més de 200 anos rige la fisica tras su
esencial conversién en mecénica. “Espacio” y “ley fisica” en perpetua inter-
accidn, exactamente igual al modo como en geometria las figuras geométricas
y las reglas por-las que se rigen se amoldan con naturalidad al espacio que las
alberga. Y es en esta interrelacion entre “continente” y “contenido” donde
podria decirse que se halla el verdadero fundamento del pensamiento fisico
que con-toda propiedad deberfa llamarse “fisica geométrica’.

Este. es el tema de mi eleccién, con el cual, si por una parte he tratado
de aproximarme a lo que han sido mis 4dreas de interés preferente, tengo
la- esperanza, por otra, de poder mantenerme en un nivel de comprensién

tolerable para la distinguida audiencia constituida. por todos ustedes.

1. La mecanica de Lagrange

La historia de nuestro asunto empieza en 1788, afio en el que se edita
por pr‘i‘rmera vez la Mecénica Analitica de Lagrange [54]. Esta doctrina, que
corona todos los esfuerzos del Siglo XVIII para elaborar un cuerpo unifica-
do en el area de la mecdnica, pasé a convertirse pronto en el fundamento

mismo de lo que ha dado en Illamarse fisica cldsica. Flanqueada por las dos



grandes teorfas de ese periodo: la gravitacidén newtoniana y el electromagne-
tismo de Maxwell, la mecdnica de Lagrange constituye de hecho la primera
geometrizacion de la fisica en el sentido moderno.

Su punto de partida no fue otro que la profundizacién de la mecénica de
Newton en su aspecto corpuscular. '

Situada esta primera gran teoria de la fisica en el espacio de la geometria
euclidea y con un manejo de la nocién de tiempo deliberadamente ingenuo
(lo que se mide con un reloj), el objetivo de la gravitacién newtoniana es,
como es bien sabido, la descripcién del movimiento de los planetas y del
sol por efecto de las fuerzas derivadas del campo gravitatorio producido por
ellos. Un hecho clave de esta teoria es que por primera vez se establece una
distincién clara entre “condiciones iniciales” y “ley fisica”: dados los valores
de las variables que caracterizan un sistema en un instante inicial, la ley fisica
permlte obtener los valores de dichas variables en cualquier otro instante. En
el caso que nos ocupa: las posiciones y las velocidades de los componentes
del sistema, solar obedeciendo a las leyes de Newton.

Dos resultados bésicos del anélisis que hace Lagrange de esta teoria que
aparecen en la edicién de 1811 de la Mecdnica Analitica [54] son: la expresidn
intrinseca de las ecuaciones de movimiento y, lo que es méds sorprendente
en esa fecha, el descubrimiento de la estructura de variedad simpléctica del
conjunto de sus soluciones.

En efecto, en la seccidén V de esta edicién aparecen las famosas ecuaciones
de Lagrange, subraydndose que dichas ecuaciones sélo dependen de la funcién
Z = T — V (T=energia cinética y V=energia potencial), lo que hoy dfa
llamamos lagrangiana y denotamos por L. En la seccidn anterior Lagrange se
ve conducido a estas ecuaciones al tratar de obtener una expresién intrinseca
del primer miembro de la ecuacién de Newton. Demuestra que la funcién
H =T +V (la energia total) es una constante de movimiento, pero no cae

en la cuenta de que sus ecuaciones son solucién del problema variacional

5/Ldt=0.

Este resultado, el famoso principio de la accién estacionaria, fue obtenido

definido por la funcién L:

por Hamilton en 1834 en el caso independiente del tiempo y por Jacobi en



1842 en el caso general.

Lo curioso de esto es que Lagrange conocia muy bien las ecuaciones dife-
renciales de los problemas variacionales, tema que habia investigado en 1759
con resultados que fueron muy elogiados por Euler.

De indole més profunda es la descripcién que Lagrange hace en esta mis-
ma secciéon de la estructura geométrica del conjunto de las soluciones de las
ecuaciones de movimiento: los' “movimientos intemporales’ en su termino-
logfa.

Al parametrizar este conjunto por un sistema de condiciones iniciales lo
que Lagrange estd definiendo en realidad es una estructura de variedad sobre
el mismo, donde las parametrizaciones son las cartas locales y las constantes
de movimiento el anillo de funciones. La variedad es diferenciable a juzgar
por los cambios de coordenadas que hace, siendo sus vectores tangentes en
cada solucién = lo que Lagrange llama “caracteristicas™ y denota por iz,
Az, etc. Méds atin, Lagrange asocia a cada par de vectores tangentes, dz; Az, .
una forma bilineal w(dz, Az) que demuestra que es una constante como una
funcién del tiempo, lo que le permite dotar a la variedad ‘de los movimientos
intemporales de una métrica hemisimétrica en la que se reconoce la métrica
simpléctica de la mecédnica de hoy dia.

Bajo este planteamiento, Lagrange obtiene en esos afos importantes re-
sultados: los paréntesis de Poisson para computar las componentes contrava-
riantes de la-métrica simpléctica, el método de variacién de constantes con el
que describe en la variedad de soluciones las perturbaciones de los sistemas
mecénicos, la aplicacién de la teoria al sélido rigido y a la hidrodindmica etc.
Sin embargo, buena parte de ellos permanecié semioculta a la comunidad
cientifica de la época, retrasandose casi un siglo su aceptacién.

‘En ese largo periodo €l punto de vista Hamiltoniano [37] produjo un
avance sustancial de la doctrina. En el marco simpléctico lagrangiano, esta
vez transferido del “espacio’ de velocidades’ al “espacio de momentos™ via la
transformacién de Legendre, lo que Hamilton hace es caracterizar la teoria
en términos de la energia, H, exclusivamente. En su formulacién, obtiene el
movimiento del sistema como el “flujo simpléctico ” asociado a la energfa, e

inspirado en la éptica de Huyguens interpreta la integral de accién evéxlluada



sobre los movimientos (su célebre funcién principal) como solucién de una
ecuacién en derivadas parciales de primer orden (la ecuacién de Hamilton-
Jacobi), que le permite identificar los movimientos con las ” curvas carac-
teristicas ” de dicha ecuacién. Las consecuencias tedricas y practicas de esta
gran idea, entre las que destaca el famoso método de integracién de Jacobi,
son bien conocidas y no vamos a insistir en ellas. Decir tan sélo que desde
entonces el punto de vista hamiltoniano evolucioné cada vez més desligado
de su origen variacional, abriendo uno de los maés brillantes capitulos de la
geometria simpléctica.

Toda esta corriente de ideas cristalizé en los Ultimos afios del Siglo XIX y
primeros del XX, en la teoria de invariantes integrales de Poincaré y Cartan
[6], con la que puede decirse se cierra este periodo clésico de la mecénica de
los sistemas con un ndmero finito de grados de libertad.

La extensién de las ideas de Lagrange a la teoria de campos empezé con
el electromagnetismo de Maxwell, la otra gran teoria de la fisica clésica.

Ya en 1873 Maxwell mismo repard en la posible utilidad de expresar las
ecuaciones del electromagnetismo de forma lagrangiana, pero no fue hasta
1892 cuando Helmholtz propuso la primera lagrangiana de esta teorfa. En
ella, el “potencial vector” y el “campo eléctrico” se tomaban como varia-
bles independientes, incluyéndose unos términos adicionales para describir
las propiedades dieléctricas y magnéticas de la materia. En 1900 Larmor,
por su parte, obtuvo varias de las ecuaciones de Maxwell y de la fuerza de
Lorentz a partir de un problema variacional con ligaduras al que aplicd el
método de los multiplicadores de Lagrange. Un procedimiento muy similar,
por cierto, al que aparece en las lecciones de Electricidad y Optica de Poin-
caré de 1899, publicadas en 1901. Finalmente, en 1903 Schwarzschild propuso
bajo este planteamiento clésico la lagrangiana del electromagnetismo tal y
como la conocemos hoy dia.

Todas estas versiones fueron recopiladas por Lorentz en dos conocidos
articulos de la Encyklopédie der Mathematischen Wissenschaften, publicados
en 1904 [57], un afio antes de que esta doctrina encontrase su verdadero
asiento en la teorfa de la relatividad.

En cuanto a las simetrias de la lagrangiana en esta primera etapa, decir



tan solo que fueron utilizadas principalmente para eliminar ciertas variables
asociadas a ellas con objeto de facilitar la integracién de las ecuaciones de
movimiento (lo que hoy dia llamamos “reduccidn”). Tal es el caso de la re-
duccién de Routh de las “wvartables ciclicas”, la eliminacién de Jacobi del
“nodo” en el problema de los n cuerpos o las reducciones de Lie-Poisson y de
Euler-Poincaré en la teoria del sélido rigido y la hidrodindmica. De especial
significado geométrico fue el descubrimiento, que se remonta a Lagrange, de
la conexidn existente entre las diez leyes de conservacién clésicas de la teoria
de Newton y las simetrias espacio-temporales galileanas. Sin embargo, lo que
no se consiguid en este periodo fue relacionar la invarianza de la lagrangiana

con la covarianza de las ecuaciones de movimiento.

2. La estacionaridad en Relatividad y Fisica

Cuantica

Constatada la naturaleza variacional de la ley fisica en esta primera etapa
de 1811 a 1904, la cuestién volvié a plantearse méas profundamente con las
dos grandes teorias del siglo XX: la relatividad y la fisica cudntica.

Dos hechos decisivos de este segundo periodo en relacién con el concepto
de estacionaridad son, a nuestro juicio, el descubrimiento por Hilbert en
1915 de la “estructura variacional’ de las ecuaciones del campo gravitatorio
de Einstein y el concepto de “integral de caminos” propuesto por Feynman
en 1948 para fundar la Mecanica Cudntica.

Comentemos ambos hechos que, como es sabido, han marcado el rumbo
de la fisica tedrica practicamente hasta nuestros dias.

En 1905, treinta y tres anos después de que Klein propusiera su famo-
so “Programa de Erlangen” [50], publica Einstein su teoria de la relatividad
especial, la cual constituye, de hecho, la primera realizacién fisica del pro-
grama kleiniano. Si una geometria en sentido de Klein se caracteriza como el
conjunto de los “invariantes” respecto de un grupo de transformaciones, la
otra cara de la moneda fue entender una teorfa fisica como los “fendmenos’
que son vistos del mismo modo por una cierta clase de observadores. Y fue

asi, esencialmente, como Einstein concibié el electromagnetismo de Maxwell,
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a partir del grupo de Lorentz o, lo que es lo mismo, de sus observadores
inerciales, con objeto de dar una respuesta tedrica al hecho experimental de
la constancia de la velocidad de la luz [21].

De este modo, andlogamente a lo que ocurrié en geometria, la ciencia
fisica abandoné su rigida ubicacién en el espacio euclideo tridimensional y
su concepcién ingenua del tiempo para fundarse en una variedad cuadri-
dimensional (el espacio-tiempo), dotada de un grupo de transformaciones
0, equivalentemente, de una cierta clase de sistemas de coordenadas locales
(los observadores).

En relatividad especial, segtn la formulacién propuesta en 1907 por Min-
kowski, antiguo profesor de Einstein en Ziirich, el grupo en cuestién (el de
Lorentz) es el de las isometrias de una métrica, g, sobre el espacio-tiempo,
para la cual existen sistemas de coordenadas locales (z,y, 2,t) (los sistemas

inerciales) que la expresan de la forma canénica:

g =dz*+ dy? +d2® — *df?

Esta es, precisamente, la geometria en el seno de la cual el electromag-
netismo de Maxwell halld, por fin, su ubicacién definitiva. En particular, en
1909, Born observé que la lagrangiana de Schwarzschild era un invariante de
Lorentz. Y Mie, por su parte, que toda lagrangiana construida a partir de los
invariantes de Lorentz basicos conducia a unas ecuaciones de Lagrange co-
variantes, observacién esta que muestra por primera vez la relacién existente
entre la invarianza de la lagrangiana por un grupo de transformaciones y la
covarianza de las ecuaciones de Lagrange.

La extensién de estas ideas a todos los observadores o, lo que es lo mismo,
el deseo de hacer una teorfa invariante por todas las transformaciones de
coordenadas, llevé a Einstein, como se sabe, a la relatividad general y, con
ella, a una nueva concepcién de la ley fisica:

“Las leyes generales de la Naturaleza tienen que expresarse por ecuaciones
que sean vdlidas en todos los sistemas de coordenadas, esto es, que sean
covariantes respecto a cualquier sustitucion, generalmente covariante”.

Y siendo los campos de tensores los objetos mds simples susceptibles de

transformarse de un modo natural por los cambios de coordenadas, la fisica
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se convirtié en una teorfa de campos sobre el espacio-tiempo, llegando a iden-
tificarse pronto con la geometria mas emblematica de la época: la geometria
de Riemann [68].

En efecto, al iniciar Einstein en 1907 la bisqueda de una teoria de la
gravedad en el marco de la relatividad especial asocié la arbitrariedad de
un sistema de referencia al concepto de aceleracién, y este al de gravedad
(principio de equivalencia).

Tras varios afios de profunda reflexién, a lo largo de los cuales aprendié de
su amigo Marcel Grossmann en Ziirich la geometria riemanniana y el calculo
diferencial de Ricci y Levi-Civita, Einstein dio por fin el gran paso al sustituir
la métrica de Minkowski por una métrica g = (gag) de signatura (3, 1) sobre el
espacio-tiempo que, elevada al rango de campo fisico, identificé con el campo

gravitatorio, proponiendo para el mismo en 1915 sus célebres ecuaciones [22]:
1
Rag — é-Rgalg = ——kTag

donde R,s es el tensor de Ricci de la métrica gog, R = Ropg%° la curvatura
escalar, T, el tensor de momento-energfa de un “campo material’, ¥4, que
se considera “fuente” del campko gravitatorio, y k una constante de acopla-
miento.

Dichas ecuaciones, a las cuales llegd Einstein por razones de invarianza
de acuerdo con la nueva concepcién de la ley fisica traida por la relatividad
general, juegan aqui un papel andlogo a la ecuacién de Poisson de la gra-
vitacién newtoniana, la cual es precisamente el limite de las ecuaciones de
Einstein para ¢ = 1/¢ — 0.

Esta teoria tuvo su primer gran reconocimiento internacional en Gottin-
gen, donde Einstein, invitado por Hilbert, pronuncié en el verano de 1915
seis conferencias memorables que produjeron el entusiasmo de su anfitrién y
de la plana mayor de esa universidad, especialmente de Klein y de la joven
Emmy Noether, recién llegada de Erlangen.

En esta estimulante atmoésfera, el mismo mes en el que Einstein con-
cluy6 su famoso trabajo, Hilbert por su parte envié a la Academia de Cien-
cias de Gottingen una ambiciosa memoria de titulo “Los fundamentos de la

Fisica” [44], en la que obtenia las ecuaciones de Einstein variacionalmente a
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partir de la integral de accién:

I= /(R—l—kL)\/—detgd"‘x

donde L(gap, ¥4, 004 /02%)\/— det gd*z es una 4-forma invariante por los di-
feomorfismos del espacio-tiempo (la densidad lagrangiana del campo fuente),
R es la curvatura escalar de la métrica, y donde el tensor de momento-energfa,
T°# toma la forma, explicita:

To8 _ 1 0L+/—detg
SO detg 0G0

Especulaciones aparte sobre esta interesante historia de investigacién pa-

ralela sacada a la luz recientemente por Leo Corry, Jiirgen Reen y John
Stachel [18], el descubrimiento de Hilbert fue a nuestro juicio decisivo por
tres razones principales:

- Haber convertido la nocién de “densidad Lagrangiana invariante” en el
concepto bésico de la doctrina, a partir del cual el principio de Hamilton
y la teorfa de invariantes permiten obtener la “Ley fisica” (ecuaciones
de campo) y las “magnitudes dindmicas” (corrientes conservadas), de

un modo candnico.

- Demostrar bajo este planteamiento general que la invarianza de la den-
sidad Lagrangiana respecto de un grupo de transformaciones implica

la covarianza de las ecuaciones de campo, y

- Haber descrito toda la fisica teérica de la época (gravedad de Einstein

y electromagnetismo de Mie) segiin este esquema.

Este fue, esencialmente, el planteamiento axiomético que hizo Hilbert
de la fisica en 1915, por lo cual y con cierta licencia expositiva, podriamos
considerar al genjal matemético en relacién con Einstein como el Lagrange
del siglo XX. ’

Con todo ello, sin embargo, el “porqué de la estacionaridad ” siguié sumi-
do en el misterio, siendo esta vez la fisica cudntica la que en 1948 arrojé cierta
luz al respecto.
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En efecto, a partir de una profunda revisién del concepto de medida en
los procesos cudnticos e inspirado en ideas anteriores de Dirac, en esa fecha
propuso Feynman una nueva formulacién de la Mecénica Cuédntica [25], segin
la cual la evolucién, ¥(z,t), de un estado del sistema entre dos instantes g

y t viene dada por la ley:
‘ll(xa t) = / K(J;; t; Y, tO)\y(y> tO)dy

en la cual el propagador K(z,t;y,to) es la integral:

Koty to) = © / e kS0l (1))

donde z(t) es un camino arbitrario entre (y,%9) y (z, ), p[z(¢)] una cierta “me-
dida” sobre el “espacio” de todos los caminos y S[z(f)] = f L(z(t),z(t))dt
la accién clasica de z(t). ‘

Segun esta nueva concepcién de la ley fisica, la lagrangiana sigue siendo
el concepto basico de la doctrina, pero ahora la bisqueda de las soluciones
estacionarias se sustituye por la determinacién de la medida plz(t)].

La relacién entre ambas descripciones, la cudntica y la cldsica, no pudo
ser més sorprendente: para i << 0 (limite semicldsico) la medida, u[z(t)],
“se concentra” en los caminos estacionarios. De un modo més preciso, se
tiene la siguiente expresién asintética de Maslov:

Ko, t0,10) ~ 3 Ao 35060+ Ta(2a(0) )
Ta(t)

donde z,(t) son los caminos estacionarios, #(z,(t)) la signatura de la segunda
variacién 62S[z,(t)] (con lo que la teorfa variacional aparece en su segunda
aproximacién) y Az« €l cociente de dos cantidades infinitas, (27%)%/? y
| det 625z (t)]|, que se compensan para dar un cociente finito.

El principio de la accién estacionaria de la fisica clésica se justifica asf des-
de una perspectiva cuédntica, pudiéndosé decir que esta gran idea se ha man-
tenido hasta nuestros dias como fundamento de la fisica tedrica en sus dos

aspectos clésico y cuantico.
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3. Simetrias, Corrientes de Noether y Leyes

de Conservacion

Un tercer hecho clave del periodo que estamos comentando es el descu-
brimiento por Emmy Noether de la conexion existente entre las simetrias y
las leyes de conservacién de los sistemas lagrangianos.

En 1918, tres afios después de que Hilbert obtuviera las ecuaciones de la
relatividad general variacionalmente, publicé Noether un profundo trabajo
al respecto [65], con el que se cerré brillantemente el programa Hilbertiano
al caracterizarse las magnitudes dindmicas de un sistema a partir del grupo
de transformaciones de su geometria.

El trabajo de Noether se concreté en dos teoremas muy generales sobre
los problemas variacionales cuya densidad Lagrangiana es invariante por la
accién de un grupo de Lie de dimensién finita, en el primer caso, e infinita,
en el segundo, que son tratados separadamente por la diferencia esencial de
sus implicaciones.

En el marco de la teoria de campos sobre el espacio-tiempo ambos resul-
tados pueden enunciarse como sigue:

En el primer caso, a cada elemento del dlgebra de Lie del grupo (simetria
infinitesimal) le corresponde una 3-forma (corriente de Noether) cuya dife-
rencial exterior se anula sobre las extremales del problema variacional (ley
de conservacién). Tal es el caso, por ejemplo, del electromagnetismo, donde
el 4lgebra de Lie de los desplazamientos espacio-temporales del grupo inho-
mogéneo de Loreritz produce el tensor de momento-energia, mientras que la
invarianza de la densidad lagrangiana por el grupo U(1) da lugar a la 3-forma
de carga-corriente.

En el segundo caso, esto es, cuando el grupo de Lie de simetrias es de
dimensién infinita —localmente parametrizado por r funciones y sus derivadas
sucesivas hasta un cierto orden sobre el espacio-tiempo—, lo que ocurre es
que existen r “identidades diferenciales’ entre los primeros miembros de las
ecuaciones de Lagrange del problema variacional.

Asi, por ejemplo, en relatividad general, donde la densidad lagrangiana del

campo gravitatorio es invariante por los difeomorfismos del espacio-tiempo,
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lo que se obtiene son las identidades de Bianchi:
~ o Llpoap
divg [ R* — §Rg =0

En particular de aquf se sigue, para las soluciones de las ecuaciones de Eins-
tein, la ley de conservacién del tensor de momento-energia div, 7% =
0, asunto éste que fue muy discutido con anterioridad por Hilbert, Klein y el
propio Einstein, v que Noether aclaré definitivamente con su teorema.

También en este segundo caso existen corrientes de Noether asociadas al
algebra de Lie del grupo, pero lo que ocurre ahora es que dichas corrientes
son cohomolégicamente nulas sobre las extremales (teorema de @ntlacién).
Este hecho, junto con las identidades anteriores, adquiere un significado es-
pecial en las teorias hiperbdlicas, para las que se plantea un problema de
Cauchy de las ecuaciones de campo sobre una hipersuperficie tridimensional
del espacio-tiempo donde: las citadas identidades implican la “no unicidad ”
del problema, mientras que la anulacién de la integral de las corrientes de
Noether sobre las condiciones iniciales dan lugar a una “ligadura” cuyo estu-
dio es la base del anélisis de la estructura del conjunto de las soluciones de
las ecuaciones de campo mddulo la accién del grupo de simetrias.

Asf pues, tras el resultado de Noether las magnitudes dindmicas de un sis-
tema lagrangiano son una consecuencia candnica de su geometria, pudiéndose
caracterizar, dualmente, las soluciones estacionarias por el hecho de que di-
chas magnitudes se conservan a lo largo de las mismas. Con ello se ciefra este
ciclo que, como hemos visto, tuvo como principal objetivo responder a los
interrogantes planteados por la nueva concepcién de la ley fisica traida por
la relatividad general. Este es, sin duda alguna, €l gran salto conceptual res-
pecto de la etapa anterior, en la que las magnitudes dindmicas, introducidas
de un “modo fisico” segtin se decia, constituian los conceptos bésicos funda-
mentales, mientras que la lagrangiana no pasaba de ser una cierta “funcién
auziliar” que, sorprendentemente, unificaba toda la doctrina.

Solamente afiadir a lo hasta ahora dicho que estos teoremas se gestaron
también en esa estimulante atmoésfera de la Gottingen de 1915 a la que ya
nos hemos referido, habiendo tenido como antecedentes més inmediatos un

trabajo de Herglotz de 1911 sobre la relacién entre las diez leyes de con-
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servacion clasicas y el grupo inhomogéneo de Lorentz, y el mismo problema,
para el grupo de Galileo en mecédnica newtoniana, tratado en 1917 por Engel
a propuesta de Klein, que vio en este tema una relacién evidente con las
investigaciones de Lie sobre la teoria de grupos en ecuaciones diferenciales.

Tras varios afios de reconocimiento, los teoremas de Noether cayeron en
el olvido, irrumpiendo de nuevo en la literatura cuatro décadas después, en
plena etapa de fundamentacion de la geometria diferencial en el lenguaje
moderno, con la caracterizacién variacional del invariante integral cldsico de
Poincaré-Cartan, que pasé pronto a convertirse en el concepto clave de la
doctrina.

Comentemos este nuevo hecho que abrid, a nuestro juicio, otra etapa

decisiva de la evolucién que estamos describiendo.

4. La forma de Poincaré-Cartan

En 1930 la formulacién de Cartan de la mecénica hamiltoniana fue ex-
tendida por de Donder a la teoria de campos. Introducida principalmente
para estudiar las ecuaciones de campo via un formalismo candnico basado
en una generalizacién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, esta doctrina fue
analizada cinco afios més tarde por Weyl, conociéndose desde entonces como
teoria de de Donder-Weyl. Dicha formulacién y otras aproximaciones al te-
ma. anteriores (Volterra 1890, Frechet 1905, Mayer 1906, Caratheodory 1929,
etc.) quedaron englobadas entre 1936 y 1942 en un formalismo general de
posibles teorias candnicas propuesto por Lepage [56], que basd su andlisis en
la teorfa geométrica de ecuaciones en derivadas parciales desarrollada unos
anos-antes por Cartan. :

‘De este modo, a fines de los afios cuarenta del pasado siglo nos encon-
tramos, por una parte, con una formulacién hamiltoniana local de las leyes
fisicas dirigida a la exploracién de la geometria: definida por la dindmica de
los sistemas con un nimero arbitrario de variables independientes y, por otra,
con una renovada teoria lagrangiana de campos basada en la geometria del
espacio-tiempo de acuerdo con la filosoffa einsteniana. \

Seentra asi en una tercera etapa caracterizada por una profunda revisién
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conceptual de la doctrina en consonancia con el proceso de fundamentacién
de la geometria diferencial que se inicia alrededor de 1950 con la definicién
rigurosa de la nocién de variedad diferenciable.

El marco espacial tipico de este nuevo periodo es el de los espacios fi-
brados diferenciables, que se definen como una proyeccién de variedades
diferenciables p: E — M que se comporta localmente como una proyeccién
trivial U x F — U (U =abierto de M, F' =variedad dada). E es el espacio
total del fibrado, M la variedad base, E, = p~*(z) las fibras y F la fibra
tipo.Introducida esta nueva clase de espacios por Ehresmann y Whitney en-
tre 1937 y 1939 en el contexto topoldgico, pronto se vio que su extension
diferenciable iba a ser indispensable para la geometria diferencial global y
la fisica tedrica, donde las secciones de un fibrado p: £ — M sobre una
variedad dada (esto es, las aplicaciones diferenciables s: M — E tales que
pos = Id) van a ser los nuevos “objetos geométricos” que pueden definirse
sobre la variedad o, fisicamente, los “campos” sobre el espacio-tiempo de los
que han de predicarse las leyes de la naturaleza.

Dada una teorfa de campos sobre un fibrado p: E — M, el espacio natural
para definir la lagrangiana de la teorfa es el fibrado j%p: J*E — M de los
k-jets de las secciones locales de E, cuyos puntos son las “k-aprozimaciones
de Taylor”, jks, de las secciones s de E definidas en la vecindad de los
puntos =z de M, y donde j*p es la proyeccién j¥s — z. Dichos espacios
son la generalizacién natural a las teorias de campos en cualquier orden
de derivacién del espacio de las velocidades clasico de la mecanica de
Lagrange. Su geometria, basada en una cierta distribucién (no integrable)
definida localmente por las denominadas “l-formas de contacto”, permite
levantar (respecto de la proyeccién gx: j¥s € J*E +— s(z) € E) cada seccién
s: M — E a una seccién j*s: M — J*E, y cada campo vectorial D de E a
un campo vectorial j*D de J*E, denominadas extensiones k-jet de la seccién
s v del campo vectorial D, respectivamente.

En estas condiciones la densidad Lagrangiana de la teorfa no es otra co-
sa que una n-forma j*p-horizontal, £, sobre la variedad J*E (n = dimM).
En particular, si la variedad base estd orientada por un elemento de volu-
men, w, entonces £ puede expresarse como £ = Lw donde L es una funcién
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diferenciable sobre J*E. Este es el caso usual, siendo L la lagrangiana.
Bajo este planteamiento, la accién es una funcional sobre el conjunto
['(M, E) de las secciones de E definida por la regla:

£(s) = /k Lw, seT(M,E) (%)

la cual puede ser “variada” en cada seccién s por los elementos del espacio
vectorial X(FE) de los campos vectoriales de E (variaciones infinitesimales)

del modo natural:
(6,)(D) = / Lip(Lw), D e X(D) (8)
jks

donde Ljxp es la derivada de Lie respecto del campo vectorial j*D.

Una seccién s puede decirse ahora que es estacionaria cuando §,£ =0
sobre los campos vectoriales cuyo soporte proyecta a un compacto de M o
bien verifican ciertas condiciones de frontera o asintéticas segin el problema
de que se trate.

Introducidas a principios de los afios sesenta las variedades diferenciables
de dimensidén infinita y las técnicas del andlisis global, el conjunto de las sec-
ciones I'(M, E) (adecuadamente extendido) pudo dotarse de una estructura
de variedad diferenciable respecto de la cual la accién £ se convierte en una
funcidén diferenciable y 0,£ en su diferencial en el punto s. Fue asf como Smale
v Palais generalizaron a esta nueva situacidén la teoria de Morse que, como se
sabe, tenia como principal objetivo el obtener informacién topoldgica de la
variedad M a partir de la estructura del conjunto {s € I'(M, E) / §,£ = 0} de
las extremales de un problema, variacional definido sobre ella. Decir también,
del lado fisico, que el gran reto de la teorfa cudntica de campos fue des-
de entonces generalizar la integral de Feynman al nuevo concepto de accién
tratando de encontrar una adecuada medida sobre la variedad de secciones
I'(M, E).

Pero volviendo al tema principal que aqui nos ocupa, el resultado basico de
la teorfa lagrangiana de esta tercera etapa es la siguiente expresion intrinseca
de la diferencial de la accién:

(6.2)(D) = /M (E(5), Dy + (%) Al p0), D EX(E) (x4
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donde £: I'(M, E) — I'(M, s*V E*) (VE =fibrado de los campos p-verticales
sobre E) es un operador diferencial de orden 2k tnico (el operador de Euler-
Lagrange), © una n-forma sobre J2 1 F no tnica (forma de Poincaré-Cartan),
D} e I'(X, s*VE) la componente p-vertical del campo vectorial D a lo largo
de sy (,) el acoplamiento de la dualidad.

La forma diferencial asi obtenida generaliza el invariante integral cldsico
de Poincaré-Cartan de la mecdnica analitica en el siguiente sentido:

Induce la misma accién que la densidad lagrangiana, esto es:
£(s) :/ Lw = ©, sel(M,FE)
ks ks

de donde las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange (las extremales)

pueden caracterizarse como las soluciones del sistema de ecuaciones:
5=j%"1s, 5ipd® =0, VD€ X(J¥*1'E)

donde & es una seccién del fibrado j%*~1p: J*1E — M.

La segunda ecuacion de este sistema generaliza las ecuaciones de Hamilton
clasicas, plantedndose un “problema de regularidad’ consistente en ver si
existe algin tipo de condicién sobre la lagrangiana que permita asegurar la
equivalencia de las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton.

Por otra parte, si V = {s € ['(M,E) /£(s) = 0} es el conjunto de las
extremales y en cada una de ellas, s, se define como espacio tangente, T,V,
el espacio vectorial de las soluciones DY € I'(M,s*VE) de las ecuaciones
de Euler-Lagrange linealizadas, entonces la (n + 1)-forma d© define, por
restriccién a dichas soluciones, una métrica hemisimétrica sobre V con valores
en las funciones de V a las (n — 1)-formas cerradas de M que generaliza a la
presente situacién la estructura de variedad simpléctica de los movimientos
intemporales de Lagrange de 1811.

Esta es la denominada “variedad multisimpléctica de soluciones’ en la
cual la teorfa de simetrias de Emmy Noether encontré por fin su verdadero
significado dindmico:

En efecto, si G es un grupo de Lie de automorfismos del fibrado p: E — M
cuya extensién k-jet deja invariante la densidad lagrangiana Lw, entonces

los elementos de su dlgebra de Lie (simetrias infinitesimales) son campos
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vectoriales D de E cuya corriente de Noether es la (n — 1)-forma 726-150
sobre la variedad J?*~1E. De este modo la forma de Poincaré-Cartan puede
verse también como el objeto geométrico bésico que permite pasar de las
“simetrias infinitesimales” de un problema variacional a sus “corrientes de
Noether”. Mas aln, las simetrias infinitesimales inducen campos vectoriales
sobre la variedad multisimpléctica de soluciones, los cuales son los gradientes
multisimplécticos de sus propias corrientes de Noether.

Estos resultados son sin duda alguna la aportacién més importante de
esta tercera etapa al tema que aqui nos ocupa, llegando a configurar entre
1970 y 1985 una de las més bellas doctrinas de la fisica matematica, cono-
cida desde entonces como Teoria de Hamilton-Cartan del Calculo de
Variaciones.

Su establecimiento preciso empez6 con el caso k£ = 1 a fines de los afios
60 y principios de los 70 (Hermann [38], Garcia y Rendén [29] [30], Garcia
[31], Goldschmidt y Sternberg [33], etc.). Tras la introduccién de la deno-
minada 1-forma de estructura de los fibrados de 1-jets y usando un célculo
diferencial con valores en fibrados vectoriales dotados de una conexién lineal,
lo que se prueba en esos afios para k = 1 es la férmula de variacién (* %) y
sus consecuencias, obteniéndose en particular una forma de Poincaré-Cartan
candnica que coincide localmente con la del formalismo de de Donder-Weyl.
También se caracterizé intrinsecamente la condicién de regularidad clésica
as{ como la teoria de la segunda variacién tanto desde el punto de vista la-
grangiano como hamiltoniano. La generalizacién a k arbitrario y variedad
base M = R (mecdnica de orden superior) fue obtenida en 1978 por Stern-
berg [75], que caracterizé axiométicamente una forma de Poincaré-Cartan
verificando la férmula (x * %) y probd la equivalencia entre las ecuaciones
de Euler-Lagrange y de Hamilton bajo una cierta condicién de regularidad.
Finalmente, a principios de los afios ochenta fue resuelto el caso general por
diferentes procedimientos (Garcia y Mufioz [27], Ferraris y Francaviglia [24],
Horak y Kol4r [51], etc.), siendo la “no equivalencia genérica” de las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange y de Hamilton v el nuevo modo como debia plantearse
el “problema de la reqularidad’ 1o que sin duda alguna atrajo més la atencién
de la nueva teoria en esos anos.
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Especialmente importante es el caso k = 2, para el que se puede elegir una
forma de Poincaré-Cartan candénica de modo andlogo a los casosk =1y M =
R, k arbitrario. En particular, si dicha forma es proyectable a J'E, lo cual
equivale a que las ecuaciones de Euler-Lagrange sean de segundo orden, se
puede dar una nocién de regularidad que permite probar la equivalencia entre

las ecuaciones de FEuler-Lagrange y las ecuaciones de Hamilton proyectadas:
§'ipd®@ =0, VD e X(J'E)

donde § es una seccién del fibrado j'p: J'E — M (Garcla y Munoz [28],
Krupka y Stépankova [53]).

La principal beneficiaria de este resultado fue la relatividad general, cu-
va dinamica como problema variacional de segundo orden pudo desarroliar-
se, por fin, de un modo completo. Més concretamente, v dejando aparte la
densidad lagrangiana (de primer orden) del campo fuente sobre la que vol-
veremos més adelante a propdsito de la nocién de “acoplamiento minimo”
en las teorias de gauge, la cuestién se centra en la densidad lagrangiana de
Hilbert, R(g)+/— det gd*z, que define un problema variacional de_. segundo or-
den sobre el fibrado p: M — M, de las métricas de signatura (3,1) sobre el
espacio-tiempo con las caracteristicas anteriormente sefialadas. Este hecho,
junto con la Diff (M, )-invarianza, permite caracterizar, reciprocamente, dicha
lagrangiana, asf como establecer su formalismo hamiltoniano correspondien-
te.

En particular, resulta evidente a partir de aqui la versién variacional de
un importante resultado que Weyl atribuye a Vermeil en el Apéndice II de
su famoso libro Espacio, Tiempo, Materia de 1918:

“Las ecuaciones de la gravitacion de Einstein en el vacio son las tnicas
ecuaciones en derivadas parciales de sequndo orden en las métricas que pro-
wenen de un problema variacional del orden mds bajo posible invariante por

todos los cambios de coordenadas del espacio-tiempo ™.

5. Los ultimos veinticinco anos

La cuarta y ultima etapa de nuestra historia la componen una serie de

hechos nuevos que, producidos entre principios de los afios ochenta y la ac-
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tualidad, vamos brevemente a comentar.

A diferencia de la relatividad, que puede considerarse como el tltimo ac-
to de reflexién del pensamiento clésico, la fisica cudntica, nacida cinco afios
antes con el descubrimiento por Planck del famoso quantum de accién, em-
pezd practicamente desde cero con una serie de hechos nuevos inexplicables
desde la fisica clésica pero incuestionables desde el punto de vista experimen-
tal. Y si la doctrina einsteniana llegd a hacerse pronto indistinguible de su
substrato geométrico pasando las relaciones entre la fisica y la geometria por
uno de sus més brillantes momentos, la matematica que mejor se adapté a
los fenémenos cudnticos fue el Andlisis con su teoria de operadores, las C*-
dlgebras, las funciones de varias variables complejas, etc. que eran muy poco
geométricas en sus comienzos. Se comprende asi ese largo divorcio entre la
geometria y la fisica cuantica del que tanto se ha hablado en el pasado.

A titulo anecdético, en 1970 el fisico aleman Rudolf Haag, en esos afios

»

editor jefe de la prestigiosa revista “Comm. in Math. Phys. 7, se mostra-
ba muy critico con las aplicaciones de la geometria diferencial moderna a
la fisica, de las que decia por ejemplo: que era un lenguaje excesivamente
dificil para la mayoria de los lectores de su revista, que los resultados fisicos
obtenidos no justificaban que los fisico matemdticos tuvieran que-aprender
esos métodos, que, personalmente, tenia muy pocas esperanzas de que estos
fueran de alguna ayuda para lo teoria relativista de campos etc. Una rapida
ojeada a como evoluciond esa revista a los pocos afios prueba lo equivocado
que estaba en este punto su director de entonces. En cualquier caso, esta era
en ese tiempo la opinién general de los fisicos tedricos en relacién con este
tipo. de aplicaciones geométricas, que consideraban tenian principalmente un
interés matemadtico o todo lo més mecédnico en su sentido més clédsico.

Esta apreciacion, sin embargo, cambié radicalmente en la década de los
anos setenta debido al uso que empezd a hacerse en fisica tedrica de sofisti-
cados modelos no lineales de caracter geométrico que pusieron de manifiesto
relaciones insospechadas entre ciertos conceptos y construcciones de la geo-
metria global y la topologia y determinados procesos fundamentales de la
teoria cudntica de particulas elementales. Empez6 asi en el dltimo cuarto del

siglo XX una “segunda edad de oro ” de las relaciones entre la fisica y la
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geometria que acabd con ese largo desencuentro entre ambas ciencias al que
nos hemos referido antes. Dos referencias importantes en este sentido ‘son:
la magnifica coleccién de voliimenes de Lect. Notes in Math. de la edito-
rial Springer, donde se publicaron los més de veinte congresos anuales sobre
“Métodos de Geometria Diferencial en Fisica Tedrica ” que con tanto entu-
siasmo impulsé desde sus comienzos Konrad Bleuler del Instituto de Fisica
Nuclear de la Universidad de Bonn, y la creacién en 1982 de la revista “J.
of Geom. and Phys. ”, convertida hoy dfa en una de las mejores revistas in-
ternacionales del ramo por el buen hacer de su principal promotor y director
hasta 2003, Marco Modugno, v de su sucesor, Ugo Bruzzo.

En esta nueva etapa, puede decirse que el planteamiento que se hace de
las leyes fisicas en los diferentes marcos espacio-temporales que van propo-
niéndose es, exclusivamente, variacional. 'A diferencia de épocas anteriores
en que estas leyes eran previas a la comprobacién de tal caracter, el punto

“espacio fibra-

de partida es ahora siempre el de una “Lagrangiane” en un
do” (posiblemente més general que los ordinarios) invariante por un “grupo
gauge” que es dado de antemano como elemento pfimario de la teoria. Y es
dicho esquema, cuya formulacién geométrica precisa ha sido comentada ya,
el que definitivamente se ha impuesto en fisica tedrica hasta la actualidad.
Concretando un poco més, he aqui tres situaciones muy representativas

de lo que acabamos de decir:

e Teorias de Gauge

Constituyen el formalismo por excelencia segin el esquema anterior para
explicar qué son las “particulas elementales 7y ¢6mo se comportan las. “fuer-
zas ” que actian entre ellas, esto es: la gravitatoria, la electromagnética,
la fuerte (que rige la fisica del nicleo atémico) y la débil (responsable de la
desintegracién ). Su meta principal es llegar a obtener una “teoria unifica-
da’ de dichas fuerzas en el sentido que tuvieron en su momento los intentos
(fallidos) de Einstein para unificar la gravedad v el electromagnetismo a nivel
cldsico y la propuesta de Heisenberg, muchos afios después (y también sin

éxito), de un “campo cudntico” generando todas las particulas y sus interac-
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ciones. A este respecto, el denominado “modelo estdndar”, propuesto en 1970
como combinacién del modelo electrodébil de Glashow-Weinberg-Salam y la
cromodindmica cuéntica que describe las interacciones fuertes, sigue siendo
hasta la fecha el logro de mayor alcance en esta direccién.

Un cdnce,ptobésico comun en todos estos modelos es el de “acoplamiento
minimo 7
.. En relatividad general, primera teorfa gauge de la historia de la fisica,
ello no es otra cosa que el procedimiento que llevé a Einstein a obtener dicha
teorfa a partir de una densidad lagrangiana L(g, ¥, “OV /0z*”)/— det gd*z
sobre el espacio-tiempo de Minkowski (My, g) invariante por el grupo inho-
mogéneo de Lorentz, mediante el ”trick”de sustituir en la misma la métrica
de Minkowski por una métrica de signatura (3, 1) arbitraria (campo gravita-
torio), las derivadas ordinarias “OW¥/0z*” (mal definidas como tensores) por ‘
las derivadas covariantes respecto de la conexién de Levi-Civita V(g)a/az« ¥,

y tomar para ambos campos la densidad lagrangiana suma

[R(g) + L (9,9,V(g9)¥)] /— det gd*z

~ Del mismo tipo es la idea que llevé a Yang y Mills en 1955 a introducir
los campos que llevan su nombre para describir las interacciones fuertes en
fisica nuclear:

Tras interpretar la interaccién de los campos cargados eléctricamente
con su campo electromagnético asociado como el paso de una densidad la-
grangiana L(g, U, 0V /dz*)/— det gd*z sobre el espacio-tiempo de Minkows-
ki (My,g) invariante por el grupo U(1) a la densidad lagrangiana suma
[(1/4)[|dA|? + L (g, T, (802> — i A;)T)] /— det gd*z que se convierte de es-
te modo en invariante por el grupo gauge {e27/®) | f(z) € C®(M,)}, es-
tos autores generalizaron a SU(2), SU(3) y otros grupos de simetrias dicho
procedimiento (el “trick ” de Yang-Mills) introduciendo un nuevo campo de
inaturaleza geométrica desconocidal que veinte afios después se identificé con
las conexiones, A, de un fibrado principal p: P — M, con grupo estructural,
G, las simetrfas inicialmente dadas (H. Kerbrat-Lunc [48], A. Pérez-Rendén
[67], Yang y Wu [81] etc.)

La parte de la accién correspondiente al nuevo campo es la célebre la-
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grangiana de Yang-Mills

1
Ly v = Z“ Curv A||%y/— det gd*z

donde Curv A es la 2-forma de curvatura de la conexién A, y ||| la nor-
ma definida por las métricas de Minkowski y de Cartan-Killing del grupo
estructural.

En este caso, el campo material, ¥, son las secciones de un fibrado vecto-
rial asociado a P, el “acoplamiento minimo ” viene definido por las derivadas
covariantes Vg gze ¥ respeéto de la conexidén A, y el grupo gauge, Gau P, es
el de los automorfismos verticales de P actuando sobre las conexiones y las
secciones del fibrado vectorial asociado del modo natural.

La consideracién, por tltimo, del grupo Aut P de todos los automorfismos
del fibrado principal p: P — M, como grupo gauge de la teoria, que incluye a
los grupos de simetrias de la relatividad general y de la teorfa de Yang-Mills
bajo la forma:

1— GauP — Aut P — DiffM, — 1

condujo de un modo natural a un planteamiento de tipo Kaluza-Klein, a
partir del cual se obtienen de un modo unificado las ecuaciones de Einstein
y de Yang-Mills con sus interacciones minimas correspondientes.

Combinando adecuadamente estos acoplamientos con algin que otro ele-
mento “ad hoc” (como la introduccién de los Hamados campos de Higgs para
generar masas en los bosones y fermiones) se obtiene la accién S[4, ¥, g]
del modelo esténdar, donde A es una terna de conexiones sobre otros tan-
tos fibrados principales de variedad base el espacio-tiempo, My, y grupos
estructurales: U(1) (campo electromagnético), SU(2) (campo débil) y SU(3)
(campo fuerte), ¥ son las secciones de un fibrado vectorial representando los
campos materiales y g es la gravedad. Dicho modelo no sélo estd muy bien
elegido sino también es esencialmente tnico en el sentido de la geometria no
conmutativa como veremos después. Por otra parte, su integral de Feynman
correspondiente da lugar a una teorfa cudntica de campos con resultados
numéricos concordantes con la experiencia hasta un orden de aproximacién
de 107!; de ahi el éxito de esta teoria que ha sobrevivido a muchos intentos
de sustitucién.
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No obstante todo ello, es bien sabido que el modelo no es plenamente
satisfactorio, siendo su principal deficiencia la definiciéon y uso que se hace
en el mismo del espacio-tiempo y de la gravedad, cuya cuantificacién ha sido
siempre problemdtica asi como su compatibilizacién con las otras tres in-
teracciones fundamentales. En este sentido, resultaron muy esperanzadoras
otras nuevas propuestas muy distintas de la teoria relativista de campos tra-
dicional, como por ejemplo: la teoria de campos conformes, los campos
de Chern-Simons, los twistors y, sobre todo, la famosa teoria de cuer-
das, donde los campos usuales se tornan en auténticas figuras geométricas
(las cuerdas) que viven en un nuevo espacio-tiempo cuya dimensién (26 o
10 segun se trate de los casos bosénico o supersimétrico) depende ahora de
ciertas condiciones de compatibilidad de la doctrina.

En cualquier caso, lo que se mantiene intacta en todas estas teorias es
la estructura diferenciable ordinaria de sus diferentes piezas, siendo su rasgo
mas caracteristico la consideracién ab initio de un “grupo gauge” de simetrias
de la densidad lagrangiana que esencialmente la, determinan de modo tnico
por puras razones de invarianza (R. Utiyama [76], P. Garcfa [32], D. Betounes
[5], etc.).

e Variedades Graduadas y Supervariedades

Con esta nueva propuesta de espacios que generaliza las variedades dife-
renciables ordinarias se tratd de proporcionar un marco adecuado a las teorias
de supersimetria y supergravedad que aparecieron a finales de los aflos 70 y
principios de los 80.

Como se sabe, en teorfa cudntica de campos hay dos clases de campos que
describen los diferentes tipos de particulas elementales: los campos bosénicos
(de espin entero) y los fermiénicos (de espin semientero). En los primeros,
el espacio de estados es un espacio de funciones ordinarias, mientras que en
los segundos se trata de un espacio de funciones valoradas en un 4lgebra de
Grassmann. En este contexto, el principio bésico de la supersimetria consiste
en suponer que las ecuaciones de campo son invariantes por ciertas trans-

formaciones que “mezclan” ambos tipos de campos o, lo que es lo mismo,
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“Intercambian” entre si bosones y fermiones.

Por otra parte, el deseo de unificar la gravedad con los campos de espin
semientero y los intentos para construir una teoria cudntica consistente de la
gravitacién, condujeron de un modo natural a esta categoria méds amplia de
variedades en cuyo seno pudo formularse el concepto de “supergravedad”.

Una tercera idea, en fin, que influyé también en el desarrollo de esta
doctrina fue el intento de eliminar la asimetria entre los campos gauge y
los campos materiales con los que interactiian por acoplamiento minimo,
mediante la construccién de un supercampo gauge libre en un adecuado su-
perfibrado principal que permitia describir de un modo unificado esta clase
de interacciones.

La nueva teoria se desarroll6 en dos vertientes diferentes: las variedades
graduadas debida a Berezin, Kostant y Leites y las supervariedades en el
sentido de Rogers, Jadczyk-Pilch , Boyer-Gitler y otros. Grosso modo, puede
decirse que en una supervariedad se aumentan los puntos de una variedad
clésica, en tanto que en una variedad graduada los puntos son los mismos
pero aumentan las funciones. Mds concretamente, si en las supervariedades
el dlgebra de Grassmann A R' (para un cierto | € N) juega el papel que
tienen los nimeros reales en la teoria de variedades ordinarias, las variedades
graduadas son, en cambio, pares (M, A) donde M es una variedad clésica y
A un cierto tipo de algebra Zs-graduada de funciones sobre M dotada de
una proyeccién natural ~: A — C®°(M). Ambas categorias de variedades
son equivalentes —Batchelor [4], donde se prueba también que el dlgebra de
una variedad graduada es el algebra de secciones del algebra exterior de un
fibrado vectorial ordinario—, pero ello no implica en modo alguno que lag
teorfas de campos para supervariedades y para variedades graduadas puedan
construirse del mismo modo y conduzcan a resultados equivalentes. De ahi la
disyuntiva: jsupervariedades o variedades graduadas?. A este respecto, hay
que decir que aunque las supervariedades fueron inicialmente el modelo mas
usado en la fisica de supersimetrias, la teoria de variedades graduadas se
ajusté més a la concepcién moderna de la geometria y de la fisica segun la
cual el dlgebra de funciones (los observables) constituye el elemento primario

de la doctrina.
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Bajo este segundo planteamiento, D. Herndndez y J. Munioz desarrollaron
en (39] y [40] un Célculo de Variaciones de primer orden sobre los fibrados de
variedades graduadas siguiendo la linea argumental establecida por P. Garcia,
A. Pérez-Rendén y J. Mufoz para el caso ordinario, que la hacian especial-
mente apta para la nueva situacién al estar formulados todos sus conceptos
basicos en términos de las dlgebras de funciones de los fibrados de jets, ex-
clusivamente.

El punto de partida de dicha teoria es la nocién de elemento de volumen
graduado:

Dada una variedad graduada (M, A) de proyeccién natural ~:"A —
C>(M), por un resultado de Kostant, la proyeccién ~ induce isomorfismos
Hi (N Q(M, A)) — H (N Q(M)) para todo i > 0, entre los grupos de coho-
mologia de de Rham de (M, A) y de M, de modo que no puede haber otra
nocién de elemento de volumen graduado que una m-forma graduada cerrada
we N"Q(M, A) que se ~-proyecta sobre un elemento de volumen ordinario
w de la variedad M (m = dim M). La integral graduada correspondiente es
ahora la composicién A™ Q(M, A) — A" Q(M) — R definida por la regla:

77»—>771—>/ 7, (rel. a @)
M

A partir de aqui, si p: (E,B) — (M, A) es un fibrado de variedades
graduadas, una densidad Lagrangiana graduada sobre el fibrado de 1-jets
graduado J'(B/A) es una m-forma Lw donde L es una funcién del 4lgebra
graduada de J'(B/A). En estas condiciones y con la nocién de integral an-
terior, las formulas (x) y (*x) que definen la accién £ y su diferencial §,.£ en
una seccién s, pueden generalizarse al caso graduado asi como el concepto
de estacionaridad.

Lo mds destacable de esta teorfa es que la formula de variacién (x x %) a
la que se llega pasa al jet de segundo orden J2(B/A) aunque se trate de un
problema variacional de primer orden, y que el operador de Euler-Lagrange
tiene dos componentes: una de ellas la generalizacién natural de las ecuacio-
nes clasicas y otra nueva que, en el caso de la supergravedad, coincide con
las ligaduras impuestas “ad hoc” sobre ciertas componentes de la curvatura

y de la torsién por varios autores (Wess, Mansuri etc.). Para mas detalles so-
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bre esta doctrina, incluyendo la teorfa de simetr{as de Noether, la estructura
multisimpléctica, la aplicacién a los campos gauge (teorfas de supergauge) y
la versién supersimétrica de la teorfa de cuerdas (supercuerdas) pueden verse
D. Herndndez-J. Muiioz [42], A. Lépez [58] y M. Green-J. Schwartz-E. Witten
[35], respectivamente.

Decir por tultimo que aunque esta teoria es la més natural que puede
establecerse en la categoria graduada, muchas lagrangianas de interés fisico
se definen en términos de la denominada “integral de Berezin”, para la que
no existe un calculo diferencial exterior suficientemente efectivo. En [41] y
43] D. Hernéndez y J. Mufioz compararon ambos planteamientos dando un
principio de equivalencia que permite pasar de una formulacion a otra; concre-
tamente: tras dar una descripcidn intrinseca del haz Bereziniano en términos
de una cierta clase de superoperadores diferenciales, estos autores probaron
que todo problema variacional Bereziniano de primer orden es equivalente a
un problema variacional de orden superior definido por una densidad lagran-
giana graduada. En particular, se puede dar una interpretacién de la integral
de Berezin sobre los grupos topoldgicos graduados andloga a la medida de
Haar para los grupos topoldgicos localmente compactos, que permite aclarar

de un modo esencial este concepto bésico a la luz del Analisis.

e Geometria no conmutativa

En el marco de esta doctrina, desarrollada por Alain Connes y su escuela
a lo largo de los tltimos veinticinco afios, se hace una propuesta de espacio-
tiempo en cuyo seno parece haberse conseguido una razonable unificacién
del modelo estandar con la relatividad general via un “principio de accion
espectral” propuesto en 1997 por A. Chamseddine y Connes mismo [12].

El punto de partida de esta nueva geometria, bien conocido por otra
parte en dlgebra conmutativa y geometria algebraica, es la idea de obtener el
espacio subyacente a un dlgebra de funciones como el espectro del algebra.

Este planteamiento, que transcendié pronto el &mbito concreto en el que
nacié para verse reflejado en otras disciplinas matematicas (Légica, Andlisis

armonico, Algebra diferencial, etc.), estd también en la base de la fenome-
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nologfa cudntica, segin la cual el espacio-tiempo no debe ser considerado
como un concepto primario sino més bien derivarse del 4lgebra de observa-
bles (operadores) del sistema fisico correspondiente.

Desde esta perspectiva, si el descubrimiento de Gelfand y Neumark de
1943 fue esencialmente la caracterizacién topoldgica de las C*-dlgebras, la
nocién bésica que aspira a representarse geométricamente en la teorfa de
Connes es la de un triple espectral, esto es: una terna (A, H, D) constituida
por una x-algebra, A, una representacién de la misma por operadores acota-
- dos de un espacio de Hilbert, H, y un operador D autoadjunto (posiblemente
no acotado) de H tal que el conmutador [D, a] es acotado para todo a € A
y (D? + 1) es compacto. El operador D! es la traduccién a este lenguaje
del elemento de longitud de la geometria. En particular, asi como toda C*-
algebra conmutativa unitaria es el dlgebra de las funciones continuas sobre el
espacio topoldgico compacto de sus ideales maximales (espectro), el modelo
geométrico al que aspira a representarse un triple espectral conmutativo uni-
tario es el de una variedad diferenciable compacta espinorial riemanniana,
(M, g), donde A se identifica con la *-dlgebra C*(M) ® C, H es el espacio
de Hilbert L2(S) de las secciones de cuadrado integrable del fibrado S — M
de espinores asociado a la estructura espinorial, A opera por producto sobre
L?(S), y D es el operador de Dirac. La traduccién a este planteamiento de
resultados clave de la teorfa de variedades debidos a Atiyah, Brown, Douglas,
Fillmore, Sullivan y otros, permitié caracterizar algebraicamente los triples
espectrales representables de esta manera mediante siete axiomas (A. Connes
[17]) donde se contemplan dos operadores més del espacio de Hilbert: la Z,-
graduacién, v, y la estructura real, J, que son las abstracciones respectivas
de la “chiralidad” y la “conjugacién de la carga” del modelo ordinario.

En estas condiciones, la variedad M se recupera como el espectro maximal
de la C*-dlgebra conmutativa obtenida mediante el cierre por la norma de la
accién de A sobre H, mientras que la distancia geodésica entre dos puntos
x,y € M viene dada por la férmula:

d(z,y) = Sup{la(z) — a(y)| /a € A, [|[D, ]| <1}

La generalizacién al caso no conmutativo resulta ahora evidente, propo-
niéndose también siete axiomas para los correspondientes triples espectrales,
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tres de ellos exactamente iguales a los del caso conmutativo y los restantes
ligeramente modificados. La clase de geometrias que se obtiene de este modo
es muy amplia, pudiendo convivir en pie de igualdad los espacios clasicos
con otros “discretos” asi como sus posibles “mezclas” obtenidas por pro-
ducto tensorial. En particular, se sitia asi en su justo punto una vieja idea
de Heisenberg de 1938 de usar relaciones de incerteza para las coordenadas
espacio-temporales con objeto de atenuar las singularidades que se presentan
a corta distancia en teoria cudntica de campos, idea esta, desarrollada unos
anos después por Snyder y replanteada mas recientemente por S. Doplicher,
K. Fredenhagen y J. Roberts como procedimiento para evitar el colapso gra-
vitacional al localizar puntos del espacio-tiempo con excesiva precisién (véase
R. Jackiw [47] para mé&s detalles sobre este asunto).

Con esta nueva nocién de espacio-tiempo, los conceptos de base de la
teoria de campos pueden introducirse ahora siguiendo las pautas de la geome-
tria algebraica. Asf, por ejemplo, el espacio QF(A) de las k-formas sobre A es
el bimédulo generado por los.simbolos “agda; ... dag” con ag,ai,...,a; € A
y las relaciones d(a-b) —da-b—a-db =0, d1 = 0, definiéndose la diferencial
sobre el 4lgebra graduada Q*(A) = ®xQ%(A) por la regla d(apda; . .. dag) =
dagdas . . . dag. Los fibrados vectoriales son los A-mddulos proyectivos finito-
generados, mientras que las formas sobre A con valores en un fibrado vectorial
E se definen como los elementos del producto tensorial E® 4 Q°*(A). Las de-
finiciones y férmulas clasicas para los médulos de secciones de los fibrados
vectoriales permiten, en fin, generalizar los conceptos de conexién, curvatu-
ra, métricas y conexiones hermiticas, etc., abriéndose con ello el camino para
extender la teoria de campos a la nueva situacién. ,

Fue asi, de hecho, como A. Connes y J. Lott formularon en 1990 el mo-
delo estdndar en geometria no conmutativa [16}, logrando caracterizar dicho
modelo como un simple acoplamiento minimo entre un campo de Yang-Mills
y un campo de Dirac, en el cual quedan absorbidos.los artificiosos campos de
Higgs y sus interacciones por la no conmutatividad de la estructura geométri-
ca. Més concretamente, la propuesta que hicieron estos autores fue la de una
geometria levemente no conmutativa, obtenida por el producto tensorial de

la geometria (conmutativa) del espacio-tiempo ordinario, My, por una geo-
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metria de tipo cuaterniénico de espectro un par de puntos (p,p’). Sobre el
espacio-tiempo resultante, My x {p, p'}, la accién de Dirac-Yang-Mills no con-
mutativa £(V,9) = (¢, Dyy)+tr ((Curv V)? Dg*) (donde Dy es el operador
de Dirac del acoplamiento mfnimo operando sobre el espacio de Hilbert de los
campos materiales, Curv V la curvatura de la conexién hermitica V repre-
sentada como un operador de dicho espacio, y donde el segundo término es la
traza de Dixmier o “integral” de la “densidad Lagrangiana” (Curv V)* Dg%),
define un “acoplamiento minimo” en el cual los campos de Higgs v sus inte-
racciones no son otra cosa que la restriccién de la conexidn V y del propio
acoplamiento minimo a la direccién discreta del nuevo espacio-tiempo.

Acerca de esta teoria, resulta muy sugestivo el comentario final de sus
autores en el mencionado articulo:

“Del mismo modo que el espacio-tiempo de Minkowski es una consecuen-
cia natural de la teoria de Maxwell, nuestra geometria no conmutativa pue-
de ser considerada fenomenoldgica en el sentido de que se obtiene sin am-
bigiiedad de la accion fenomenoldgica del modelo estdndar”.

La unificacién de dicho modelo con la relatividad general se obtuvo, fi-
nalmente, con el “principio de accién espectral” de Chamseddine y Connes
ya citado, en el cual se contemplan como tinicas variables dindmicas los “es-
pinores” y el “operador de Dirac” que definen la propia geometria.

La nueva accién viene dada por la férmula universal sobre los triples
espectrales (A, H, D):

£(y, D) = (%, DY) +tr x(D/A)

donde A y H se consideran fijos, 1 recorre el espacio de espinores H, x es
una funcién positiva y A es un factor de escala.

En particular, cuando este principio se aplica a la geometria del mode-
lo estdndar, se obtiene una verdadera unificacién, a nivel clésico, de dicho
modelo con la gravedad, donde el término (¢, D) incluye las interacciones
de los fermiones con los bosones de espin 1 y los campos de Higgs, mientras
que el segundo término trx(D/A) coincide (médulo o(A™>)) con las restan-
tes partes del modelo estdndar junto con la accién de Einstein-Hilbert (con

constante cosmoldgica) y la gravedad de Weyl.
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Decir, por udltimo, que andlogamente a la teorfa de Einstein-Yang-Mills
clésica, el grupo gauge de esta teorfa es el grupo Aut A de los automorfismos

del algebra A, que incluye las simetrias internas, Int A, bajo la forma:
l—-IntA— Aut A — Out A — 1

donde Tnt A C Aut A es el subgrupo normal de los automorfismos internos
definidos por los elementos u« € A tales que u-u* =u*-u = 1.

Constatado una vez maés el planteamiento variacional de la fisica con
todas estas doctrinas, hay que hacer notar, sin embargo, que dicho plantea-
miento no ha conducido siempre a una estructura hamiltoniana bésica para
construir la dindmica tal y como vimos en la seccién anterior. Este es el caso,
por ejemplo, de la teorfa de Yang-Mills euclidiana, utilizada para computar
la integral de Feynman y posteriormente obtener la del caso minkowskiano
pdr prolongacién analitica que, como se sabe, llevd a la introduccién de los
instantones sobre la esfera cuadridimensional, $*, de cuyo espacio (variedad
diferenciable de dimensién finita con singularidades) hizo uso Donaldson pa-
ra probar importantes resultados sobre 4-variedades. A pesar de ello, puede
decirse que han sido dichas “teorias no dindmicas” las que han marcado més
el céfécter de las nuevas relaciones entre la fisica y la geometria, las cuales
han conducido, por un lado, a importantes resultados en geometria diferen-
cial y algebraica, tbpologl’a, aritmética, etc. y, por otro, a que la fisica tedrica
haya ampliado su arsenal metodoldgico al incorporar las poderosas técnicas
de estas nuevas disciplinas. Para més detalles sobre esta interesante simbiosis
puede verse: M. Atiyah [3], E. Witten [79], S. Donaldson [20] y N. Hitchin,
G. Segal y R. Ward [45].

No es este el momento, ni yo la persona més adecuada, para valorar este
profundo cambio desde el punto. de vista fisico. Sin salirnos de esta docta
Casa, los discursos de ingreso de los académicos D. Alberto Galindo [26] y
D. Francisco Yndurain [82] y sus respectivas contestaciones por Sdnchez del
Rio y Galindo mismo, son una buena referencia al respecto. Y, transcurridos
va mas de treinta anos de una ininterrumpida “teoria de cuerdas”, resultan
muy instructivos también el bello “didlogo sobre gravedad cudntica” de Carlo
Rovelli [69], y la reciente critica de Bert Schroer [70] a la teoria de cuerdas

reivindicando algunos de los aspectos mas estructurales de la teoria cuantica
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de campos, como son: la formulacion axiomética (Wightman), la teoria cons-
tructiva (Nelson-Glimm), la teoria algebraica de campos cuédnticos (Haag),
los formalismos euclideos (Osterwalder-Schreder), etc.

Llegado aqui, no seria justo concluir esta seccién sin hacer alguna refe-
rencia a lo que han sido estos 1ltimos afios para la mecédnica en su sentido
més tradicional.

Como: indicamos “al principio de nuestra exposicién, la-formulacién de
Hamilton de la mecénica analitica evoluciondé cada vez mis desligada de su
origen variacional, lo cual, en opinién del fisico francés Jean Marie Souriau
[74], supuso un notable retroceso respecto de la formulacién establecida un
cuarto de siglo-antes por Lagrange. Concretamente, lo que defiende este autor
es que lo que se dio en llamar a partir de Hamilton “espacio de fases” en
abstracto debfa méas bien considerarse como.un concepto derivado bajo la
forma de la “variedad de extremales” de un sistema lagrangiano. Y:este ha
sido, precisamente,-el punto de vista adoptado en la “teoria de Hamilton-
Cartan del cdlculo de variaciones” que hemos comentado ya.

En cualquier caso, la formulacién moderna de la teoria de Hamilton. abs-
tracta se -establecié a fines de los afios cincuenta para los sistemas con un
nimero finito de grados de libertad (Lichnerowicz, Reeb, Liebermann ...)
y pocos ahos después, con la introduccién de las variedades diferenciables
de dimensidn infinita, se generalizd a.los campos y medios continuos (Ebin,
Fischer, Marsden, ...). En el caso conservativo, la estructura bdsica de es-
ta doctrina es una terna (M,w, H), donde M es una variedad diferenciable
cuyos puntos se identifican con los “estados” por los que puede pasar el sis-
tema y sus funciones con los “observables” del mismo, w es una 2-forma no
singular tal que dw = 0 (métrica simpléctica), y H es la funcién energia o
hamiltoniana. A partir de estos datos, si Dy es el gradiente simpléctico de
una funcién f (ip,w = —df), la evolucién temporal del sistema no es otra
cosa. que el grupo uniparamétrico {77} generado por Dy, mientras que el
producto {f, g} = w(Dy, D,) dota a los observables de una estructura de
dlgebra de Lie real (dlgebra de Poisson) a partir de la cual, reciprocamente,
puede recuperarse la métrica simpléctica inicial.

También esta doctrina adquirié su significado fisico desde una perspecti-
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va cudntica al presentarse en los afios veinte como el substrato macroscépico
de la formulaciéon de Schrodinger-Heisenberg de la mecénica cuéntica via
un proceso denominado “cuantificacidn”, consistente —segin Dirac, Weyl y
von Neumann— en representar (irreduciblemente) el dlgebra de Poisson de
los observables de un sistema hamiltoniano en el dlgebra de los operadores
autoadjuntos de un espacio de Hilbert complejo de dimensién infinita, donde
por representacién se entiende una aplicacién R-lineal f +— f entre dichas
algebras tal que {/fE = | 7 4], y 1 = klId para una cierta constante k. Los
“estados” del sistema cudntico al que asf se llega se identifican con los subes-
pacios de dimensién 1 del espacio de Hilbert mientras que los “observables”

son los operadores autoadjuntos, f , obtenidos por el proceso de cuantifica-

cién. En cuanto a la evolucién temporal del sistema, viene dada por la accién
sobre los estados o los observables del grupo uniparamétrico e‘mt, generado
por la hamiltoniana M segin el teorema de Stone.

A este respecto, es oportuno sefialar aqui que la resolucién de este pro-
blema en términos de la estructura simpléctica del espacio de fases se con-
siguié en los afios setenta, inicidndose con ello un brillante capitulo de la
mecanica hamiltoniana conocido como Cuantificacién Geométrica.

Basada en una idea de J.M. Soriau, esta doctrina fue establecida y des-
arrollada por B. Kostant [52], que la usé como un instrumento bésico de su
teoria de las representaciones unitarias de los grupos de Lie conexos. Tras
la realizacién de la métrica simpléctica (verificando una cierta condicién de
integralidad) como la 2-forma de curvatura de una conexién hermitica sobre
un fibrado de linea complejo p: L — M, el dlgebra de Poisson de la variedad
simpléctica (M, w) puede hacerse operar sobre las secciones de L de tal mane-
ra que el paréntesis de Poisson se transforma en el conmutador de operadores
y la funcién unidad se aplica en el producto de una constante por la identidad
(precuantificacién). Tomando ahora secciones que son constantes en ciertas
direcciones mediante la introduccién de una estructura adicional denomina-
da “polarizacion”, y tensorializando dichas secciones por unos nuevos objetos
llamados “semiformas’ se obtiene un espacio de Hilbert complejo que de este
modo estéd candnicamente asociado a la variedad simpléctica y a la polariza-

cién consideradas. La cuantificacién se obtiene, finalmente, restringiendo el
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homomorfismo de precuantificaciéon a dicho espacio de Hilbert.

Investigada muy activamente esta teorfa los 1ltimos treinta afios, espe-
cialmente en el caso de los sistemas con un ntmero finito de grados de li-
bertad (D.J. Simmms [71], J. Sniatycki [72], N. Woodhouse [80], V. Guillemin
y S. Sternberg [36] etc.), su generalizacién a la teorfa relativista de campos
ha sido retomada recientemente con nuevas propuestas que intentan resolver
algunas de las dificultades que se presentan en el caso de dimensién infinita
(O. Miiller [64])..

Otro tema muy representativo de la doctrina hamiltoniana en esta cuarta
etapa es, sin duda alguna, lo que ha dado en llamarse Reduccién Hamilto-
niana, cuyo principal objetivo es reducir el estudio de un sistema mecéanico
al espacio cociente por la accién de sus simetrias. »

En su formulacién moderna, dicha doctrina se inicia a principios de los
afos sesenta, en pleno auge de lo que ha dado en llamarse “mecdnica geo-
métrica’, con el estudio topolégico de la aplicacién momento desarrollado
por Smale para tratar el problema de los n cuerpos en mecénica celeste.
De hecho, fue este autor el primero en destacar la importancia del concepto
de “aplicacion momento” y de las “construcciones cociente” en mecénica
geométrica. El punto de partida de la teoria, tal y como es conocida hoy dia,
lo constituye un celebrado teorema de Marsden y Weinstein de 1974 [62], que
tuvo como antecedente mas inmediato un trabajo de Meyer del aiio anterior.
De un modo més preciso: ‘

Dada una variedad simpléctica (M,w) y un grupo de Lie G de algebra
de Lie G, se dice que una accién g € G — ¢4: M — M de G sobre M
por difeomorfismos simplécticos (ng;w = w) es hamiltoniana respecto de una
aplicacién momento (equivariante) ¢: M — G*, cuando para todo g € G 'y
todo £ € G se verifica: ip,w = —dyps y ¥ 0 ¢, = Adj-, 01, donde ¢ es la
funcién e x € M — (z)(§), D es el campo vectorial inducido por £ sobre
M por la accién del grupo, y Ad* es la representacién adjunta.

.Este es el caso, por ejemplo, de los sistemas lagrangianos para los cuales
G es el grupo de simetrias de la densidad lagrangiana, G son las simetrias
infinitesimales correspondientes y la aplicacién momento (para los sistemas
hiperbdlicos) viene definida por la integracién sobre una hipersuperficie por-
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tadora de condiciones iniciales para las ecuaciones de campo de la correspon-
dencia entre las simetrias infinitesimales y sus corrientes de Noether estable-
cida por la forma de Poincaré-Cartan.

En estas condiciones, lo que se afirma en el teorema de Marsden-Weinstein
es que si la accién del grupo G sobre la variedad M es libre y propiay u € G*
es un valor regular de la aplicacién momento t: M — G*, entonces ¥~ ()
es una subvariedad de M y el espacio de érbitas M,, = ¢~*(u)/G, por el
subgrupo de isotropfa G, = {g € G| Ady(u) = u} es una variedad sobre
la cual la 2-forma restriccién w| 4—1(y) Proyecta en una métrica simpléctica
w,. El proceso de reduccién se completa ahora teniendo en cuenta que G
es ademdas un grupo de simetrias de la hamiltoniana H de modo que la
restriccién H| »-1(w) S€ Proyecta también en una funcién, H,, sobre la variedad
cociente M,. La familia de ternas (M,,w,, H,) es, finalmente, el sistema
hamiltoniano reducido.

También este tema ha sido intensamente investigado los ultimos treinta
afios, empezando con la debilitacién de las condiciones impuestas a la accién
del grupo de simetrias. Asi, por ejemplo, si la accién de G sobre (M, w) es
propia pero no libre, los espacios de dérbitas, M, estén estratificados por
variedades simplécticas, pudiéndose caracterizar su geometria por el anillo
(€=~ (1)))g, de las funciones G-invariantes. Esta nueva situacion, lla-
mada Reduccién Singular, se remonta a Smale, que caracterizé los puntos
regulares de una aplicacién momento por la condicién de no tener un subgru-
po de isotropfa continuo (véase a este respecto Arms, Marsden y Moncrief [2],
Cushman [19], Arms, Cushman y Gotay [1], etc.). Mds complicado es el caso
en que la accién del grupo no es propia, con lo que se abre un nuevo capitulo
de esta doctrina conocido como Reduccién Algebraica (Sniatycki vy Weins-
tein {73), Kimura [49], Willbour [78], etc.). Otros frentes muy activamente
tratados también han sido la generalizacion a las variedades de Poisson, de
contacto, de Jacobi, kéhlerianas e hiperkahlerianas etc. Para una exposicién
muy completa de todos estos temas puede verse el reciente libro de J. Ortega
y T. Ratiu: “Momentum Maps and Hamiltonian Reduction” [66).

Como tercera ilustracién del punto de vista hamiltoniano de los ltimos

aflos citar, finalmente, lo que se conoce en la literatura como Integradores
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Simplécticos.

En la encrucijada de la mecdnica geométrica, el andlisis numérico y la
computacion, esta doctrina empezé con los trabajos pioneros de Vorgelaere,
Ruth y Feng Kang sobre la integracién numérica de los sistemas hamilto-
nianos de dimensién finita. Basada en la idea de aproximar el grupo uni-
paramétrico de difeomorfismos simplécticos {77} que integra las ecuaciones
de Hamilton por un esquema numérico z,41 = ®4(z,) (h =constante de
discretizacién) cuya primera etapa g € M — ®p(zo) = z; sea un difeomor-
fismo simpléctico, la observacién clave es que dichos esquemas (integradores
simplécticos) propagan el error en las integraciones a tiempo largo de un
modo mas favorable que otros algoritmos numéricos. Més ain, tales integra-
dores pueden interpretarse como los (casi-)fiujos simplécticos z,, = 72 (xo)
obtenidos a partir de la solucién de un sistema hamiltoniano modificado de
hamiltoniana una serie asintética H = H + hHi+h?Hy, + ... en la constante
de discretizacién.

Este es, grosso modo, el origen de las “técnicas discretas” en mecénica ha-
miltoniana que no han dejado de desarrollarse a lo largo de los tltimos veinte
anos tanto desde el punto de vista puro como aplicado. Véase, por ejemplo,
Channell y Scovel [13], Gonzélez [34], McLachlan, Quispel y Robidoux [63],
y, mas recientemente, el brillante discurso de ingreso a esta Academia de
nuestro compafiero Jesis Sanz-Serna, reconocido especialista en este tema
desde sus mismos comienzos.

Como se ve, el punto de vista hamiltoniano se convirtié en esta cuar-
ta etapa en una poderosa metodologia que transcendié la propia fisica para
aplicarse a otras muchas disciplinas de matematica pura y aplicada. El caso
lagrangiano, qué duda cabe, continué siendo una aplicacién importante, pero
siempre en tanto que un sistema hamiltoniano derivado de una formulacién
variacional cuyo planteamiento inicial no tenfa, en principio, significado ha-
miltoniano alguno. Asf las cosas, en los primeros afios noventa del pasado
siglo se produjo un viraje de estas técnicas hacia el lado lagrangiano, inau-
gurandose con ello un movimiento neolagrangiano de la mecdnica geométrica
que, aparte de su interés préctico, estd contribuyendo de un modo impor-

tante al esclarecimiento tedrico de la doctrina variacional y su interpretacién
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fisica.

Dos temas muy representativos de este nuevo punto de vista son la Re-
duccién Lagrangiana y los Integradores Variacionales que, en el més
puro espiritu de la teorfa de Hamilton-Cartan del Célculo de Variaciones,
estan completando la misma en algunos de sus puntos esenciales.

Comentemos brevemente ambos temas como cierre de nuestra exposicién.

e Reduccion lagrangiana

Constituye la versién variacional de la teoria de la reduccién: si G es un
grupo de Lie de simetrias de un problema variacional de un cierto orden
definido por una densidad lagrangiana, Lw, se trata de ver bajo qué condi-
ciones el paso al cociente de Lw por la accién de G define otro problema
variacional de un orden inferior al dado. Remontandose tal planteamiento
a las formulaciones de Fuler, Lagrange y Poincaré de las teorias del sélido
rigido y de. la hidrodindmica en términos del dlgebra de Lie del grupo de
simetrias sobre el que inicialmente estdn definidos dichos sistemas, su interés
en la primera mitad del siglo XX fue notable (Hamel 1904, Ehrenfest 1904,
Chetaev 1941, etc.). Tras una larga etapa de olvido, el tema se revitalizé a
fines de los afios sesenta con los trabajos de Arnold, Ebin y Marsden sobre las
ecuaciones de Euler de los fluidos incompresibles, llegando a la actualidad,
donde el problema, aunque todavia lejos de alcanzar una solucién definitiva,
ha podido situarse en su justa perspectiva tedrica (Cendra, Ibort y Marsden
[10], Castrillén, Marsden y Shkoller [9], Ferndndez, Garcia y Rodrigo [23]
ete.).

El punto clave de la doctrina es que el sistema reducido al que se llega
por este procedimiento es un problema variacional que ya no es libre sino que
estd sometido a una cierta clase de ligaduras no holénomas.

En los sistemas mecanicos tratados por Poincaré, donde la lagrangia-
na es una funcién L: T(G) — R sobre el fibrado tangente de un grupo
de Lie G invariante por la accién natural de G sobre T(G), el problema
variacional dado se reduce por la proyeccién p: T(G) — T(G)/G = G =
algebra de Lie del grupo, a un problema variacional con ligaduras cuya la-
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grangiana es la proyeccién [: G — R de L y las variaciones admisibles en cada
curva : R — G se identifican con las curvas de la forma do = 2 + [0, 5]
(¥ =curva arbitraria en el dlgebra de Lie). En estas condiciones, las extrema-
les del problema inicial se proyectan en las del problema ligado (reduccién),
las cuales son a su vez las soluciones de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden en las curvas del dlgebra de Lie (ecuaciones de Euler-
Poincaré). Y reciprocamente, conocidas estas tltimas se pueden obtener las
primeras mediante un proceso de levantamiento obvio (reconstruccién).

Un aspecto importante del nuevo punto de vista es que con esta amplia-
cién de la clase de problemas variacionales se puede introducir una nocién
de morfismo entre dos problemas variacionales dados que tiene a las reduc-
ciones lagrangianas como caso particular. Se obtiene as{ una categorizacién
del Calculo de Varlacmnes que permite incorporar la funtorialidad como re-
qulslto bésico para sus construcciones derivadas (formulacién hamiltoniana,
cuantificacién, discretizaciones, etc.).

Asi, por ejemplo, para los problemas de Poincaré antes citados, la trans-
formacién de Legendre permite pasar de dichos problemas a su expresién
hamiltoniana (T*(G),w, H) sobre el fibrado cotangente con su métrica sim-
pléctica usual, de tal manera que el morfismo de reduccién lagrangiana
p: T(G) — G se aplica en el morfismo p*: T*(G) — G* de reduccién hamilto-
niana definido por la accién natural de G sobre T7(G). Més concretamente,
el dlgebra de Poisson definida sobre C*°(T™*(G)) por la métrica simpléctica
se proyecta por p* en el dlgebra de Lie-Poisson C*°(G*) y la hamiltoniana
H € C>®(T*(G)) se proyecta en una cierta funcién h € C®(G*), de mo-
do que las ecuaciones de Hamilton sobre T*(G) respecto de H se reducen
a las ecuaciones de Lie-Poisson sobre G* respecto de h. El diagrama final-
mente conmuta, al descender la transformacién de Legendre T(G) ~ T*(G)
a una aplicaciéon G ~ G* que lleva las ecuaciones de Euler-Poincaré a las
de Lie-Poisson. Es importante observar en este ejemplo que el morfismo
p*: T*(G) — G* es, de hecho, una aplicacién momento cuya familia redu-
cida {(T*(G),,wu, H,) | p € G*} en el sentido de la reduccién hamiltoniana
no es otra cosa que la estratificacién de G* por subvariedades simplécticas
(érbitas coadjuntas) definida por el dlgebra de Lie-Poisson C*(G*).
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. Estas son, entre otras, €l tipo de situaciones que se presentan en esta
formulacién categorial del Calculo de Variaciones, cuya investigacion actual
ocupa un lugar muy destacado tanto desde el punto de vista tedrico como
aplicado. La literatura al respecto es abundante, especialmente en el caso de
los sistemas de dimensién finita (Cendra'y Marsden: [11}, Marsden y Scheurle
[61], Holm, Marsden y Ratiu [46] etc.). Mds problemdtico es el caso de la
teorfa de campos para la cual la reduccién de la estructura multisimpléctica
a una posible generalizacién de la de Lie-Poisson sélo parece que se entienda
bien en unos pocos ejemplos (Marsden, Montgomery, Morrison y Thompson
[59],; Castrillén, Garcfa y Ratiu [7], Castrillén y Marsden [8], etc.).

e Integradores variacionales

Desde esta perspectiva es natural que se abordase una “discretizacion”
del Célculo de Variaciones con el objetivo de obtener los asf llamados , “in-
tegradores geométricos” de un modo canénico. Lias primeras investigaciones
sistemdticas en este sentido se deben a Veselov [77], quien a comienzos de los
anos 90 desarrollé una mecénica discreta. para los sistemas lagrangianos de
dimensién finita que le llevé a un tipo de integradores que dejaban invariante
una métrica simpléctica (discreta) canénicamente asociada al problema varia-
cional. Dicha teoria fue generalizada en 1998 por Marsden, Patrick y Shkoller
a la teoria de campos [60] y, més recientemente, extendida por Chen, Guo y
Wu [14] [15], incorporando una idea anterior de T.D. Lee [55] segun la cual
el espacio-tiempo (discreto) debe considerarse como una variable dindmica
més para poder introducir el concepto de momento-energia (discreto) y su
correspondiente ley de conservacion. v

El resultado es, esencialmente, una discretizacién. de.la teoria de Hamil-
ton-Cartan del Calculo de Variaciones, aproximando el caso continuo de la
siguiente manera: .

Dado un sistema lagrangiano (de primer orden) definido por una accién
£: (M, E) — R sobre el espacio I'(M, F) de las secciones de un fibrado
p: E — M, la idea clave de la doctrina consiste en tomar las restricciones
pa: Eq — My del fibrado dado a los vértices, My, de una descomposicién
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simplicial variable de la variedad base, M, y considerar los correspondientes
espacios de secciones I'(My, E4) como el dominio de una accién discreta £4

que aproxima la accién £ inicial por la férmula:

La(sa) =Y La({saze) |zx : vértices de A}),  sq € T(My, Ey)
A

donde {A} es la descomposicién simplicial cuyos vértices definen el dominio
de la seccién sq, v La es una funcién en las variables x; :vértices de un
simplice A, yx € E,, (densidad lagrangiana discreta) que aproxima la accién
continua £(s) = fjls Lw para las secciones s: A .— E tales que s{xy) =
sa(xr).

De este modo, el sistema lagrangiano considerado puede aproximarse por
un problema variacional definido por una funcién £; en un nidmero finito
de variables independientes que, dada su especial estructura, admite una

férmula de la primera variacién expresable de la forma.:

(0508a) (S, 6ye) = > (Ealsa), 62k, Syn)) + D Oualsa)(Sa, Sy)
zpelnt{A} wp€B{A}

donde £; v B4 son andlogos discretos del operador de Euler-Lagrange y de
la forma de Poincaré-Cartan clésicas.

A partir de aqui y siguiendo las pautas del caso continuo resulta que una
seccidn sq € I'(My, E;) es estacionaria si y sélo si £4(sq) = 0 para los puntos
interiores del dominio de la seccién sg4. Dicha condicién define unas ecuaciones
de recurrencia en las variables zy y sq(zk) que constituyen la versién discreta
de las ecuaciones de Euler-Lagrange clésicas (integrador variacional). A di-
ferencia del caso continuo, estos integradores no sélo condicionan los valores
{sa(zr)} de la seccidn s4 sino también su propio dominio, {zx}, lo cual resul-
ta esencial para poder establecer correctamente las leyes de conservacion de
las corrientes de Noether discretas que provienen de simetrias infinitesimales
no necesariamente verticales, como es el caso de la energfa. *

- Interpretando la férmula de variacién anterior en un correspondiente fi-
brado de 1-jets discreto, jlpg: J'E; — {A} sobre la descomposicién sim-
plicial {A} —donde las “derivadas parciales’ de una seccién diferenciable en

un punto se sustituyen por los “valores prozimos” de una seccién discreta
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en los vértices de un simplice— resulta posible ir traduciendo los diferentes
conceptos y resultados de la teorfa clésica a dicho espacio discreto (regu-
laridad, variedad multisimpléctica de soluciones —o multisimplecticidad del
integrador variacional—, teoria de Noether, segunda variacién etc.). Més to-
davfa, extendida la doctrina al cdlculo de variaciones con ligaduras, parece
posible definir el concepto de morfismo entre dos problemas variacionales dis-
cretos de tal manera que el proceso mismo de “aprozimacion” sea funtorial.
En particular, esta es a nuestro-juicio la razén profunda de que este tipo de
integradores aproximen de un modo tan dptimo las magnitudes dindmicas
del sistema lagrangiano inicial y, también, de que las aproximaciones de los
espacios de caminos por variedades diferenciables de dimensién finita em-
pleadas por Feynman en su formulacién de la Mecanica Cuéantica hayan sido
tan acertadas.

En cualquier caso, se constata una vez mds el cardcter variacional de
las leyes fisicas, las cuales se expresan en esta ocasién por ecuaciones en
diferencias finitas en virtud del planteamiento discreto de la doctrina. Este
hecho es importante en nuestra argumentacién, por cuanto se impone cada
vez con més fuerza una formulacién discreta de la fisica con independencia
de una posible aproximacién posterior del caso continuo. Con palabras de
T.D. Lee en el articulo antes citado:

“A lo largo de mds de tres siglos hemos estado influidos por el precepto
de que las leyes fundamentales de la fisica debian expresarse por ecuaciones
diferenciales. Las ecuaciones en diferencias ﬁm’tas' se consideraban siempre
como una aprozrimacién. Lo que aqui deseo explorar es, justamente, lo contra-
rio, esto es: que las ecuaciones en diferencias finitas constituyen la verdadera
expresion de las leyes de la naturaleza, pasando a ser las ecuaciones diferen-
ciales un mero limite de las mismas.”

6. Conclusion

Lo dicho-hasta aqui supongo que nos habrs convencido bastante acerca.
del caracter variacional de las leyes de la fisica, tema central de este discurso.

Los hechos descritos, producidos a lo largo de cuatro etapas sucesivas desde
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el tiempo de Lagrange hasta la actualidad, parece que asf lo confirman. Son,
ciertamente, unos hechos clave que han conducido con naturalidad a la visién

variacional de la fisica que hoy tenemos y que podemos resumir como sigue:

- A partir de una representacién del “espacio-tiempo” como un espacio
fibrado (posiblemente de variedades més generales que las ordinarias),
donde sus secciones se identifican con algin tipo de campo fisico y
donde se da como dato previo un grupo (gauge) de transformaciones
como estructura geométrica, el concepto dindmico bésico de la teoria

es una densidad lagrangiana invariante por la accién del grupo.

- Bajo este planteamiento, la funcional inducida sobre los campos por la
densidad lagrangiana define un problema variacional, cuyas ecuaciones
de Euler-Lagrange son la expresién de la ley fisica y sus soluciones los
estados del sistema. Y reemplazando la densidad lagrangiana por la
asi llamada forma de Poincaré-Cartan ~la cual define sobre los cam-
pos el mismo problema variacional de partida—, se obtiene, mediante el
producto interior por dicha forma, una representacién de las transfor-
maciones infinitesimales del grupo gauge por formas diferenciales con
la propiedad fundamental de “conservarse” sobre las soluciones esta-
cionarias. Estas son las magnitudes dindmicas del sistema; a partir
de las cuales pueden recuperarse, dualmente, los estados del mismo via

dicha propiedad de conservacion.

- Los estados y las magnitudes dindmicas configuran un nuevo espa-
cio, sobre el cual la diferencial de la forma de Poincaré-Cartan define
una “geometria multisimpléctica” en el seno de la cual la geometria del

espacio-tiempo original admite un significado dindmico.

- Finalmente, la propia accién definida por la densidad lagrangiana se
interpreta fisicamente como el “factor de fase” de la integral de caminos
de Feynman, que constituye la expresién de la ley fisica desde el punto
de vista cuantico.

Siendo hasta la fecha este maravilloso esquema conceptual el fundamen-

to de las principales teorias de la fisica, no podemos dejar de advertir, sin
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embargo, que existen “zonas de excepcién”’ a la regla que si, por un lado, la
M b bl

con

firman, plantean por otro nuevas preguntas para el futuro.

Muchas gracias.
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CONTESTACION
DEL
ExcMmo. Sr. D. Jost JaviEr Etavyo MiQueo



Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,

Sefioras, sefiores:

Los que nos deslizamos ya, jy con qué rapidez!, por la rama descendente
de la pardbola de la vida, se diria que vamos encontrando, a medida que crece
la abscisa tiempo, aquellas ordenadas que mucho mas lentamente habiamos
recorrido en nuestra subida pero dispuestas ahora en sentido inverso. Yo no
sé si esta especie de simetria podria servir como imagen, casi metafora, de
una experiencia habitual entre los viejos cuya memoria, retrocediendo en el
tiempo, nos lleva a recuperar vivencias cada vez mas remotas. Asi, enlaza
Machado el comienzo de su pequefia autobiografia poética, “Mi infancia son
recuerdos de un patio de Sevilla...”, con el contrapunto de los dos tultimos
versos que escribié y encontraron, dicen, en su bolsillo: “Estos dias azules,
este sol de la infancia”. Este volver, en fin, que acaso nos facilite, al acer-
carnos a nuestro azul postrero, seguir la recomendacién biblica de hacernos
como nifios.

Tales o parecidas cosas me venian a las mientes cuando me enfrentaba a
la honrosa y gratisima tarea de elegir unas palabras de salutacién a nues-
tro nuevo compafiero D. Pedro Luis Garcia Pérez. Porque hablar de él me
supone echar la mirada méas de medio siglo atris, cuando él era alumno de
segundo curso de Fisicas en nuestra Facultad madrilefia y yo profesor de
practicas, Y ahi empezd la cosa. La Seccidén de Fisicas habia confiado algunas
de las ensefianzas relacionadas con las matematicas a D. Pedro Abellanas
que, a su vez, recabd la colaboracion del pequefio grupo que trabajaba con
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él: por alli andabamos Martinez Losada, Sancho Guimerd y yo mismo, que
habiamos sido alumnos de D. Pedro en Zaragoza y, ya él en Madrid, nos
habiamos puesto bajo su direccidén y magisterio. fbamos asi pasando desde la
condicién de alumnos a la de discipulos y, en la docencia que nos encomendo,
de aprender geometria a aprender a ensefiarla.!

Cémo no voy a evocar aquellos tiempos, tiempos dificiles, llenos de in-
certidumbres, de estrechez de medios, de horizonte profesional oscuro pero
a la vez, quiza por eso mismo —o por ser los tiempos de nuestra juventud-—,
de ilusion y de afanes. Yo recuerdo con inmensa gratitud aquellos cursos
en que compartia la geometria con los alumnos de Fisicas, con un compa-
fierismo que ha derivado en amistad y dejado un regusto como acaso no
lo haya sentido en gran parte de mi modesta actuacién de profesor. Y, de
todas aquellas promociones, una de las més singulares, por su fidelidad en
guardar y mantener la relacién entre sus componentes y la persistencia de
aquel afecto durante tantos afios, es la de Pedro Luis, que asi le llamamos
todos familiarmente. ' '

De las personas de que he hablado hay dos que no quiero que se me
vayan de tapadillo. Porque les debo mucho, y no sélo yo, y forman parte
de nuestra historia personal. Uno es un maestro y el otro, un compafiero.
El maestro, ya lo he citado, es D. Pedro Abellanas, maestro en el saber y
en el ser, guia de tantos, inagotable en sus esfuerzos, dechado y ejemplo
para quienes estuvimos con él. Yo tengo la presuncién de que los primeros
—porque la cronologia manda— que accedimos a sus lecciones alli en Zara-
goza fuimos los que verdaderamente llegamos a-saborear lo que suponia un
despertar realmente luminoso hacia la matemaética al verla a través de sus
ojos. En mi discurso de ingreso en esta casa quise ya expresar lo que habia
sido para nosotros la figura y la acogida, nunca suficientemente agradecida,
de nuestro maestro.

Discipulo suyo fue el segundo de los nombres que quiero rescatar: mi

compaifiero, pero companero magisterial también, al par que verdaderamente

! Seguramente D. Pedro también lo veia asi. En el dltimo articulo que publicé y que,
para honra mia, me lo dedic6 en mi jubilacién, se lee: “Creo que su trabajo con los fisicos
formé a Etayo como Profesor.”
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fraterno, Juan Bautista Sancho Guimera. Ambos vinimos de Zaragoza si-
guiendo a D. Pedro, con él trabajamos codo a codo, hicimos bajo su direccién
nuestras tesis doctorales, nos acompafiamos mutuamente, juntos preparamos
las oposiciones a catedras universitarias y hoy, que no nos vemos casi nunca,
parece como si no hubiéramos dejado de estar en contacto. Me siento gran-
demente deudor del Sancho de aquellos tiempos cuando este contacto era
efectivo, de su ayuda en los primeros pasos y aun tropezones de mi incipiente
investigacién y de la visién que sabia transmitir de los grandes escenarios
de nuestra ciencia. £l ha sido para mi el primero, el mas brillante y pro-
fundo de entre los eximios colegas de mi generacién. Pero ademds fue leal y
generoso en la amistad, capaz de desprenderse con naturalidad de las cosas
que legitimamente tocaban a su misma conveniencia si con ello favorecia
a otro. Yo, que fui beneficiario privilegiado de su largueza, considero justo
declararlo antes de que seé borre en el olvido. Sirvan estas pocas palabras
para descubrir levemente su figura, muchas veces velada por él mismo, que
antepuso a la ostentacién de sus logros propios la formacién de una sélida
escuela y el enriquecimiento de los que a él se confiaron. Lo retrataria bien
una frase de Rey Pastor: “Si en las investigaciones experimentales basta al
director dar las ideas directrices para que el alumno realice sus trabajos, en
las ciencias-del pensamiento puro dar las ideas es darlo todo”.2

Tengo la seguridad de que a Pedro Luis ha de parecerle bien que comien-
ce con este recuerdo del amigo comun, al cual él mismo se ha referido con
gratitud y respeto, la escueta enumeracién de sus propios méritos. Porque no
extrafiara, tras lo dicho, que si alguien de nuestro pequefio equipo consigui6
arrastrar junto a si a algunos de aquellos alumnos fue Sancho. Y de entre
ellos, el primero de sus discipulos, nieto cientifico pues de Abellanas, fue
Pedro Luis. Como brevemente nos acaba de contar, tras licenciarse en Fisicas
por Madrid, empezé acompafiando a Sancho a la Universidad venezolana
de Valencia y su actividad como profesor instructor debié de ser suficien-
temente satisfactoria como para ser contratado en varios afios posteriores
para cursos de postgrado. Cuando en 1963 obtuvo Sancho la cétedra de

2 Tomo la cita de A. Roca y J.M. Sdnchez Ron: Esteban Terradas. Ciencia y técnica
en la Esparia contempordnea. El Serbal, 1990.
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Barcelona, alla marché con él, fue profesor de aquella Universidad y de la
E.T.S. de Arquitectura y, bajo su direccién, se doctordé en Matematicas con
premio extraordinario. En 1969 llegb a nuestra Complutense como profesor
agregado y dos afios después consigui6 la catedra de.Salamanca, a donde
también se habia trasladado Sancho. Pero ya el discipulo volaba: por su
cuenta, aunque manteniendo intactos, como se ha visto, los lazos de amistad
y compafierismo con el maestro.

No voy a hacer un inventario, arido siempre, de sus contribuciones y
méritos. En resumen se pueden contar unas cuarenta publicaciones, otras
tantas intervenciones en congresos nacionales e internacionales, en muchos
de ellos como conferenciante invitado o como coorganizador, de modo. muy
especial en las conferencias internacionales sobre métodos de la geometria
diferencial y sus aplicaciones a la fisica teérica; aparte de los que él mismo
ha creado y dirigido en Espaiia y Portugal sobre Geometria y Fisica. Ha sido
durante nueve afios miembro del Comité Espatiol de la Unién Internacional
de Mateméticas (IMU). También en nuestra casa ha desplegado su activi-
dad participando .en cuantas ocasiones se le ha solicitado; en 1977 obtuvo
el Premio de la Academia y en 1988 fue elegido. Académico Correspondiente

.Nacional.

Fue Decano de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Salaman-
ca, Director-Comisario de la Escuela Técnica Superior de Ingenieria de
Telecomunicaciones de la Universidad Politécnica de Cartagena, a la que
puso en marcha, Presidente de la Confederacién Espafiola de Centros de
Investigacion Matemadtica y Estadistica del CSIC vy, durante seis afos,
Presidente de la Real Sociedad Matemética Espafiola. A titulo anecdético
podria decir que desde esa Presidencia le interes6 la noticia de la confeccion
de un nuevo plan de estudios de la Marina, si no recuerdo mal; se comunicé
con aquellas autoridades aduciendo la conveniencia de contar con el aseso-
ramiento de la Sociedad en los estudios de mateméticas y, caso realmente
gjemplar y que otras instituciones mas cercanas a nosotros:nunca siguen,
se le llamé e intervino en aquellos planes, lo que al parecer hizo a satisfac-
ci6n de todos. Yo no sé si tal vez a consecuencia de ese contacto suscribié
después convenios de la Universidad de Salamanca con el Centro Superior

de Estudios de la Defensa Nacional y con los Consejos Académicos- de los
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Estudios de Aviacién Civil de Salamanca y de la Academia de Policia de
Avila. Y seguramente como recompensa a su competente actuacién le fue-
ron concedidas en distintas fechas las Cruces del Mérito Naval, Militar y
Policial de primera clase con distintivo blanco. Lo mismo que la Medalla de
la Orden de Andrés Bello de la Republica de Venezuela, como miembro que
fue, representante de la Universidad Complutense, en la Comisién Gestora
del Area de Estudios de Postgrado de la Universidad de Valencia de aquella
nacién hispanoamericana.

De las notas forzosamente breves de este retrato y, sobre todo, del esplén-
dido discurso que acaba de ofrecernos, puede desprenderse que la mirada
intelectual del profesor Garcia Pérez ha estado siempre atraida por esos
dos polos: 1a fisica, fisica tedrica sobre todo, y la geometria, en concreto la
geometria diferencial. £l se mueve con soltura y autoridad més que en una
linea divisoria entre ambas, en el terreno comunal en que fisicos y gedmetras
han sentado sus reales. Todo su discurso delata la intencién de tender un
puente entre ambas orillas, fundado en la mecanica —la fisica geométrica,
dice él-, y asentado en la comprensién cada vez més refinada del concepto
de espacio que nos ha presentado.

Porque el espacio, que comienza siendo una nocién comin y familiar, el
espacio material, este espacio en que nos encontramos, en el que se sitdan
los objetos y tienen lugar los fenémenos de la naturaleza, ha de dejar pronto
paso, si hemos de estudiar esos hechos con cierto sabor cientifico, al espacio
fisico, un espacio abstracto cuyos elementos son ahora puntos, planos, curvas,
idealizaciones de aquellos objetos, trayectorias y fenémenos que veiamos en
el espacio material. Con el afiadido de que en él operamos ya con técnicas
geométricas, deductivas, no propiamente experimentales, pero sabiendo que
si las premisas se habian ajustado a hechos reales, hechos reales nos des-
cribirdn las conclusiones. Sugestiva visién para la mente de un griego, ésta
de poder anticipar comportamientos naturales sin otras operaciones que las
de la pura razén. Laplace dice algo de esto: “Sin las especulaciones de los
griegos sobre las secciones cénicas, las bellas leyes de Kepler permanecerian
ignoradas todavia. La historia de las ciencias nos ofrece muchos ejemplos de
las aplicaciones de la geometria pura y a menudo una sola observacién ha
bastado para fecundar las verdades en apariencia més estériles trasladan-

61



dolas a la naturaleza, cuyos fenémenos no son sino resultados matemaéticos
de un pequefio nimero de leyes inmutables”. 2

Pero, aun utilizando métodos matematicos propios, la geometria seguia
siendo una ciencia natural, imprescindible seguramente para el estudio del
mundo fisico pero ligada a él porque no pasaba de ser la explicacién de una
de sus facetas. El espacio fisico es el trasunto del espacio material y su va-
lidez estriba en que lo representa univocamente: en aquel contexto histérico,
ese espacio era el euclideo y hasta se crela que sus proposiciones se seguian
légicamente de los postulados precisamente por su presunta adecuacién al
espacio real. Lo que pasa es que los matematicos son muy enredadores y
empiezan a pensar si con técnicas analogas a las del espacio euclideo no
se podrd encontrar otros tipos de espacios que sean tan matemadticamente
véalidos, aunque no nos den la imagen del espacio que nos rodea. Y claro que
los encuentran, con la consecuencia de que la geometria, por fin, deja de ser
una de las ciencias naturales, se incorpora definitivamente a la matematica
y sus espacios son ya espacios matemadticos, sin amarras obligadas con lo
natural.

Segun y cémo, porque los fisicos, por no ser menos, se ponen también a
enredar y comprueban que el espacio de la naturaleza no es como se pensaba
y se acomoda mucho mejor a alguno de los nuevos espacios. Y no sélo eso sino
que idean otros espacios y otros conceptos que convengan a sus hipdtesis y
nos obsequian con una tanda de productos como espacios de Einstein, uni-
versos en expansion, universos “bebés”, universos que se conectan, agujeros
de gusano, universos multiples o “multiversos”, agujeros negros, espacios-
tiempo “enrollados” de diez, once y otras dimensiones, espacios-tiempo con
“dos” tiempos...* Es un mundo en el que no ha querido entrar Pedro Luis
en esta ocasién por haberse ceiiido a los concretos problemas de su discurso
pero unos y otros no hacen sino acentuar esa ligazén entre matemaéticas y
fisica en que él se ha situado.

Coémo se produce tal correspondencia? Pareceria, después de lo dicho,
que la matematica surge para esquematizar las observaciones hechas sobre

8 P.-S. Laplace. Exposicion del sistema del mundo. Ed. Critica, 2006.
4 J.A. Azcarraga: En torno a Albert Einstein, su ciencia y su tiempo. Publ. Univ. de
Valencia, 2006. ‘
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objetos o fenémenos naturales pero que luego sus esquemas se echan a
andar por su cuenta y aportan inesperadas solucignes a problemas gque van
apareciendo en la fisica. Hilbert, uno de los grandes matematicos que hizo
también importantes incursiones en la mecédnica, dice®: “El espiritu huma-
no, alentado por el descubrimiento de las soluciones, tiene conciencia de su
propia independencia, crea problemas nuevos sin aparente impulso externo;
es él, esencialmente, quien plantea las cuestiones... Pero mientras esta en
marcha el poder de crear de la razbén pura, el mundo externo hace valer su
influencia y nos lleva a nuevos problemas. Es en estos intercambios entre
la razén y la experiencia donde residen tantas analogias sorprendentes y la
armonia, en apariencia tan fuertemente preestablecida, observada por los
matematicos.”

Y en este dar y tomar, teorias como la de los grupos continuos de Lie,
inutilizada durante mucho tiempo, fue rehabilitada por los fundamentos
tedricos de la fisica de particulas; o el algebra de Grassman, ignorada en
el siglo XIX, seria referencia importante para la fisica en el XX; lo mismo
que las especulaciones de Weyl o de Hamilton. M4s en concreto, dice Feyn-
man que los fisicos se desprendieron de la mayor parte del sistema de los
cuaternios excepto la més simple, que se convirtié en el analisis vectorial,
pero cuando se requiri6 toda la potencia de los cuaternios para la mecanica
cuantica, Pauli reinventé el sistema en una nueva forma. A pesar de lo cual
todavia se le escapa a Feynman un respingo: “Y algo que no comprendo es el
hecho de que los matematicos habfan investigado grupos y cosas asi antes de
que apareciesen en fisica”.® ;Y por qué no? ;Acaso no lo provocaba la teoria
de ecuaciones? (Claro que también sobre la relatividad de Einstein llegd a
decir: “todavia no puedo entender cémo se le ocurrid”) Leia recientemente a
proposito del destacado papel que la fisica ha comenzado a desempefiar en las
matematicas modernas: “Durante bastante tiempo los fisicos han excavado
en los archivos matematicos a la btisqueda de instrumentos para construir
y analizar modelos del mundo fisico. Ahora, gracias al descubrimiento de la
teoria de cuerdas, la fisica esta empezando a saldar la deuda suministrando

& Citas tomadas de P. Zellini: La rebelién del niimero. Ed. Sexto Piso, 2007.
6 R.P. Feynman: El placer de descubrir. Ed. Critica, 2000.
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a los matematicos nuevos planteamientos poderosos para sus problemas no
resueltos. La teoria de cuerdas no sélo aporta un marco unificador para la
fisica, sino que puede seguramente llegar a establecer una unién igualmente
profunda también con las mateméticas.””

En conelusidn, todo nos lleva a recalcar la bien conocida simbiosis entre
matematica y fisica. Unas veces es el fisico el que se enfrenta a unos proble-
mas o necesita formalizar una teoria y requiere del matematico que fabrique
la estructura que la explique. Otras veces es éste el que empieza por elaborar
una teoria abstracta guiado por la propia dindmica interna de la matemadtica,
sin apoyatura en situaciones observables del mundo natural, aunque acaso
tenga aplicacién més tarde. Un poco juguetonamente me permiti distinguir
hace bastante tiempo estos dos sentidos de la conexién entre ambas ciencias
y les llamé, con perdén, “operaciéon Berta” y “operacidén Cenicienta”. No hacia
falta mucho ingenio para hacerlo. En el caso de la Cenicienta todos sabemos
lo que pasaba: se tenia un zapato y habia que buscar un pie que encajara
en él; lo mismo que el matematico tiene una teoria, que atn no se sabe a
qué hecho experimental puede convenir, pero quiza aparezca alguna vez el
pie que la calce. El caso opuesto es el de Berta, “la de los grandes pies”, a
cuya medida hubo de hacérsele el zapato, como el matemético confecciona
una teoria que sirva para el pie que el fisico le presenta. Y ustedes disculpen
esta frivolidad.®

" B. Greene: El universo elegante. Ed. Critica, 2001. ‘

8 Y mas que habran de perdonarme, si tienen la bondad. Y es que, ya que hablaba
tanto de recuerdos, me apeteceria traer el de la lectura, en mis tiempos de estudiante,
de un librito de Alvaro Cunqueiro en el que se glosaba la famosa Ballade des dames du
temps jadis, de Frangois Villon. Entre aquellas damas estaba Berta, reina de Francia,
mujer de Pepino el Breve; uno de sus enormes zapatos sirvié como cuna a su hijo Carlo-
magno cuando lo llevaron a bautizar. El bardo y aventurero Villon la incluyd en aquella
balada de la cual el verso que méas nos suena es el que canta “Mais ou sont les neiges
d’antan?”. Tal vez por encontrarlo parejo al de su contemporineo, nuestro Manrique, en
sus. Coplas: “;Qué se hizo del rey don Juan?...” Coincidencia nada extrafia, pues era un
tema recurrente y tradicional entonces esta melancélica contemplacién de la fugacidad
de la vida y del tiempo. Era la moda del “Ubi sunt?”, que también recoge el Gaudeamus
igitur: “ Ubi sunt qui ante nos fuerunt?”. Y puestos a rememorar , déjenme aludir siquiera
a aquella pelicula, Si yo fuera rey, cuyo protagonista, Ronald Colman, tal vez un-poco
talludito para el papel, encarnaba precisamente a Frangois Villon. No he vuelto a saber
de ella desde que la vi en aquellos remotos afios pero, si la memoria no me es infiel, creo
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Pero es lo que con mas seriedad se nos dice si volvemos a leer a Laplace:
“El fisico recurre al gedmetra para alzarse hasta las causas generales y el
gedmetra interroga al fisico para hacer provechosas sus investigaciones y
abrir con esas experiencias nuevos caminos en el anélisis... Y asi el deseo de
ayudarse mutuamente ha establecido entre los miembros de las academias,
desde sus origenes, el convenio de no admitir mas resultados que los de
observacion y calculo”. Precisamente el lema que campea en la nuestra.

Esta fuerte corriente osmética entre las dos ciencias ha conducido a los
fisicos tedricos a la necesidad de proveerse de unos recursos mateméaticos
tan duros y exigentes como los de los matematicos mismos. Incluso Hilbert
llegé a decir que la geometria no es nada més que una rama de la fisica y
las verdades geométricas en ningtn aspecto son diferentes de las verdades
fisicas. La escuela de Gétingen, heredera de Gauss y de Weber y a la que
él pertenecia, abordaba con un trabajo de altisima calidad e inigualable
prestigio aquella unidad organica de matematica y fisica.?

(En qué podemos, pues, diferenciarlas? La matematica explora estructuras
légicas, es una extensién de nuestra forma de razonar, y la fisica describe
la naturaleza y para ello emplea el lenguaje de la matemadtica. De alguna
manera, el fisico, aun el fisico tedrico que especula con entidades abstractas,
queda vinculado a la comprobacién experimental de sus resultados, mientras
que el gedmetra crea sus propios conceptos y va descubriendo después platé-
nicamente sus propiedades, de lo que responde Unicamente ante el universo
abstracto que ha creado, sin tener por qué referirlo al mundo material.

Esto podria no estar tan claro en el tiempo en que la geometria era,
como ya dijimos, una de las ciencias naturales. En su Codex Urbinas dice
Leonardo da Vinci: “Ninguna humana investigacién puede ser denominada
ciencia si antes no pasa por demostraciones mateméticas; y si t me dices
que las ciencias que tienen su principio y fin en la mente participan de la
verdad, esto no te concederé, que lo niego por muchas razones; la primera,

porque en tales discursos de la mente no se accede a la experiencia, sin la

que era Basil Rathbone el que hacia una interpretacion que me pareci6 estupenda de un
cascarrabias Luis XI de Francia. Y si a este punto he llegado a través de Berta desde las
relaciones geometria-fisica, sean ustedes un poco indulgentes con esta debilidad mia de
revivir las ordenadas que crucé cuando aun no habia llegado.a ser un veinteaiiero.
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que certeza alguna se produce... Las verdaderas ciencias son aquellas que
la experiencia ha hecho penetrar a través de los sentidos.”

Hoy, sin embargo, la geometria se ha desligado de la supeditacién al mundo
material, e incluso hay distintas geometrias, y la fisica tedrica, que era la
hermana pobre de la fisica experimental durante el siglo XIX, ha pasado, de
ser el resultado de observaciones empiricas que reclaman una explicacién, a
convertirse en un conjunto de teorias que han de predecir inequivocamente
hechos nuevos deducidos a partir de calculos matematicos; si las predicciones
se confirman mediante la observacién, la teoria es correcta y, si no, es erré-
nea.® Ya Wigner hablaba del regalo maravilloso e inmerecido que supone la
“Irrazonable eficacia” de las matemadticas, un milagro de la adecuacién del
lenguaje matematico a la formulacién de las leyes fisicas. Y el mismo Einstein
se extrafaba de que las matematicas, que habian llegado a ser un producto
humano independiente de la experiencia, estuvieran tan admirablemente
adaptadas a los objetos de la realidad. Para él, el fisico tedrico esta cada vez
més obligado a guiarse por consideraciones puramente matematicas y forma-
les, pero una teoria posee una ventaja importante si sus conceptos basicos
y sus hipétesis fundamentales estan préximos a la experimentacion. Asi vio
él revalidada su teoria con la comprobaciéon empirica de que efectivamente
se curvaba la trayectoria de un rayo de luz. El descubrimiento de una ley
puede basarse en consideraciones matematicas pero no su confirmacién.* A
este supuesto es muy significativo el comentario de Feynman tras el éxito
del ensayo de la bomba atémica en Nuevo Méjico: “... habiamos trabajado
mucho para que esa cosa funcionara y no estabamos seguros de c¢émo iria.
Yo habia tenido siempre una cierta desconfianza de los célculos tedricos,
aunque me dedique a ese negocio, y nunca he estado realmente seguro de
que la naturaleza acabe haciendo lo que has calculado que deberia hacer.
Pues ahi estaba, haciendo lo que habiamos calculado.”

No aspiro a que pueda decirse otro tanto si algo mejor se esperaba de mi
ya que, por mis graves faltas, sé tan poca fisica que no he logrado dar un
acompafiamiento medianamente conformado al brillante discurso de Pedro

9 J. Magueijo: Mds rdpido que la velocidad de la luz. Fondo de Cultura Econémica
de Argentina, 2006.
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Luis, que nos ha brindado el hermanamiento entre las dos orillas, la ley fisica
y el espacio geométrico. Sélo en este extremo del puente podria encontrarme
con él, en esa rama que ambos hemos cultivado, la geometria diferencial:
precisamente la maquinaria que habia anticipado Riemann y Einstein ne-

13

cesitaba: “.. herramienta exquisita que aporta el lenguaje necesario para
una concepcidn del universo”, dice el ya citado Magueijo. Y menos mal que
lo dice porque antes me habia dado un buen susto al escribir: “La geometria
diferencial, esa horrible rama de las matemaéticas que intenté comprender
sin éxito cuando era adolescente.” Porque cree que es muy dificil de entender
a menos que se tenga una formacién profesional en fisica, y asi lo prueba la
dudosa relacién inicial que él mantuvo con la relatividad general. Esta claro,
dice, que el intento de separar la fisica y la matematica, hacia mediados
del siglo XX, tuvo la desastrosa consecuencia de que generaciones enteras
de matematicos crecieran desconociendo la mitad de su ciencia e ignorando
totalmente las demas.

No es éste el caso de nuestro nuevo Académico, como bien se ha visto, y
ya que mis palabras han sido hasta ahora poco ilustrativas si quiero que las
finales sean de agradecimiento. Porque en ese recuento vital que uno hace
en estas ocasiones, encuentro mas de una vez, inmediatamente detras de
mi, la presencia puntual y dispuesta de Pedro Luis: pas6 a presidir la Real
Sociedad Matematica Espaiiola al terminar mi mandato; cuando dejé la di-
reccién del Instituto “Jorge Juan” del CSIC, él la ocupd, aunque cambiando
su estructura; también a mi jubilacién gané él la catedra que dejaba vacante,
si bien renunci6 a ella por motivos familiares o personales. Afortunadamente
para mi llega ahora a la Academia sin tener que ocupar mi puesto para lo
que, dado el caracter vitalicio de nuestros nombramientos, deberia antes
haberme muerto yo. Esta vez, profesor Garcia Pérez, amigo Pedro Luis, si
me doy la vuelta no es para ver que me sigues sino para esperarte y darte la
bienvenida a esta casa en representacién de todos sus miembros y por amable
delegacién, que mucho agradezco, de nuestro Presidente. Y tu sabes que lo

hago con todo el afecto labrado en los muchos afios que dejamos atras.
He dicho.
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