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DISCURSO

DEL

EXCMO. SR. D. PEDRO PUIG ADAM

TemMa: MATEMATICA Y CIBERNETICA



SENORES ACADEMICOS :

Imposible resulta evitar el tépico inicial ; y no por escripulo
de bien parecer, sino por necesidad de ser sincero empiezo decla-
rdndome confuso y obligado en extremo por vuestra eleccién a
mi favor, y tan inocente de sugerencias de ella como culpable de
consentimiento.

No recuerdo ya dénde lei que es buena férmula de felicidad
la realizacién de suefios de juventud a edad madura. Cifiéndome
a tal modelo habria de declararme hoy completamente feliz, y
sin embargo—no lo toméis a mal, sefiores académicos—, esto es
para mi un suefio, en efecto, pero dista mucho de ser, sin reser-
vas, una felicidad.

No existe dicha sin duelo, ni bien sin quebranto, ni honor
sin responsabilidad, y en esta sensacién mixta de plenitud y de
angustia amaso mi felicidad de hoy y elevo mi corazén a lo
Alto, no sélo para dar gracias, sino también para pedir luz y
perdén.

Voy a ocupar el sitio que un maestro y amigc enirafiable,
Don Esteban Terradas, dejé vacio en la plenitud de su gloria
cientifica al elevarse hacia regiones de mas glorioso y eterno
privilegio. Comprenderéis que no pueda sustraerme a la gran-
deza de su recuerdo, tan lleno para mi de vivencias afectivas, y
gue me sienta a un tiempo entristecido y avergonzado.

Dice Quevedo que el buen gobernador que sucede en una
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ciudad a otro que lo fué malo, es bueno y ademéas dichoso,
porque siendo bueno sucede a otro que le hace mejor. Asi
comparezco aqui de infortunado, ya que siendo malo sucedo a
quien me hace infinitamente peor.

Al acercarme al sillén que se me ofrece, no puedo menos
de verle de tamafio proporcionado al talento de su tltimo ocu-
pante, y por tanto, de anchura tal que no he de alcanzar brazos
ni respaldo en que apoyarme. Apeteciera, por ello, mas firme
y cefiida postura en una sillina al pie desde la que rendir culto
al recuerdo del ausente entre tanto llegara a ocupar su puesto
sustituto de igual medida. Pero ya que vuestro Reglamento,
mas que a la métrica de los sillones, atiende a la continuidad
de su funcién, obedezco vuestro designio, y en la bondad de
todos me amparo para decir como el coplero popular murciano:

Voy a cantar la copla que me han «mandaoy.
Nec quiero que me digan malo y «rogaon.

Tomando pie de un Pese a mi estado de animo, procuraré

recuerdo. que mi copla no sea triste. Pensé al prin-
cipio dedicarla por entero al estudio y loa de la figura del des-
aparecido, pero, ademas de ser pretensién superior a mis fuerzas,
ya la Academia habia encomendado tal tarea a varios de sus més
significados miembros y a otras personalidades, quienes la des-
arrollaron cumplidamente en memorable sesién. Cuanto pudiera
yo anadir a los discursos que aquella tarde se pronunciaron en
esta sala, en bien poco aumentaria la informacién de los oyentes
y en nada la gloria del homenajeado.

Me limitaré a recordar, de mi vida de relacién con Terradas,
una breve escena y unas célidas palabras suyas cuyo eco perdura
en mi memoria, dirigiendo en estos Gltimos tiempos la brdjula un
tanto veleidosa de mis escarceos cientificos. Y, tomando pie de
aquel recuerdo y de tales escaramuzas, urdiré con uno y otras
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este modesto discurso mio que ofrendo a su recuerdo y confio a
vuestra benevolencia.

Casi siempre que conversé con Terradas lo hice en aquellas
tardes domingueras de invierno que invitan a la lectura y al
estudio en el plicido rincén familiar. Cerrada la oscuridad y
fatigadas la vista y la atencién, apetecia el espiritu comunica-
cién y esparcimiento con el amigo y maestro. Consultibale
previamente por teléfono su voluntad y tiempo disponible. La
respuesta era invariable y cordial. Me acogia siempre con pater-
nal y al mismo tiempo infantil alegria. Apetecia él también,
pese a su altura, o quizas por el mismo aislamiento en que tal
altura le situaba, la charla con el amigo sencillo, la comunica-
cién afectuosa, aun siendo tal comunicacién casi unilateral. Se
hablaba, mejor dicho, hablaba él, de las #ltimas novedades.
Poco de personas y mucho de problemas. Eran éstos general-
mente técnicos y lucfa en ellos aquella erudicién suya, asom-
brosa por lo extensa y por lo profunda. Consultibale, por mi
parte, mis dificultades y problemillas. Me animaba en mis
tareas ; siempre tan afable, tan estimulante, sin lisonjas, que
por insinceras hubieran sonado a humillante falsedad, pero
con un contenido tan rico en alientos y tan jugoso de consejos y
orientaciones, que no hallo con quién ni cémo sustituirlos y sigo
aforandolos desde su inesperada muerte.

Adn le recuerdo en aquella reducida celdilla de su residen-
cia de la Moncloa, donde transcurrian serenos los minutos, las
horas, los dias, que en el fluir de su apretada vida se convertian
en unidades de lectura, en paginas, capitulos, libros, ... Im-
posible olvidar la uncién con que los trataba. Sus manos, mas
que doblar hojas, las acariciaban suavemente, amorosamente,
como quien en religioso rito cierra un arca donde se guarda un
tesoro sagrado y abre a un tiempo otra en la que nuevos tesoros
se ofrecian a su curiosidad inagotable.

Agquella tarde leia, en una revista recién llegada, la critica
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de un libro de actualidad. El comentarista ponia de relieve el
significado de los conceptos fundamentales sobre comunicacién
e informacién, y Terradas saboreaba la descripcién del pano-
rama conceptual como si estuviera en presencia del paisaje mis-
mo. La novedad, el atrevimiento y la elegancia de los concep-
tos matematico-estadisticos que forman la nueva ciencia de la
informacién, del «controly y del mensaje le lenaban de entu-
siasmo y de asombro, y con ojos brillantes de iluminado lefa y
relefa y se agitaba en su asiento mientras no cesaba de excla-
mar: «Oiga, oiga esto, ... Estamos en una era nueva, amigo
Puig, jen una era nueva!» Inttil mentar los peligros del des-
equilibrio entre el progreso cientifico y el moral que caracteriza
asimismo nuestra época. Pese a todo, él daba gracias a Dios
por vivir en ella, tan llena de azares, cierto, pero al propio tiem-
po tan maravillosa en conquistas del ingenio humano. ’

Y sali una vez més de aquella casa reconfortado, y en mis
oidos martilleaban sus exclamaciones de jibilo: jEstamos en
una era nueva, en una era nueva... ! Algo empezaba a entrever
yo, por lo oido, de la novedad trascendente de las técnicas
comentadas, pero ¢en qué podia consistir la esencia de tal no-
vedad, y hasta dénde eran en verdad trascendentales?

Las inolvidables palabras de Terradas excitaron primero
mi curiosidad y a su muerte empezaron a resonar en mis oidos
casi con caricter de mandato. Héme, pues, hace algtn tiempo
interesado en lecturas y trabajos sobre servomecanismos, comu-
nicacién y Cibernética, con lo que me parece seguir todavia sus
consejos y permanecer en pdstuma relacién espiritual con €.
Comprenderéis, por tanto, que en ofrenda a quien tan indigna-
mente sustituyo y en ocasién de dicha sustitucidn, os presente
hoy un modesto enracimado de ideas extraidas y enzarzadas al
azar del desordenado cesto de cerezas, tempranas aiin, que con
tales lecturas he amontonado, bajo el epigrafe «Matemdtica y

Cibernéticar.
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De lo mucho que =2l Desde la maldicién biblica el hombre
hombre trabaja para o/ f{s por liberarse de la esclavitud del

no trabajar. trabajo. «Ganaras el pan con el sudor de
tu frente», dijole Dios, y el hombre busca en la misma obra de
Dios recursos para rehuir o para hacer més llevadero su man-
dato. Con la redondez de los troncos empezé alividAndose del
atrastre de pesadas piedras. El tronco le sugirié el circulo y la
rueda ; el animal de tiro hizo lo deméas. Fué el primer capitulo
de la porfia. Desde entonces, tanto para crear como para des-
truir, no ha cesado de buscar en el dominio de la Naturaleza el
remedio a su impotencia, a su odio o a su pereza. Para lanzar
proyectiles con que abatir la caza o vencer al enemigo se vale
sucesivamente de la honda, de la catapulta, del arco, del arca-
buz y, finalmente, de explosivos de potencia creciente. Para
cruzar los mares, eludiendo la esclavitud del remo, confia al
viento la vela, y al vapor el 4labe, y al gas el émbolo. Agota
las fuentes de poder horadando la tierra y deteniendo el curso
de las aguas a su antojo, y al fin busca la energia en la propia
intimidad de la materia, deshaciendo el &tomo, la prodigiosa
joya infinitesimal de la Creacién.

Era atémica Ildmase la nuestra, adjetivo que hasta el pre-
sente sblo evoca terribles experiencias y dantescos presagios.
Pero habriamos de convertirnos en 4ngeles y asegurarnos de que
la energia atémica sélo se emplear4 para fines pacificos, y afin
asi no marcarfa, desde un plano psicolégico al menos, el sello
mas caracteristico del progreso actual. La conquista del &tomo
constituye tan solo el tltimo y alucinante capitulo de la partida
empenada entre el hombre y la fuerza natural. Pero creo, con
Wiener y con Terradas, que el momento presente se caracteriza
mejor por los pasos también gigantes que el hombre estd dando
en otra porfia, la de liberarse asimismo de la tarea de conducir,
de vigilar, de gobernar las referidas energias, la de aliviarse en
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definitiva de esfuerzos de categoria superior a la muscular,
como atender, informarse, registrar, corregir, ajustar, ...

Cada anhelo del hombre le ha conducido a crear una técnica
cientifica de logro, la cual tiene a su vez método de ataque ma-
tematico especifico. Quiso un dia tener ingenios con los que
medir el tiempo, ajustindolo al movimiento aparente de los
astros, y construyb relojes que fueron la maravilla automaética
de la época. Con ellos determiné longitudes geogréficas, zurcié
los mares, festoned los continentes, y creé la Mecénica clasica,
a imitacién de la de log cielos; el instrumento matematico de
esta ciencia fué el Célculo infinitesimal. No faltd, para regalo
de reyes y principes y para diversién de gentes sencillas, la
construccién de autématas que danzaban en torno al reloj que
les daba vida, y martilleaban campanas a horas fijas al compés
de musiquillas y carillones. Indiferentes a todo estimulo exte-
rior, tales autématas, sin grado alguno de libertad, repetian su
monétona contradanza hasta que se les terminaba su precaria
vida, es decir, la cuerda; ridiculo truco irreversible con que el
hombre parodiaba la infinita reversibilidad del Creador.

A la técnica de los relojes sucedié la de las méquinas de
vapor. A la cuerda, el combustible ; a la Mecénica, la Termo-
dindmica, cuyp instrumento matematico pasé a ser el Calculo
de probabilidades. El tiempo termodindmico ya no es reversi-
ble como en la Mecanica newtoniana. El segundo principio
marca su irreversibilidad. La energia se degrada inexorablemente
hacia el futuro, como la cuerda del reloj, como la vida ; por ello
la Termodinimica se ajusta mejor a la realidad de los fenéme-
nos a ras de terra y asi es ella de compleja.

El ciclo termodinidmico no se ha cerrado todavia; a él per-
tenece el motor de explosién, los modernos sistemas de propul-
sién y, considerado en un sentido mas lato, como ciclo energé-
tico, a él podriamos agregar toda la electrotecnia y aun la fisica
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nuclear, cuyo armazén matemético se fragua en los espacios de
Hilbert.

Con tales conquistas cientificas se ha liberado el hombre
cuanto ha podido del esfuerzo fisico, pero no del psiquico, de
la vigilancia y ajuste de las fuerzas con que suplanta las suyas.
Esto le lleva, como hemos dicho, a la nueva categoria de con-
quistas, iniciadas ciertamente antes de ahora con la técnica de
la regulacién, pero en la que se estain dando en los momentos
actuales avances decisivos. Los autématas de creacién reciente
—-como los pilotos automaticos, los servos que reemplazan al
artillero en las baterias antiaéreas, las tortugas de Walter, el
homeostato de Ashby—, reaccionan ante estimulos exteriores
con un nimero tal de grados de libertad, que si bien sus reac-
ciones no pueden ser calificadas de imprevistas para quienes
los construyen, es lo cierto que se van acercando cada vez mas
a las reacciones de los seres vivos. No es de extrafiar, pues, que
en ciertos momentos remeden con fidelidad sorprendente no
sblo la conducta de animales inferiores sino también la del
hombre en cierta categoria de funciones que él mismo reduce
a automatismos o a reflejos condicionados.

Pues bien, si el motor de combustién se rige por los mismos
principios termodindmicos que regulan los cambios energéticos
en la musculatura humana, los principios que regulan el fun-
cionamiento de los servomecanismos que intervienen en los
modernos autématas seran similares a los que rigen el funciona-
miento de los centros nerviosos, y a la antigua Ciencia Energé-
tica habrd que afiadir la moderna Ciencia Cibernética, nombre
con el que la bautizé su padrino Wiener y que derivé del griego
x3epvins «timonely.

Henos, pues, con ello en el campo de la biologia, mejor
dicho, en el lindero comiin a varios campos: la neurofisiologia,
la electrotecnia, la termodinadmica, la estadistica, el calculo ope-
racional, ..., instrumento matemaético este Gltimo que parece
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revelarse como fundamental en tal encrucijada. Se trata de una
ciencia en periodo de gestacién, cuyos capitulos, algo inconexos
aiin, requieren precisamente el aglutinante de un armazén abs-
tracto adecuado. Quizids no sea tarea inttil ofreceros algunas
pequefias perspectivas de dicho armazén, vistas desde mi 4ngu--
lo visual, y os pido perdén por anticipado si la honrilla acadé-
mica que ya se colgé en mi pecho antes que la medalla, me
lleva a derivaciones de modesta cosecha propia.

Algunos aspectos ma- Los servomecanismos son combina-
tematicos de la teoria (iones de sistemas fisicos generalmente
de servomecanismos. 1. les, es decir transforman, segiin
, , que transforman, seg
una correspondencia de carActer aditivo, continua e indepen-
diente del origen de tiempos, una magnitud fisica funcién del
tiempo x(f), lamada causa, estimulo o enirada, en otra y(),
llamada efecto, respuesta o salida. En todo sistema de tal natu-
raleza, si se conoce la respuesta K(t) del sistema a un impulso
instantdneo (funcién de Dirac) se puede formular la respuesta

a un estimulo cualquiera x(f) mediante la integral
¢
vy = [ Ke-9x@a

Esta integral es el llamado producto compuesto (Faltung) de
las funciones x, K, y se convierte en producto ordinario al
aplicar a dichas funciones la transformacién de Laplace, es
decir, que si %, 7, y son las transformadas de x, y, K se
verifica (p paradmetro de la transformacién)

n(p) =%L(p)E(p) o bien ﬂ::{;(p) con p=1:7

n(p)

Llamaremos a la funcién 2(p) «funcién de transformaciény
del sistema, la cual depende sélo del mismo y no del estimulo.
En resumen, la transformacién de Laplace convierte la relacién
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funcional del sistema en sencilla proporcionalidad. Y como
quiera que dicha transformacién es la tGnica que (bajo ciertas
amplias condiciones) convierte el producto compuesto en ordi-
nario (regla de la Faltung) (¥), ello explica el papel singular-
mente esencial que dicha transformacién y su aniloga, la de
Fourier, tienen en el estudio simplificado de tales sistemas, y
en particular de los servomecanismos. En lugar de estudiar los
fenémenos que en ellos se desarrollan mediante el instrumento
clasico de la ecuacién diferencial o integrodiferencial, resulta
mas sencillo efectuar el estudio en su imagen de Laplace alge-
brizada. De este modo se formulan las ecuaciones de los servos
y a tal imagen nos referiremos en lo que sigue.

~ Las propiedades analiticas de la funcién de transformacién
caracterizan las propiedades fisicas del sistema. En particular,
la estabilidad del mismo exige que dicha funcién tenga sus ceros
a la izquierda del eje imaginario. Esta condicién se cumple en
los casos corrientes (redes eléctricas pasivas), en que la fun-
cién de transformacién es racional y tiene no sélo los ceros
sino también los polos a la izquerda del referido eje, con lo que
la estabilidad del sistema se asegura funcionando en los dos
sentidos.

Para tales sistemas el diagrama de Nyquist (curva transfor-
mada del eje imaginario mediante la funcién de transformacién)
permite juzgar de la estabilidad observando si la curva rodea o
no al origen. El isomorfismo que realiza la transformacién de
Laplace pone asi de relieve la esencia topoldgica de tales cues-
tiones de estabilidad.

Se obtiene un sistema retroactivo (feed-back) si a un sistema
fundamental primario asociamos otro de correccién o control,
que después de transformar la respuesta del primero la contra-
ponga a su funcién de entrada para dar como nuevo estimulo

(*} Segin ha demostrado nuestro estimado amigo y colega R. San Juan. V. Por-
tugalice Math. Vol. 9. Fasc. 4, 1950.



una diferencia que provoque la rectificacién o correccién. Si ¢(p)
y L(p) son las funciones de transformacién primaria y secun-
daria, la funcién de transformacién del sistema compuesto es (*)

1
¢(p) + o)

La yuxtaposicién del sistema de control modifica, pues, la
funcién de transformacién g(p) del sistema primario agregan-
dole la reciproca de la funcién de transformacién de control
4.(p). Si el sistema secundario es a su vez corregido por un
nuevo sistema de funcién {,(p), la nueva funcién de transfor-
macién sera ahora

ao(p)+—l— 1

W(p) + ——% @

y aplicando sucesivamente la misma ley, vemos cémo la fun-
cién de transformacién de un sistema retroactivo miltiple en
el que cada sistema sirve de correccién al anterior, adopta la
forma de una fraccién continua cuyos cocientes incompletos son
las funciones de transformacién de los elementos componentes.
Esta curiosa formulacién que intuf al reconocer la presencia de
cumulantes en las férmulas clasicas de la teoria, se hizo sencilla
y didfana al tomar precisamente como funcién de transforma-
ci6én de un sistema la reciproca de la que ordinariamente se con-
sidera. Grata sorpresa fué la aparicién de la fraccién continua,
tan poco frecuente en las aplicaciones, pero méas gratas fueron
atn, como veréis, las consecuencias.

Si las funciones o, ¢, ¥,, ..., son lineales, se llega a un
tipo de fracciones continuas (llamadas fracciones J) bastante
estudiadas en la literatura matemética especializada (*¥). Por
medio de ellas se puede expresar, generalmente, las funciones
racionales de transformacién de los sistemas eléctricos aludidos

(*) V. para més detalles Nota 1 del Anejo.
(**) V. por ej. la moderna y completa obra de WaLL «Continued fractionss.
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més arriba sin més que aplicar al cociente que las define el
algoritmo de divisiones sucesivas de Euclides. Omitiendo la
discusién de particularidades, se concibe cémo un tal desarrollo
puede, por ejemplo, permitir la construccién geométrica del
diagrama de Nyquist mediante producto de transformaciones
geométricas particularmente sencillas: inversiones, homotecias,
simetrfas y sumas vectoriales en el plano complejo del para-
metro p de la transformacién (*).

En sentido reciproco, toda fraccién continua J de cocientes
lineales positivos tiene una realizacién eléctrica inmediata ex-
presando la impedancia origen en un sistema de mallas forma-
das por pares de resistencias y autoinducciones en serie y de
conductancias y capacidades en derivacién. Se obtienen asi
esquemas analogos al de una linea continua cuando se conside-
ran las mallas infinitesimales (**), de modo que estas lineas son
en definitiva sistemas fisicos que permiten interpretar fraccio-
nes continuas de coeficientes incompletos infinitesimales. La
realidad fisica nos conduce, pues, como en tantas otras ocasio-
nes, a un nuevo algoritmo (nuevo, al menos, hasta donde llegan
mis informes que por miltiples conductos solicité). He estudia-
do ya, con algtin detenimiento, dicho algoritmo por correspon-
der a un hueco analitico que era natural llenar, pues del mismo
modo que la suma engendra por paso al infinito numerable la
serie, y por paso al continuo la integral, asi también la fraccién
continua aritmética engendra, por pasos al limite andlogos, la
fraccién indefinida de una parte, y de otra el algoritmo que
ahora se nos presenta y al que acaso debiera reservarse el nom-
bre de fraccién continua propiamente tal, aplicando a las frac-

(*) Un estudio detallado hallard el lector curioso en la comunicacién que pre-
senté al reciente coloquio de Paris sobre ¢Les machines & calculer et la pensée
humaine» con el titulo ¢Les systtmes rétroactifs en chaine et les fractions continuess.

(**) V. el mismo trabajo citado sobre «les systémes rétroactifs...»
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ciones continuas discretas el simple nombre de eslabonadas o
escalonadas, que resulta mas justo y més expresivo.

Para que las nuevas fracciones continuas tengan sentido es
preciso definirlas, por lo menos, mediante un par de funciones
y hacer aparecer alternadamente sus valores en los cocientes
incompletos. L.a demostracién de la existencia y unicidad del
limite que define tal algoritmo me ha resultado relativamente
facil bajo ciertas condiciones impuestas a tales funciones (*),
y la funcién de la abscisa que se obtiene al tomar el limite de
las reducidas impares ascendentes satisface a una ecuacién de
Riccati bien facil de formular. Basta para ello pasar al limite la
relacién entre dos reducidas impares consecutivas, relacién que
es de caracter proyectivo, y con ello se explica la conexién del
algoritmo con dicha ecuacién.

Como pardmetro del haz solucién puede tomarse el dltimo
denominador de la fraccién. Variar éste equivale fisicamente a
cerrar la linea con la impedancia arbitraria que en el extremo
queramos colocar. Aplicando la teoria a las lineas de constantes
uniformemente distribuidas, se obtiene, efectivamente, la mis-
ma férmula que la teorfa clisica da para la variacién de la
impedancia a lo largo de la linea. Pero al mismo tiempo sumi-
nistra el instrumento adecuado para el estudio de dicha varia-
cién en el caso de constantes eléctricas no uniformemente dis-
tribuidas. No parece, pues, muy aventurado esperar que asi-
mismo se pueda mostrar apto dicho algoritmo para interpretar
fenémenos de conduccién en fibras biolégicas, como son los
nervios.

Digo esto a guisa de conjetura, fundindome en la interpre-
tacién de la corriente nerviosa por Lorente de Né y otros fisié-
logos, quienes la conciben como un proceso de feed-back o

(*} Sobre este estudio véanse los primeros resultados obtenidos en la Nota 2
del Anejo, reproduccién en gran parte de un articulo publicado recientemente en
la Revista Matemdtica Hispano-Americana {4.* serie. Tomo XI. Nims. 3 y 4).
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retroaccién de naturaleza bioquimica regeneradora del poten-
cial de la membrana a lo largo del nervio y elemento a elemento
del mismo, admitida por supuesto, en primera aproximacén, la
linealidad del fenémeno. Cierta la hipétesis o no, la conjetura
es seductora, tanto mas cuanto que cabe estudiar mayores gene-
ralizaciones de dicho algoritmo: las fracciones continuas rami-
ficadas, de las que, para no cansaros, me limito a presentar
ejemplos, y esquemas eléctricos correspondientes, en las notas
anejas a este discurso (*). Con ellas serd posible acaso estudiar
la variacién de las impedancias en redes de lineas de constantes
localizadas o distribuidas, fijas o variables, materiales o
biolégicas.

Me es grato referirme aqui, aunque sélo sea de pasada, a
los trabajos que sobre las curvas experimentales de Lorente de
NG, referentes a variaciones del potencial electroténico en ner-
vios excitados eléctricamente, hube de iniciar recientemente a
su pregunta de si seria efectivamente posible interpretar la con-
ducta que tales curvas manifiestan mediante esquemas fisicos
retroactivos adecuados. El anélisis exponencial de dichas cur-
vas, técnica que me parecié la més directa para el fin persegui-
do, y que resulté muy laboriosa, por lo que sélo tuve tiempo
de aplicarla a un nimero muy reducido de ellas (**), revelé el
caricter oscilatotorio del fenémeno, caricter que no acusa, por
cierto, la simple observacién visual de tales curvas. Asi queda,
al parecer, corroborada la tesis que sostienen Lorente de Né y
otros neurdlogos sobre la naturaleza oscilatoria de la propaga-
cién de la corriente nerviosa y, en consecuencia, perfectamente
racionales los intentos de su interpretacién mediante una cade-

na continua de sistemas en feed-back (¥*¥).

* V. Nota 3 del Anejo.

{**) Es de justicia cons'gnar aqui la ayuda que en tal tarea me han prestaas
mis alumn»s de !a Escuvela de Ings. Inds. Segura y Sarmiento.

(***) V. para mis detalles mi trabajo citado.



Retroaccién y No es ninguna novedad la existencia
homeostasia. de fenémenos de carcter retroactivo en
el organismo humano. La fisiologfa nos ha hecho conocer en
estos Gltimos tiempos un niimero cada vez mayor de fenémenos
reguladores contrapuestos en sus diversas funciones. Tales,
por ejemplo: la accién de miusculos antagonistas y su inerva-
cién, artifices de la precisién de nuestros movimientos ; las se-
creciones acida y bésica presentes en la digestién de los alimen-
tos; la accién de nervios vasoconstrictores y vasodilatadores
que regulan nuestra circulacién ; las secreciones de las glandu-
las reguladoras del metabolismo, de la temperatura (tiroides,
suprarrenales, sudoriparas ...); la regulacién de la composi-
cién de la sangre bajo sus miltiples aspectos: agua, azicar,
iones diversos, proteinas, oxigeno,

Todo organismo viviente, por simple que sea, parece carac-
terizado por la presencia de estos fenémenos que Cannon deno-
miné de homeostasia y que actian cada vez que las circunstan-
cias exteriores modifican sus condiciones normales de vida,
provocando reacciones que se oponen a dichas modificaciones.
A medida que los seres se elevan en la escala biolégica sus
condiciones de vida son més exigentes y, por tanto, son mas
numerosos y complicados los fenémenos homeostéticos que las
conservan. l.as numerosas acciones y reacciones se influyen
mutuamente en dichos organismos, formando redes de regula-
cién y retroacccién extremadamente complejas. Tales sistemas
no corresponderian, pues, a la imagen mateméatica de una frac-
cién continua simple para un sistema de retroacciones en ca-
dena lineal, sino méas bien a las referidas fraccioras ramificadas
que parecen adecuadas para esquematizar las redes complejas
retroactivas de los organismos vivientes.

Toda lesién o perturbacién en estos sistemas puede acarrear
la pérdida de estabilidad de los mismos y la aparicién de osci-
laciones no amortiguadas con las que se caracteriza matema-
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ticamente tal inestabilidad. Los ejemplos que Wiener presenta
asociando ciertos casos patolégicos de temblor a las oscilacio-
nes de servomecanismos inestables resultan particularmente
impresionantes (¥) y, cualquiera que sea su grado de ajuste a
la realidad, no hay que negarles su derecho a ser considerados,
tal es el cimulo de analogias que sugieren entre los fenémenos
patolégicos de carécter alternativo. L.a marcha misma del borra-
cho no obedece, probablemente, a otra causa que al funciona-
miento defectuoso, por intoxicacién, de los sistemas cerebrales
reguladores del equilibrio, particularmente las retroacciones ori-

ginadas en los canales semicirculares.

Mucho més profundas y misteriosas son las retroacciones
en que interviene la conciencia y la inteligencia. La habilidad
y la sensibilidad afectiva del artista en el momento en que crea
o interpreta, parecen, de un lado, retroacciones extremadamen-
te complejas asociadas a cadenas de control de profundidad
extrema, cuya fineza y sensibilidad se despiertan y se agudizan
con el ejercicio y el aprendizaje. Pero ¢ en qué consiste entonces
el referido aprendizaje?, ¢en la creacién de nuevas cadenas que
afinen la retroaccién perfeccionidndola o en la modificacién de
caracteristicas de las cadenas ya existentes sensibilizindolas? Y
a todo esto ¢cuil es el papel de la conciencia inteligente?,
¢ dénde se halla el umbral de separacién de las reacciones pura-
mente nerviosas de aquéllas en las que interviene el alma?,
¢cudl es el proceso en virtud del cual el uso del pedal en el
piano, por ejemplo, que en un principio requiere una conscien-
cia cuidadosamente alerta, termina siendo un fenémeno incons-
ciente de asociacién directa e inmediata entre la aparicién del
empaste disonante y la relajacién del misculo que mantenia

apretado el pedal? Cuestiones son éstas en las que dejamos la

(*) V. WiENER «Cyberneticss.
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palabra a los fisidlogos y psicélogos y que envuelven la eterna y
misteriosa cuestién de las relaciones entre materia y alma (¥).
Me he permitido hacer esta alusién a los problemas de carac-
ter psicolégico que plantea esta Ciencia de cuna marcadamente
biofisica, porque estimo necesario deslindar los campos entre
lo que es ciencia y lo que es fantasia. Pero sobre este tema he
de volver al referirme a las modernas maquinas de calcular.

Filtrado El estudio de la estabilidad a que

y prediccion antes nos hemos referido no excede el
marco de un primer capitulo en la teorfa de los servomecanis-
mos. Los textos y monografias que sobre tales ingenios circu-
lan ya para uso de ingenieros y estudiantes de alta técnica (¥¥)
llegan bastante mas alli en las exigencias practicas que pueden
acreditar el buen funcionamiento de un servo, especialmente en
lo que se refiere a la fidelidad y rapidez de la reaccién, es decir,
a la brevedad de los términos transitorios de la respuesta. Rele-
gando, pues, a dichos textos el estudio de la llamada atenuacién
y sus graficas, permitasenos ahora hacer hincapié en los con-
ceptos de caracter estadistico que se presentan lo mismo en la
teoria de los servomecanismos que en la de la comunicacién, y
que son de mayor trascendencia epistemolégica, ya que acaso
en la unidad de estos problemas y métodos venga a cristalizar a
la postre la unidad de la recién nacida ciencia cibernética (**¥).

(*) A la sonrisa, que quiero suponer discreta, con que méis de un psicéloge
materialista acogera este dualismo, correspondo con otra sonrisa no menos amable
pensando en la linea conceptual evolutiva que empieza en William James, sigue
en Pavloy, Sherrington y termina en Carrel.

(**) Entre ellas es justo destacar la del ingeniero industrial don Antonio CoLINO
«Teoria de los servomecanismos», publicada recientemente por el Instituto Nacional
de Electrénica del C. S. 1. C.

(***) Al atribuir aqui a la Estadistica tan honroso papel, no puedo menos de
pensar en el regocijo espiritual que he de causar con ello a aquel de nuestros
compafieros que espera de la indiscutible seduccién de esta Ciencia la revitalizacién
de la potencia creadora del genio cientifico de la raza.
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El funcionamiento de todo servo se alimenta de estimulos
acompafados invariablemente de perturbaciones. Son éstas tan
inevitables como que algunas de ellas radican en la misma na-
turaleza de la conduccién; en el movimiento en cierto modo
desordenado de los electrones. Tales irregularidades y oscila-
ciones parasitas en el estimulo pueden perturbar notablemente
el funcionamiento del servo cuando la magnitud de las mismas
es comparable a las de las divergencias que se trata de corre-
gir, ya que no es posible amplificar el estimulo sin amplificar
asimismo la perturbacién aleatoria que le acompaiia.

Fenémeno parejo ocurre en la técnica de la comunicacién,
es decir, de la transmisién de mensajes (signos, conversacio-
nes, musica, imagenes) que es preciso amplificar. Un mensaje
se reduce a un conjunto de oscilaciones de una cierta magnitud
fisica (actstica, dptica, electromagnética) que, transformadas
hasta impresionar nuestros sentidos, son percibidas por éstos y
seleccionadas por nuestra atencién consciente del conjunto de
oscilaciones parésitas que invariablemente las acompafian. Mas
cuando estos parasitos son del orden de magnitud del mensaje
la seleccién se hace muy penosa, cuando no imposible.

Atenuar el mayor nimero posible de oscilaciones parsitas
para dejar didfanas las ttiles es el problema del filtrado que,
como vemos, se presenta lo mismo en teoria de servomecanis-
mos que en la de la transmisién, y que tiene caracter matematico
de problema extremal. Pensando en la representacién grafica
de dichas oscilaciones, el problema es parecido al de separar
las crestas o rugosidades parasitas de un oscilograma (smoo-
thing) para obtener de él las ondulaciones esenciales y significa-
tivas; es, pues analogo, al problema de analisis arménico de
las series cronolégicas en estadistica, caracter estadistico que
resulta de la misma naturaleza aleatoria de las perturbaciones.

Lo dichs para el filtrado se repite para la prediccién. Servos
hay que corrigen anticipadamente, es decir, que ajustan no a
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la situacibn momenténea sino a la de un futuro préximo pro-
bable. Asi el tiro antiaéreo debe dirigirse a la posicién probable
del blanco tras el breve intervalo que media entre el disparo
y el impacto. Pero predecir es extrapolar fuera del intervalo de
registro, la variacién registrada ; es, en sintesis, formar un ope-
rador con los valores de una funcién en el pasado que sirva para
evaluar estadisticamente una probabilidad futura. Claro es que
para ello precisa considerar la tal funcién no como aislada sino
perteneciente a un conjunto de funciones posibles sobre las
cuales valga establecer consecuencias de orden estadistico.

Asi también, los mensajes, cada uno de los cuales sélo me-
rece tal nombre si guarda el secreto de su futuro, deben obede-
cer en conjunto a ciertas leyes estadisticas que permitan pre-
decir o proyectar las caraceristicas de un sistema de comunica-
cién. Tanto la técnica del servo como la de la comunicacién
nos conducen, pues, asimismo al estudio de la extrapolacién o
prediccién estadisticas.

La técnica matematica que intenta resolver los problemas
de filtrado y de prediccién éptimas es particularmente bella y
dificil. Dificil en los planteamientos, por cuanto hay que em-
pezar por elegir magnitudes definidas estadisticamente cuyos
valores extremales resuelvan el problema. Dificil en los célcu-
los resolutivos porque dichas magnitudes suelen definirse por
operadores integrales afectando a la funcién estudiada y a cier-
tos niicleos cuya determinacién se supedita a la referida con-
dicién extremal. Tal es, en esencia, la técnica matemaética de
Wiener que, como se ve, entra de lleno en el cilculo de varia-
ciones exigiendo recursos analiticos avanzados, cuya base se
halla en Memorias del propio Wiener y otros analistas de pri-
mera fila (¥).

(*) Entregado este discurso en el mes de febrero de 1951, ha desarrollado
posteriormente el propio WIENER en Madrid lo esencial de tales métodos, en tres
conferencias. una de ellas dada en esta Real Academia.
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Omito, pues, aqui todo detalle sobre esas técnicas, remitien-
do a las notas anejas al discurso (¥} a todo aquel que quiera
satisfacer su curiosidad con una sucinta iniciacién tedrica. Re-
nuncio -asimismo a traer al cuerpo de este discurso el intere-
sante concepto de cantidad de informacién, que relego a otra
nota (*¥¥) por su caracter eminentemente matemético. Este
concepto es esencial en la teorfa de la comunicacién y tiene
todas las caracteristicas de una entropia negativa que decrece
con el empaste o solapamiento de mensajes y en general con
todo proceso que suponga pérdida de discriminacién.

Simbiosis entre cere- Consignados hasta aqui los servicios

bro y mdquina. que la matemética rinde a la técnica de
los servomecanismos y de la comunicacién, justo es referirnos
también a los servicios reciprocos que los servomecanismos y
la electrénica prestan a la matemaética en las maravillosas ma-
quinas de célculo de creacién reciente. Haremos referencia ex-
clusiva a sus posibililidades funcionales, es decir, a su fisiolo-
gia, dejando a un lado su descripcién anatémica demasiado
compleja y varia para tener cabida aqui, y, por afiadidura, to-
davia en proceso de evolucién.

En la historia del progreso, estas maquinas son el dltimo
y colosal eslabén en el proceso secular de simbolizacién y me-
canizacién de la actividad matemaética del hombre. Al intentar
éste la traduccién de las leyes del mundo fisico en esquemas
matematicos, los estadios por los que pasa son siempre los mis-
mos: Primero la génesis de los conceptos abstractos, luego su
simbolizacién, y finalmente el descubrimiento de las leyes for-
males que traducen las relaciones légicas que los ligan. Llega-
do a este punto, el matemético se desprende ya de los con-

(*) V. Nota 4.
(**) V. Nota 5.
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ceptos;-y én vez de razonar con ellos se alivia de ellos manejan-
do en su lugar los simbolos, de acuerdo con las reglas formales
establecidas, que sabe le conducirdn a resultados verdaderos,
puesto ' que son trasunto fiel de consecuencias légicas irrefu-
tables (*).

Condensacién simbélica y mecanizacién del razonamiento
han hecho posible la incesante progresién de abstracciones y
generalizaciones crecientes que constituyen la Matemética con-
temporanea. Conceptos que se expresan mediante formas nue-
vas. Combinacién de formas que engendran a su vez conceptos
nuevos y, en consecuencia, nuevas formas y asi sucesiva e
indefinidamente. . _

El ndmero empezé simbolizando los conjuntos y las medi-
das. Las operaciones aritméticas primeras tradujeron las ope-
raciones concretas de agregacién y combinacién asi como la
génesis de magnitudes compuestas: 4reas, volimenes, ... Los
griegos descubrieron las leyes esenciales de tales operaciones
creando la Aritmética. Las letras pasaron mas tarde a simboli-
zar los ntimeros, y el calculo literal fué el cédigo en el que se
concretaron las leyes generales de la Aritmética, dando origen
al Algebra clasica, ciencia adelantada del Renacimiento, que
empezé resolviendo triviales problemas de herencia lineales y
terminé detenida en las ecuaciones de grado quinto. Descartes,
en el siglo XVII, mecaniza con el Algebra la Geometria, y en el
siglo siguiente el Calculo infinitesimal metodiza la resolucién
de los problemas de la Mecanica, primero, y de la Fisica des-
pués. Y he aqui empefiada otra partida. Desde el cielo al 4tomo
no ha quedado secreto del Universo que no haya sido escudri-
fiado matematicamente por el hombre, ni problema que no

(*) En el movimiento matematico actual la importancia de lo formal ha llegado
a ta! punto que dichas leyes se emplean incluso como medio axiomitico indirecto
de definicién. Ante las dificultades crecientes de individualizacién metafisica de
los conceptos primarios, se prefiere caracterizarlos pragmaticamente, es decir, me-
diante el conjunto de propiedades formales a que obedecen.
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haya intentado reglamentar reduciéndolo a un esquema conve-
niente o confidndolo a un cerebro artificial auxiliar. Mas que
eludir esfuerzos procura ahora jerarquizarlos, relegando a la
méquina la rutina y conservando 4gil su atencién para intentar
con ella esfuerzos de categoria superior.

Creo interesante hacer notar aqui que los avances en el
calculo mecanico han sido histéricamente mucho maés irregula-
res que en el dominio del célculo teédrico. El progreso que va
desde el 4baco de los chinos hasta las maquinas de Pascal 'y de
Leibniz en los siglos XVl y XVIII no es comparable al ascenso
desde tales aritmémetros hasta las modernas maquinas, sea en
punto a principios, sea en punto a medios de realizacién.

Si nos referimos a las maquinas llamadas analdgicas, en
las que las variables que en ellas traducen las magnitudes fisicas
reales son cantidades de variacién continua, como por ejemplo
giro de ejes en el analizador de Bush o bien intensidades de
corriente o diferencias de potencial en las analégicas eléctricas,
vemos que su eficacia estriba en la posibilidad de realizar en
ellas, mecénica o eléctricamente (respectivamente con el juego
de discos, o con el condensador), la operacién analitica de inte-
gracién, esencial en la técnica de las ecuaciones diferenciales.
La combinacién de integraciones hasta suministrar la solucién

“de una de tales ecuaciones es cuestién que exige, por otra parte,
la transmisién fiel de las funciones integradas a otros elementos
integradores, lo que se efectGa mediante delicados servomeca-
nismos en el analizador de Bush o mediante combinacién de
circuitos en las maquinas analégicas eléctricas. Pese a la apa-
rente fidelidad con que estas maquinas reproducen las relacio-
nes cuantitativas de las cantidades en juego, su exactitud es
limitada y no basta para las exigencias de algunas técnicas de
precisién. por lo que se prefiere manejar el niimero discreto en
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vez de la cantidad continua (*), es decir, se prefiere volver a
los aritmémetros

En tales maquinas aritméticas (me resisto a llamarlas «digi-
talesn), los datos y resultados son nimeros de tantas cifras
(decimales o binarias) cuantas pueda necesitar la técnica mas
exigente, pero la operacién aritmética fundamental de la ma-
quina sigue siendo la misma que en el clasico aritmémetro de
Pascal, la de contar, es decir, la de sumar y seguir. Los pro-
cesos analiticos de integracién se sustituyen en dichas méquinas
por largos procesos aritméticos de sumacién aproximada; de
aqui que su efectividad de aplicacién esté vinculada a su ve-
locidad. Esta rapidez se ha conseguido sustituyendo los antiguos
y pesados elementos materiales de la méquina (ruedas, engra-
nages, palancas), todos ellos de inercia y lentitud considerables,
por los elementos mas agiles de la naturaleza, los electrones,
cuya inercia es practicamente nula. Ellos son los que saltando
con rapidez vertiginosa de unas células a otras de la maquina
realizan la operacién de contar, base de todo el calculo aritmé-
tico. Se comprende, en tal misién, la simplificacién aportada
por la numeracién binaria, ya que los tinicos signos cero' y uni-
dad que este sistema maneja se pueden traducir er: la presencia
o ausencia de corriente en los elementos representativos de los
distintos érdenes binarios y la suma y arrastre de unidades se
reducird asimismo a un sistema de conmutacién que elimine la
corriente de un elemento cuando se aumente una unidad, es

(*) Aparente paradoja es ésta que se consiga mayor exactitud con el nimero
dis:reto, teéricamente inexacto, que con la cantidad continua cuya exactitud teérica
queda asegurada por su misma continuidad. Se debe ello a la presencia de los

" inevitables errores aleatorios. Para disminuir su influencia relativa hay que aumentar
el tamafio de los elementos de las maquinas analégicas o aumentar e! nimero de
cifras del aritmémetro, y esto Gltimo es mucho mas practico y econémico. Aiiadir,
pot ejemple, dos cifras a una calculadora de uso corriente en el comercio se com-
prende que es técnicamente mas sencillo que centuplicar el tamafio de una regla de
calculo. -
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decir, cuando modifique el estado del elemento del orden si-
guiente.

Pero no bastaria con haber conseguido rapidez en las ope-
raciones aisladas si a lo largo de todo un proceso de célculo
fuera necesaria la intervencién del operador manual a cada paso
entre dos operaciones consecutivas, con objeto de efectuar el
transporte de los resultados de cada operacién al registro de
datos de la operacién siguiente. Es preciso que la maquina sea
capaz de realizar automaticamente todo el programa de opera-
ciones sin méas intervencién del hombre que la preparacién
inicial. Esta necesidad es la que ha determinado el progreso
esencial y decisivo en el nuevo tipo de méaquinas, consistente,
de un lado, en la posibilidad de registrar y obedecer 6rdenes y,
de otro, en la posibilidad de retener y conservar datos y resul-
tados, funcién esta Gltima llamada «memorian de la maquina,
por su similitud con la funcién anéloga de la inteligencia. Dichas
«memorias» son de muy diversos tipos, segtin los constructo-
res y las caracteristicas exigidas a la maquina ; las hay de ins-
cripcién mecénica en tarjetas y bandas perforadas, las hay de
caricter magnético, de registro andlogo al empleado en las
cintas e hilos magnetofénicos; otras son de caracter acistico
ultrasonoro y consisten en el establecimiento de circuitos, re-
tardados mediante tubos con mercurio, en los que se conservan
y regeneran sucesiones de impulsos representativos de los ni-
meros registrados, y que se trasladan en el momento deseado al
lugar exigido por el programa, etc. (¥).

La tarea de la miquina se corona con la traduccién esciita
de los resultados en los aparatos registradores de salida. L.as
velocidades conseguidas con tales sistemas son verdaderamente
alucinantes. Hartree refiere (*¥) el hecho de haber resuelto con

(*) Para detalles de construccién consulte el lector especialmente los trabajos
de los dos coloquios sobre tales maquinas: el habido en Cambridge (Massachusetts)
en 1947 y el reciente de Paris (enero 1951).

(**) V. Nature, Némero de octubre de 1946.
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la ENIAC problemas de contorno en un sistema de tres ecua-
ciones diferenciales no lineales mediante un proceso aproxi-
' mado, resultante de fraccionar el intervalo de integracién en
250 intervalos parciales, en el tiempo inverosimil de cuatro
minutos, incluidas todas las operaciones de tanteo y aproxima-
cién, hasta llegar, a través de los 250 pasos intermedios, a obte-
ne: siete cifras en los resultados. Para quienes conozcan la inter-
minable longitud de los célculos que los problemas de esta
indole suponen, este simple dato resulta mucho més elocuente
acerca de la eficiencia de dichos monstruos electrénicos que cual-
quier otro de los que se exhiben en los articulos de divulgacién
y cuya significacién resulta, por cierto, muy imprecisa; por
ejemplo, el dato de las 5.000 sumas o de las 300 multiplicacio-
nes por segundo.

Tales hazafias dan idea asimismo del servicio inestimable
que estas maquinas pueden rendir al Analisis matematico, ya
gue no s6lo convierten en viables soluciones tenidas hasta ahora
por inoperantes por la longitud extrema de sus calculos, sino
que traen a la investigacién matemaética en su zona de tanteo
previo, de ejemplificacién, el recurso experimental que era has-
ta ahora inconfesable para todo matematico de pura cepa, no sé
todavia si por inelegante o por incémodo. El caso es que ya no
se recatan hoy los matemaéticos de invocarlo en congresos y co-
loquios. Asi confiesa Courant que las ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden de tipo hiperbélico no lineales, de
interés actual en el vuelo supersénico, presentan singularidades
cuyo estudio sélo puede efectuarse, por el momento, de un modo
numérico experimental (¥). A

Por el contrario, sélo el analisis tedrico y el calculo de pro-
babilidades podran resolver los nuevos arduos problemas que

(*) V. R. CoURANT, «Method of finite differences for the solution of partial
differential equationss. Proceedings of a Symposium on large scale digital calculation

machinery.

24



estas méquinas plantean, y el méds importante de los que estin
pendientes de solucién es el de la evaluacién de los errores de
redondeo en los resultados tras procesos tan largos de célculo.
Véase, pues, cémo el cerebro humano al crear sus colaborado-
res electrénicos establece con ellos una interesante simbiosis de
esfuerzos en la que los viejos problemas de tabulacién de fami-
lias de funciones definidas por ecuaciones diferenciales le son
resueltos con esfuerzo minimo, por dichos ingenios, mientras
éstos ofrecen al ingenio creador del hombre interrogantes y pro-
blemas nuevos de mucha mayor envergadura.

Ciencia y fantesia. [.a primera idea de automatizacién de todo
un programa de calculo se debe al inglés Babbage (1820). No
llegé a realizar su suefio, pero es de justicia reconocerle su cali-
dad de precursor. Asi se hizo en el colequio que sobre las
méaquinas comentadas tuvo lugar en Cambridge (Massachusetts)
hace cuatro afios. Desde Babbage el desarrollo de las maquinas
de calcular ha corrido parejas con el de la Automaética, y asi-
mismo es justo destacar, con orgullo de espaiioles, el papel pre-
cursor que en el desarrollo moderno de esta Ciencia desempefié
el presidente por largos afios de esta Academia, don Leonardo
Torres Quevedo. A

A sus ingeniosos y variados inventos, no suenos sino sor-
prendentes realidades en su época, ha rendido Paris reciente-
mente el homenaje internacional que la Ciencia moderna de-
bia. LLa divulgacién de estos éxitos con motivo del reciente co-
loquio sobre el mismo tema, me exime de referirlos (*).

(*) Creo un deber llamar la atencién sobre el valor que atn conserva hoy el
articulo publicado por TORRES QUEVEDO en la Revista de esta Real Academia en
enero de 1914: «Ensayos sobre Automatica. Su definicién, Extensién teérica de
sus aplicaciones» que en algunos puntos resulta realmente profético. Después de
su lectura no pude menos de preguntarme hasta dénde hubiera llegado nuestro
ilustre inventor si hubiera dispuesto de los medios que hoy suminist-a la Electrénica.



El famoso ajedrecista y todos los demas ingenios expuestos
o resefiados en el coloquio: las calculadoras electrénicas, las
maquinas que resuelven problemas de naturaleza légica por
interferencia de condiciones, los servomecanismos antes citados,
méas sorprendentes atin por remedar funciones de acomodacién,
tanteo y aprendizaje, han vuelto a poner sobre el tapete el pro-
blema de la posible suplantacién del intelecto humano por la
méquina, y a conceder impropia categoria cientifica a la fantasia
teatral de Karel Capek cuyos personajes, los famosos robots,
son hombres artificiales de reacciones idénticas a las humanas.

Cuando la imaginacién se desborda a impulsos de un sen-
sacionalismo de rotativa, toda precaucién de lenguaje es poca
para los que aman la Ciencia, es decir, la verdad desnuda, pues
aGn entre sus mismos cultivadores prende a veces el fuego de
la fantasia cuando caldea el tema y deslumbran los progresos.

No nos dejemos impresionar por palabras como la de «me-
moria» con las cuales denominamos ciertas funciones de la
méquina por su analogia conceptual con otras de la inteligencia,
y no pretendamos por ello que nuestro cerebro haya de funcio-
nar como tales maquinas. Una simple metéfora no puede servir
de base a una hipétesis cientifica. No me impresionan las ma-
quinas, citadas hace un momento, que resuelven problemas de
caracter légico al amparo de una codificacién de premisas en
la que radica su gracia y su eficiencia. Habria de poderse llegar
a construir un artefacto capaz de materializar toda la légica for-
mal y seguiria sonriéndome al oir hablar de inteligencias meca-
nicas, porque ¢quién es capaz de automatizar el divino soplo
de la intuicién creadora? ¢ Quién osard mecanizar el «esprit de
finessen de Pascal? Es la misma lamentable confusién que
existe entre preparar y formar. Preparar es hacer autématas,
formar es hacer hombres. ¢ Quién es capaz de fabricar un auté-
mata que sea capaz a su vez de inventar otros autématas nuevos
o de escribir un tratado sobre ellos? Querer explicar con auto-
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matismos las funciones de la inteligencia me parece aiin mas
inttil y, desde luego, més agnéstico que pretender escudrifiar
los secretos de la razén pura con los recursos de la pura razén.

Me vais a permitir que sobre el escepticismo de estas pre-
guntas proyecte la ingenuidad de un recuerdo juvenil. Intrigi-
bame de mozalbete el disefio del envase de un producto en el
gue aparecia un nifio apoyado en una imagen del mismo envase,
imagen en la cual de nuevo figuraba obligadamente el nifio
apoyado en otro envase més chiquito, en el cual habria de fi-
gurar a su vez otro nifio y otro envase, etcétera. Pedi una lupa
para observar hasta dénde llegaba ese etcétera, y no fué inés
elocuente que mi razén que instintivamente me apartaba del
vértigo de la infinitud. El dibujo encerraba en sf una substancial
imposibilidad, un autografismo paradéjico, por ser ilimitado, al
reverter sobre si mismo como otras tantas paradojas de la 16-
gica clasica (el «Yo miento» de Epiménides) y de la teoria de
conjuntos (el conjunto de todos los conjuntos), paradojas nacidas
de juicios o conceptos que no pueden quedar establecidos por
recaer sobre el mismo concepto o juicio que se esta estableciendo.

Pues bien, cada vez que se me presentan teorias en las cua-
les he de analizar la esencia de mi pensamiento con los recursos
de mi pensamiento mismo, dicho mas llanamente, cada vez que
me invitan a pensar de qué manera pienso lo que estoy pensan-
do..., no puedo menos de pensar que voy a envasar mi pensa-
miento en un autografismo paradéjico e ilimitado y, dejando a
los aficionados al «carrusel» ontolégico seguir dando vueltas a
la metafisica 0 a la electrificacién de nuestra inteligencia hasta
marearse, termino reconociendo humildemente que estoy empa-
redado entre dos limitaciones, la de mis sentidos y la de mi
razén.

La Ciencia, al intentar enlaces racionales entre el mundo de
nuestras sensaciones y el de nuestras abstracciones, va rebotan-
do de una a otra pared, procurando ensanchar con ello heroi-
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camente el espacio que comprenden. Mas alla de ellas, la igno-
rancia. Pero bendita ignorancia, que al humillar nuestra vani-
-dad, espolea al propio tiempo nuestra curiosidad eternamente
insatisfecha. Y bendita asimismo la fantasia siempre que cabal-
gue al lado de la Ciencia, pues de este modo, al tirar ésta de
las riendas de aquélla cuando se desboque, recibird de ella im-
pulso acelerador. Sélo asi se repetira el ciclo caracteristico del
progreso: Fantasia de ayer, Ciencia de maifiana.

% % ¥

=

Y con esto termino, sefiores, la resefia prometida y cumplo,
en parte con vosotros y con el recuerdo del desaparecido. Dije
que la palabra griega »3cpwins que dié origen a la de Ciberné-
tica significa «timonely. Timonel ilustre de la Ciencia espafiola
fué Terradas, quien gustaba de usar metdforas marineras re-
firiendo episodios de su vida. Al ingresar en esta Real Acade-
mia decia:

«Cualquiera que sea el medio en que hayamos de des-
envolvernos, la corriente que nos arrastre y el escollo que
se tercie en la derrota, vibre la hélice de nuestro navio im-
pulsada por el fuego de la voluntad y gire el timén sortean-
do adversidades dirigido por la inteligencia serena y tem-
plada. Si la nave no llega a puerto habremos, al menos,
instruido la marineria para que un dfa resplandezca su mi-
rada ante amaneceres mas claros. Es preciso navegar.»

Y navegd entre turbias tempestades y claros amaneceres por
todos los confines del humano saber, hasta que un dia con el
4nimo firme y la inteligencia «serena y templada» se nos fué.

Al explorador de infinitos horizontes sucédele marino de
agua mansa, barquero cuya vida discurre entre dos orillas. Lla-
mado éste al faro en que los descubridores refieren sus hazaiias
y coleccionan sus trofeos, contempla con desconsuelo su mo-
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desta dote. De la orilla donde aprende a la orilla donde ensefia
ha ido su pobre barquichuela trasegando materiales de poco peso
y vieJa cantera; pero, a la llamada, cobra todavia pulso con
qué atraer el remo e ilusién con qué henchir la vela. Al recalar
al pie de la escalera que ha de subirle al torreén asiltale el
recuerdo de navegantes insignes que en él tuvieron lugar de
honor: Don José Maria Plans, su llorado maestro, con quien
cruzé mares de Relatividad recién explorados; Don Miguel
Vegas, inolvidable defensor suyo en refiida competicién que le
llevé a tierras de ensefianza ; y el entrafiable consejero timonel
perdido, conocedor como nadie de rutas y escollos, cuya susti-
tucién le abruma y sobrecoge. Cohibido y fatigado reposa el
barquero unos instantes antes de atracar la fragil céscara en
que viene bogando. Véncele el suefio, y dormido suefia.

Una voz velada e imperceptible le dice carifiosamente: Soy
tu amigo y maestro. ¢Para qué excusarte? Lo sé ya. Quien
quise que te precediera no acepté. Acepta tii como un deber,
pero no te envanezcas. Huye de vanidades personales y cor-
porativas. Sé humilde hasta conseguir que te perdonen. Sin hu-
mildad no es posible amar ni ser amado.

Otra voz noble y severa continda: Soy tu amigo y defensor.
Huelga tu excusa; quien antepuse a tu eleccién ha sido electo
ya. Entra y sé justo. Ni la amistad ni el odio deben turbar tu
juicio. Guérdalo de toda pasién propia o ajena. Sin rectitud
jamas mereceras el nombre de maestro.

Y la tercera voz afiade: Soy tu amigo y consejero. No tienes
por qué disculparte conmigo. Sabes cuinto me holgaba de te-
nerte al lado. Me llamé antes la Providencia ; pero conténtame
verte en mi puesto. Octipalo sin cobardia, pero sé laborioso y
estudia, j estudia sin descanso ! S6lo asi puedes llegar a merecer
bien de la Patria.

Todo eso oye en sus sueiios el sofiador. Una brisa le des-
pierta. Amarra el bote. Y confortado por el placentero reposo
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empieza a subir la escalera despacio, despacio, meditando la
responsabilidad que cada peldafio agrega a su ya excesiva car-
ga. Y mientras sube musita una oracién:

Dame, Sefior, fortaleza con qué afrontar los nueves deberes
y déjame transferir los honores, que por entero te pertenecen,
a todos los seres de quienes tu infinita Bondad me ha rodeado.
A padre y madre que en tu nombre me dieron vida y en cuyo
sacrificio incalculable asenté mi educacién, a la esposa que
cuidé de mi fatiga sin medir la suya, a los hijos que alimentaron
de esperanza mis desalientos, a cuantos quisieron hacerme bien
enalteciéndome o humilldndome, y en especial a los maestros
que me ensefiaron a aprender y a los discipulos entre quienes
aprendi a ensefiar. Haz, Seiior, que en estos tres verbos apren-
der, ensefiar y amar, se condense mi vida, y dame laboriosidad
con qué continuar mi aprendizaje, rectitud con qué mantener
mi magisterio, y sencillez en qué abastecer mi sed de amistad...

Suena timido el aldabén, entredbrese la puerta y, cruzado
el umbral, contiene su emocién.

—Me llamasteis y aqui comparezco. No sé en verdad en
qué puedo seros fitil. Nada traigo que ensefiaros; pero hallaré
mucho que aprender y no poco en que poner afecto. Acogedo-
res sois conmigo y grata es vuestra casa para el estudio. Tenéis,
me dicen, muchos libros, ¢dénde estdn? ¢Dénde el rincén de
trabajo que me habéis asignado?

He dicho.
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ACOTACIONES MATEMATICAS AL DISCURSO

Nota 1.—SOBRE LA FUNCION DE TRANFORMACION DE UN SISTEMA
RETROACTIVO

Si ¢(p) es la funcién de transformacién del sistema primario aisla
do, al estimulo &(p) corresponderia la respuesta x(p) tal que
Ep)

Ep=¢(Pnip) osea ——===29(p
n(p)

Pero al agregar e] sistema secundario de correccién o control, si
é&ste transforma dicha respuesta v (que serd estimulo en tal sistema)

v E—>((N ?)-—h Yin) Gl
2 | P 2,
: A
7 1 w
Figura 1 Figura 2

mediante la funcién de transformacién ¢.(p) contraponiendo su trans-
formada 7 :%. a la funcién de entrada : (en esto consiste la retro-
accién), se obtendrd como nuevo estimulo en el sistema primario

£~ —;,l—, el cual habra de verificar con la respuesta 7 la ecuacién de
1
transformacién anterior, es decir (fig. 1):

) — 22 o pim(p)
9 (p)
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de donde resulta la funcién de transformacién del sistema total re
troactivo

E(p)

- 1
n{p)

b (p)

-8

(p) +

como se indica en e] texto del discurso.
la figura 2 indica el esquema retroactivo en cadena cuya fun-
cién de transformacién viene definida por

: R o
n(p) AL 4 (p) +—,—L
b, (p)

Nota 2.—-SOBRE 1.AS FRACCIONES CONTINUAS DE COCIENTES INCOMPLETOS3
INFINITESIMALES Y SU APLICACION A LINEAS ELECTRICAS

Concepto

Sean en un intervalo [a, b] dos funciones de variable x real f(x),
g(x} positivas, acotadas e integrables (Riemann). Llamemos .

Fio=[ fod, Go=[ g (1]
de donde, en todo intervalo parcial x, x+Ax
x+Ax x+Ax
Aszf f(x) dzx, AGw=ﬁ g (x)dx (2

Las funciones F(x} y G(x) son, pues, continuas y mondtonas crecien-
tes. Demostremos :

1.—A! fraccionar el intervalo [a, b] en intervalos parciales me-
diante un sistema cualquiera de puntos intermedios

X,=a, Xy, Xgy eeey Xy wery Xy, Xp=Db
la fracciéa continua

1
o=AF(xy+
A G (g AT (leA Gl(x - 1
/T,
e
AF (z, )+ AG @ (:v,,-,H% 8]
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(donde C es un niimero real positivo cualquiera) estd constantemente

comprendida entre F(b)+C y m

En efecto, al suponer nulos todos los AG (es decir, g(x}=0) la
fraccién aumenta convirtiéndose en

AF (%)) +AF(x )+ ...+ AF (%,_ )+ C=F(by+C

y al hacer todos los AF=0 (o sea f(x)=0) resulta disminuida la frac-
cién convirtiéndose en

1 C
1 C
16 (@) +AG @) + o +AG @)+ CG®) +1

En todo intervalo parcial [x, b], siendo a<<x<Cb, la fraccién cons-
truida anilogamente con las definiciones [l] de F y G admitira la
acotacién

C
ClG® —G@)+1

<, ,<F®)—F@)+C

qgue se demuestra del mismo modo.
Tanto de la definicién de estas fracciones como de su acotacién
se desprende que son positivas, por serlo f(x} y g(x).

TeoREMA Il.—Podemos hacer los intervalos suficientemente pe-
quefios para que al fraccionar en dos uno de ellos, dejando intactos
los demds y la constante C, el nuevo valor ¢’ de la fraccién resulte
menor que el anterior o.

En efecto, sea

1
?= AF (xn) 4+ AG () ++ 1 .
AF =) +—— 1
o abreviadamente AG(x) + )
p=-, 1
+3 1
h+ 7—{——1—

con h=AF(x), k=AG(x) y donde % representa la fraccién continua
formada desde x,,, hasta el extremo b del intervalo.
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Al fraccionar en dos el intervalo parcial x;, x;;, se convierte la
fraccién en

’

=

[

.
o+

&

1
b

donde h, h, ki k, son los incrementos parciales de F y G, que, por
la monotonia de dichas funciones, son positivos y verifican

ho+h,=h, E,+h,=k

+

El teorema quedard demostrado en cuanto probemos que

1
h’+k_x+hi+_l_ . es menor que h+-710*'
2" k2+-§)—

1
+ T
ya que después de un nidmero par de inversiones y adiciones de su-
mandos positivos se conservarid la misma relacién de desigualdad
entre o’ y o.

Ahora bien, la segunda fraccién se puede expresar

r hk‘:’+h+":‘_ (hy +ho) by + E)o+h+hs+ 2

$ Eb+1 AL

y en funcién de su numerador r y denominador s se puede escribir
la primera asi

7 r b hk (kSR — )

s s+ kh kb + ki by

Pero ¢ es positiva y acotada cualquiera que sea el sistema de
particién, mientras la continuidad de F y G aseguran la posibilidad
de hacer sus incrementos h, h, ki k, tan pequefios como queramos
tomando intervalos Ax; suficientemente pequefios. En definitiva, po-
demos hallar >0 tal que, para toda particién cuyos intervalos cum-
plan la condicién Ax; <z, se verifique h k,4+hr—¢<<0, y por tanto

r r
._T.<—-— N
s s

y en consecuencia también o'<<¢, como querfamos demostrar,
De este teorema se desprende, por aplicaciones reiteradas:

34



TeOREMA 1ll.—Al formar una sucesién de particiones P; tal que
cada particién contenga los punios de divisién de las anteriores y
que todos los intervalos tiendan a cero, los valores correspondientes
de las fracciones v, tienen a un limite . Puesto que, al menos, a
partir de un cierto término, estos valores formardn una sucesién
monétona decreciente (I} y acotada (I).

Veamos ahora cémo este limite es independiente del sistema de
divisiones elegido. Mas general :

TEOREMA 1V .—La sucesién de fracciones ¢;, correspondientes a
ung sucesién cualquiera de particiones D; del intervalo [a, b}, cugyos
intervalos parciales tienden a cero, tienden hacia un limite E. inde-
pendiente de la sucesién elegida, Este limife coincide con el extre-
mo inferior del conjunto de todas las fracciones ¢ que se pueden
obtener dividiendo arbitrariamente el intervalo [a, b].

Este teorema, andlogo al de Darboux relativo a la integral de
Riemann, puede demostrarse de modo similar (*). Sea E el extremo
interior del conjunto de valores de ¢, conjunto que es acotado (Teo-
rema I). Dado >0 podemos, pues, hallar una particién del intervalo

. s €
[a, b} tal que la fraccién ¢ resultante sea <<E+ 3" Pero ¢ es una

funcién continua ofxi, x,, ... x,_,) de las abscisas x, x,, ... x,, de
los puntos de divisién, ya que las variaciones AF, AG son funciones
continuas positivas de dichas abscisas. Podemos, pues, hallar en la
sucesién D; una particibn D, de intervalos suficientemente peque-
fios (<<?) para que los puntos de divisién de Dy méas préximos a los
X1, X5, ... X;_, tengan abscisas x’,, x,, ... x;_, que difieran respecti-
vamente de xi, X,, ... X,_, en menos de 2. Por tanto podemos obte.
ner una fraccién o(x’, X, ... x'5_,) que difiera de o(xi, x,, ... x,_,) me-

nos que /2. Si llamamos ahora o D, la fraccién obtenida con todos

los puntos de divisién de Dy resuitard (Teorema II}:

E< ‘?Dk<‘9(xlu Loy ooe X'p) <P@, Xyy o)+ <E 46
~ <

En resumen: Dado ¢>0 es posible hallar una divisién D, perte-
neciente a la sucesién D, del enunciado, tal que la fraccién corres-

pondiente ¢y todas las que se obtendrian con intervalos parciales
k

menores difiera de E menos que ¢, lo que demuestra el teorema.
Este limite comin puede, pues, considerarse como representsa.

(*) V. por ej., GOURSAT: «Cours d'Analyse Mathématique». Tomo 1.
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tive de una fraccién continua cuyos cocientes incompletos dF, dG
sean infinitesimales; es decir, puede expresarse mediante el algorit-
mo siguiente, que parece a primera vista desprovisto de sentido:
1

&la)dx) +. 1

T Fwdr +

fla) dx +

1
£(x)dx) +.., 1

1
bd. ——— 1
70) x+é’(b)dﬂv +‘6‘

Estimo que es a dicho algoritmo al que debiera reservarse el nom-
bre de fraccién continua propiamente dicha, mientras debieran lla-
marse fracciones escalonadas las impropiamente designadas con el
nombre de fracciones continuas (¥},

Es interesante observar que este algoritmo comprende como caso

o b b
particular la integral f y la reciproca de la integral 1: f , ya que
a a
A , b
para g=0, C=0 se reduce af f(x)dx y para f=0, C=00 se reducea
b a :
1: f g(x)dx.

Calculo del nuevo algoritmo

En lo que sigue supondremos f, g positivas y continuas.

Si comparamos dos secciones o reducidas impares ascendentes
consecutivas de la fraccién (3), es decir, las fracciones construidas
entre los dos puntos consecutivos de divisién x;, x,;, y el extremo b
del intervalo, resulta

7 (2)= AF () + ——

AG (z) +

Z x4y
o bien

AF-AG + 1) Zx,,) + AF
AG"Z(IH{'“{"l

Z(x) = [4]
que establece una relacién proyectiva entre Z(x)) y Z(xi,,) de médu
lo 1. Variando la constante C (primera de las reducidas ascendentes
impares) los valores de Z(x) dardn, pues, una serie proyectiva con la
serie de los valores de C.

(*) En alemdn para designar las nuevas fracciones bastaria aiiadir al nombre
clasico Kettenbriichen el calificativo «stetige», resultando una terminologia mas

propia.
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Designando Z(x,,})~—Z(x;}) =AZ(x;) la relacién (4) se convierte en

ZEx)AG (@) + Z(@)AG @) AZ (x) = AF () AG (2) Z () +
+AF@)AG @) +1AZ )+ AF(r)

Dividiendo por Ax, y haciendo tender Ax,—>(Q se obtiene finalmente
la ecuacién de Riccati

Zigx) —flo) = — 5]

El valor de la fraccién continua ascendente Z(x) entre x y b,
variando x en el intervalo [a, b]

1
Zi(z)= flx)dx + 7 @ dx + .
tb 1
f(b)dx+———g(b)dx+-%-

es, pues, solucién de la ecuacién de Riccati (5), en la que C es la
constante del haz integral, y los valores de Z(x) para cada abscisa x
son proyectivos con los valores de C.

Estamos, pues, en posesién no sélo de un algorismo nuevo, sino
también de un método para su céalculo que lo relaciona con la teoria
de las ecuaciones diferenciales. :

Otro procedimiento de cllculo puede fundarse en la integracién
del sistema lineal

dz ay.
P flx)y, d =g(x)z [6]
El cociente Z{(x}='— % satisface a la ecuacién {5). En efecto,

, . 2
7 (@)= 2 ;yz _ gZ’—zfy i f
Bastara. por tanto, integrar el sistema (6) con la condicién z=C,
y=1| para x=b.
Del sistema [6] puede pasarse, a su vez, a ecuaciones de segundo
orden en y y en z por eliminacién de z e y respectivamente, lo
que da

z"=fgz+f72’. y”=&y+%y' (7l
con las condiciones z=~C, z'=fb), y=1, y'=—g(b)C para x=b.
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Aplicaciones
Si } y g son constantes, la primera de las ecuaciones [7] se reduce

" a 2"=fgz, que da

z=Ae/fi® L Be V"

_2 _ VT (\ vir gV
y="= Vg(Ae Be )

—C=Ae'#b 4 BgVh?

para x =b

1= Ef (AeVf® —BeVi®)

obteniéndose

_1 (VI _o)ve __l(l/i )\/Eb
A——2(Vg C)e A B= 3 g+Ce

es decir, sustituyendo en z e y .
e=—CChVfr (x -+ ‘/;’; ShVfe (@ —b) %

y=~cl/g7ShVE(x—b)+Cth?<x—b)
c—V/LmVE@—1
£ 8]

7= .
1 —Cl/if'rh Vig (x—b)

La misma solucién resulta de integrar la ecuacién [5] (en este caso
de variables separadas), pues

dZ —1 -
dx = , da z+k=——ArgTh Vﬁ.
Zg—f Vie 72

con Z=C para x=b, y por tanto

S ram V_z_']
| x b—VE[ ArgThl/fZ-’r ArgTh fC
o bien B V%—(C—Z)
ThViz & - b) = ——
1—£fzc

de donde resulta el mismo valor Z de antes (8).
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Si C= l/z- resulta Z independiente de x e igual a C.
&

La recta Z= V—g— pertenece, pues, al haz integral.

Cuando f y g son respectivamente la impedancia y la admitancia
por unidad de longitud en una linea eléctrica de transmisién de
constantes uniformemente distribuidas, este valor [8] de Z coincide
con la férmula que la teoria clasica (*) da para la impedancia total
en un punto x de la linea en funcién de la impedancia terminal C

v de la impedancia llamada caracteristica Z;= l/;f .

Esta coincidencia no es casual; tiene su origen en la misma esen-
cia de la transmisién, La impedancia total en un punto cualquiera
de la linea puede formularse directamente suponiendo é&sta fraccio-
nada en trozos de longitud Ax;, cuyas impedancia y admitancia val-
drén, respectivamente, fAx; y gAx;.

Ax; ﬁlj‘;_’fdleum‘rz

Siendo las admitancias inversas de las impedancias y suméandose
éstas en serie v aquéllas en paralelo; se verificara :

1
Impedancia en el punto M;=fAx; 1+ m_’_ — 1
imp.* en M;,,
Al repetir la recurrencia para M,;,, Mis., ... ¥y pasar al continuo.

vamos a parar a la fraccién continua de eslabones infinitesimales,
tratada mas arriba.

Fl algoritmo que hemos estudiado responde, pues, a una realidad
f{sica, que fué precisamente la que nos lo sugirié, y como la formu-
lacién y esquema indicados son validos tanto si f y g son constantes
como si varfan a lo largo de la linea, el algoritmo general en cuestién

(*) Compérese, por ej., con P. Puic ADAM: «La Matemitica en la transmisién
de la energia eléctricas, pig. 67, férmula (17). (Publicaciones de la Escuela de
Ingenieros Industriales de Madrid, Curso 1947-48.)
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y la ecuacién de Riccati (5) o el sistema (6) permitirAn calcular la
variacién de la impedancia total en el caso de impedancias y admi-
tancias unitarias no uniformemente distribuidas. En particular, el sis.
tema (6) desempefia papel analogo al de Lord Kelvin en la teoria
clasica de lineas, designando y la intensidad y z la diferencia de
potencial en el punto de abscisa x,

Aiiadiremos, para terminar, que en las aplicaciones indicadas aqui
y en el cuerpo del discurso es suficiente establecer el nuevo algoritmo
para funciones f y g positivas; pero el concepto es generalizable a
funciones reales continuas de signos cualesquiera, asi como a fun-
ciones f y g complejas de variable real o compleja. Estas generaliza-
ciones, que ya kemos realizado en el momento de leerse este discurso,
seran desarrolladas en oportuno articulo. :

Nota 3.—SOBRE 1LAS FRACCIONES CONTINUAS RAMIFICADAS

Nos limitaremos a dar unas leves indicaciones de lo que con este
concepto (del que tampoco conocemos antecedentes) queremos sig-
nificar.

Imaginemos el dltimo denominador de una cierta fraccién con-
tinua descompuesto, por ejemplo, en dos sumandos, y que éstos sean
a su vez otras tantas fracciones continuas; asi

1
,@=g+_ 1
f g1+7'+_1_ 1
Coet 1 1
fa‘f";;_*__;:_-*-L +f’+}7+7],;—+_1_
A R

El calculo de tal algoritmo se efectuard facilmente empezando
por las dltimas cadenas, Un conjunto de operaciones de inversién y
suma dara sencillamente los valores de las dos fracciones

: 1 . 1
fi +— fs+—r
! .. £'s

gy T + ..

Con su suma, considerada como quinte cociente incompleto, se con-
tinuara ficilmente el calculo de la fraccién total, Y del mismo modo
procederiamos para varios sumandos. ¢ Qué significado y qué interés
puede tener tal algoritmo, aparentemente caprichoso?
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Véase la siguiente red eléctrica de impedancias y admitancias,
designadas las primeras por f y las segundas por g:

1[1 J[z M /3 f4

Figura 3 Figura 4

La impedancia entre M y P vale (fig. 3)

1
it 1

&4

Entre M" y P es la expresién analoga con letras acentuadas. La suma
de ambas fracciones es la impedancia entre M y M’; y la fraccién
total es la impedancia entre A y B.

Se comprende que las ramas de la red, correspondientes a las de la
fraccién, pueden seguir pro'ongindose con nuevos eslabones (véase
figura 4, cuya expresién dejamos a cargo del lector).

Vemos. en resumen, que el algoritmo de las fracciones continuas
ramificadas es apto para representar impedancias entre puntos aleja-
das en redes complejas formadas de impedancias y admitancias ele-
mentales, por traducir, en definitiva, de modo simple y natural las
leyes de Kirchhoff. En estas fracciones puede igualmente realizarse
el paso al continuo. Entre el origen y el final de cada rama la varia-
cién de la impedancia vendrad dada por integracién de la correspon-
diente ecuacién de Riccati con el intervalo y los coeficientes funcio-
nales f, g propios de esta rama. R

Nota 4.—SOBRE LOS PROBLEMAS DE PREDICCION Y FILTRADO

En esta nota hemos adoptado como guia, mis que la exposicién
del propio Wiener, la de Levinson, quien, recogiendo las ideas fun-
damentales del primero, ha sabido darles una forma particularmente
sencilla y did4ctica. También tenemos en cuenta el capitulo VI de
la obra de James, Nichols y Phillips «Theory of Servomechanisms»
y un trabajo muy reciente, «Una introduccién a la teoria del filtrado
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v de la predicciény, de A. Colino, quien nos ha honrado dandonoslo
a conocer antes de su publicacién y autorizado para citarlo.

Con objeto de establecer férmulas viables en el calculo préactico,
plantearemos simultineamente el problema considerando el mensaje
o «imput» observado, ya sea como una funcién continua f() depen-
diente de la variable tiempo #, ya como una serie discreta de valores
/. ordenados segiin el fndice n indicador del nimero de intervalos de
tiempo (regulares) transcurridos desde el origen, intervalos que adop-
tamos como unidad,

1. Reduccion del problema a un sistema o a una ecuacion inte-
gral.—EFEl problema técnico que aqui se presenta es el de construir
un sistema fisico lineal (invariante respecto del origen de tiempos)
capaz de transformar un mensaje perturbado f,, f(f) de tal modo que
nos dé como respuesta una aproximacién éptima del mensaje puro
actual g,, g(t) (problema simple de filtrado) o del mensaje puro future
al cabo de un tiempo h, g.,., g(t+h) (problema de filtrado y predic-
cién). Consideremos este tGltimo por su mayor generalidad, ya que
abarca como casos particulares los problemas de simple filtrado
(h=0) y de simple prediccién (f=g).

funcién a(t)

Recordemos que la ; (que llamaremos caracteristica),

sucesién a,
respuesta del sistema a un impulso instantineo unitario (Dirac) apli-
cado en el instante =0, basta para caracterizar e] sistema, ya que la
respuesta del mismo a una entrada o «imput» cualquiera f,, f(f) podra
ser expresada en cada instante ¢ sumando los valores en dicho instante
de las respuestas a los impulsos sucesivos f,_,, f{t—<)dt, que consti-
tuyen el pasado de f., f(f}; se trata, por tanto, de expresar

£ (t + h) mediante una

ac

(1] g,, mediante una ¥g,f, I T e@ft-dr 1]
- 0

v=0
’

del modo mas aproximado posible, entendiendo por tal, siguiendo a
Wiener, aquel que haga minimo el error cuadrdtico medio, Es decir,
hallaremos el sistema que tenga la funcién caracteristica a,, a{f) capaz
de hacer minima la expresién

1 J @ \t
92 TR S _
[-‘] E I%Tl—i.i 2N-+1 n=Z-N (gn+h g(; a, fn_,,)
: 1 +T| @ 'y
E= '}-I_.IE 9T ” [g(t+h_‘-j; a(T)f(t—‘t)d‘tJ dt 127



Desarrollando los cuadrados e introduciendo las conocidas funcio-
nes de correlacién (supuestos existentes los limites que las definen)
R, autocorrelacién de f, R, idem de g, Ry, intercorrelacién de f, g,

definidas asi:

Bl  Re(k) —hm

9N+1 H—Z-Nf fn+k

[4] Rg(%)=expresién analoga en g

Z fgn+k

2N+1 i

5] Rp(k) hm

. 1 +T
R(k=lim 5o [ A1+ Byt (3]

Reg(k)=expresién analoga en g [

. 1 +T -,
Ryg(B)=lim 5 f | fgt+bde 5]

la funcién que precisa hacer minima se formulara de este modo:

(6] E=Rg(0-2,a,Rel+h)+

v=0
+ZZ 8,8, Re(ir — )
v=0 =0

y expresando las condiciones de

=0 resulta el sistema

s 2
minimo
an
en a,

[71 X aRe(n—v)=Re(n+h)

V=0
n=0,1,2, ..., 00

E=R;(0)-2 fo 2(%) Ryg(t+h)d T+

+f " a(s)ds, [ " a( R —vdx [6)

y aplicando el calculo de variacio-
nes, resulta la ecuacién integral
en a(z)

®

fa(r)Rf(t—t)dT=ng(t+h) (7]

Sabido es que las ecuaciones integrales se obtienen por paso al
lfmite continuo en los sistemas lineales, de modo que la solucidéa
aproximada de la ecuacién integral de la derecha conduce al sistema
de la izquierda. Este sistema es de infinitas ecuaciones con infinitas
incégnitas, pero en la practica se sustituye por un sistema de gran
nimero de ecuaciones y de incégnitas. Levinson estudia particulari-
dades de la resolucién de dicho sistema

M
> aRin—v) =
v=0

Reg (n + h) [7 bis)
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y la convergencia del proceso al crecer M. A su trabajo (*) nos remi-
timos para gquien desee mas pormenores y detalles. Digamos, de
paso, que la perturbacién f—g carece con frecuencia de toda corre-
lacién con el mensaje g, es decir, R, ;=0, o sea R,—R;=0, en
cuyo caso el sistema se reducird a

M
Z a,Rim —v)=Rg(n + h)

v=0

2. Consideraciones acerca de las funciones de correlacion. Tesis
ergbédica.—Si recuerda el lector la formulacién de los coeficientes
de correlacién entre dos series estadisticas, se dard cuenta de que la
funcién R, (o serie) de autocorrelacién de f(#} (o f.) mide en cierto
modo el enlace estocastico existente entre el pasado y el futuro de la
funcién f, y analogamente R, mide el enlace entre el pasado de f v
el futuro de g.

Tales funciones de correlacién no han sido introducidas por merc
capricho formal, sino por el hecho de poder conocerse sus valores
sin el conocimiento completo de las funciones que los engendran. El
conocimiento de tales valores radica en el hecho fundamental siguien-
te: En los proyectos de servomecanismos y de sistemas de comuni-
caciones no se consideran los mensajes o los «imputs» aislados, sino
formando conjuntos con distribucién estadistica conocida, y en espe-
cial los conjuntos llamados «estacionarios», en los que tales funciones
de correlacién son independientes del instante inicial y practicamente
las mismas para todas las funciones o pares de funciones del grupo,
por el hecho de transformarse unas en otras (al menos con cuanta
aproximacién se quiera) mediante corrimientos del origen de tiempcs.
Esta tesis, llamada «ergédica» (sélo rigurosamente demostrada en ca-
sos contados), es andloga a la que permite en mecéanica estadistica
identificar la velocidad media de una molécula gaseosa en un reci-
piente a lo largo del tiempo con el promedio de las velocidades de
todas las moléculas en un mismo instante. En general tales ptomedios
estadisticos son los que aprecian los aparatos de medida en los fené-
menos en que juegan simultineamente gran nimero de causas, y 'a
identificacién de estos promedios, que pueden llamarse espaciales,
con los promedios temporales de cada fenémeno del grupo en un
intervalo infinito, constituye la tesis ergédica aludida.

(*) Ver los apéndices de la obra de Wiener: «Extrapolation, interpolation and
smoothinge.
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3. Expresion del error.—Haciendo nTeen (72
) t=1 en (7)

©)

en resulta

6)

$ y sustituyendo

8] Brin=Rg ()~ Xa. Ry(+4) | Buin=Re(0)-[ "a(9 Reg(e+) s 18]

v=0

Se comprende que el término segundo no puede ser positiva, pues
en tal caso la solucién a, =0, a(r)=0, darfa una E menor, incumplién-
dose la condicién de minimo; luego E.. (procedente de una suma
de cuadrados de errores) es nulo o positivo menor que R,(0).

O0<E <R (0)=valor cuadratico de g.

El caso mas favorable es, pues, aquel en que E ;=0 y el méas des-
favorable aquel en que E..,=R.0), es decir, R,=0, en cuyo caso el
mensaje perturbado serfa estocasticamente independiente del men-
saje puro. es decir, la perturbacién borraria el mensaje sin posibilidad
de reconstruir nada de él.

4. Empleo de la transformacion de Laplace-Fourier.—El manejo
matemético de los sistemas fisicos lindales aludidos se simplifica
aplicando a las funciones de entrada y salida, asi como a la a(t) carac.
teristica del sistema, la transformacién de Laplace-Fourier, que tiene
un significado fisico muy rico en sugestiones,

Definida la transformada Fourier de £, f(f) mediante

)= [ rwear o)

[10] el = fae™

podemos reconstruir la f dada la ¢ mediante multiplicacién de ambos
miembros por e¢™ds o bien e **ds e integracién entre —=, i+ en el
caso de la izquierda (sucesiones), y entre —00 y '+00 en el caso de
la derecha. Resulta, segiin es bien sabido (analisis arménico, integral
de Fourier),

+% . 1 +o _
(11] fm=2—le o (s) €™ ds ’ f(t)=_2_7t-j:@ o(s)e* ds [11]

Se comprueba ahora sin dificultad que si a() es la funcién carac-
teristica del sistema a(s) su transformada Fourier después de comple-
tarla con a(t)=0 para #<0, las transformadas &(s), (s) de las funciones
de entrada x(t) y salida y(t) verifican

N =a(s)Eis 12}
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En efecto: Puesto que la transformacién que define el sistema
fisico lineal es

{13} J’n'—‘zavxn_v: .’V(t)=j; a(Dxt—1tdt=
v=0
+® +®
= 4.2, = [ a@at-9as 13]
con a, =0 para +<<0 con afz)=0 para 7<<0

al aplicar a ambos miembros la transformada Fourier se obtiene (su-
poniendo convergentes las sumaciones)

x e t= rm ‘o et
Z ey = Ze"ns Z a,x,.,= f e y(t)=f e"sf a(tyz(t-t)di=
n=-x n=-% y==00 -% -0 -0
® ® +x s +w 'S(t t)
N —jv ~j (n-v = ~i8T _ ~I8 (L~
- a, el Z x,., e s ~/_; alt)e dt,/..w z(t—71)e drt
VE— n=-w
La segunda suma es igual a
o« o« . t -
3 a0 2() J7 stae® D aeo-tw

nev=-o ] t-t=-w

para toda v para toda <

por lo tanto. como gueriamos demostrar
n(8)=a(s)Els)

Volveremos a insisiir en que a(s) es la transformada Fourier de la
a () t>0
<0

que el teorema llamado de la «Faltung» por los analistas alemanes,

En las redes eléctricas la naturaleza matematica de la funcién
a(s), generalmente racional, permite deducir la estructura de la red
capaz de realizar el sistema.

funcién para

%- Por otra parte esta relacién no es mas

5. Transformadas Fourier de las funciones de correlacion. Den-
sidades espectrales. Invariancia de su cociente.—~Las transformadas
Fourier ¢, ¢ de las funciones de correlacién R,, Ry, definen la lla-
mada densidad espectral de la funcién f o la mixta de las funciones
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/ v g, mejor dicho, las densidades espectrales de los conjuntos esto-
casticos a que tales funciones pertenecen, denominaciones que no nos
detendremos en justificar y cuyo significado fisico puede el lector
penetrar en la bibliografia indicada.

Consignemos aqui solamente alguna de sus més elementales pro-
piedades. Por ejemplo :

Las funciones de autocorrelacién R, y sus transformadas Fourier ¢
son funciones pares.

El que R{k) sea =R{—k) se desprende de la mismab definicién
(3) (3") permutando los factores f que en ella intervienen, De ellc
resulta (con k= —Fk)

0 . © N
P = f e Ry(— k) dk+ fo ¢ R (B dk =

= f e Re(K) dk' + f ¢ R, (k) dk
0 0
es decir,
pe(s) = 2f cos ks Ry (k) dk
que prueba la paridad de ¢ds), por lo que algunos autores la escriben

91(32)-

En cambio al permutar los factores f, g en (5) (5') resulta
Ry (k) = Ree(— k)
de donde, analogamente,
Pr (8) = 0y (=)
puesto que

+ o . +x s i )
P ®= [ ¢ Ry (Bdk= [ O Ry ) A =1, ()

Y veamos, finalmente, la sencillez con que se transforman tales
densidades espectrales al aplicar a las funciones una transformacién
lineal de! tipo (13). Al tranformar una entrada x(#} mediante

)= 10zE-9ds con 1O=0 pua <0 [17]
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la funcién de correlacién de la respuesta y(t) sera

. 1 +T .
Rg (%) = lim _2_'1‘—./:'1' vyt + kdt =

+T +@ +0
= lim ﬁfT a | l(t)x(t-——t)dt./; L) zit+ & —0)do

T—w

y su transformada z,(s) sera

+x )
oo = [ ek

+T

3 1 + _ +a
lim o [ dtL l(t)z(t—»)dt[‘ 1)z +k—6)do
o sea, admitida la existencia de los limites y la posibilidad de trans-
poner las integraciones

+

bl =[ 1@eras [ 1wt tan [ S ar

1 +T )
: %iﬁﬁ—h x(t— )zt + k— b)dt
y como el limite 'indicado en el segundo miembro es R,(k—0+ 1), al
multiplicar por g i (kt) y por dk=d(k—6.+ <) e integrar entre —o0 y
+10 obtendremos (para todos los valores de 9, ) la transformada
¢x(8), de donde, en definitiva,

P, (8) =2(DN(8)p () = [A(8) P o (s)

Analogamente, si y,(#), y,{f) son transformadas lineales de x,(#),
x,(#), mediante {17) un calculo idéntico prueba que

Oy, v, @ =AM oy 4, (9)

v lo mismo puede establecerse para las sucesiones temporales dis-
cretas.

De esta relacién se desprende: Los cocientes de dos densidades
espectrales se conservan invariantes en toda transformacién lineal

del tipo (17) o (13).
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6. Los procesos estocasticos puros y su aplicacién. Interpreta-
<ion de la teoria segiin Colino.— Las funciones o procesos fisicos
en general, cuyo futuro esta totalmente desvinculado del pasado, re-
ciben el nombre de estocasticos puros [purely random processes (¥)].
Son aquellas funciones o conjuntos de funciones f cuya autocorrela-
cién Ry(k) es nula excepto, en todo caso, para k=0, puesto que por
definicién ’

1 - 1 T
. N . , . +
R;(0) = lim Wl— % f.° obien R0 = '}'Ln:; -EIT f2(0) dt

N—o»n ‘2

es decir, R0} es el promedio de los cuadrados de f. Las funciones
estocésticas puras tienen, pues, funciones de correlacién del tipo
Dirac, cuyas transformadas Fourier son constantes. :

Si a un sistema fisico lineal de funcién caracteristica K1} se aplica
una entrada x{{) estocastica pura, la respuesta y(f) tendra una auto-
correlacién cuya transformada Fourier serd de la forma

p,(s)=Chis)his

en la que C puede reducirse a la unidad mediante eleccién de uni-
dades convenientes. Reciprocamente: Dada una funcién f(f) o serie
tethporal f,, podemos considerarla como transformada lineal de una
funcién estocastica pura seglin un sistema lineal, cuya funcién carac-
teristica /(f) vendrd dada por su transformada Fourier A(s), que ha
de verificar

0./8) = his) his)

con l(f)=0 para <0, y por tanto »(s) analitica acotada en el semi-
plano superior. Pero éste es precisamente el problema llamado de la
faclorizacién en la teoria de Wiener, problema que adquiere asi una
interpretacién muy sugerente debida a Colino.

Pasamos por alto los detalles de su prolija solucién analitica, que
el lector hallard en la bibliografa indicada. Una vez hallada la fun-
cién A(s), podemos construir la funcién estocastica pura x(f), causa
real o virtual del fenémeno estudiado f(#), sin mas que invertir su
transformada &(s)=z(s): i(s) (z transformada de f). Operando ahora
con dicha causa x(f), podemos ascender a la determinacién de los
valores futurosf(t+h) del mensaje perturbado (problema de predic-

(*) Creemos preferible aplicar la denominacién a los «procesos» como hace

PHILLIPS, en vez de a las funciones como hace COLINO, por darse asi a entender
mejor que se trata de un caricter que afecta a los conjuntos de funciones estacio-

narios, con preferencia a las funciones aisladas.
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cién simple) o a los presentes g(t) o futuros g(t+ h) del mensaje puro g
(problemas de filtrado simple o de filtrado y prediccién) mediante
formulacién aproximada del tipo

x

Znen = Zby %y, obien g(t+h)= f b x(t—Td=
v=0 0

y hallando los coeficientes b, o la funcién b(z} para que sea minimo
el error medio cuadrico, con la considerable ventaja, sobre el pro-
ceso de calculo descrito en § |, de ser ahora el sistema (7)

Mo R~ =Regin+h =012 ..., o)

v=0

inmediatamente resoluble, toda vez que en cada ecuacién se anulan
todos los coeficientes R (n—v), excepto el correspondiente a v=n
{por ser x estocéstica pura), quedando una sola incégnita b, en cada
ecuacién. Se obtiene asi

b o= Rxg(n + h)
It Rx (0)

valores 6ptimos, cada uno de los cuales es independiente de les
restantes y, por tanto, del nimero de sumandos considerados.

En el problema puro de prediccién en que f=g se observa que es
exactamente

x h-1 x
f(n _i' h‘:’ = Z )“p. xlnlx-p = 2 "yL mn+h—y_ —§— Z "v+h Ly

=0 n=0 v=0

pero el primer sumando es incalculable por afectar a valores futuros
de x (n+h—y>n si w<<h) absolutamente desvinculados del pasado.
Tomando, pues, como valor aproximado el segundo sumando

-
fin+h = E hyoh Zgo,

V=0

los valores A,;, seguirdn siendo los valores o6ptimos, es decir,
b, = A,,p, y el error cometido seri el referido primer sumando, in-
terpretacién del error de gran fuerza intuitiva {debido asimismo a
Colino), pues hace ver que el error en la prediccién de un fenémeno
(no estocastico puro) no es otro, en definitiva, que el efecto desco-
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nocido que sobre el valor futuro buscado tendran los valores de la
causa estocdstica pura intermedios entre dicho momento futuro y el
presente, De esta interpretacién deduce Colino, en el trabajo citado,
formulaciones de los operadores de transformacién entre f, y fun ©
entre f, ¥ Z.in, que coinciden con los de Wiener.

Nota 5.—-SOBRE El. CONCEPTO DE CANTIDAD DE INFORMACION

Hemos indicado en el texto del discurso el parentesco de proble-
mas mateméticos que plantean las técnicas de la comunicacién y
del servomecanismo, el caricter estadistico de los mismos y la unidad
de métodos que con ello puede alcanzar la recién nacida ciencia
Cibernética. En la nota precedente acabamos de dar, en particular,
una ligera idea de la técnica empleada por Wiener en la resolucién
de los problemas de filtrado y prediccién. Nos proponemos en ésta
penetrar asimismo, levemerite, en algunos conceptos matematicos
fundamentales que utiliza la moderna técnica de la comunicacién

Lia teoria matematica de la comunicacién prescinde del aspecto
conceptual de los mensajes, los cuales se reducen para e! técnico a
variaciones de ciertas magnitudes fisicas que precisa reproducir o
trasladar lo mas fielmente posible, Estas variaciones obedecen en
conjunto a ciertas leyes estadisticas, cuyo conocimiento permite ajus-
tar a ellas el sistema de comunicacién méas conveniente.

Es fundamental en esta teorfa el concepto de cantidad de infor-
macién, tanto como pueda serlo el concepto de energia en los pro-
yectos de lfneas de a'ta tensién. A este concepto y a sus distintos
aspectos y generalizaciones dedicamos principalmente esta nota, en 'a
que seguimos en lineas generales las ideas expuestas por Shannon en
sus dos fundamentales articulos publicados con el tiulo «Mathemati-
cal Theory of Communication», en The Bell System Technical Jour-
nal, julio-octubre 1948.

1. Cantidad de informacion. Entropia.— Empecemos por los
mensajes de caracter discreto o discontinuo, constituidos por conjun-
tos de signos o sefiales bien diferenciados. En principio toda funcién
mondtona del nimero de signos o sefiales transmitidos por distintos
sistemas permitird graduar una escala de cantidades de informacién
suministradas por los mismos, La funcién elegida dependera del con-
venio que se adopte para la suma. Parece natural admitir que dos
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sistemas simultaneos son capaces de transmitir una cantidad de infor
macién suma de las que transmiten separadamente cada uno de ellos;
pero como el niimero de sefiales que podemos obtener por combina-
cién de las de uno y otro sistema es el producto de éstas, se com-
prende que la funcién adecuada es la logaritmica. De la base del sis-
tema depende la unidad de medida, La unidad correspondiente a la
base 2 es el bit. Asi 2® sefiales o signos corresponden a n bits. Un bil
es, pues, el informe del resultado de una seleccién binaria {del tipo
disyuntivo si o no).

Ejemplo: Una lidmpara con dos estados, apagada o encendida.
o un circuito abierto o cerrado, son las realizaciones fisicas méas sen-
cillas de un bit, Como ta'es se usan en las calculadoras electrénicas
con sistema binaric de numeracién, Un conjunto de 5 ldmparas ac-
tuando simultdneamente permite formar 2° combinaciones y trans-
mitir, por tanto, 2° sefiales distintas, es decir, log, . 2°=5 bits.

Si de lo simultineo pasamos a lo sucesivo, podemos decir, anélo-
gamente, que una sola lampara variando 5 veces de estado por se-
gundo permite transmitiy 2° mensajes por segundo, es decir, 5 bits.
Y n ldmparas simultianeas 5n bits por segundo.

Estos sencillos ejemplos muestran que la cantidad de informacién
asi definida mide no el nimero de sefiales realmente transmitidas,
sino el nimero de las que se podria transmitir en el sistema (por
estados simultdneos o por segundo en caso de estados sucesivos, etc.)
y, por tanto, mide el grado de discriminacién, y en tal sentido Ia
cantidad de informacién, que un estado del sistema o un segundo de
informacién supone.

Es de notar la analogia de este concepto al de entropia termodi-
namica aunque con signo opuesto. Asi, todo proceso que implique
pérdida de discriminacién de una fuente (promedios, empastes, per-
turbaciones, ruidos) supondri disminucién de informacién o entropia
del sistema de comunicacién. En adelante usaremos (de acuerdo con
Shannon) el concepto de entropia de una fuente (por mensaje o por
segundo) con preferencia al de cantidad de informacién (por mensaje
o por segundo). v

Aun siendo ambos conceptos equivalentes, la forma primera re-
cuerda mejor su calidad referente a la fuente informativa mas que al
mensaje o episodio que de ella procede.

2. El idioma como fuente de informacion.—En el ejemplo an-
terior hemos evaluado la cantidad de informacién o entropia de una
fuente de mensajes en bits por segundo suponiendo que todos los
signos transmisibles son de la misma duracién. Si ello no es asi, bas-
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tara dividir el log N(T), del niimero de sefiales transmisibles en un
intervalo muy largo T, por la duracién del mismo, para tener un
promedio estadistico de la cantidad de informacién transmitida por

————log N Y este

segundo, Es decir, la entropia vendria dada por lim

Tees
mismo limite expresa la llamada capacidad de un canal (channel) o
sistema de transmisién sustituyendo el nimero N(T} de signos combi-
natoriamente posibles por el de signos fisicamente transmisibles por
dicho canal en e] tiempo T.

Interesa al ingeniero predecir estas cantidades estadisticas y atn
proyectar un sistema de transmisién capaz de dar valores prefijados
a dichas cantidades o de elevarlas al méaximo posible. Ya sabemos
que la prediccién estadistica se basa en sustituir frecuencias por
probabilidades. La férmula anterior supone esencialmente equiproba-
bles todos los signos transmitidos; pero no suele ser asi, ya que, por
ejemplo, no son iguales las frecuencias de las letras ni de sus asocia-
ciones binarias, ternarias, ... en los mensajes telegraficos, Se concibe.
pues, la utilidad del conocimiento de estas frecuencias relativas para
proyectar una codificacién de sefiales telegraficas (formadas gene-
ralmente por pulsaciones cortas y largas) capaz de dar el maximo ren-
dimiento de un canal, representando los signos mas frecuentes por las
sefiales mas breves. Este estudio ha sido efectuado en el idioma inglés
Hegandose a publicar tablas que dan las frecuencias o probabilidades
con que se presentan las letras y signos sueltos, asi como sus combi-
naciones binarias, ternarias,

La variacién de probabilidad de unos signos a otros complica no-
tablemente la formulacién de las cantidades antes definidas y, sobre
todo, el hecho de que la probabilidad de la presencia de cada signo
en un mensaje dependa de la secuencia de signos precedentes, lo que
caracteriza estadisticamente tales mensajes como sucesiones estocas-
ticas de Markoff, es decir, como procesos de probabilidades relacio-

nadas en cadena.

3. Hipétesis ergoédica.—Un proceso de tal indole se llama ergé-
dico cuando al crecer infinitamente la secuencia de signos transmi-
tidos las frecuencias simples, binarias, ternarias, ... y otras cantida
des estocasticas analogas calculadas sobre cada secuencia ‘ienden
en probabilidad a limites independientes de la secuencia considerada.
En tal caso las cantidades en cuestién, calculadas sobre el conjunto
de mensajes posibles, se igualan en probabilidad a las obtenidas sobr=
un solo mensaje prolongado indefinidamente. Tal hipétesis puede
admitirse en la comunicacién telegrafica.



Para los mensajes continuos hay que modificar la definicién, adap-
tando convenientemente la idea basica general.

Un conjunto aleatorio de mensajes continuos representado por
F.(), t tiempo, 2 indice o paradmetro caracteristico de cada mensaje
con distribucién de frecuencia conocida, diremos que es estacionario
cuando se transforma en si mismo en toda ‘raslacién del origen de
tiempos, es decir, cuando f,{f+7)=f:(t), siendo 3 otro pardmetro
con igual distribucién de frecuencias o probabilidad que a. Diremos
ademias que el conjunto es ergédico si no admite ningin subconjunto
estacionario de probabilidad distinta de 0 6 1. Asf, el conjunto
f ()=sen (t+9) con 9 uniformemente distribuido entre 0 y 2x es
ergbdico, pero no asi el f; , (}=a sen ({+0) con el nuevo pardmetro
a distribuido normalmente, ya que para cada valor (o intervalo) de a
se obtiene un subconjunto estacionario.

En un conjunto ergédico cada funcién o mensaje puede conside-
rarse como representativo del conjunto, puesto que al correr el tiempo
va adquiriendo, con desfase variable, los valores de las deméas funcic-
nes del conjunto y, por tanto, lo mismo dard promediar los valores
estadisticos en el conjunto que a lo largo de un mensaje ideal repre-
sentativo. No puede ya decirse lo mismo si el conjunto admite sub-
conjuntos estacionarios, ya que al promediar a lo largo de un men-
saje individual no obtendremos el promedio de todo el grupo sino
s6lo del subgrupo a que pertenece. L.a teoria de la comunicacién su-
pone ergddicos los conjuntos de mensajes que maneja, hipétesis que
se justifica a posteriori por el ajuste de los resultados que proporciona
a la realidad de los hechos.

4. Entropia de una fuente de mensajes discretos.—En los sen-
cillos ejemplos anteriores hemos formulado la entropia de una fuente
de informacién en el supuesto de ser sus mensajes equiprobables y
en nimero finito. Tomando simplemente el logaritmo del nimero N
de mensajes trasmisibles teniamos la informacién o entropia de la
fuente por mensaje, que es tanto como dividir por N el produc-
to N log N,

Cuando los mensajes no sean equiprobables, agrupados en n gru-
pos N, de frecuencias o probabilidades N, :N=p,, parece natural ge-
neralizar tomando como entropia o cantidad de informacién por men-
saje una expresiéon de la forma

H=— k3 plogp, 1)
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El signo — se afiade para conseguir que sea H>0 toda vez que
log p;<<0. El coeficiente k depende de la unidad o del sistema de
logaritmos elegido.

Se comprueba ficilmente que:

1.2 Si p,=p,=...=p,, H'=—klog% =k log n. Es el caso de m4-

xima probabilidad correspondiente a n grupos de mensajes de pro-
babilidades 1/n.

2° Si H{(p,, p,, -.., bn), abreviadamente H(p), es la entropfa de
una fuente y H (q,, q,, ..., gn), abreviadamente H(g), es la de otra de
mensajes independientes de los anteriores, ambas constituyen con-
juntamente una fuente de mensajes H(p, q) cuya entropia vale, como
es facil demostrar,

H(p, q)=H(p)+H(q) (2]

En resumen: La informacién de dos fuentes discretas de mensajes
independientes es la suma de las informaciones de una y otra.
3.° Si las fuentes no son independientes, la relacién es

H(p, a)=H(pY+H,(q) (3]

siendo H,(q) la llamada entropia condicional de la segunda fuente
cuando es conocida la informacién de la primera, No nos detenemos
en las demostraciones, que se apoyan en teoremas clasicos de pro-
babilidades.

La expresién (1) supone todavia un niimero finito N de mensajes
{cada uno de ellos definido mediante un nimero finito v de signos o
sefiales). Cuando el niimero de mensajes es infinito por serlo asimismo
v, como ocurre de ordinario, precisa retocar el concepto (I} sustitu
yéndolo por el de entropia por signo transmitido, que se define me
diante

H:lim%‘ij(— p;log p) [4]

V—r X
La demostracién de existencia de dicho limite y otras definiciones

del mismo pueden verse en el articulo primero de los antes citados
de Shannon.

5. Aplicaciones de estos conceptos.—Fstos conceptos se pres-
tan a especulaciones interesantisimas en la técnica de la comunica-
cién. Un idioma escrito es un sistema grafico de comunicacién que
utiliza un determinado niimero de simbolos. La entropia o cantidad
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de informacién que con ellos se obtiene depende de la distribucién
de probabilidades en la aparicién de tales simbolos. Toda desigualdad
en esta distribucién supone evidentemente una mutilacién de com-
binaciones y, por tanto, de posibilidad informativa. l.a relacién en-
tre la entropfa real del idioma y la que podria obtenerse con los mis-
mos simbolos aprovechando integramente su poder combinatorio, es
decir, con equidistribucién de probabilidades, se llama entropia re-
lativa del idioma o sistema de comunicacién. Su complemento a uno
mide la redundancia, que viene a ser un tanto por uno de derroche
de signos del idioma.

En el idioma inglés la entropia relativa v su complemento. la
redundancia, vienen a valer aproximadamente 0,50. Es decir, la mitad
de las letras que se escriben vienen impuestas por la misma naturaleza
del idioma o sistema de comunicacién; la otra mitad es aleatoria.
Una experiencia comprobadora puede ser: dar a reconstruir textos
de los que se ha suprimido la mitad de las letras al azar.

No sé que se haya efectuado un estudio parecido para el castellanc
vy creo que tendria no escaso interés.

Otra aplicacién interesante la constituye el problema de la codi-
ficacién. Codificar es, en definitiva, traducir los simbolos en estados
fisicos transmisibles; por ejemplo, los impulsos enviados por el telé-
grafo. El problema técnico mateméatico que tal codificacién planten
es el aprovechamiento éptimo del canal, es decir, la transmisién del
nimero maximo de simbolos por segundo.

Tal problema lo resuelve el siguiente teorema fundamental (ver
Shannon, loc. cit.):

Dada una fuente de entropia H bits por simbolo y un canal o sisie-
ma de sefiales de capacidad C bits por segundo, es posible hallar
una codificacién tal que el promedio de simbolos transmitidos por
segundo se acerque cuanto sc quiera al valor C/H. Este cociente da
el mdximo aprovechamiento posible del canal. No es posible hallar
una codificacién que permita transmitir mayor mimero de simbolos.

Este fundamental resultado pone por si solo de relieve la impos-
tancia técnica de los conceptos expuestos.

6. Entropia de una fuente de mensajes continuos.— Sea una
fuente de mensajes continuos (funciones continuas del tiempo) de-
pendientes de un parametro aleatorio x segin una ley de distribu-
cién plx). Pasando al limite la expresién [|] resulta como definicién
razonable de entropia o cantidad de informacién por mensaje

Hi =— [ pllogpiz)da (5}



y si el conjunto de mensajes tiene n grados de libertad, es decir, de-
pende de n pardmetros aleatorios x, y, z, ..., u con ley de distribu-
¢ién conocida pfx, y, ... u) la entropfa se definir4d anilogamente

Hi@,y, ow==[[ ... [p@5 . w)logpy,..,wdzdy,..,du [5]

integral n-multiple extendida al espacio R, definido por x, y, ..., u.

Los mensajes continuos reales (radio, televisién, ...) son funcio-
nes de un ntmero de grados de libertad infinito, Admitiendo la hi-
pbtesis ergbdica, tomando como representativo de la fuente un men-
saje indefinidamente prolongado a partir de cualquier instante (la
emisién de una estacién, por ejemplo) y limitada la banda de fre-
cuencias entre 0 y W ciclos/seg., es posible (v. Shannon) representar
aproximadamente en un intervalo finito un mensaje f{(#) mediante

n - o ]
un polinomio de la forma Zaks—e—n—m—-—w, donde ak’:/(i,)'
- r(2Wt—k) 2W,
El polinomio obtenido da los valores de #(t} en los puntos de abscisa
k/2W desde k=1 hasta k=n como es facil comprobar, es decjr,
hasta t=T=n/2W (para t=k'/2W, k" entero>n, todos los términos
son nulos). Podemos, pues, adoptar este. polinomio como representa-
ciébn aproximada de f(f) entre 0 y T=n/ZW tanto mas aproximado
cuanto mayor sea n=2WT. (Es en el fondo un desarrollo de f(f) en
cierto tipo de funciones ortogonales.) Las ordenadas a; de f(t) en los
puntos de abscisas k/2W (k=1, 2, ... n) pueden ser consideradas como
parametros del mensaje. que tendrad asi n=2W'T grados de libertad.
Al aumentar T aumenta n y precisa modificar la definicién de entro
pia (6) sustituyéndola por el concepto de eniropia por grado de liber-
fad del mensaje, que se define asi y constituye una variante natural

de la férmula (4)

1 ) -

= — log _ff [p(xr, Ve logpla, vy .y widedy, oy dec (7]
n—-x N E

o por el de entropia H’ por segundo dividiendo por T en vez de 7,

con lo que resulta H'=2WH.

7. Propiedades de la entropia de comeunicacion.— La entropia
de una fuente continua tiene propiedades anilogas a las que hemos
expuesto en el parrafo 4 para las fuentes discretas.

I. Cuando las fuentes son independientes, la entropia H o can-
tidad de informacién por mensaje del conjunto de varias fuentes de
pardmetros x, y, z es la suma de las cantidades de informacién de
cada una

H(x, y, 22=H(x}+ H(y}+ H(z)

ot
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No me detengo en la demostracién, que es muy sencilla, pero
creo interesante reforzar el convenio definicién (6) probando que,
reciprocamente, la admisién de esta propiedad que el sentido comin
exige para toda cantidad que pretenda medir informacién, conduce
a dicha férmula. En efecto, supongamos para fijar las ideas, tres pa-
rametros; la ley de probabilidad P(x, y, z) resultante de la superpo.
sicién de tres fuentes independientes cuyos mensajes individuales de-
penden de los pardmetros x, y, z con leyes de distribucién p{x), qly).
r{z) sera

P(x, y, 2)=p(x) . qly) . r(z)

Propongamonos definir la entropia mediante un operador de la

forma [[[ ®[P(x, y, z)]dx dy dz, actuando sobre la distribucién P

del parAmetro o parametros, extendiendo la integral en todo el espa-
cio que ellos definen, ‘supuesta absolutamente convergente en él, y
determinemos ® para que se cump'a la ley de suma de entropias
indicada, o sea

/ll OP(x, v, 2)ldxdydz =

Puesto que se verifica [ p (zida = [atp)dy = [ rie)de=1, pode-

mos multiplicar cada uno de los sumandos del segundo miembro por
las integrales de las distribuciones p, g, r distintas de la que figura
bajo el operador y resuita

” / ®di{pix) gy riz)ldxdydz =

=[[figtmria®lp@]+prolg)+pe®Didady iz

y como esta igualdad debe verificarse cualesquiera que sean las dis.
tribuciones p, g, r, se debera tener
®lp-q-rl=qr@[p]+ pr®ql + pq ®[r]

y por tanto

®lpgrl @lnl @l , Ol
par poa

de donde llamando ®{p]:p=1(p), la funcién  debera satisfacer la
ecuacién funcional

vy g =%+ 3+
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de donde ¢[pl=logp y por tanto ®[p]=p logp, como queriamos
probar.

I1. Cuando los parametros aleatorios de que dependen los men-
sajes no son independientes, la relacién es méas complicada, Para el
caso de dos pardmetros es anédloga a la indicada en el parrafo 4 para
las fuentes discretas

Hiz,yw=H@ +H. (»)=H(y) + Hy (@)

siendo H,(y) la entropia condicional de la segunda fuente, cuando se
supone conocido el pardmetro x de la primera y anilogamente para
H.{x). Estas entropias condicionales se formulan ficilmente en fun-
cién de las probabilidades simples y compuestas, pues siendo

p@,y)=px-p.(¥), de donde pe(»)= pxy)
p(x)
sera
Hely) =— /.px (yilogp,(yrdx
y multiplicando por f p(x}dx=1 resulta
Y o= o Pz, ,
He(p = ffp'x,}) log————pm dx dy

De estas relaciones resulta en general por ser H,(y)<<H(y)
H(z,y) <H(@ + H(%
el signo = vélido sé'o para fuentes independientes.

HI. La ley p(x) de distribucién que hace méaxima la entropia

Hx) =— fp x)logpixids
con las condiciones

[p (ridr =1

}' plz 2*dr =35° (desviacién standard prefijada=1)

es la gaussiana
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La demostracién de esta propiedad se reduce a una simple aplica-
cién del problema clasico de célculo de variaciones con funcién ex-
tremal ligada.

Esta propiedad se generaliza al caso de varias variables.

El valor de la entropia correspondiente (v. Shannon) es

Hx) =log) 2res

Cerramos aqui esta breve resefia de las distintas facetas y gene
ralizaciones del concepto de cantidad de informacién en relacién con
la técnica de la comunicacién, remitiendo al lector a los articulos cita-
dos de Shannon para el estudio de los teoremas de existencia que
implican, as{ como para las interesantes aplicaciones a los casos de
transmisién con perturbaciones (noise), problemas de rendimiento,
fidelidad, capacidad de transmisién, etc. Puede también consultar
el lector el articulo de A, Colino «Sobre la teoria de la Radiocomuni-
cacién» publicado en Revista de Telecomunicacién, Junio 1949,

Nota epilogo.—PsicoLocia Y CIBERNETICA

El escepticismo con que en el cuerpo del discurso acojo las teo-
rias tendentes a explicar eléctricamente las funciones superiores. del
intelecto kumano no es un escepticismo aprioristico sino de retorno,
es decir, elaborado después de leer y de ofr en el Cologuio de Paris
las varias y audaces opiniones en torno al problema, Parece, pues,
obligado cerrar estas notas matizando y razonando el referido es-
cepticismo aun cuando sélo sea para no merecer la acusacién de ig-
norancia. Pasemos breve revista a los puntales sobre los que tales
teorias se apoyan ().

Feed-back, aprendizaje y moral.—El cerebro tiene como funcién
bidlogica primordial mantener homeostaticamente las condiciones de
vida del organismo mediante procesos retroactivas en feed-back con
el mundo exterior, Esto es indiscutible, pero las generalizaciones y
extrapolaciones que de esta funcién pretenden derivarse me parecen
muy discutibles, cuando no francamente recusables.

Por ejemplo. la experiencia de su homeostato induce a Ashby a
afirmar que e] cerebro puede por si solo modificar los pardmetros de

(1) Esta nota ha sido afiadida con posterioridad a la entrega del discurso,



ajuste en los circuitos retroactivos primarios mediante otros secunda-
rios de control de los primeros, y cuya blsqueda y hallazgo se con-
fia simplemente al azar. La funcién de aprendizaje que tal reajuste de
pardmetros supone puede asi ser conseguida sin direccién suprama-
terial. La inteligencia en este aspecto queda reducida a un simple
cubileteo de feed-backs secundarios.

Otra extrapolacién, Si toda nuestra conducta estd regulada por
simples procesos retroactivos no se necesitardA mas para explicar
nuestro cdédigo moral. Toda la ética es pues también puro feed-back.
He aqui la consecuencia a que viene a llegar en reciente escrito
Walter, animado sin duda por el éxito de sus famosas tortugas elec-
trénicas, (V. bibliografia.)

El problema de la memoria.—Cada una de nuestras acciones no
es sblo respuesta a los agentes exteriores inmediatos que la motivan
sino que en ella influyen agentes remotos registrados en nuestra me-
moria. En las modernas maquinas de céalculo electrénicas se regis-
tran también los datos mediante sucesiones de impulsos que quedan
circulando en circuitos convenientemente realimentados en espera de
que la méquina los envie a los érganos calculadores en el momento
oportuno. Metéafora : llamemos a estos circuitos «memorias» y a la
méaquina misma «cerebro» electrénico. Conversién de la metéafora
en hipétesis : Nuestra memoria estd asimismo realizada por circuitos.

Colocados en un plano estrictamente biofisico hay que reconocer
que esta hipétesis parece més plausible que la que atribuye la me.
moria a huellas bioquimicas de caricter permanente, entre ofras ra-
zones, por su condicién no localizable y su conservacién después de
profundas heridas y resecciones de la masa encefalica. Pero, a su
vez, esta hipétesis plantea varios problemas, como el de la cone-
xi6n de dichos circuitos para e] transporte de sus registros y, lo que
es més importante atn, el problema de la naturaleza de lo regis-
trado : memoria de formas, memoria de conceptos, etc. Empecemos
ocupandonos de las conexiones.

Légica y sinapsis.— Uno de los principios fundamentales en los
fenémenos de excitacién nerviosa es el principio llamado del «todo
o nadan, segin el cual cada neurona sélo actia cuando el impulso
excitante {que puede ser exterior o el contacto sinaptico de otra neu-
rona) alcanza un cierto umbral, Rebasado éste, la neurona acttia
integramente y de manera dnica, lo mismo que actdan los relés de
los circuitos eléctricos en los referidos «cerebros» electrénicos. Para
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los biofisicos el cerebro no es mas gue una maquina con diez mil
millones de neuronas actuando de relés, cuya variedad practicamente
infinita de interconexiones permite explicar la infinita variedad de
nuestros procesos mentales. Mc. Culloch y Pitts han elaborado, a
este respecto, todo un céilculo de transmisién de sefiales en rela-
ci6n con el calculo légico simbélico.

Por otra parte, el «todo o nada» con que actiian las neuronas,
corresponde perfectamente a la unidad de informacién denominada
«bit» en la rota precedente, y la funcién logaritmica que mide la
cantidad de informacién tiene su pareja en las leyes de la sensacién
e incluso en la métrica de las capas corticales en las que se proyec-
tan las sensaciones. Asf, por ejemplo, los tonos de una gama de fre-
cuencias en progresién geométrica se proyectan en lugares de la
corteza equidistantes. es decir, cuyas coordenadas estdn en progre-
sién aritmética.

Resumiendo: la légica cibernética y el material informativoe que
maneja se resume en estas dos palabras: combinatoria y sinapsis.

Formas y universales. Encefalografia y scanning.— Wiener se
pregunta si una mAquina es capaz de reconocer formas y contesta
afirmativamente recordando ciertas ingeniosas realizaciones que trans.
forman formas auditivas verbales en formas visuales (Visible speech).
Con tales aparatos los sordos «oyen» hablar por la vista, Exite ana-
logamente un proyecto de Mc. Cullock para traducir a los ciegos las
formas de imprenta en sensaciones auditivas o tactiles de caracteris-
ticas dependientes sélo de la forma de la letra, pero no de su ta-
mafio. Ahora bien, es evidente que en estos ejemplos la maquina
no hace mais que transformar unas formas en otras de modalidad
perceptible para los érganos sensoriales del sujeto receptor, y sélo
es éste quien realiza el acto consciente de reconocimiento, acto ca-
rente de sentido para una maquina. Sigue, pues, en pie la interpre-
tacién biofisica de tales formas.

A esta cuestién han dado una contestacién ingeniosisima Mec.
1Culloch y Pitts en su famoso trabajo «How we know universals. The
perception of auditory and visual formsy, En él se da, de pasada, una
explicacién de la funcién psicobiolégica de las ondas de potencial
en la corteza cerebral, ondas que registran, como es sabido, los en-
cefalogramas. La importancia del tema y de su derivacién encefa-
lografica merecen un especial comentario.

La encefalografia es, que yo sepa hasta el presente, la tnica téc-
nica experimental que ha sido capaz de detectar eléctricamente la
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actividad genérica de nuestro pensamiento y es natural que hacia
ella se dirija la atencién de los cibernéticos. Iniciada hace unos vein-
te afios, ha aportado ya una valiosa contribucién al diagnéstico de
ciertas perturbaciones, como epilepsia, tumores cerebrales, etc., que
aparecen en los oscilogramas, acusadas por ondulaciones tipicas;
pero no ha tenido hasta el momento la misma fortuna en los intentos
de correlacionar la estructura de dichos encefalogramas con las ca-
racteristicas temperamentales e intelectuales de los sujetos experi-
mentados, Recientemente se han heclo estudios en este sentido, y
el profesor Alejandro P. Arellano, a su paso por Madrid, ha referido
recientemente los suyos ralizados en Boston, segiin los cuales parece
ser caracteristica en los encefalogramas de algunos matemaéticos fa-
mosos una gran variedad y riqueza de ritmos, Pero la caracteriza-
cién de la personalidad mediante tales encefalogramas, o los espec-
troencefalogramas que resultan de su analisis armdnico, parece atdn
muy remota, y més remota todavia la posibilidad de acusar median-
te estructuras encefalograficas especificas actos especificos de pen-
samiento.

Y ahora veamos las interpretaciones biofisicas de estas ondas, in-
terpretaciones que, por cierto, no aclaran de modo satisfactorio el
caricter paradbgicamente negativo (de atenuacién) que sobre ellas
ejerce un esfuerzo de atencién o de reflexién consciente, Para mu-
chos de los biofisicos actuales las ondas encefalogréficas son la ma-
nifestacién de procesos de scanning o barrido efectuados en los érga-
nos sensoriales o en su proyeccién cortical, anilogos en cierto modo
a los que emplea la televisién. Estos barridos permiten explicar la
memoria, el reconocimiento de formas, etc., en términos de la ma-
yor economia de estructura y de funcién (principio fundamental evo-
lucionista). Segin Walter parecen confirmar tal hipétesis las pertur-
baciones de caracter alucinatorio producidas en el sujeto experimen-
tado cuando el campo visual se ilumina intermitentemente con fre-
cuencia préxima a la del ritmo alfa, ritmo cuyo periodo correspon-
de sensiblemente a la duragién de la permanencia de la iméagen en
la retina. Tales perturbaciones tienen caréicter andlogo a las que ten-
drian lugar en los receptores de televisién retransmitiendo una esce-
na iluminada con intermitencias de frecuencia préxima a la de la
onda de transmisién.

La explicacién de Mc. Culloch y Pitts es, como hemos dicho.
més audaz y profunda. Los ritmos encefalograficos son procesos
de barrido que la mente efectia para llegar a la génesis de univer-
sales, en particular al reconocimiento de formas visuales y auditivas.
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tales como,’ por ejemplo, la percepcién de una forma geométrica
independiente del tamaiio y posicién, y la de un acorde o una melo-
dia independiente de la altura de tono. El transporte de un acorde
a distintos tonos puede asimilarse a una transformacién matemati-
ca efectuada sobre la sucesién de notas del acorde consideradas, sea
en florma de frecuencias (multiplicacién de ellas por un factor) o ya
en su representacién cortical resonante (traslacién). Si representamos
el acorde por una funcién ®(x) de la variable x localizadora del tono
en la proyeccién cortical (de modo que sea ®(x)=0 para los sonidos
ajenos al acorde) todo corrimiento del mismo a otro tono puede ex-
presarse por una transformacién del tipo T®(x)=®(x+%), en la que £
es el parimetro de corrimiento. Al variar este paridmetro obtenemos
un grupo de transformaciones, y todo invariante de este grupo es
un ente matemético caracteristico del acorde con independencia de
su ‘altura de tono. He aqui un universal, en este caso perteneciente
a una forma auditiva: el acorde, Invariantes matematicos de esta
naturaleza pueden obtenerse cuantos se quieran integrando un fun-
cional cualquiera f(T®) sobre todas las transformadas del grupo, y
todo serd cuestién de traducir biofisicamente tales procesos de inte-
gracién. Interpretaciones anélogas podemos dar para la génesis de
formas visuales mediante invariantes en grupos de transformaciones
més complejas (proyeccién sobre la corteza de movimientos, seme-
janzas, etc.).

Mg. Culloch llega a indicar esquemas de posibles procesos bio-
fisicos capaces de realizar integraciones generadoras de invariantes,
esquemas inspirados en la estructura histolégica de la corteza cere-
bral y en los cuales las transformadas T® tienen su proyeccién en
distintas capas de neuronas mediante aferentes especificos que las
excitan diagonalmente (segiin tonos crecientes en el caso de la sen-
sacién sonora)l al tiempo que un potencial liminar supletorio, sumi-
nistrado por aferentes no especificos en forma de barrido o scanning,
recorre el integrando provocando los impulsos elementales que las
fibras eferentes se encargan de sumar. Estos barridos son los que se
ponen de manifiesto en las ondas encefalograficas.

La hipdtesis, como se ve, es tan ingeniosa como audaz y no deja
de estar de acuerdo con la observancia antes apuntada de la exis-
tencia de gran riqueza y variedad de ritmos en mentes matema-
ticas de gran poder de abstraccién y combinacién. Pero es hipéte-
sis que abre a su vez infinidad de interrogantes nuevos. ¢Cuantos
invariantes van a ser precisos para caracterizar cada forma, cada uni-
versal? ¢Cuéantas capas de neuronas necesitaremos para engendrar-
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los? ¢Dénde se recogen y en gué forma se conservan estos universa-
les? ¢Cémo se estratificarAn para formar a su vez por barrido en
ellos universales de universales, es decir, conceptos de abstraccién
creciente? Y a todo eto, ¢qué agente es el que regula, ordena y
mueve las agujas de esta complicada trama? La imaginacién se
pierde en tales barridos, pero al mismo tiempo el espiritu se suble-
va a] sentirse reducido a una madeja de circuitos y conexiones en la
que no hallan feed-back justificable, ni el ascetismo del santo, ni la
pura curiosidad del estudioso.

Quiero explicarme por qué estd corriendo ahora mi pluma sobre
la cuartilla emborronando formas que sustentan conceptos y juicios
elaborados sabe Dios a través de cuantos barridos, y quiero ima-
ginarme mi cerebro, visto desde fuera, trabajando en su intrincada
funcién. Lo primero que me asombra es su inconsecuencia al man-
tenerse despierto y activo en horas en que su estricta funcién con-
servadora debiera haberme conducido autométicamente a] reposo.
Trato de echar la culpa a mi yo inmaterial que le acucia y espolea,
pero la biofifsica me sale al paso: no hay tal yo metafisico; no soy
més que una forma pasajera de energia; lo que escribo es tan sélo
el «output» final de una marafia de circuitos en los que multitud de
«inputs», que se extienden desde el mas remoto pasado, han ido de-
terminando este resultado al que no podria dar salida sin estar des
pierto. No soy observador de mi cerebro, soy simplemente mi cere-
bro mismo, el observador v el observado; y asi en busca de la ex-
plicacién de algo vengo a la postre a recaer en lo explicado...

No conozco en detalle la comedia de Karel Kapek, pero tengo
noticia de gque termina draméticamente. Los robots creados por el
hombre acaban insubordinidndose. Quizad hubiese sido méas divertido
todavia terminar la comedia con una escena en la que los robots de-
mostraron la inexistencia del hombre.
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SENORES ACADEMICOS :

Si no me lo impidiera el respeto debido a la tradicién, que
fija las normas por que han de regirse los actos académicos, yo
me holgara de olvidar en estos momentos el caricter cientifico
del que aqui nos retine, para que mis palabras reflejaran sen-
cillamente los sentimientos que en mi despierta. Porque son
muchos los recuerdos y muy hondos los afectos renovados hoy
en mi por los dos nombres que llenan esta ceremonia: Esteban
Terradas y Pedro Puig Adam. El amigo cordial de toda la
vida y el discipulo brillante y muy querido. El hombre cumbre
que nos dejara en la plenitud de su saber, de su prestigio y de
su actividad prodigiosa; y el mateméatico y maestro eximio, de
amplia cultura y labor fecunda, digno de la medalla que va a
recibir. Y ambos largamente adentrados en mi vida. No extra-
fiaréis, pues, encontrar en mis palabras el eco repetido de re-
cuerdos y de afectos que no he de ocultar, y a los cuales debo,
sin duda, el honor preciado de llevar la voz de la Academia
en esta solemnidad.

Esteban Terradas. Lejos de mi el propésito de esbozar si-
quiera un juicio sobre su personalidad egregia y su obra mul-
tiforme. Otros lo han hecho ya con la autoridad debida. Y el
nuevo académico acaba de subrayar en su figura algunos ras-
gos sutiles, llenos de hondo significado. Pero fuera ingratitud
notoria en mi no recordar en estos momentos con emocién since-
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ra la cordial amistad que me dispensara desde los primeros afios
de mi juventud. Sin que el desnivel intelectual patente fuera
parte para amenguarla. En ella influyé, sin duda, la circuns-
tancia de haberme encontrado a su lado en los momentos més
dolorosos quiza de su vida: pérdida de seres queridos, contra-
riedades profesionales, vejaciones politicas... Como si la Pro-
videncia hubiera querido darme ocasién de sondear toda la
hondura de su sentir, pareja de la altura de su saber. Atn re-
suena en mis oidos la despedida punzante que en el momento
supremo dirigiera a la primera de las hijas que perdié ; y guar-
da mi retina la imagen de su andar inseguro al acompaiiar,
como un sondmbulo, los restos de su primogénita, bruscamente
arrancada a su carifio, pletérica de juventud, de belleza y de
ilusién. Como no he olvidado aquella tarde de mayo de 1931,
en que fué destituido de la Direccién General de la Compaiiia
Telefénica, como pudiera despedir un conserje malhumorado
a un botones interino. Duro golpe para su fina sensibilidad,
propia de todo espiritu cultivado. Y mucho maés alld en el tiem-
po, cuando atn estudiaba en Madrid, el dia en que perdié a
quien le hizo de padre en su temprana orfandad. Y tantos y
tantos hechos compartidos, que estrecharon nuestra amistad y
me hicieron conocer toda la vehemencia, excesiva a las veces,
de su sentir profundo. Podian las normas de discrecién, que la
convivencia social impone, velar la expresién de sus sentimien-
tos ; y en los dltimos afios de su vida, una actividad febril, cada
dia mas intensa, podia absorber de tal modo sus horas y sus
minutos, que no le quedase apenas vagar para darse cuenta de
su propio sentir. Pero en el recinto de la amistad, en el coloquio
espontaneo con los amigos, afloraba facilmente su emocién con-
tenida. No fué Terradas prédigo de su amistad ; pero ésta era
en él honda y sin eclipses. Podian pasar los afios, prolongarse
las ausencias o cambiar la situacién propia o la ajena; y la
amistad que un dia otorgara permanecia inalterada. j Cuantas
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veces pude observarlo ! La nuestra, hincada en el dolor compar-
tido, no tuvo mengua a lo largo casi de medio siglo. Siempre
que acudi a ella, la encontré cordial. Y hoy exigia de mi este

recuerdo postrero.

Si Terradas fué para mi el maestro admirado antes de ser el
amigo querido, Puig Adam fué el discipulo brillante que habia
de ser luego entrafiable amigo. Y ello sucedié asi. Habia co-
menzado él sus estudios en la Escuela de Ingenieros Industria-
les de Barcelona, con 4nimo de ejercer més tarde esta profe-
sién, cuando quiso completar su formacién matematica con las
ensefianzas de la Facultad de Ciencias. En ella me encontraba
yo de profesor ; y ello me brindé el placer de iniciarle en algu-
nas ramas de la Geometria. Una inteligencia clarisima, una
laboriosidad constante y una simpética modestia son los rasgos
dominantes del recuerdo que de él guardo desde aquellos tiem-
pos. Sin que el correr de los afios haya hecho mas que con-
firmar aquel juicio primero. Y es que pude ya entonces cono-
cerle bien. Porque eran afios aquélios en que el niéimero de
alumnos en los tiltimos cursos de la Facultad era muy reduci-
do; hasta el punto de que Puig Adam estuvo solo una buena
parte del curso. Y la clase consistia de ordinario en un sencillo
coloquio entre alumno y profesor, en el cual se exponia y co-
mentaba por ambos la materia objeto de la leccién. Ello permi-
tia, pues, conocer bien al alumno. De lo que no estoy ya tan
seguro es de que tal coloquio resultara muy grato para éste.
Porque mi afieja preocupacién por lograr la debida formacién
intelectual de los alumnos, me llevaba a aprovechar avaramen-
te el didlogo con este fin ; corrigiendo inexorablemente cualquier
error que en él pudiera deslizarse, cualquier falta de precisién
en los conceptos o de rigor en los razonamientos, e incluso cual-
quier incorreccién de lenguaje que tuviera alguna repercusién
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matemaética. El trastrueque de los articulos definido e indefini-
do, por ejemplo, o el empleo de una conjuncién causal indebida
eran faltas inexcusables. Claro es que el rigor légico de la Ma-
temética exige estos detalles de precisién, y la futura labor do-
cente de los alumnos, si ha de ser acertada, los exige también ;
pero no es menos claro que para soportar dia tras dia esta co-
rreccién continua, a lo largo de dos cursos, se necesita una
dosis de paciencia bien cumplida. Puig Adam la tuvo. E hizo
més todavia. Porque, a través de aquella dura disciplina inte-
lectual, supo percibir la belleza de la Matematica, cuyos as-
pectos diversos le mostraban las ensefianzas de la Facultad, v
atraido por ella, abandoné la formacién técnica que habia sido
el objeto primero de sus estudios, para dedicarse al cultivo de
aquella ciencia. Consagrése, pues, de lleno a los estudios de
la Facultad, que terminé con gran brillantez en Barcelona, y
cursd el afio siguiente el Doctorado en Madrid ; coronando éste
con una tesis sobre la «Resolucién de algunos problemas ele-
mentales en Mecénica relativista restringida», que merecié la
méxima calificacién.

Por cierto que el calificativo «elementalesy aplicado a los
problemas estudiados en este trabajo y que nada, en verdad.
exigia hacer constar en su titulo, es una muestra, entre tantas,
de aquella cualidad que he sefialado en nuestro nuevo compa-
fiero y que tan simpético me le hizo cuando estudiaba; su in-
nata modestia. Y ello me recuerda un detalle de aquellos afios,
que quiero consignar aqui, ya que es de grata ejemplaridad.

Cursaba él la Geometria Proyectiva. primera que estudié
conmigo, y lo hacia con el fruto que habian de dar forzosamen-
te sus condiciones de inteligencia y voluntad. Era un alumno
sobresaliente a no dudar. Imaginad, pues, mi sorpresa cuando
alla, por el mes de abril, recibi la visita de su padre, que veia
a su hijo estudiar con el ardor con que siempre lo habia he-
cho; pero nervioso, preocupado y expresando a cada paso
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temor de no dominar debidamente aquella disciplina. Y de-
seaba, como buen padre, conocer mi juicio, para aconsejar a
su hijo, en caso necesario, que renunciara a examinarse y vol-
-viera a estudiar aquella materia en el curso siguiente. Tal era
el concepto que de si tenia aquel alumno brillante, bien ajeno a
los sentimientos de superioridad y suficiencia que a las veces se
observan en alumnos destacados, e incluso en otros que no lo
son. No necesito deciros cual fué mi respuesta. Lo que si quie-
ro afiadir, en honor del padre, es que el hijo no supo de aquella
gestién ni de su resultado alentador hasta muchos afios después.

Terminados los estudios del Doctorado, la actividad de Puig
Adam se ha desarrollado casi por entero en Madrid y vosotros
sois testigos de mayor excepcién de su trayectoria y sus triun-
fos. Me limitaré, pues, a sefialar sus hitos principales. Dos son,
a mi entender, los hechos decisivos de su vida profesional. Es
el uno el haber obtenido en 1926 una catedra de Matematicas
en el Instituto de San Isidro de Madrid. Fué aquél un triunfo
sonado. Ganar por oposicién una citedra de Madrid en plena
juventud, a los cinco afios de terminados sus estudios y en
dura lucha con gran nimero de contrincantes, muchos de los
cuales eran ya catedraticos, adornados con la experiencia docen-
te y el prestigio profesional que ello implica, no es, en verdad,
hecho frecuente. Este triunfo confirmé el cambio de rumbo ini-
ciado durante los afios de Facultad y fijé6 la trayectoria profe-
siona] de Puig Adam: la misién de su vida no seria el ejer-
cicio de la Ingenieria, sino la ensefianza de la Matematica. El
segundo hecho aludido es su adscripcién, terminados los estu-
dios de Ingeniero Industrial que antes abandonara, a las ense-
fianzas de la Matematica en la Escuela de Ingenieros Indus-
triales de Madrid: como Profesor auxiliar, primero (1932-1945),
y como Catedritico de «Extensién de Céalculo», mas tarde
(1946). Y este segundo hecho completé el primero, llevando a
nuestro nuevo compafiero a ocuparse de la Matematica supe-
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rior en sus relaciones con la Técnica; misién que cumple con
el celo de que es prueba patente su reciente y magnifico trata-
"do sobre Calculo infinitesimal. No han sido éstas las tinicas
actividades docentes desarrolladas por Puig Adam, claro esta.
Una auxiliaria de Geometria descriptiva y Geometria superior
en la Facultad de Ciencias de Madrid (1923-1926), le permitid,
a raiz de terminados sus estudios, continuar por algiin tiempo
en contacto con la Facultad, ampliando asi su formacién ma-
tematica superior. la ensefianza de Analisis matemético y
Célculo infinitesimal en el Instituto Catélico de Artes e Indus-
trias de Madrid (1923-1932), le inici6 en la experiencia docente
de la Matematica aplicada a la Técnica. Y el cargo de Profesor
de Célculo en la Escuela Superior Aerotécnica durante cinco
afios (1931-1936), a propuesta precisamente de Terradas, le
brindé la ocasién de desarrollar cursos de Matematica superior
y realizar en ellos trabajos muy interesantes de investigacién.
Pero estas funciones, de elevado interés en si mismas y con-
cienzudamente desempeiiadas por él, aparecen tan sélo como
actividades esporadicas, en torno de las dos primordiales antes
sefialadas: Instituto de San Isidro y Escuela de Ingenieros In-
dustriales.

A la catedra del Instituto aporté Puig Adam, con su for-
macién matemaética, sélida y completa, una clara intuicién pe-
dagdgica. Comprendié muy bien que la finalidad del estudio
de la Matematica en la Ensefianza media no ha de ser mera-
mente instrumental como en la primaria, ni profesional como
en la superior, sino fundamentalmente educativa, con todo el
amplio contenido que esta palabra encierra. Y que es un error
buscar en la Matemética, en este grado de ensefianza sobre
todo, como él mismo ha expuesto bellamente, el desarrollo tan
sélo de la facultad de razonar, que proporciona el estudio ri-
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guroso de la Matemaética abstracta, con sus conceptos estiliza-
dos y sus razonamientos impecables. Queda asi esta ciencia
desligada de la realidad sensible que envuelve al muchacho y
ofrece menguado interés para él, como la ofrecerd para el
hombre medio que ha de ser mafiana. Es preciso huir de tal
divorcio entre Matematica y realidad, y fomentar, con igual
empefio que el puro razonar, las facultades de observacién
y de intuicién, que permiten extraer de la realidad tangible
y sus problemas el contenido matemaético que encierran, reela-
borando asi con los alumnos los conceptos y los métodos ma-
temédticos que han de conocer y que sélo de este modo ad-
guieren para ellos contenido e interés. Sin olvidarse de pro-
yectar después los resultados mateméticos obtenidos sobre la
misma realidad de partida, interpretando y juzgando estos re-
sultados a la luz del sentido comiin, que no ha de perderse
nunca. Observacién, raciocinio e intuicién han de ser el fruto
del estudio de la Matematica en la Ensefianza media. No es
ello facil de realizar, ciertamente ; pero es necesario, si ésta ha
de ser fundamentalmente educativa, como se pretende.
Consciente de ello Puig Adam, se lanzé desde el primer
dia a realizarlo con todo el entusiasmo envidiable de su ju-
ventud. Y fué su clase en todo momento un coloquio vivo
y estimulante para los alumnos. Y en ella tuvieron éstos una
participacién personal y activa, que excitaba su interés y esti-
mulaba sus facultades. Y manejaban datos concretos, hechos
conocidos, problemas cotidianos, incidencias de sus juegos y
sus afanes; y de ellos se elevaban poco a poco a conceptos
abstractos y razonamientos lgicos. Y volcaban su energia la-
tente y su necesidad de accién, nunca satisfecha, en las cues-
tiones y los problemas que ante ellos surgian. Y palpaban la
estrecha conexién de la Matematica con los hechos de cada
dia. Y la clase era grata para ellos. Y abria surco profundo en
sus espiritus juveniles y dejaba en ellos frutos duraderos de
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formacién itelectual y de conocimientos basicos para la vida.
Y es que Puig Adam es un maestro y su ensefianza honda-
mente educativa.

Estas mismas directrices son las que inspiraron las obras
por él escritas, para la Ensefianza media, en colaboracién con
Julio Rey Pastor, nuestro eminente: compafiero. Adn recuerda
el placer con que, al recibirlos, hojeaba yo estos libros, que la
bondad de sus autores me ofrecia. Porque en ellos la dificul-
tad que ofrece la Matematica en este grado de ensefianza esti
allanada con la claridad en la exposicién, la gradual y razona-
da introduccién de los conceptos y la meditada dosificacién
de las materias. Y la aridez inherente a aquélla estid suaviza-
da hébilmente con datos concretos, problemas de la vida dia-
ria, datos de interés general, curiosidades mateméticas, no-
tas histéricas, etc. Sin perjuicio todo ello de la precisién de
lenguaje y el rigor l6gico, mas de fondo que de forma, que
han de contribuir a la debida formacién intelectual de los alum-
nos. Y avalorado, ademéas, con una acusada originalidad en
la exposicién de diversas teorfas; como la de equivalencia de
superficies planas, por no citar mis que una. Son obras que
marcaron sin duda una orientacién afortunada en la ensefian-
za de la Matematica en este grado de ella y que no son la
menor aportacién de sus autores a la cultura espafiola.

Muy otras son, naturalmente, las caracteristicas de la ense-
fianza de Puig Adam en la Escuela de Ingenieros Industriales ;
pero en ella se acusan, como en la del Instituto, su dominio de
la materia, su seriedad cientifica y su clara intuicién pedagégi-
ca. La finalidad del estudio de la Matemaética en este grado de
ensefianza, como antes he recordado, es la profesional ; es de-
cir, la preparacién para el ejercicio de una profesién determi-
nada, en este caso técnica; pero ello envuelve, por una parte,
la adecuada formacién intelectual del alumno, para que sepa
interpretar los problemas técnicos que su profesién le plantee,
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extraer de ellos el fenémeno tedrico que encierran y formular
éste en términos mateméticos; y por otra, el conocimiento de
los recursos matematicos necesarios para resolver el problema
asi formulado. Lo primero requiere el estudio riguroso y dete-
nido de conceptos y teorfas fundamentales; lo segundo el co-
nocimiento practico de métodos y recursos matematicos, cuyo
nimero aumenta de dia en dia. Aquéllo es cuestién de profun-
didad ; esto lo es de extensién. Y el reunir ambas cosas en la
debida proporcién es el dificil problema de la ensefianza de la
Matematica en las escuelas técnicas superiores. Del acierto con
que lo resuelve Puig Adam dan idea las dos obras fundamen-
tales por él escritas a este fin: el «Curso de Geometria métrican
y el «Curso tedrico practico de Calculo integral y de Ecuaciones
diferencialesy .

En el primero, destinado a los alumnos que se disponen
para ingresar en la Escuela, se atiende sobre todo, a diferencia
de otras obras a ellos dedicadas, a su formacién intelectual, lo-
grada mediante el estudio riguroso de las teorias geométricas ex-
puestas. Comienza, para ello, la obra estableciendo un sistema
de postulados, original del autor en varios puntos, que toma
como concepto primitivo el de movimiento, niicleo primario,
segiin Poincaré, de nuestros conceptos geométricos y el més ade-
cuado para los espiritus orientados hacia la Técnica. Y a partir
de él se desarrollan rigurosamente las diversas teorias que inte-
gran la Geometria métrica ; discutiendo y precisando cuidado-
samente los puntos delicados que en tal desarrollo se encuen-
tran. E incluso la eleccién de ejercicios y problemas que acom-
pafnan a cada teoria, para la mejor inteligencia de ésta y facili-
tar a los alumnos su preparacién para las eventuales pruebas de
examen, esti orientada hacia la formacién bésica de éstos, me-
diante la exposicién razonada y sistematica de los métodos ge-
nerales de resolucién de problemas. L.a misma finalidad funda-
mental domina en el segundo volumen, que comprende 1a Tri-
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gonometria y unos capitulos de Geometria proyectiva, y en &I
se advierten igualmente las condiciones de claridad, precisién y
rigor que aquella finalidad exige. Pero este objetivo fundamen-
tal no es ébice para que en este volumen se inicie ya el estudio
de aplicaciones concretas a la Astronomia, Perspectiva, Meca-
nica, etc., sugestivas sin duda para los futuros ingenieros. Ni
el afan de rigor es obsticulo para que el autor utilice los resul-
tados de Geometria métrica establecidos en el volumen primero
para construir en éste, con mayor facilidad, los capitulos de Geo-
metria proyectiva que contiene. Podra no ser ello perfecto desde
el punto de vista de la Axiomaética ; pero no implica falta nin-
guna de rigor légico y evita el fatigoso e innecesario trabajo de
establecer nuevamente las primeras proposiciones. La obra cons-
tituye, pues, en el fondo, un tratado riguroso de Geometria
abstracta, pero en estrecho contacto en todo momento con el es-
pacio intuitivo y sus propiedades; y es doblemente educador,
por tanto, por serlo del raciocinio y de la intuicién conjunta-
mente.

El Curso de Célculo integral y de Ecuaciones diferenciales
fué redactado como guia para los alumnos que cursan en la Es-
cuela estas disciplinas ; pero es indudable que constituye tam-
bién una magnifica obra de consulta para los ingenieros en
el ejercicio de su profesién. La finalidad escolar de la obra,
como corresponde .a los alumnos a los cuales estad destinada, es
ya plenamente profesional, en su doble aspecto de formacién
intelectual de aquéllos, para que puedan analizar mas tarde y
expresar en forma matematica los problemas técnicos que se les
ofrezcan, y de ensefianza de los recursos matematicos aplicables
a la resolucién de éstos. Por lo que toca al primer aspecto, se
atiende en ella cuidadosamente a las cualidades de claridad y
precisién que éste exige ; y a tal fin se construyen rigurosamen-
te todas las teorias que contiene, omitiendo las demostraciones
excesivamente complicadas, pero advirtiéndolo asi expresamen-
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te y sin sustituirlas por otras incorrectas y engafiosas. Y las teo-
rias asi expuestas van acompafiadas de un gran nimero de
ejemplos, resueltos los unos y propuestos los otros, de aplica-
cién de aquéllas a problemas practicos, tomados de las distintas
ramas de la Técnica y mas o menos esquematizados ; problemas
que, por el acierto de su eleccién, la claridad de su exposicién
y la abundancia y variedad que ofrecen, constituyen, a no du-
dar, una muy eficaz iniciacién de los alumnos en sus futuras
tareas profesionales. En cuanto al valor de la obra como reco-
pilacién razonada y sistematica de métodos de resolucién de los
problemas matematicos que la Técnica plantea, basta hojear
su indice para advertir la amplitud y altura de su contenido:
desde métodos aproximados, numéricos, graficos y mecénicos,
que son la tabla de salvacién del técnico en tantos problemas
practicos, hasta recursos de Matemética pura, como la represen-
tacién conforme y el problema de Dirichlet ; desde los proble-
mas cldsicos y siempre fundamentales de vibraciones o pandeo
hasta las ecuaciones integrales y la transformacién de Laplace,
de aplicacién creciente de dia en dia. Claro es que el campo,
cada vez mas extenso, de teorias matematicas que la Técnica
utiliza hace imposible abarcarlas todas en una obra; pero es
indudable que la de nuestro compafiero es una de las mas com-
pletas entre las consagradas a exponerlas y constituye un valio-
so instrumento de trabajo para los técnicos espaiioles.

Pero no es sdlo en el campo de la ensefianza donde ha rea-
lizado Puig Adam una fructifera labor. También en orden a
la investigacién ha sido su aportacién nutrida y valiosa. No he
de cansaros con la resefia completa de sus trabajos, cuya lista
aparece como apéndice de estas paginas. Me limitaré a recor-
dar brevemente algunos de ellos.

Un dia el inolvidable Juan de La Cierva, que tenia en cons-
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truccién un modelo de autogiro para velocidades mayores que
las ya ensayadas, propuso a los mateméticos el estudio de la
_estabilidad del movimiento de las palas de aquél, expresado
por una ecuacién diferencial lineal, homogénea y de coeficien-
tes periédicos. Puig Adam resolvié el problema en su estudio
«Sobre la estabilidad del movimiento de las palas del autogiro» ;
en el cual, previa la discusién de los trabajos relativos a proble-
mas similares a éste, y con la colaboracién de sus alumnos de
la Escuela Superior Aerotécnica, aplicé los fatigosos métodos
de Runge y de Meissner, numérico el uno y grafico el otro, en-
contrando resultados que confirmaban plenamente las intuicio-
nes del ilustre inventor.

Otro dia es llamado a colaborar er una mutualidad profe-
sional, y los problemas que en ella se plantean dan origen a dos
trabajos: «Curvas tedricas de distribucién por edades de los in-
dividuos de una colectividad profesionaly y «Ensayos de una
teorfa matematica de escalafones cerrados y sus aplicaciones a
problemas de Hacienda y Previsiény. Ambos titulos dan idea
suficiente del objeto de los trabajos ; pero lo que en ellos no se
advierte es la grave dificultad, y los conocimientos y el ingenio
necesarios para vencerla, que para la aplicacién de los métodos
estadisticos a los escalafones estudiados supone la perturbacién
que en el ingreso en ellos introducen las alteraciones esporadi-
cas de las disposiciones legales que lo regulan.

Pero no son las cuestiones de inmediata aplicacién las tni-
cas que atraen la atencién de Puig Adam. Dos trabajos, senci-
llos en apariencia, pero que revelan la finura de anélisis l6gico

“del autor, se refieren al teorema y la curva de Jordan. En el
uno: «De los axiomas de ordenacién al teorema de Jordan para
recintos poligonalesy, se expone una interesante demostracién
de este teorema para recintos planos limitados por poligonos
simples, convexos o no, apoyada en los axiomas de incidencia
y ordenacién, sin utilizar axioma ninguno de continuidad. En
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el otro: «Sobre la individualizacién de los sentidos en las cur-
vas cerradas planas de Jordan», se demuestra la existencia de
dos sentidos en toda curva de esta naturaleza y se establece ri-
gurosamente una norma para caracterizar intrinsecamente cada
uno de los dos, con independencia de la correspondencia utili-
zada para definir la curva y de modo que puedan compararse,
con caracter transitivo, los sentidos en curvas coplanarias.

Muy notorio interés ofrece también el trabajo intitulado «Re-
visién critica de la teoria de equivalencia de poligonos» ; en el
cual se somete a examen critico la teoria de equivalencia de po-
ligonos establecida por Hilbert en sus famosos «Grundlagen der
Geometrien. Se hacen notar los defectos 16gicos que tal teoria
presenta y que no parecen faciles de eliminar en ella; y se pro-
pone una nueva definicién de equivalencia, por adicién y sus-
traccién ; se demuestra que la relacién de equivalencia asi es-
tablecida es reflexiva, transitiva y aditiva; y se hace ver cémo
permite obtener facilmente, sin utilizar el postulado de Arqui-
medes, el rectangulo equivalente a un tridngulo dado.

El curso de seis conferencias dado por Puig Adam en la Es-
cuela de Ingenieros Industriales y recogido en el pequefio vo-
lumen, denso de contenido, «La Matematica en la transmisién
de la energia eléctrican, es una preciosa introduccién al cilculo
de lineas eléctricas. Comienza estableciendo la llamada ecuacién
de los telegrafistas en linea trifasica y, a partir de ella, estudia
detenidamente, en una primera parte, las integrales particula-
res que corresponden al régimen permanente en aquellas lineas,
la teoria general del cuadripolo y sus aplicaciones al trazado de
graficos de la transmisién; y en una segunda, las integrales
correspondientes al régimen transitorio y el célculo de éste, y
expone los fundamentos del calculo simbdlico y unas indica-
ciones sobre la transformacién de Laplace y sus aplicaciones.
Todo ello avalorado, como es habitual en el autor, con detalles
de acusada originalidad en la exposicién ; observaciones saga-
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ces sobre la razén profunda de algunas analogias formales en-
tre fenémenos dispares, explotadas por los técnicos, y de ciertos
métodos audaces de trabajo; y digresiones sugestivas 'y llenas
de contenido, que dan a la exposicién un interés doblado.

Y aqui voy a permitirme una observacién, en mi deseo de
esbozar debidamente la figura del nuevo académico. En las
conferencias que acabo de recordar se muestra claramente su
competencia en las dificiles cuestiones de Electrotecnia que en
ellas se estudian. Como prueban su dominio de otras ramas de
la Ingenieria las varias aplicaciones técnicas expuestas, como
iniciacién profesional acertadisima, en su Curso de Calculo in-
tegral y Ecuaciones diferenciales. Y, sin embargo, yo me atrevo
a decir que, en medio de tantas cuestiones técnicas, Puig Adam
sigue siendo en el fondo un matematico. Se mueve con plena
competencia y aguda intuicién entre resultados experimentales,
curvas empiricas, datos numéricos y problemas técnicos; y la
mayor parte de sus trabajos de investigacién a cuestiones tales
se refieren. Pero no puede acallar su afin, esencialmente mate-
maético y aun filoséfico, de buscar siempre las razones tltimas
de las cosas, que tan agudas observaciones le sugiere, en aque-
llas conferencias, sobre analogias formales, problemas de redes,
o concepto y forma en la Matematica. Qué dificil es que él se
aviniera nunca a aplicar, como Heaviside, un método nuevo de
trabajo, sin analizar antes cuidadosamente los principios en que
se funda y los problemas a los cuales puede aplicarse.

Por eso, cuando sus trabajos le han llevado a utilizar reite-
radamente la transformacién de Laplace, no ha podido menos
de investigar personalmente la raiz de su eficacia, la razén esen-
cial por la cual esta transformacién (y sélo ella, segiin se des-
prende de cierta caracterizacién establecida por Ricardo San
Juan) permite estudiar algebraicamente gran némero de fené-
menos fisicos ; y delimitar con precisién el grupo de fenémenos
en que ello es posible. Y esto es lo que hace en su nota «La
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transformacién de Laplace en el tratamiento matematico de fe-
némenos fisicos» ; en la cual pone de relieve, con la claridad
y el vigor en él habituales, las caracteristicas de esta transfor-
macién, y demuestra que los fenémenos fisicos que mediante
ella pueden ser estudiados algebraicamente son los que se rigen
por los tres principios de superposicién, continuidad y homoge-
neidad respecto del tiempo, cuyas relaciones funcionales se con-
vierten asi en el grupo isomorfo de las proporcionalidades fun-
cionales.

Quiero recordar todavia dos interesantes trabajos presenta-
dos por Puig Adam al coloquio celebrado recientemente en Pa-
ris sobre «LLas méAquinas de calcular y el pensamiento humano»,
y que se refieren ya de lleno a las cuestiones que actualmente
ocupzan de modo especial su atencién. Tittlase el primero «lLes
systemes linéaires rétroactifs en chaine et les fractions conti-
nues» ; y en él aplica al estudio matemético de estos sistemas
el algoritmo de las fracciones continuas, las cuales surgen al
tomar como funcién de transformacién el cociente de la funcién
estimulo por la funcién respuesta, en lugar de su inversa. Ex-
pone la simplificacién que este instrumento analitico puede in-
troducir en la determinacién de la estabilidad del sistema me-
diante el diagrama de Nyquist, con observaciones practicas del
mayor interés. Y sugiere la conveniencia de abordar el estudio
de ciertos fenémenos fisiolégicos por camino inverso del acos-
tumbrado, a saber, comenzando por analizar directamente las
transformadas Laplace de las curvas experimentales que repre-
sentan dichos fenémenos, en lugar de intentar la formacién
a priori de un esquema fisico que los represente. Asi lo hizo él
mismo al interpretar las reacciones de los nervios al paso de
impulsiones eléctricas, estudiadas por Lorente de No ; obtenien-
do resultados cuyo interés fué vivamente subrayado por Mon-
nier, por haberse llegado de este modo a resultados tedricos que

33



concuerdan con los experimentales obtenidos por éste y confir-
man el acierto de la orientacién propuesta por Puig Adam.

Con este Gltimo punto se relaciona el otro de los dos traba-
jos aludidos. Porque la obtencién de la transformada Laplace
de una funcién dada analiticamente es problema muy estudiado
o incluso condensado en tablas de funciones con sus transfor-
madas ; pero cuando la funcién primitiva estd obtenida experi-
mentalmente, el problema presenta nuevas dificultades. A él
consagra Puig Adam el indicado trabajo: «Transformées de
Laplace des fonctions empiriquement données». En él estudia y
compara diversos métodos practicos para la determinacién de
la transformada Laplace de una funcién dada experimentalmen-
te, analizando los errores resultantes de las aproximaciones bajo
el signo integral y de la sustitucién del intervalo infinito de in-
tegracién por uno finito. Para representar la funcién de partida.
utiliza polinomios enteros, en particular los de aproximacién mi-
nima de Tchebychef, polinomios exponenciales y aproximacio-
nes en media cuadratica. Y propone dos métodos grafico-meca-
nicos para el caso de que la funcién esté dada por su represen-
tacién grafica, experimentalmente obtenida.

He recogido hasta aqui, en sintesis, algunas notas desta-
cadas de la labor docente e investigadora del nuevo académico.
Y ahora, como remate y confirmacién de ella, ahi est4 el discur-
so que acaba de leer. Pero respecto de éste, ¢ qué os podria yo
decir? ¢Ni qué necesidad tenéis de mi comentario, si habéis
podido juzgarlo por vosotros mismos? La belleza de forma, la
densidad de contenido y el interés apasionante del tema no
necesitan ser subrayados para su justa ponderacién. Que el dis-
curso es cifra y compendio de los afanes actuales del autor, la
vibracién contenida que en sus palabras aflora basta para mos-
trarlo. Las aportaciones originales diversas que sus anejos con-
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tienen, seria prolijo el aquilatarlas. La tradicién académica me
impone, sin embargo, un comentario y no he de hurtarme a tal
deber. Permitidme, pues, que lo cumpla brevemente, subra-
yando tan sélo dos de los puntos en él contenidos. Pero antes
considero de interés, en mi deseo de esbozar fielmente la per-
sonalidad del nuevo académico, sefialar otra de sus cualidades
més acusadas y que este discurso pone de manifiesto, por la
actualidad del tema en él expuesto y la amplia diversidad de
los capitulos que lo integran. Me refiero a su curiosidad intelec-
tual siempre despierta. Porque aquella curiosidad intelectual in-
saciable de Terradas, cuyo exceso fué quizads un defecto en él,
al impedir el pleno rendimiento de sus facultades creadoras,
acucia igualmente a Puig Adam, digno sucesor de aquél. Afan
de descubrir siempre nuevos horizontes, de abordar nuevas teo-
rias. Es esa ansia de conocer la que, desde la Escuela de Inge-
nieros Industriales le llevd, estudiante todavia, a la Facultad de
Ciencias, para completar su formacién matematica. Es la mis-
ma que, catedratico ya del Instituto de San Isidro, lo llevé de
nuevo a la Escuela de Ingenieros para terminar sus estudios en
ella ; no para ejercer tal profesién, sino para ampliar su forma-
cién intelectual y comprender mejor la Matemética pura al pe-
netrar sus conexiones, de origen y de aplicacién, con la realidad
fisica. Es la que le ha dado la amplia cultura que posee y que
en la diversidad de sus trabajos se revela. Es la que le lleva aho-
ra a apasionarse por las cuestiones que en su discurso recoge.

Y, en verdad, que la Cibernética merece tal interés. Porque,
por un lado, su rapida expansién: servomecanismos, controles
automéaticos de méaquinas y de procesos enteros de fabricacién,
calculadoras electrénicas, etc., sefiala, en frase de Terradas re-
cogida por Fuig Adam, el comienzo de una nueva era en el
esfuerzo constante del hombre por dominar al mundo material
y ponerlo a su servicio; y por otro, las aportaciones insospe -
chadas de la nueva ciencia a la Fisiologia plantean problemas
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y esbozan soluciones de un interés alucinante. Y de la Fisiolo-
gia a la Psicologia el paso es tentador. Y surgen las famosas
tortugas de Walter, que van y vienen, reaccionando a los es-
timulos exteriores ; que en ausencia de éstos se dirfa que otean
el horizonte para actuar, y que, en ciertos momentos, parecen
recordar, y reflexionar, y tantear, y rectificar, antes de adoptar
una resolucién. Ciertas analogias impresionantes entre algunas
operaciones intelectuales y el proceder de méquinas construidas
ad hoc, sugieren posibles interpretaciones fisicas de los procesos
fisiolégicos que aquellas operaciones implican. Y el interés au-
menta y la fantasia se desborda. Y se llama cerebros electrénicos
a las modernas maquinas calculadoras. Y se dan explicaciones
fisicas de la memoria. Y se sugieren procesos de construccién
de los conceptos intelectuales que hacen radicar las reglas de
la 16gica en la estructura de los circuitos nerviosos cerebrales.
Y se intenta reducir las funciones de la inteligencia a un con-
junto de automatismos. Y se acepta la idea, combatida por los
bidlogos, ello es cierto, de una posible conciencia en las maqui-
nas. Pero el abismo entre maquina y cerebro se mantiene abru-
mador. Aun en el orden puramente material. El mismo Walter
ha calculado que para suministrar una experiencia distinta cada
décima de segundo a lo largo de toda una vida humana, basta-
rian seis elementos, con sus posibles conexiones; compérese
con los diez mil millones de neuronas que contiene el cerebro
humano. H. Gastaut pone de relieve la diferencia, la oposicién
entre maquina y cerebro que procede de la casi infalibilidal de
la primera y la banda, amplia y continua, de error posible en el
segundo ; y seiiala como diferencia esencial entre una y otro,
la estéril légica impecable de aquélla y el fructifero margen de
error de éste, que permite su adaptacién y su evolucién. Y Fes-
sard, a su vez, subraya, como diferencia decisiva respecto de
la maquina, el defectuoso aislamiento entre los elementos del
cerebro, que al permitir abundantes interacciones difusas entre
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las neuronas préximas, es la base de los procesos de sincroniza-
cién y de autoritmicidad. Enorme complejidad, de cantidad y de
modo, del cerebro humano, capaz de desmoralizar a los fisilo-
gos, en frase del mismo Walter. Y sobre todo ello esté la vida,
que pone su impronta decisiva en todo cuanto anima. Y luego
esta el espiritu. No sin razén se retrae Puig Adam de terreno
tan apasionante como dificil y resbaladizo, para centrarse en el
experimental y técnico. Pero al hacerlo y como reaccién natu-
ral, sin duda, ante aquellos excesos, se pasa quizd del justo
medio, al referirse con un deje de escepticismo a la profunda
introspeccién con que escudrifia la inteligencia humana sus pro-
pias operaciones. Introspeccién fundamental en la Filosofia e
incluso en la Matematica, y que ha de encontrar sin duda pode-
roso auxiliar en las sugestivas y peligrosas aportaciones de la
Cibernética.

Limitdndome, pues, al terreno técnico y dejando de lado
tantas sugestivas cuestiones mateméticas, estadisticas e incluso
filoséficas, que surgen en la técnica de la comunicacién, voy a
subrayar tan sélo el anejo 2.° del discurso, que es el que encie-
rra en mi sentir una més original aportacién del autor. En él par-
te ya del nuevo algoritmo de fracciones continuas, introducido
en uno de sus trabajos antes recordados. Y sefiala que al aplicar
tal algoritmo al estudio de fenémenos cuyas caracteristicas va-
rian de modo continuo, por ejemplo, lineas eléctricas con cons-
tantes no uniformemente distribuidas a lo largo de ellas, se pre-
sentan, como instrumento de trabajo, fracciones continuas cuyos
cocientes incompletos son infinitesimales. Pero, ¢ qué significa-
do y qué valor tiene entonces una tal expresién? Un técnico
puro no hubiera tenido acaso reparo en utilizarla sin mas, ba-
sdndose en que la realidad del fenémeno por ella representado
garantiza la existencia y la validez del valor que con ella pueda
obtenerse. | Cudntos procesos de iteracién se utilizan en la Téc-
nica, sin mas garantia de su convergencia que la uniformidad
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de variacién de los resultados sucesivos, y de su aproximacién
que la magnitud de las diferencias que éstos presentan! Pero
Puig Adam es un técnico injerto en un matemético y no puede
menos de aquilatar previamente los instrumentos de calculo que
se propone emplear. Y eso es lo que hace en el anejo indicado,
en el cual justifica el paso al limite que tales fracciones conti-
nuas constituyen. No parece ello facil ;pero Puig Adam lo hace
hébilmente. Considera, para ello, la fraccién continua cuyos co-
cientes incompletos son los incrementos finitos de las dos fun-
ciones que en ella introduce, correspondientes a los intervalos
parciales en que ha sido dividido un intervalo dado, y demues- -
tra, en una serie de teoremas concatenados y para condiciones
muy amplias de las funciones consideradas, que los valores de
la fraccién continua, para cualesquiera particiones del inter-
valo dado, forman un conjunto acotado superior e inferiormen-
te ; que al subidividir los intervalos parciales, si estos son sufi-
cientemente pequefios, el valor de la fraccién disminuye; y
como éste estd acotado, haciendo tender a cero los intervalos
parciales por medio de subdivisiones escalonadas el valor de la
fraccién tiende a un limite ; demostrando, finalmente, que éste
es independiente de la sucesién de particiones realizada. De-
mostrada asi la existencia y unicidad del limite, es licito ya
admitir las fracciones continuas de coeficientes infinitesimales y
aplicarlas al estudio de fenémenos que varian de modo conti-
nuo ; utilizando para su célculo la conocida ecuacién de Riccati,
cuya relacién con ellas se expone también en este anejo. El
autor indica su aplicacién al estudio de las lineas eléctricas de
impedancia y admitancia variables a lo largo de ellas, estudio
para el cual parecen especialmente adecuadas ; pero su utilidad
ha de extenderse igualmente a otras ramas de la Técnica, en las
cuales se presentan fenémenos de analogas condiciones. Puig
Adam, sin embargo, no esta satisfecho todavia y ya nos anuncia
la generalizacién al campo complejo de las fracciones continuas
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por él definidas ; generalizacién que ha de ampliar atin mas el
campo de sus aplicaciones.

La segunda indicacién que deseo hacer se refiere a un punto
que Puig Adam toca brevemente en su discurso; a saber, la
influencia de las maravillosas calculadoras electrénicas en la in-
vestigacién técnica, pero limitAndome a su influencia en la for-
macién de los técnicos superiores. Incitame a ocuparme en ello,
a méas de mi interés por tales cuestiones, la circunstancia de ha-
ber sido aprobada por aclamacién en el Coloquio Internacional
de Paris antes mencionado, una conclusién presentada por
Mauro Picone, Director del Instituto Nacional para las Aplica-
ciones del Célculo, en Roma. En dicha conclusién se propugna
«la creacién de una comisién internacional, encargada de estu-
diar y proponer a los paises miembros, las reformas oportunas
en la ensefianza superior fundamental de la Matemética, para
dar a los futuros ingenieros y fisicos una mentalidad abierta a
los métodos numéricos y al empleo de las maquinas de calcu-
larn. Veamos algunas observaciones en torno de esta conclu-
sién. Dos son, a mi entender, las premisas de que parte. La
una es el conocimiento de los nuevos y muy poderosos instru-
mentos de trabajo que la mecanizacién del calculo brinda a la
Fisica y a la Técnica. Y la otra el temor de que los técnicos vy
los fisicos se resistan, por rutina o pereza mental, a la plena uti-
lizacién de tales recursos. En cuanto a lo primero, es un hecho
innegable. Puig Adam alude a ello, sefialando, como ejemplo,
problemas mateméticos de contorno que antes eran totalmente
inabordables y ahora son resueltos en pocos minutos. Ello su-
pone la posibilidad de atacar y resolver directa y rapidamente
problemas de la Técnica que, sin tales recursos, sélo podrian
ser estudiados por aproximaciones dudosas, tanteos intermina-
bles o costosa experimentacién. Sentado esto, es evidente que
los técnicos deben recibir una formacién profesional en conso-
nancia con la nueva situacién creada por dichos recursos. Y esto
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es lo que la conclusién mencionada propugna. Pero, ¢en qué
forma ha de hacerse?

- Desde luego, es impracticable la idea de que sean los mismos
técnicos, ni aun los consagrados a la maés alta investigacién,
quienes apliquen por si mismos los recursos aludidos. Todo lo
més a que puede aspirarse hoy dia es a que exista en cada pais
un ntmero reducido de centros, acaso uno solo, que disponga de
los elementos materiales que tales métodos de célculo exigen.
Y que sea este centro el que resuelva los problemas matematicos
planteados por la Técnica que requieran la aplicacién de estos
métodos. Tampoco parece necesario ni aun conveniente, obli-
gar a los técnicos a conocer, en teoria al menos, el mecanismo
de aplicacién de tales métodos, ya que la enorme extensién de
los conocimientos basicos que la Técnica exige hoy dia, hace
poco aconsejable recargar la formacién de aquellos con nuevos
conocimientos que no han de utilizar. ¢Qué es, pues, lo que
habra de darseles en relacién con los nuevos recursos que ofre-
ce la mecanizacién del calculo? A mi entender, el conocimien-
to claro de los nuevos problemas matematicos que con ellos pue-
den resolverse, para que no retrocedan ante su planteamiento,
cuando la Técnica lo requiera; y después, el saber interpretar
técnicamente la solucién de los problemas matematicos asi ob-
tenida ; pero no el mecanismo practico de resolucién de estos
problemas en si. A esto aspira probablemente la conclusién
aprobada en el Coloquio de Paris. A esto y a otra cosa quiza, a
la cual alude también Puig Adam en su discurso y que es acaso
el fondo de dicha conclusién, dada la personalidad de quien la
presents. A saber, la conveniencia de inclinar a los técnicos in-
vestigadores hacia una mayor estima de los métodos aproxima-
dos y de tanteo: numéricos, graficos y mecanicos, supuesta
siempre la debida garantia de su aproximacién suficiente. Estos
métodos son muchas veces la tnica solucién posible ; y en oca-
siones sugieren incluso nuevas orientaciones valiosas en el cam-
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po teérico, que mejoran la teoria y de rechazo simplifican la
resolucién del problema. Couffignal refiere un caso de cons-
truccidn de Aabacos destinados a aplicar el criterio de Routh
a la estabilidad de sistemas oscilantes con tres grados de li-
bertad. En teoria, dichos 4bacos habian de estar formados por
curvas de 6.° orden; pero su construccién por puntos sugirid,
y la teoria confirmé después, que dicho orden se reducia a 3 y
la curva ademds, se descomponia en rectas, con la simplifica-
cién que ello supone en los polinomios de Routh. Y como éste,
podrian citarse muchos casos.

En resumen, la influencia de los nuevos instrumentos de
mecanizacién del calculo en la formacién de los técnicos supe-
riores parece ser la de imponer como necesaria, en este campo
de trabajo al menos, la orientacién que me permiti sefialar cuan-
do, hace cuatro afios, tuve el honor de ocupar vuestra atencién
con estas cuestiones. La formacién del téenico, decia entonces,
ha de hacerle capaz de analizar el problema técnico real que se
le ofrece, extraer de él el fenémeno tedrico que encierra y plan-
tear éste en términos matemaéticos ; y después, interpretar téc-
nicamente los resultados de la resolucién del problema mate-
mético asi planteado; pero no es necesario que sepa resolver
éste efectivamente. Ello es misién del matematico que junto al
técnico ha de trabajar. Pues bien, lo que hacen los nuevos mé-
todos de calculo mecénico, por la gran complejidad que pre-
sentan y los dispendios que suponen, es hacer forzosa dicha
orientacién, al menos en el campo de aplicacién de tales méto-
dos. Es un caso més de la divisién del trabajo o del trabajo en
equipo, que se impone cada dia més en miiltiples campos de la
humana actividad. ‘

Pero hoy, al cabo de cuatro afios de aquella indicacién, he
de decir que la orientacién entonces senalada ha sido franca-
mente superada en Norteamérica, acentuando atin méas la divi-
sién del trabajo indicada. Y no en centros especiales de alta
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Investigacién, sino en todo el amplisimo ambito del American
Institut of Electrical Engineering. Hace poco méas de un afio,
en efecto, se fundé en este Instituto un Comité de Matematicas
aplicadas con este fin. Comenzé por solicitar la colaboracién de
buen niimero de mateméticos eminentes de todo el pais, el 70 %
de los cuales acepté gustoso la invitacién ; encontrdndose entre
éstos figuras como Wiener, Birkhoff, Von Neumann, Pollard,
etcétera. Obtenida esta colaboracién, el Comité propuso a los
miembros del Instituto el siguiente plan de trabajo: Cuando
uno de éstos encuentre en su labor un problema técnico de in-
terés que exija el empleo de Matemaéticas, es de suponer que su-
periores, lo enviard al Comité. Este lo plantearid en términos
matematicos y lo someterd después a uno de los matematicos
colaboradores de aquél. Resuelto por éste el problema matema-
tico, €l Comité trasladara la solucién obtenida al lenguaje téc-
nico y la enviara al ingeniero consultante. He aqui, pues, des-
cargado el técnico, no sélo de la resolucién efectiva del proble-
ma matematico, sino también de lo que yo consideraba y sigo
considerando como fundamental en él: el planteamiento del
problema matemaético y la interpretacién técnica de su solucién.
¢ A qué se debe, pues, esta nueva y tan acusada divisién del
trabajo y cuél serd su eficacia en la prictica? Dificil es decirlo
desde aqui; pero acaso convenga no olvidar, al juzgarlo, el ni-
vel cientifico medio de quienes ostentan en aquel pais el t‘tulo
de ingeniero electricista. Entre nosotros, la colaboracién de ma-
tematicos y técnicos, que hace cuatro afios indicaba, parece muy
conveniente, en beneficio de unos y de otros ; pero separar la
observacién del problema técnico de su planteamiento matema-
tico, a mas del riesgo que ofrece de caer facilmente en errores
de interpretacién, tiene, a mi entender, el grave inconveniente
de privar al técnico de los elementos de juicio que nacen siem-
pre del cuidadoso analisis del fenémeno real a que obliga su
formulacién matematica, y del analisis, igualmente delicado.
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que requiere la interpretacién técnica de los resultados matema-
ticos. Enhorabuena que se extreme la divisién del trabajo en la
parte de mecanismo de calculo, aunque ésta sea resolucién de
un sistema de ecuaciones diferenciales o requiera el empleo de
una calculadora electrénica ; pero entre el matemético y el téc-
nico debe subsistir la zona comiin de interpretacién matemaética
del fenémeno técnico y de interpretacién técnica de los resulta-
dos matemaéticos. Precisamente es Wiener el fundador de la
Cibernética, uno de los que con méas energia sostienen la nece-
sidad de un intercambio constante de ideas entre los hombres
de ciencia especializados en campos diversos, para que la Cien-
cia pueda realizar avances esenciales. Y tal intercambio es im-
posible sin una zona comiin de conocimientos basicos entre unos
y otros. En el prélogo de su obra fundamental, concreta Wiener
la debida relacién entre ellos con el siguiente ejemplo: El ma-
tematico no necesita tener la habihidad que exige la realizacién
de un experimento fisiolégico ; pero ha de ser capaz de enten-
derlo, discutirlo y sugerirlo. El fisiélogo no es preciso que sea
capaz de demostrar un cierto teorema matematico ; pero es ne-
cesario que pueda captar su interpretacién fisiolégica y exponer
al matemético lo que de él necesita. Que es justamente la rela-
cién entre matematicos y técnicos antes sefialada como mas con-
veniente para su comin y fructifera actuacién y que la iniciativa
del A. 1. E. E. parece cortar.

Unas palabras todavia. Porque esbozada la personalidad
cientifica del nuevo académico, hay algo que me res'sto a dejar
en la sombra, aunque la discreccién me salga al paso con el
dedo ante los labios. Es el hombre que tras el cientifico se ocul-
ta. Pero, ¢cémo llegar hasta é1? Y ¢cémo mostrarlo aqui, sin
que la discreccién se oponga? Dos datos podran acaso guiarnos
para ello ; dos datos de su misma vida profesional, que no pue-
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de la discreccién rechazar. Es el uno un pequefio cuaderno, que
retine algunos aires populares. Es un cuaderno modesto, sin
relieve exterior alguno; un sencillo recuerdo escolar, que evo-
caba en un muchacho unas horas de grato solaz en su vida de
estudiante. Pero sencillo como es, puede ese cuaderno decirnos
algo para nuestro objeto. Porque los aires populares que con-
tiene estin bellamente armonizados y graciosamente ilustra-
dos, y la armonizacién que los realza y las vifietas que los
ilustran son obra de Pedro Puig Adam. Nuestro compaiiero
gusta, pues, de armonizar unas melodias y de trazar unas gra-
ciles siluetas para solaz de sus alumnos. No es el sabio, abstrai-
do y adusto, que sélo sabe de su ciencia. No es inteligencia y
trabajo tan sélo, como los datos cientificos pudieran hacer creer.
Es también intuicién y es, sobre todo. profunda sensibilidad.
Podfamos haberlo adivinado; porque no seria maestro si esto
no fuera, y él lo es plenamente. Pero aquel pequefio cuaderno
es la prueba tangible de ello. Si. Puig Adam cultiva el Dibujo
y la Pintura y, sobre todo, el arte divino de la Misica, que no
ha dudado en emplear como instrumento poderoso para la edu-
cacién integral de sus alumnos. Y lo cultiva sencillamente, in-
tuitivamente, como descanso y antidoto del trabajo de cada difa:
sin otro objetivo que dar expansién a su sensibilidad exquisita,
que en la Misica se vuelca en interpretaciones hondamente sen-
tidas y en composiciones propias, deliciosamente inspiradas.

El otro dato aludido lo forman escritos y conferencias varios,
en que se ha vertido igualmente su fina sensibilidad ; escritos y
conferencias que podrian llamarse charlas por su espontaneidad
y sencillez, y en los cuales destacan por igual el interés de los
conceptos y la finura de los sentimientos. Aquella sugestiva
conferencia del Instituto Francés sobre «La Matematica y la
Bellezan. Aquella «Apologia de la Inutilidad», en que el inge-
nio disfraza con los atavios de la paradoja los temores y desen-
ganios que en ella palpitan. Aquella necrologia de Terradas en
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la revista «Dyna», donde el afecto, que se desborda, inspira
finos matices de interpretacién del sentir del ausente. Aquellos
deliciosos «Mensajes de despedida» a los alumnos del Instituto
que, al terminar sus estudios, se dispersan por el mundo; en
los cuales la experiencia de la vida, amarga y triste de suyo,
estdi matizada por la delicadeza y el afecto del maestro, para
mostrar a los muchachos la dura realidad que les espera, sin
apagar la llama de su ilusién ni secar las fuentes de generosidad
y de optimismo que encierra la juventud. Ese es el hombre,
profundamente afectivo y delicado que tras el cientifico esta.

Y esta misma delicadeza suya es la que le ha llevado a de-
sear que fuera su viejo maestro quien le diera en estos momen-
tos la bienvenida en esta casa, faro y morada de una larga tra-
dicién de trabajo y de saber. No podia negarse a tal deseo el
viejo maestro y con honda emocién baja del faro y se llega a
la puerta, cabe la cual atraca el marino su nave, cargada con
los tesoros recogidos en su constante navegar. Marino de agua
mansa se ha llamado a si mismo. ¢Por qué no, si también los
océanos la tienen en sus dias claros? Pero marino que ha sur-
cado infatigable los mares profundos y serenos de la Mateméa-
tica y las corrientes impetuosas de la Técnica, en constante renc-
vacién ; y que ahora nos llega salpicado por las aguas hirvientes
de la Cibernética, fascinadoras con la promesa de las riquezas
que en ellas se adivinan. Al verle llegar, curtido navegante,
recuerda el viejo maestro los dias ya lejanos en que era joven
grumete a su lado, y con un abrazo, en que pone toda el alma.
le acompaiia, le recibe y le introduce en la sala de trabajo, donde
los torreros mantienen, con su saber y su esfuerzo, el fulgor
perenne del faro. Y le invita a sentarse entre ellos y a trabajar
a su lado en la comiin tarea; sin presuncién, que nubla el jui-
cio, ni cortedad, que enerva el esfuerzo. Al verle asi incorpora-
do a la alta misién que le espera, siente el viejo maestro,
en la penumbra de una vida que ya declina, la més pura ale-
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gria que puede un maestro sentir: la de contemplar el triunfc
merecido de quien él formé. Y cumplida su misién, se retira
gozoso, seguro de que el agil grumete de otros dias, hoy exper-
to capitin, ha de realizar en el futuro, con el favor de Dios,
travesias atin més fecundas que en el pasado, aportando al brillo
del faro que hoy le recibe, nuevos y vivos destellos de trabajo,

de saber y de bondad.



RELACION DE PUBLICACIONES Y TRABAJOS CIENTIFICOS Y DIDACTICOS
DE D. PEDRO PUIG ADAM

OBRAS

«Curso de Geometria Métricasx, Tomo I. Fundamentos.—Tomo II. Complementos.
«Curso teérico-practico de Calculo integral, aplicado a la Fisica y Técnican.
«Curso teérico-practico de Ecuaciones diferentiales, aplicado a la Fisica y Técnica».

«La Matematica en la Transmisién de la Energia eléctrica». (Publicaciones de la
Escuela Especial de Ingenieros Industriales.)

«Elementos de Aritmética intuitiva» (en colaboracién con D, Julio Rey Pastor).
«Elementos de Geometria intuitiva» (en colaboracién con D_ Julio Rey Pastor).
«Lecciones de Aritmética y Geometria».

«Elementos de Aritmética racionaly (en colaboracién con D. Julio Rey Pastor).

«Elementos de Geometria racional», 2 tomos (en colaboracién con D. Julio Rey
Pastor).

«Algebra y Trigonometria» {en colaboracién con D. Julio Rey Pastor).
«Complementos de Aritmética y Algebra» (en colaboracién con D. Julio Rey Pastor).

Coleccién completa de obras de texto para los seis cursos de Bachillerato del
plan 1934 (en colaboracién con D. Julioc Rey Pastor).

Coleccién completa de obras de texto para los siete cursos de Bachillerato del
plan 1938 (los cinco primeros en colaboracién con D. Julio Rey Pastor).

«Metodologia de la Matemética elemental» (en colaboracién con D. Julioc Rey Pastor).

TRABAJOS DE MATEMATICA PURA Y APLICADA

«Sobre algunas propiedades de las redes arménicas» (Rev. Mat. Hisp. Am., 1922).

«Resolucién de algunos problemas elementales en Mecénica relativista restringida»
(tesis doctoral publicada en la Revista de la Real Academia de Ciencias y en las
publicaciones del Laboratorio y Seminario Matematico, 1923).

«Construcciones métricas en proyeccién estereografica» (R. M. H, A., 1925).

«Algunos problemas de minimo en la catenaria» (Anales de la Asociacién de Inge-

nieros de] 1.C.A.1., 1925).

«Sobre las catenarias de tensién minima» (Asociacién Espafiola para el Progreso
de las Ciencias. Congreso de Coimbra, 1925).

«Sobre la representacién cartesiana de las funciones homogéneas de dos variables»

(R. M. H. A., 1928).

«Oscilogramas de induccién y de torsién en materiales ferromagnéticos» (Anales

de la Asociacién de Ingenieros del I.C.A.l, 1930).

1Sobre la estabilidad del movimiento de las palas del autogiros (Revisla de Aero-
néutica, 1934).
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«Nota sobre la determinacién de érbitas de estrellas dobles» (Revista del Centro de
Estudios Cientificos de San Sebastidn, 1934).

«Contribucién al estudio matemético de la absorcién de la energia césmica por la

atmésfera» (R. M. H. 4., 1935).

«Demostracién simplificada de la férmula de de Moivre-Stirling y acotacién grifica

del errorn (R. M. H. A., 1939).

«Curvas teéricas de distribucién por edades de una colectividad profesionaly (Aso-
ciacién Espafiola para el Progreso de las Ciencias, Congreso de Zaragoza, 1941).

«Ensayo de una teoria matematica de escalafones cerrados y sus aplicaciones a

problemas de Hacienda y Previsién» (R. M. H. A., 1941},

«De los axiomas de ordenacién al teorema de Jordan para recintos poligonales»

(R. M. H. A., 1945),

«Sobre la individualizacién de los sentidos en las curvas planas cerradas de Jordan»

(R. M. H. A, 1945).
«Revisién critica de la teoria de la equivalencia de poligonos» (R. M, H. A., 1947).

«Un teorema general sobre integrales de funciones compuestas y sus aplicaciones

_geométricas y fisicas» (R. M. H. A., 1949),

«l.a transformacién de Laplace en el tratamiento matemético de fenémenos fisicos»

(R. M. H. A., 1951).

«Las fracciones continuas de coc’entes incompletos diferenciales y sus aplicaciones»

(R. M. H. A., 1951).

«Les systtmes lineaires retroactifs en chaine et les fractions continues» (Coloquio
de Paris sobre sles Machines a Calculer et la pensée humaine», 1951).

«Transformées de Laplace des fonctions empiriquement données» (Coloquio de

Paris).
TRABAJOS DE CARACTER PEDAGOGICO Y DIDACTICO

«Series divergentes cuyo término general tiende a ceron (R. M. H. A., 1924).
«Sobre el problema inverso del calculo aproximado» (R, M. H. 4., 1926).

«Dos palabras acerca de la pedagogia matemética en la Segunda Ensefianzar

(Rev. de Seg. Ens.. 1926).

«Klein, el Instituto y la Universidads (leido en sesién de homenaje al prof. Klein
y publicado en la Rev. de Seg. Ens., 1927).

«Interpretacién grifica del error en el método de anélisis indirecto» (R. M. H. 4.,

afio 1928).
«Notas sobre pedagogia matematica» (R. M. H. A., 1929).
«Los conceptos de derivada e integral en la Segunda Ensefianza» (Rev, El Insbituto,
ndimero 1).
«Construccién de una regla de calculo didactica» (Rev. EI Instituto).
«Demostracién intuitiva de la regla de la raiz cuadrada» (Mat. Elem., enero 1932).
Tres conferencias sobre didictica matematica a los maestros cursillistag de 1933.

«La Matematica en la primera exposicién de trabajos practicos de los Institutos de
Ensefianza Medias (resefia publicada en Mat. Elem., afio 1943).

Ponencia sobre formacién y seleccién del profesorado de Ensefianza Media (Fri-

mera Semana de Ensefianza Media Oficial, 1942).

Cursillos de Aritmética para obreras en la Escuela Especial de Ingenieros Indus-

triales (1943 a 1945).
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«Orientacién, seleccién y deformacién» (Rev. de Psicologia General y Aplicada,
afio 1947).

«El valor formativo de las Matematicas en la Ensefianza Media» (conferencia leida
en la sesién inaugural de la XIX Semana de la F. A, E. y publicada en Atenas,
Revista de Informacién y Orientacién Pedagégica, marzo [951).

OTROS TRABAJOS, CONFERENCIAS Y ENSAYOS

Articulos cientificos varios de la Enc'clopedia Espasa: «Geometria no euclidear.
«Gravedad», «Gravitacién» «Polaridad», «Folos» (Movimiento de los), «Real»
(Ndémero), etc.

«Don José Maria Plans y Freyre» (nota necrolégica en colaboracién con D. Fernando
Pefia, publicada en R. M. H. A.. 1934),

Discurso necrolégico en memoria del mismo (publicado en la Revista Las Ciencias,
afio II, nim. 2).

«L.a Matemética como Ciencia aplicada» (conferencia dada en el Instituto de Inge-
nieros Civiles, 1934).

Colaboraciones varias en la R. M, H. A  desde 1924 a 36. Propuesta y resolucién
de problemas, criticas de libros, etc. .

«La Matemitica y la Belleza» (conferencia leida en el Instituto Francés de Madrid
y publicada en la Rev. Mat. Elem., 1941).

Mensajes de despedida a los bachilleres del Instituto de San Isidro (afios 1945
y 1947).

«Apologia de la inutilidad» (discurso leido en la Escuela Especial de Ingenieros
Industriales de Madrid en la sesién de entrega de titulos a la Promocién de
Ingenieros de 1946).

«En memoria de D. Esteban Terradasy (Dyna, junio de 1950}.

FPrélogos de las obras: «Problemas de Matemética especialy», de D. Antonio Moreno
Torres, y «Tratado de Matemdticas superiores para Ingenieros y Fisicos», de

Bernhard Baule (trad. espafiola de Ed. Labor).

«Sobre Cibernética. Génesis y problemas» (Rev. de Psicologia General y Aplicada,
afio 1952).

99



