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" SENORES ACADEMICOS; SENORAS Y SENORES:.

AY épocas de calma, de equilibrio o de somnolencia, que
invitan a la pereza, al juicio superficial que aprecia las
cosas por sus cualidades externas y busca en ellas brillo y
refléjos,. mas que contenido, estructura y funciones. Desliga-
da cada posicién social de los vinculos que la solidarizan y
de las tareas que la justifican, aparecen los cargos como fri-
volo resplandor de la exhibicion mas que como cauce de tra-
bajo interior. Se ve el honor o el provecho que el cargo da, no
las energias que exige. .

Para gentes superficiales, las Academias tenian el caric-
ter estatico, brillante y estéril de una culminacion sin exigen-
cias, de una aristocracia sin funciones; tenian el prestigio
heredado de una tradicion, el aliciente de un titulo de sabi-
duria, la intrascendencia de un ornato nacional. Pero junto
a este aspecto, apreciable por observadores muy externos,
existe trabajo efectivo y callado, cultivo de la ciencia, de la
literatura, del arte; servicio, en suma, de la cultura. Cual-
quiera que fuese el juicio que de nuestras Academias se tu-
viese, lo cierto es que una revolucién viva, digna de alcanzar
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la direccion de un pueblo, si destruye, es porque rebasa, su-
pera, endereza, enciende. La revolucién anarco-comunista,
por decreto de 15 de septiembre de 1936, supo disolver las
Academias, pero no pudo plasmarlas en el Instituto Nacional
con que proyectaba sustituirlas. Por el contrario, el Movi-
miento Nacional, vivo, acaudillado por Franco, convoco las
Academias, las realzd, restaurando sus titulos de ‘“Reales”,
las articuloé y les encomend6 la alta direccion de la vida cien-
tifica nacional. Y al ser llamado en tal ocasiéon a formar parte
de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Natura-
les, s6lo pude ver en el honor de mi designacién una invita-
cién a permanecer al servicio de Espafia desde las trincheras
de la actividad intelectual. Algo que no podia rechazar, por-
que tenia la carga de un deber, ni podia aceptar sin el temor
que brota de aquel sentimiento de responsabilidad que es,
como ha dicho un pensador espafiol, remordimiento antici-
pado de nuestros yerros futuros.

Y siento mucho mas el peso de tal responsabilidad en este
caso porque vengo a suceder a un coloso de la ciencia espa-
fiola, a D. Leonardo Torres Quevedo.

Bastaria una, simple mencion de las obras de ingenieria
por él realizadas, fuera y dentro de nuestro pais, que son a
perpetuidad monumentos a su genio, para cumplir con la tra-
dicion que exige en estas solemnidades el homenaje a un ilus-
tre antecesor. .

Pero la relevante personalidad del sabio pide algo maés
que una exposicion objetiva de sus méritos. Su vida, llena
de ensefianzas, merece ser destacada, y esto, mejor que yo,
que no tuve la dicha de tratarle, lo hara la persona que por
esta Corporacion ha sido designada para contestarme, que
ha convivido treinta afios con el maestro.

Yo me limitaré a pedir a Dios que con el tiempo avive
mis modestas luces para hacerme tan digno de esta medalla
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que hoy recibo como lo fué el Excmo. Sr. D. Leonardo Torres
Quevedo.
- jDescanse en paz!

% %k X

Segtn Ernst Mach (*), el objeto primordial de la Ciencia
es lograr una economia del pensamiento en el sentido de que
a esfuerzos intelectuales andlogos correspondan con sus pro-
gresos resultados cada vez mas amplios.

La invencién del cédlculo infinitesimal en el siglo xvir fué
un paso de gigante en el progreso de la Matematica. Se rea-
liz6 con ¢él de una manera notable esta misién de economia.

Antes de que el padre jesuita Buenaventura Cavalieri,
profesor en un gimnasio de Bolonia, publicase en 1635 su
Geometria de los indivisibles, las Matematicas carecian de la
unidad caracteristica de las grandes creaciones; cada proble-
ma, por trivial que fuese, requeria sus propios métodos, a
veces sumamente - artificiosos, y las distintas ramas entonces
conocidas, Aritmética, Geometria, Algebra, con pocas cone-
xiones entre si, eran campos cerrados donde sélo podian mo-
verse y ejecutar sus proezas los virtuosos de la demostracion.

Pero se crea entonces el Analisis infinitesimal, surgiendo
con ¢l nuevas operaciones y combinaciones de simbolos o per-
feccionando la forma de las ya conocidas, y, sobre todo, con
la introduccién de los conceptos de funcion, derivada e inte-
gral, por los padres de nuestro calculo, Fermat, Leibniz, New-
ton, asi como con el descubrimiento de la Geometria Anali-
tica por Renato Descartes, comienza una época en que del uso
sistematico de las matemdticas resulta un método que dis- -
pensa de todos los conocimientos matematicos anteriores, por-

(*) Dic Mechanik und ihre historische und kritische Entwicklung.
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que el nuevo instrumento realizando esa mision de economia
del pensamiento no tan sélo suplanta los singulares procedi-
mientos antiguos, sino que engendra otros de una potencia y
universalidad tales, que, amplificando los resultados, llegan
a revolucionar con su influencia los campos de toda otra cien-
cia que tenga alguna relacion con el espacio, el tiempo, la ma- -
teria o la energia. 4

Cultivada luego esta disciplina por los matematicos del
siglo xvii1, especialmente por Jean Le-Rond D’Alembert, las
dos generaciones de los Bernouilli y, sobre todo, por el dis-
tinguido discipulo y sucesor de uno de éstos, Leonardo Euler,
que reunié sus materias en un cuerpo de doctrina, codificé los
métodos de sus predecesores, unifico la notaciébn preparando
la tarea particularmente a Lagrange y al barén de Cauchy,
los cuales, extendiendo las investigaciones de los matematicos
del siglo xviii, cuidaron también del rigor cientifico, de la
depuracién de los métodos, fijacién de principios, y nos lega-
ron el Andlisis matematico, ya en el estado con que moder-
namente lo conocemos.

Pero si con Agustin Luis de Cauchy aparece el Calculo
infinitesimal con todo el esplendor que perdura a través del
siglo pasado, no es menos cierto que este matematico intro-
duce la critica y con ella se dibujan las variantes de la deca-
dencia en la doctrina.

La profusiéon de métodos particulares, ramificaciones y
trabajos difundidos en miles y miles de monografias, que se
amontonan ya desde el final del siglo pasado, impiden seguir
la marcha de los descubrimientos matematicos aun a aquellas
personas que dedican a esto toda su actividad.

Ello hace presentir que nos hallamos respecto a la Mate-
matica del porvenir en un estado parecido al que se encon-
traban en el siglo xvi1 los matematicos anteriores al Calculo
infinitesimal.
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%’or una parte, esta necesidad de sintetizar que exige la
misién de economia de la Ciencia, y por otra la precision de
dominar en poco tiempo los métodos matemdticos por fisicos,
técnicos e investigadores de otras ciencias, estin pidiendo la
creacion de una disciplina nueva que, unificando y sintetizan-
do todas las teorias de las diversas ramas actuales del Ana-
lisis matematico, originen nuevos métodos de los cuales los
que hoy manejamos resulten ser casos particulares.

Y acontece que esta unificacion de métodos se esta reali-
zando, al parecer, por una creacion de nuestro tiempo: el
Calculo funcional. .

La teoria de las ecuaciones integrales es un capitulo del
Célculo funcional, que surge accidentalmente én el siglo pa-
sado con la resolucién de algunos problemas de Fisica-Mate-
_ matica y empieza a formar cuerpo de doctrina a fines de siglo
y en los primeros afios del actual con los notables trabajos de
Fredholm, Poincaré, Volterra e Hilbert, entre otros.

¢ Quién, entre los aficionados a estudios matematicos, no
recuerda el laboriosisimo método de Neumann-Swartz, cla-
sico en nuestrps cursos de Ecuaciones diferenciales para la
resoluciéon del famoso problema de contorno de Dirichlet?

Pues bien, el figurar hoy este método en nuestros progra-
mas no tendria mds razon que el de una tradicion discutible,
porque utilizando los recursos de la teoria de las ecuaciones
integrales se resuelven sistematicamente con una sencillez y
brevedad maravillosas todos los que de su tipo puedan pre-
sentarse. Los problemas de contorng de la Fisica-Matematica
aparecen como aplicaciones particulares de este nuevo instru-
mento, a medida que, como sobre todo en esta filtima década,
investigadores tan sagaces como Hammerstein (correspon-
diente de nuestra Academia), Lichstenstein, Inglisch, Carle-
man, etc., van profundizando en la teoria no lineal, su campo
de influencia se va extendiendo.
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Y entre los trabajos de estos investigadores, que han cons-
tituido la cantera de donde Hemos extraido el tema de nues-
tro discurso, permitasenos sefialar la teoria de Carleman (*),
que, a nuestro juicio, ha superado los resultados de Volte-
rra (**), Fredholm (***), Hilbert (****), Schmidt (¥****).

Esta teoria representa, hoy por hoy, el punto culminarite
. del estudio de las ecuaciones integrales, sobre todo por las
fecundas aplicaciones logradas por su autor a los sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales y a la ecuacion de Schro-
dinger, de las cuales no es preciso subrayar aqui su trascen-
dencia.

Las investigaciones de Carleman permiten la resoluciéon
de ecuaciones integrales aun en el caso de que siendo el ni-
cleo de cuadrado integrable no se cumpla esta condicién en
un conjunto de puntos que pueden incluso admitir uno de acu-
mulacién, o bien que no se cumpla la condicion de Hilbert,
de ser

b & b
ffK(x,y)?(x)cw)dcpdysvf ¢ (2) do

siendo %k independiente de ¢ (x).
Y aun considera casos menos restrictivos cuyo estudio,

(®) Swur les équations intégrales singuliéres (Upsala, 1923).

“La th. des eq. intégrales singuliéres” (Ann. de PInstitut Poincaré, t. I).

“Application de la.th. des eq. intégrales lineares aux siptémes d’eq. differen-
tieles non linéares” (Acta Math., t. 59, pag. 63).

Carleman: “Sur la th. mathématique de l'eq. de Schrodinger” (Arkiv fiir
Mathematik, t. 24, 1934).

(**) Véase la obra de Volterra-Pérés: Th. général des fonctionnelles, Pa-
ris, 1936.

(***) “Sur une classe d’équations fonctionnelles” (Acta Math., t. 27).

(****)  Grundziige ciner aligemeine Th. der Integralgleichungen (1912).

(**#2%) “Zur théorie der linearen und nicht-linearen Integralgleichungen”

(Math. Ann., t. 63, 64 y 65).



no terminado todavia, puede ser campo para futuros trabajos
de investigacion. S

Asimismo, Trjitznsky (*) continda los trabajos de Car-
leman al considerar nicleos que pueden obtenerse como limi-
tes de los del tipo de Carleman, que por aquél.son llamados
nticleos de tipo cero, y, anilogamente a lo que se hace con las
clases de Baire, define nicleos de tipos I, 2, ... #, ... y transfi-
nitos, para los cuales extiende la teoria de Carleman.

En fin, no es nuestro propésito el dar a conocer el estado
actual de esta teoria, sino gque, mas modestamente,-nos ocu-
pamos en el presente trabajo de tres casos singulares de la
teorfa lineal.

Estudio de tres ecuaciones integrales, que SIendo por su
aspecto formal del tipo de Fredholm,

qo(x)+1f K (z,2) o (£) ds + f(g) =0

el nicleo, en vez de cumplir las condiciones de regularidad
que se exigen para poder aplicar, ya sea el procedimiento de
la serie Neumann, ya el de los determinantes infinitos de
Fredholm o el método de Erhardt Schmidt, no las satisface,
sino que, poseyendo un punto singular dentro o en los extre-
mos del campo de integracién, excluye la posibilidad de la
aplicacion sistematica de los mencionados métodos, y la ecua-
ciéon se denomina entonces ecuacidn integral singular, com-
prendiéndose también bajo esta denominacion aquellas ecua-
ciones integrales en que uno o los dos limites de la integral son
impropios.

En realidad, ambos casos no son esencialmente distintos
y a menudo es sencillo referir uno de ellos al otro.

(*) “General theory of singular integral equations with real kernels” (Tran-
sactions of the American Mathematical Society, t. 46). '
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. Asi, por ejemplo, si-G (&, 2) representa una funcién regu-
lar en el intervalo (0,1) de sus variables, el nicleo

G, 2)

| z—2z1®

K (z, 2) = paraa> 1

es singular (*).
Pues bien, con el cambio de variable

=
1—z
se hace corresponder al intervalo 0 < z <1 de integracion
para z, el 0 <t < » de la nueva variable ¢.
Y lo mismo acontece con otros cambios de varlable el
t = — log z, por ejemplo. :
Como introduccién a nuestro trabajo, vamos a estudiar
una ecuaciéon singular que surge de una' manera natural al
aplicar el famoso teorema de la integral de Fourier (**) en
la cual ocurre que a un valor propio corresponden infinitas
funciones propias.
Si f (x) es una funcion definida en todo el campo real, de
modo que exista la integral impropia, '

o
[Tirene

se demuestra entonces que existen también las integrales

* Sies aq=-—, Ia smgulandad es evitable, puesto qQue en este caso el
2

nicleo seria de cuadrado integrable. Lo mismo ocurriria en el caso de ser a <1,
porque entonces al menos los niicleos de iteracion serian de cuadrado integrable.

(**) Véase a este proposito el hermoso trabajo de recopilacién que ton el
titulo de “Integrales de Fourier y de Stieltjes” constituyé Ia disertacién inaugural
del curso de 1930-31, leida por nuestro compafiero Sr. Terradas en la Universi-
dad de Madrid.
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o . [+
f@)coszxrdr y " f(x)sen x dx

—_o

¥ las

1 [t= I [+
46! = S(@)cos (xe)dx ki (2)= - S (%) sen (x2) dr [1]

-—co ——on

Pues bien, el teorema de la integral de Fourier dice que
si la funcién f (x) es de variacion acotada (Jordan) en todo
intervalo finito, puede a su vez f (x) expresarse por medio de
las funciones g (2) y &k (2) segtn la igualdad (¥).

f(u);—_—fw [g (2) cos (u2) + £ (¢) sen (uz)]} dz [2]

y si en ésta sustituimos las funciones g (2) y & (2) por las ex-
presiones [1] de su definicién, se obtiene la conocida férmula
de 1a integral de Fourier, que es

f(u):%fm f+wf(x)cos(u—x)zdxdz (2]

formula que suele también expresarse de la siguiente manera.
(Representando por R § | la parte real de la expresion es-
crita dentro del corchete.) :

f(u):Rg%fw. +°°f(x) e““““’dxdzzz
e e [3]
=R 7{[— _ f(x)e’“""”dxdz%

(*) Véase la demostracion, por ejemplo, en la obra \de Frank-Mises: Die
Diferentialund Integral gleichungen der Mechanik und Physik.
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o bien, si.como también suele hacerse, se introduce la funcion
1 +oo .
F(2)=gz+iba—=— f(x)&**dx
K — o0

podra escribirse

Fo) = R§ | o) et (4]

Y observando que si las funciones g (2) y h (2), definidas
por las formulas [1], son una funcién par la primera, e impar
la segunda, ocurrird que f (%) no tan sélo coincidirad con la
parte real de las [3] y [4], sino también con las expresiones
integras encerradas en los corchetes. En' efecto, en el des-
arrollo

_;_ * F (2) ;..-.: dz :—;—f-w [£ (2) cos (x 2) + A () sen (uz)'] dz -

- % - [# (2) cos (#2) — g (2) sen (u 2)] dz

—

desaparecen los términos imaginarios, por ser g (z) sen (u 2)
una funcién impar y tenerse

+ o
f g(z)§en(uz) dze=o0

lo mismo que
. -
f h(z)cos(uz)dz=o0
Por el contrario, la funcién

z{2) cos‘(u 2)+ h(z)sen (uz)



es una funciébn par y, por tanto, sera

ft: F(z)e **dz=—2 j[g(z)cos(uz)»-J‘— 5]

+ A (2)sen(uz)]|ds = 2 f(«)

como queriamos probar.

Establecido esto, vamos a hacer aplicacion a una ecuacién
integral singular que formaremos empezando por suponer
que f (x) es una funciéon impar.

Entonces de las formulas [1] se deduce

g =0 , h(z):%fmf(x)sen (x2)dx
y.de éstas y la [2]
S (%) =fah(z)sen(uz)dz>

o bien, introduciendo una funcién £ (2) =l/—:—}z (2)

f(u)=l/_;_j k (2) sen (u z) dz 16}

‘(Si hubiéramos hecho la hipétesis de la paridad de f (#)
se operaria con el coseno de la misma manera.)
Ahora bien, como de la definicién de k (2) resulta que

k(2) =1/—i— f f(x)sen (xz) dx (7
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nos encontramos que en presencia de dos funciones f (u) y
k (2) ligadas por las expresiones [6] y [7], que son del tipo

,f(u)=lfbK(u,z)k(z)dz , k(z)=kfbK(x,z)f(x)dx (8]

a a

es decir, que f y k son dos funciones adjuntas respecto del
nicleo K (u, 2) y entonces f (#) serd una solucion de la ecua-
cion integral homogénea de segunda especie

f(’u)—_—l’fb fbK(u,z)K(x,z‘)f(x;)dxdz:
a a , [9)
=N f K, (4, ) f(¥) dx

‘ Ahora bien, en nuestro caso, para K (%, 2z) = sen u z se

observa que siendo infinitos los limites superiores de las inte-
_ grales, los ntcleos iterados K» (#, #) a partir del segundo no
tienen existencia, pues la integral impropia

K, (%, %) =f~ sen (# 2) sen (z 2) dz

no existe.
Se trata, pues, de un caso singular en el cual acontece,

como vamos a ver, que al valor propio \» = 2 le corres-
T

ponde una pléyade infinita de funciones propias (¥*).
"Para ello, formemos la funcion ¢ (u) =f (u) |-k (u) y
sumemos las [6] y [7] escritas de la siguiente manera:

f(u):l/—:i:[ak(z)sen(uz)dz

(*) Véase la obra de E. C. Tichtmarsh: Introduction to Theory of Fourier
Integrals.
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'k(u):l/—i—fm f{2) sen (» 2) dz

se tendra con ello

(%) :V—_ﬂz—:_ f ) ¢ (2) sen (#'2) dz

Esta ecuacion integral permite ver ficilmente como al va-

lor propio A :Vi le corresponden infinitas funciones pro-
®
pias. Para formarlas se procede como sigue:
Se da una expresion para k () ; sea, por ejemplo:

kz=—g—e*

entonces, segiin [6], se encuentra para f (u)

f(fc): l/—i—fo e~ °*sen (uz) dz :V—:—— —a-g—i—u?

Asi, pues, al valor propio * _—-I/% le corresponden todas las

funciones propias

?(’)ilf—:— ‘;,—i—;—i'""

que resultan de dar al parametro a valores arbitrarios.
Si f (#) fuera una funcién par, se operaria de igual ma-
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nera con el nicleo cos (# 2). Tal ocurriria, por ejemplo, to-
mando como f () = e~ ¥, con la condicién de ser a > o.

Ecuacion singular de Hilbert (*).

Pasemos a estudiar la ecuacion integral

o

f(x):flcptgx(x—z)g(z)dz

en la que g (2) es, por hipotesis, una funcion integrable en el
sentido de Riemann. El nicleo cotg = (# —=z) es una funcién
de periodo 1, que posee el punto singular ¥ =z y, por con-
siguiente, la integral debe ser definida como el limite siguiente:

lim
£>0

fx“scotg"t("r*z)g(z) dz+f'+ cotgw(;t—z)g(z)dz

(]

Por otra parte, no necesitando ser definida la funcion g (2)
mas que en el intervalo (0,I), podra también suponerse que
lo mismo que el nicleo admite el periodo 1, es decir, que

gle+1)=g()
Con ello podra escribirse
1 a4t
fcotgx(x—-z)g(z)dz:f S cotgm(x —2) g (2) dz

. (% Kellog: Matematische Annalen, t. 58; Fritz Nother: Math. Annalm,.t. 8
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o bien, poniendo =z —z
I

7cotg-;:ug(:r—u)afu *)

: +
f cotgx(x—-z)g(z)dz::f .

]

Esta 1ltima integral es la expresion, cuando existe, del

limite siguiente:

lim\ [—¢ = T
f ,cotgnu.g(x—u)du +f cotgru.g(vx —u) du
- €

£—>0

“

lim T N
= "—f cotg-;:u.g(x—}—-u)du—{——f cotgru.g(x —u) du
g

£—20

g

lim f
. £+0
g

limite que existe siempre que la funcion g (u) se satisfaga

w | m

cotg e (g (# — #) — (¥ + w)] du

a la condicién -
gx—u)—g(xr-+u) << Mu*

siendo M una constante y « un nimero positivo menor - que
la unidad; puesto que entonces, poniendo la expresion en la

forma
lm (% gx—u)—g(x+¥u)
c—0 u®.cotgmu. - e du

g

el Gltimo factor del integrando esta acotado (segtin.la hipo-
(*) Para g(2)=1 se obtiene f(#)=—o0, puesto que coté 7% es una funcién

impar.
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tesis) y el primero ue cotg = # tiende a cerg con # (como
se ve por la simple aplicacién de la regla de L’Hopital).

Establecida, pues, asi una condicion suficiente para la exis-
tencia de la integral que determina la ecuacion, ensayemos la
aplicacion a ésta de los métodos corrientes de la teoria de
las ecuaciones integrales.

El procedimiento de la serie de Neumann no nos sirve
en este caso singular, porque ya, al formar el segundo de los
ntcleos de iteracion, nos encontramos con la integral

K (x, u) = f cotg x (¥ — z) cotg = (u —2) dz

. ‘
que si bien existe y es facil de culcular para »# # u, no existe,
en cambio, para # = u y, por tanto, el nicleo K, (x, 1) es dis-
continuo. ‘

Veamos qué nos dice el método de Schmidt.

Puesto que las funciones sen 2# 7« (n entero) poseen,
como el nicleo, un periodo 1 y forman un sistema cerrado
(y, por tanto, completo) para desarrollo de toda funcion im-
par, desarrollemos segtin ellas nuestra funcién cotg = u.

Tomaremos como sistema fundamental para el desarrollo
de Fourier el de las funciones V2 sen 2n 7 u, puesto que la
igualdad '

fl(V; sen2n® u) du =1

nos muestra que este sistema esta ya normalizado (*).

(® Véase Courant-Hilbert: Methoden der Math. Physik, t. 1.
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Asi, pues, los coeficientes del desarrollo serdn (*):

I
a, = sz cotgrusen 2nnu du =—
]

— V2 " COST#Sen 27 T % - SeN T % COS 27 T # Ju
- 0 o sen x #

:V;f‘ sen(zn—{-l)xudu:

Sen Tu

= V;f (142 cos 2 wu+ 4c0847% + ... - 2ncos2nru)du=V 2

Todos los coeficientes a, del desarrollo de cotg 7 # en serie
de Fourier, de sistema fundamental 2 sen 2n7u valen,.
pues, V2. - _
- No obstante, este desarrollo no nos sirve para resolver el
problema, porque no siendo convergente la serie asi obtenida
no podemos igualarla al nticleo. Convendremos tinicamente
en expresar su equivalencia en la forma siguiente:

cotg x u 2Zsen 27T u (3]

n==1

Desarrollemos también f (#) en serie de Fourier

n=1

fl@) & a, +2 (a,,]/;sen 2nxx b,V 2 cos 2n xx) [3']

con ao:fxf(x)dxzfxdxftcotgft(x—z)g(z)dz

.

(*) Puesto que

. .
[senznnu] =0

X
f cos2nn uduy — —
[\ o

2R T
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y admitiendo que sea posible la alteracion del orden en las
integrales, resulta

aO:f g(z)dzf colfgm(r —zydr=0

Asi, pues, con esta hipotesis el valor medio as de f(x)
es nulo. :

Admitiendo la permutabilidad en el orden de integracion
se obtienen analogamente los coeficientes a» y bs

¢n=V;f‘f(x)sen2n7:xdx: :ngxg(z)cos 2nrzdz [4]

b,:V?f‘f(x)cosznxxdx: ..... :—V;fxg(z)senznxzdz {s]

1

Las igualdades [4] y [5] muestran que el desarrollo de
Fourier de g (#) seria de la forma

g(x)»vAo—l—Z (—6Vzsenzexzr4-a,V2cosanzz) [3”]

quedando el término independiente Aes sin determinar.

. Pero, puesto que los coeficientes a» y bs no se alteran con
la adicién de una constante a g (), conviene determinar ésta
de tal modo que anule a la integral

f ‘¢(2) dz

con lo cual desaparece el término independiente Ao de [3”].
Es de observar también que nada se ha dicho respecto a
la convergencia de los desarrollos [3'] y [3”], por esto se
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han escrito estas expresiones con el simple signo de equiva-
lencia. Como es sabido, si convergiera la serie

3 (a1 + &)

=1

serian también convergentes los desarrollos [3'] ¥ [3”] y las
equivalencias serian entonces verdaderas igualdades, que nos
expresarian no tan so6lo la respectiva existencia de las fun-
ciones f (#) y g (#), sino también su forma; e inversamente
podria probarse que si las [3] y [3] fueran igualdades, las
funciones f (x) y g (#) serian de cuadrado integrable.

También podemos preguntarnos igualmente si, puesto que
f(#) v g (x) tienen respecto a sen 2n 7 x una cierta recipro-
cidad (compdirese la forma de los desarrollos [3] v [3"]) ¥
puesto que el niicleo cotg = (¥ — z) admite un desarrollo en
serie de senos, debe existir una equivalencia entre las expre-
siones

f(x):flcotg'r:(x-—z)g(z) dz
iy : 6]
vy £ =f — cotg 7 (z — w) f (u) di

es decir, que f (x) y g («) son funciones conjugadas, o, lo que
es lo mismo, que f (x) satisface a la ecuacion integral

flz)= -f’ f’cotg m(r—s)colgx(z — W f(W duds (1]

Y se prueba (*) que esto sucede cuando f (x) y g (#) son
de cuadrado integrable. '

(*) Hellinger Toepliz, t. H. Articulo 1o de la Enciclopedia Teubner. “Disser-

. tation von Plessner-Giessen” (1923).
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Insistamos todavia sobre la existencia de f (x) y sobre la ‘
posibilidad de permutar el orden de las integraciones.
Introduzcamos la funcién compleja

=g@®+if(®

de modo que, teniendo en cuenta los desarrollos de g @)y
f (#), se podra escribir: .

RS Vz(a+ib)e s

Y ahora con esta funcién compleja se pueden formar infi-
nidad de soluciones de la ecuacién integral homogénea de
" nacleo cotg 7 (x — 2), pues sumando las [6] escritas en esta
forma:.

z'f(x):if:cotgn(x—-z)g(z)dz

Z () .—_—fxcotgat(x—z)f(z) de

resulta

k=i cotgn(r— k() (8]

Asi, pues, al tinico valor propio ¢ del nacleo cotg T (x—2)
(también podria ser considerado el — ¢ como valor propio)
corresponden como funciones propias las funciones comple-
jas h (#) formadas, como se ha dicho, a partir de las f (x)
y g (x), teniendo en cuenta que la eleccian de una de ellas es
en cierto modo arbitraria y la otra queda determinada por
la primera.
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Decimos que sélo es en cierta manera_ arbitraria porque
seglin se ha visto con la [2], la existencia de f (#) queda su-
peditada a la condicion de ser

(D(x’u):g(x—u)-—-g(x—{—u)<M para o <{a<I

u(l

y analogamente de la reciprocidad. entre f(x) v g(x) se de-
duciria que, dada f(x), la condicién para la existencia '

de g (x) estd expresada por la desigualdad .
JE)—f@ _ (% . ©(z,, u) — O (x, %)
_.(_I__:;;)E___fo cotgmu. u P du<AM

1la cual implica la continuidad de ® (&, ).

Se concluye de aqui que cuando ® (x, #) sea una funcion
regular existirdn las f (#) y g (#), y a base de éstas se podra
construir toda funcién h (x) que resuelva la ecuacién inte-
gral [8]. : '

En realidad /4 (x) no es otra cosa que el valor de contorno
de una funcion analitica H (7, x) tal, que .

H(, x)=i V2 (auti0,) e mnine ic,.(reﬁ"f')“:

n=1 - n=1
= Z C.,2* con z=—yreTris
n=7x
siendo, por tanto, | s |=r, arg 5 =27 x. Serie convergente

para ¥ < 1 y que representa por esto una funciéon analitica’
en el circulo de radio. » = 1 sobre cuyo contorno coincide con
la funcion h () (*).

.y , + -
(" La demostracion puede también llevarse a cabo con los métodos de Ia
teoria de funciones. :
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En este estudio se ha hecho la hipétesis de que el orden
de las integraciones era permutable, pero ;lo es realmente?

Las condiciones que deben imponerse para que el cambio
del orden en las integraciones que hacen posibles las formu-
las [4] y [5] sea legitimo han sido precisadas por el pfofesor
Leon Lichtenstein, de la Universidad de Leipzig, quien ha
demostrado que (*) si en una integral

[ [ ae

la integracion respecto a # esta tomada en el sentido de Rie-
mann, y la que se efectia sobre y en el de Lebesgue, el resul-
tado de la operaéién puede depender del orden en que las
integraciones se lleven a cabo. Y prueba-también Lichtenstein
que la permutabilidad es vélida cuando las integrales consi-
-deradas son propias.

Para integrales impropias considera dicho matematico
aquellas que son integrables en el sentido de La Vallée Pous-
sin y encuentra que la alteracién del orden es legitima cuan-
do la integral que podriamos Hamar interior se refiere al sen-
tido de La Vallée Poussin y la exterior al de Lebesgue,
ocurriendo que después del cambio de orden ambas integrales
quedan en el sentido de Lebesgue.

Nuestro caso corresponde a éste siempre que sea integra-
ble a la vez en el sentido de La Vallée Poussin y en el de
Lebesgue, con lo cual quedan justificados los reparos de ca-
récter critico que habian surgido en el desarrolla del presente
estudio. '

(*) Ueber die Imtegration eines bestimmiten Integrales auf eines Parameter.
Gottingen Nachrichten, 1910.
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- Ecuacién integral de Picard (¥).

- Ocupémonos ahora de un ejemplo propuesto por el mate-
matico francés profesor Emilio Picard.
Tal es el de la ecuacién integral completa con nicleo si-
meétrico:

@(x)—-—xf e=\s=1 g (g) dz + £ (2) [1]

Si en ella hacemos las hipétesis de que o bien es ¢ (+) aco-
tada en el eampo real positivo, o que crece de tal manera que
la integral de la ecuaciéon queda acotada en dicho campo, en-
tonces la ecuacién anterior podra ser escrita en la forma si-
guiente: E

©

o= Xfxe"+=go_(z)dz+lf o trg(e) de + £ (%)

o o

O sea

cp(x)—_—)\e*‘[xe‘cp(z)dz+7Le‘fwe“cp(z)dz+f(x)

o x
Ademds, suponemos también que la funcién dada f (r) es
continua y al menos dos veces derivable, con lo cual, puesto

que las integrales son continuas, debe serlo ¢ (), y sus deri-
vadas primera y segunda tendrin la forma

‘?’(x):—le__’fze'cp(z)dz+1e°(p(x)+le‘fwe—‘q:(z)dz_.
—Ae g (@) +f (%)
¢ @) =¢@—fl2) —2re()+/" (%)

(*) Véase Goursat: Cours d’Analyse Mathematique, t. 111, pags. 438 y suce-
sivas, Id. Tichmarsh: ob. cit, pag. 309.
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de donde

¢ (D —[1—24]9 (&) =/" () —f(®) 2]

resultando importante que nos permita reducir la ecuacion
integral [1] a una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden. :
Concretandonos al caso en que la ecuacién [1] sea homo-
génea, es decir, al caso en que sea f () =o, la [2] serd

¢’ (@) —(1—2N e (®)=o0

y designando por #* al coeficiente 1 — 2 A (cantidades que pue-
den ser complejas), su solucion vendra dada por

c?(x) A4 Be*s con p—=4+ Vx —2
Convendremos en asignarle el signo 4. a aquel de los dos
valores + V1 —2rde p cuya parte real sea positiva o nula;
es decir, que sera:

R(+p) >0

Al sustituir el valor de ¢ dado por la [3] en la ecuacion
integral, deberd tenerse una identidad

Ae!"—f-Be——P’ lgfr*'*-z(Ae*"—}-Br*")dz—k
(4]
—}—f e~ (Agt*+ Be V) ds

Y puesto que las hipotesis hechas sobre ¢ (#) dejan bien
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establecida la existencia de las dos grandes integrales prece-
dentes, esto exige que al crecer z tiendan a cero las exponen-
ciales

e —ns et

condicion que se cumple evidentemente en la segunda, puesto
que » tiene una parte real no negativa. Asi, pues, para que
se cumpla también en la primera deberd tenerse que

R(4») <I.

De aqui resulta que son valores propios de la ecuacion
propuesta todos los de » que satisfacen a las desiguales

o<R(w <1

Existe, pues, un continuo de valores propios, que son to-
dos los puntos de la region comprendida entre el eje ¥y y su

7

. paralela trazada por el punto de abscisa I con exclusion de
los puntos de esta recta.
Si mediante la transformaciéon conforme

pPi=1—2%

que enlaza las dos variables complejas A y « hacemos la repre-
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sentacion del recinto de los valores propios # en el plano com-
plejo A encontramos que al contorno = o de aquél le co-
rresponde en el plano A, la porcién de eje de las 4 compren-

dida entre el punto de abscisa v — % y el de abscisa =+ ®© -

y a la segunda recta de contorno x# = 1 le corresponde una

parabola de eje 0+ y vértice en el origen. El recinto rayado
comprendido entre las transformadas de ambos contornos es
el dominio de los valores propios A de la ecuacion propuesta.

Por otra parte, el cilculo de las integrales de la identi-
dad [4] suministra la relacion

L1
. A
1+ p

de modo que las funciones propias deben ser de la forma

(A=A p)ets—(1—p)e " (5)

En particular, si es nula la parte real de &, es decir, si éste
* 2

es de la forma » =1 9, el valor propio A valdra A z_;_ + _°2_ yla

correspondiente funciéon propia

¢(x)=senoczxr -+ ocosox

constituye la Gnica solucién acotada, pues en las [5] la parte
real de + » corresponde a términos exponenciales que siem-
pre se hacen infinitos con .



o

El estudio precedente se hubiera podido llevar a cabo
transformando la ecuaciéon dada en una ecuacién con nicleo
singular y campo de integracion finito, por medio de un cam-
bio de variables adecuado, como ya se ha indicado al princi-
pio, y asi, por ejemplo, si las variables x, z se sustituyen por
otras dos ¢ y u, respectivamente, ligadas a las antiguas por
las relaciones Co

: d.
r—=-—log,t , z2=—log. » , dz:“'{_

poniendo
p(x)=¢9(—logty=y ()

la ecuacién dada (pero homogénea), se transformara en la

y(t)::lfo(t,u)y(u)du

siendo

K(t)“)= 1
—t- » tZu

A primera vista el nticleo asi transformado no es singular,

pues tiene la forma indicada en el adjunto esquema; pero exa- .
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minandolo més detenidamente se encuentra que se hace infi-
nito para % =0, y ademds no es de cuadrado integrable (*).

Y digamos también dos palabras sobre la particularidad
que ofrece la ecuacién estudiada al hacer infinito el limite in-
ferior de su integral

‘ o
9 (#) = elx~zl g (2) de

—

A ella se aplican todas las consideraciones hechas para
la de Picard, hasta llegar a hacer depender su solucién de la
ecuacion diferencial

¢’ —pe=o0 con PE=1-—22;

pero a partir de este punto ya no observan ambas ninguna
analogia. Asi, la relacién entre A y B que alli se encontraba,
aqui no aparece, sino que de la resolucién de las integrales
en la identidad correspondiente resulta la relacién conocida

2A=1 1+ p2
7

(*) Para el estudio de las ecuaciones integrales cuyos nficleos dependen
de z— &, de las cuales los ejemplos expuestos son casos particulares, se reco-
miendan los trabajos siguieptes:

Bochner: Sitzungs-Berichte der Preusische Akad, der Wissenschaft, 1930.

Hopf: Sitzungs-Berichte der Preusische Akad, der Wissenschaft, 1931.

E. Schmidt: Math. Annalen, t. 70, 1911.

En estrecha relacién con esta parte de la teoria se encuentra el estudio de la
transformacién de Laplace

f(z):f e~ * g (2)dz

sobre la cual existe un abundante literatura que puede verse en la obra de
Doetsch: Theorie und Awwendung der Laplacesche Transformationen (Berlin, 1937).
El caso de la integral de Laplace-Stieltjes ha sido profusamente estudiado em
varias memorias por Wilder (Transactions of the Ann. Math. Society, 1929, 1931,
1933). En su obra consigue Doetsch una fundamentacién rigurosa del calculo
operacional de Heaviside, tan importante en la técnica.
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Ocurre también que el anico valor propio admisible que
posee es el de n=0, 0 sea el de :—;— al cual corresponde
como funcién propia la '

) () =A+Byx

cualesquiera que sean A y B.

La imagen de uno y otro caso no puede ser, pues, mas di-
ferente, en contra de lo que a primera vista hubiérase podido
creer de la analogia que presentan en la forma y de la mul-
titud de consideraciones preliminares comunes que se hacen
en ambos casos. o ,

Veamos, finalmente, un ejemplo muy sencillo del campo
de las funciones analiticas.

Supongamos que la funcién f (2) sea analitica, regular
en un dominio G. En virtud de la férmula de Cauchy es

27t [ flg)dz
1 zg2—C

@@=

para todo punto & interior a su contorno I.. Pero si% es un
punto de L en el cual suponemos que existe tangente a este
contorno, entonces es . ’

1 f(2)d=

271 22—

1
—;f (% =

tomando para la integral el valor principal de ‘Cauchy.

Y, ciertamente, esta Gltima igualdad es una ecuacion inte-

gral singular cuyo nucleo es z_l_ g yen ella corresponden

. . 1 . £, ’
al valor propio ——; todas las funciones analiticas del do-

minio G.’
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Y voy a terminar, sefiores Académicos, porque ya he mo-
lestado bastante vuestra atencion, pero antes quiero expresar
la inmensa gratitud que os debo por haberme dispensado el
alto honor de acogerme en vuestra docta Corporacion, a pesar
de mis escasos méritos. Sobre todo, al Excmo. Sr. D. Alfonso
Pena Boeuf, quien en enero de 1938 me propuso para la
vacante de que hoy tomo posesion, y al Excmo. Sr. D. José
M.* Torroja Miret, a cuyo impulso, actividad, inteligencia y
celo tanto debe nuestra Academia. Y quisiera también en esta
ocasion, tan significativa para mi vida, que no faltase mi ho-
menaje, mi recuerdo carifioso para aquel compafiero vuestro,
que fué el mejor de mis maestros, D. José M.* Plans y Freyre.
Si €l viviese, sonreiria paternalmente ante mi turbacién en
este instante en que se inicia, con la mejor voluntad por parte -
mia, la mas ferviente colaboracidh con vosotros en la obra
del resurgimiento espiritual de nuestra Patria.

HEe picuo.



DISCURSO DE CONTESTACION

DE

D. JOSE MARIA TORROJA Y MIRET



SERORES ACADEMICOS; SENORAS Y SENORES:

NA vez mas recibo del Presidente de la Real Academia
- de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales el encargo,
siempre honroso, de llevar la voz de la misma en un acto so-
lemne de recepcién. Y lo es hoy para mi de modo muy especial,
por permitirme enlazar la memoria de D. Leonardo Torres
Quevedo, mi maestro durante mas de un cuarto de siglo, con
lIa de D. Francisco Navarro Borrds, que viene a sustituirle y
que fué, por una parte, discipulo de mi hermano Antonio en
la Facultad de Ciencias de la Universidad de Barcelona, vy,
por otra, profesor en la de Madrid de dos de mis hijos, uno de
los cuales vol6, hace tres afios, a montar la guardia junto a su
lucero, por Dios y por Espafa.

* % *

Amablemente, y suponiendo que podria yo desempefiarla
con mayor facilidad, me ha cedido el recipiendario la misidn,
a la vez penosa y grata, de recordar ante vosotros la vida y
los trabajos del que en la tltima recepcién de la Academia
era atin su Presidente de honor, muchos afios antes su Presi-
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dente efectivo y durante treinta y cinco, uno de sus miembros
mas ilustres. .

Plegue a Dios que yo pueda corresponder a estas dos con-
fianzas, de la Presidencia de la Corporacion y del nuevo aca-
démico, sin menoscabo de lo que la justicia y la amistad exige
de mi al hablar hoy de las dos figuras que han de constituir el
objeto, pasivo el uno y el otro activo, de la presentessesion.

Naci6 Torres Quevedo en Santa Cruz de Igufia (Santan-
der) el dia 28 de diciembre de 1852, siendo hijo del distin-
guido Ingeniero de Caminos D. Luis Torres Vildosola. A esta
circunstancia se debi6 el que siguiera la misma carrera, perc
solo por corto tiempo hubo de prestar servicio en las Obras
Publicas, porque desde su juventud sintié decidida vocacion
por la Mecanica Aplicada, por cuya senda habia de alcanzar
renombre universal y en la que laboré casi simultineamente
en tres distintas direcciones, igualmente afortunadas: La Me-
canica propiamente dicha, ideando y construyendo el trans-
bordador funicular, el telekino y el dirigible semi-rigido; las
maquinas de calcular, de las que las mds notables fueron la
mdquina de resolver ecuaciones y el aritmdometro electro-mecd-
nico, y el automatismo, con varios proyectos, de los que puede
‘considerarse representativo el ajedrecista.

La idea fundamental del transbordador, que, tras algu-
nos ensayos previos en Portolin (1880-1890), realiz6 prime-
ro entre el monte Ulia y la pefia del Aguila, en San Sebas-
tidn, con una luz de 280 metros, y mas tarde en Canada, sal-
vando un espacio de 550 sobre un recodo del rio, proxi-
mo a las grandiosas cataratas del Nidgara, no puede ser mas
sencilla. Se reduce a suspender el transbordador de varios
cables cuyas tensiones, gracias al contrapeso que cada uno
lleva en un extremo, son independientes del peso de aquél, no
pudiendo constituir peligro alguno la rotura de uno de ellos,
ya que los restantes no ven por ello aumentado su trabajo.
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En los primeros afios del presente siglo, las personas que
discurrian por las orillas del estanque grande de la Casa de
Campo, de Madrid, pudieron observar at6nitos como un pe-
quefio bote, sin tripulante alguno, avanzaba en una u otra
direccién, cambiaba de velocidad y se paraba, siguiendo do-
cilmente las 6rdenes que a su motor y a su timoén enviaba desde
Ia orilla un puesto de mando, que para ello utilizaba por vez
primera las ondas hertzianas. Este aparato fué presentado
por su autor a la Academia {e Ciencias de Paris, en sesion
de 3 de agosto de 1903, obteniendo un informe tan laudatorio
que constituy6 para él el espaldarazo de la fama, ese momento
en que los espanoles que le alcanzan ven trocada suibitamente la
indiferencia de sus compatriotas por la admiraciéon sin limi-
tes, que no es sino el reflejo de la que llega del otro lado de -
los Pirineos. Hay que hacer a nuestra Real Academia de
Ciencias la justicia de recordar que mds de tres aflos antes
de la indicada fecha habia reconocido el valer de nuestro 1lo-
rado compaiiero, eligiéndole numerario suyo, cargo de que
tomo solemne posesion, en acto analogo al de hoy, el 19 de
mayo de 19o1, leyendo un discurso sobre las mdquinas algé-
bricas, al que contesté.con otro, sustancioso y galano, como
suyo, el Secretario perpetuo D. Francisco de P. Arrillaga.

Un tercer problema técnico aborddé con éxito nuestro
ausente compaiero: el de los globos dirigibles, que hasta en-
tonces exigian necesariamente un armazoén rigido, cuyo peso
y fragilidad ofrecian por muchos motivos serios inconvenien-
tes. Torres Quevedo sustituyo las vigas metalicas rigidas de
los antiguos tipos por tres cables longitudinales que, conve-
nientemente triangulados, lograban la rigidez de la envolvente
del dirigible por la presion del gas que contiene, creando asi
el tipo Astra-Torres, del que los ejércitos inglés y francés uti-
lizaron con éxito cierto nimero durante la guerra europea.

Pero quiza donde el talento, a la vez especulativo y prdc-
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tico de Torres Quevedo alcanzo mayores vuelos fué en el es-
tudio de maquinas algébricas. ‘

Nuestro ilustre compafiero se propuso hallar una solu-
cién tedrica general y practica del problema de la construc-
cion de las relaciones algébricas y trascendentes. Y logro,
tras algunos afios de tanteos que poco a poco le iban acercan-
do a su meta, construir, como primera etapa, una maquina que
resolvia las ecuaciones algébricas de cualquier grado, aun-
que para no aumentar indefinidamente el peso y el coste del
aparato la limit6 al décimo en el modelo que hubo de construir
en su laboratorio.

El elemento fundamental de este aparato, invento de nues-
‘tro ilustre compafiero, es el husillo sin fin, destinado a sumar
la construcciéon de un monomio con la de otro, ejecutando
automaticamente el calculo de logaritmos aditivos de Gauss,
y realizando la férmula Y = log (10° 4+ 1).

*Veinte afios hace, construyé un aparato cuyo elemento vi-
sible era una maquina de escribir provista de los ntime-
ros 0 a 9, y los signos de igualdad y de las cuatro operaciones
fundamentales de la Aritmética. Bastaba escribir la opera-
cion deseada y tras ella el signo de igualdad, para que el apa-
rato, tras unos minutos de. misterioso trabéjo, durante los
cuales se oia la ruidosa labor de su metalico cerebro, escri-
biera par si solo el resultado. Los avances y retrocesos de las
ruedas metalicas y el vaivén de las palancas, que cerraban y
abrian los c1rcu1tos eléctricos, bastaban para realizar el mi-
lagro.

Un poco mas y Torres construye un aparato que, movido
por la energia eléctrica, piensa lo suficiente para usar sus di-
ferentes miembros, que actian segun las sensaciones que les
hacian llegar otros 6rganos mediante los cuales podia tener
una relacién con el exterior. Tal fué el ajedrecista automa-
tico, que hace ya un cuarto de siglo vencia inexorablemente
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a los mejores jugadores, que intentaban defender su rey ne-
gro con los movimientos que su voluntad les daba y que aca-
baban por perderle ante el mate dado por el rey y la torre
blancos de su magico contrincante.

En campo muy alejado del que habitualmente cultivaba,
tuvo Torres Quevedo una iniciativa feliz, a cuya realizacion
cooperd con entusiasmo durante muchos afios: me refiero a
la idea de la Union Internacional Hispano-Americana de Bi-
bliografia y Tecnologia Cientificas, cuya primera idea lanzo
en el Congreso Cientifico Internacional de Buenos Aires
de 1910, al que acudié como representante de Espafia, acom-
panando a S. A. R. la Infanta Dona Isabel (q. e. p. d.).

Acogida la idea con entusiasmo por el Congreso,.las inevi-
tables rémoras de algunos 6rganos de la Administracion hi-
cieron qué la mocidn por éste presentada al Gobierno espa-
fiol a su regreso de América dormitara, en un lento rodar
.de uno a otro departamento y de una mesa a la.adyacente,
hasta que la necesidad de elegir un tema para su discurso de
ingreso en la Real Academia -Espafiola le sugiriera la idea
de resucitarla en buena hora.

. Bajo el patrocinio de esta Corporacion, la Junta pudo
constituirse y comenzar su primera obra: el Diccionario Tec-
nolégico Hispano-Americano, del que llegd a publicarse el

primer volumen.

Afios después, la desaparicion de algunos de los colabo-
radores mas destacados y la edad avanzada y delicado estado
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de salud de otros, hicieron que la Junta Hispano-Americana
' de Bibliografia y Tecnologia Cientificas fuera poco a. poco
disminuyendo la intensidad de su labor.

Llegé un momento, alld por el afio 1934, en que sus mas
destacados super\}ivieﬁtes, D. Leonardo Torres Quevedo,
el Marqués de Magaz y D. Ricardo Spottorno, convencidos
del escasisimo rendimiento que su labor personal habia de
producir en la continuacién de este trabajo, decidieron poner
la obra en manos del Ministerio de Instruccion Publica, para
que éste proveyera a la continuacion de la labor comenzada,
sugiriendo ellos mismos la idea de que fuera confiada a la
Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales.

Asi se hizo por el Gobierno algunos meses después por un
Decreto, fecha 27 de abril-de 1935.

" Nuestra Corporacion aceptd el honroso encargo que se le:
confiaba, mediante las siguientes condiciones, que el Gobierno
hubo de aceptar:

1.* Constituiran, provisionalmente, la nueva Comision
los siguientes elementos:

A) Los que, habiendo formado la antigua Junta, desea-
ran seguir perteneciendo a ella.

B) Los Académicos numerarios de las seis Reales Aca-
demias y de las corresponsales de éstas en América que de-
searan colaborar en la obra del Diccionario Tecnolégico; y

C) Todas aquellas personas que, con caracter de cola-
boradores, fueran designadas por los dos grupos anterior-
mente citados.

2.* Seran Presidente y Secretario de la Junta: el Presi-
dente y Secretario general, respectivamente, de la Real Aca-
demia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, designin-
dose de entre los numerarios de ésta un Vicepresidente v un
Vicesecretario.

3.* La Junta asi constituida determinara el plan cientifi-
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co y técnico con arreglo al cual habra de seguirse la redac-
cion del Diccionario, asi como cualquier otra actividad rela-
cionada con éste que la Junta hubiera de desarrollar, teniendo
en cuenta las posibilidades econémicas que a su disposicién
pusieran los Gobiernos de Espafia y de las Reptiblicas hispano-
americanas.

La inestabilidad politica de los tltimos tiempos de la Re-
publica hicieron que la nueva etapa no pudiera comenzar.de
modo eficaz.

Esperemos que la nueva Espafia preste al asunto el inte-
rés que merece, tanto desde los puntos de vista cientifico, téc-
nico y literario como del de la aproximacién de nuestros
hombres de Ciencia a sus hermanos de Ultramar en obra que
tanto a unos como a otros interesa.

Ningtn homenaje mejor podriamos rendir a la memoria
de Torres Quevedo que continuar su obra inacabada.

~

En rapido desfde han pasado ante vuestra vista los prin-
cipales trabajos del que fué Presidente de Honor de esta Aca-
demia, numerario de la Espafiola, Inspector honorario del
Cuerpo de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos; Direc-
tor, durante un cuarto de siglo, del que primero se llamé Cen-
tro de Ensayos de Aeronautica y luego Laboratorio de Me-
canica Aplicada; miembro asociado de la Academia de Cien-
cias de Paris, Gran Cruz de Carlos III y de la Orden Civil de
Alfonso XII, Comendador de la Legion de Honor de Fran-
cia, etc. ) .

Y antes de todo esto, y sobre todo ello, un espaiiol bueno
y sabio, cuya valia llevaba mas alla de sus fronteras el nom-
bre de su patria. Rehuyo cargos politicos, que otros apetecen,
y en ningan caso hizo sentir sobre los demas su indiscutible
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superioridad. En las reuniones hacia mas uso del oido que
de los labios. Amante de su familia, en la que dej6 herederos
de su talento, en medio de ella se extinguié dulcemente su
vida, en un ambiente callejero de odios y de crimenes marxis-
tas, el. dia 18 de diciembre de 1936.

Descanse en paz. '

* k% .

Al anciano venerable cuya vida se desliz6 dedicada a la
resolucion de arduos problemas cientificos, que a si mismo se
negaba la categoria de sabio, llamandose modestamente en
- una ocasién “guerrillero de la-Ciencia”, sucede hoy en esta
Real Academia un hombre joven, que lleva varios afios dedi-
cado a la ensefianza universitaria, simultaneando con ella el
ejercicio de la profesign de Arquitecto.

Nacido en Reus, en 1903, el profesor D. Francisco de Asis
Navarro Borras obtuvo en esta ciudad el grado de Bachiller,
con calificacion de sobresaliente y premio extraordinario.
En 1924 se licencié en Ciencias Quimicas en la Universidad
de Zaragoza, v dos afios mas tarde en la Seccion de Exactas,
en la de Barcelona, obteniendo ambos titulos con idéntito ga-
lardon. A ' ‘

En 1929 alcanzaba en la Universidad de Madrid el titulo
de Doctor en Ciencias Exactas, también con premio extraordi-
nario, y en 1931 obtuvo el de Arquitecto en la Escuela Supe-
rior de San Fernando, de Madrid. .

Después de haber desempefiado brillantemente una auxi-
-liaria de Geometria analitica y de Ecuaciones diferenciales en
la Facultad de Ciencias de la Universidad barcelonesa, gana en

1930, por oposicion, la catedra de Mecanica Racional con no-
ciones de Mecanica Celeste, de la de Madrid.

Ademas de esta disciplina, ha explicado desde entonces



en el mismo centro docente los dos cursos de Matematicas
para quimicos, la Ampliacién de Matematicas para farmacéu-
ticos, y en 1934, a la muerte de nuestro sabio compafiero
D. José M.* Plans, la de Mecanica Celeste del Doctorado.

Simultaneando con esta labor docente, Navarro Borras
efectud, en los afios de 1931 y 32, estudios sobre diversos
puntos de las Matemdticas en la Universidad de Barcelona
y en la Escuela Politécnica Superior de Charlottemburgo, ver-
tiendo parte de ellos en el curso sobre Ecuaciones Integrales
y especialmente sobre la teoria de Hilbert-Schmidt, que expli-
c6 en la Universidad de Madrid. o

En 1933 obtiene, por concurso, una catedra de la Escuela
Superior de Aerotecnia, de Madrid (Cuatro Vientos), donde
varios cursos tuvo a su cargo, ademds de la asignatura de
Mecanica Racional, conferencias sobre Mecanica de los Flai-
dos, Mecanica Eldstica y Teorfa del Potencial.

En octubre del mismo afio, y a propuesta undnime del
Claustro de la Escuela Superior de Arquitectura, de Madrid,
fué nombrado profesor agregado de la misma, habiendo esta-
do encargado de las asignaturas de Mecanica General, Calcu-
lo Integral y Topografia con nociones de Geodesia.

Pertenece a varias corporaciones cientificas, espafiolas y
extranjeras, y colabora en prestigiosas revistas cientificas de
ambos grupos, entre ellas el Jahrbuch ueber die Fortschritte
der Matematik, en la que tiene a su cargo las recensiones de
los trabajos de investigacién matematica publicados en len-
gua espafiola. '

Ha publicado buen niimero de trabajos de investigacion
y didacticos, de los que al final de estas paginas pueden verse
los titulos. ‘ '

Habréis visto que la obra del profesor Navarro Borras es
considerable, en cantidad y calidad, y aun le quedan espacio
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y energia para realizar proyectos y obras de arquitectura, en-
tre otros, los del Servicio Nacional de Prisiones.

* ¥ %

Como ha dicho el nuevo Académico, entre la multitud de
trabajos monograficos que definen un progreso notable en los
métodos matematicos de estos tiempos, se perfila con vigo-
roso trazo la trayectoria marcada por la teoria de las ecua-
ciones integrales, que alcanza en esta tltima década un exube-
rante desarrollo.-

Aun cuando Henrik Niels Abel y otros matematicos ocho-

" centistas habrian ya operado con expresiones que eran propia-
mente ecuaciones integrales, esta denominaciéon no aparece
hasta 1887, en un trabajo del profesor de la Universidad de
Berlin, Paul Du Bois Reymond (1), en el cual, con vision
aquilina, su autor encarece la importancia de la teoria de
estas ecuaciones, que aun esta por hacer, con las siguientes
palabras:

“Me he encontrado las ecuaciones integrales con tanta fre-
cuencia, desde 1852, en la teoria de las ecuaciones entre deri-
vadas parciales, que estoy convencido de que los progresos
de esta teoria estan ligados al manejo de las ecuaciones inte-
grales, sobre las cuales nada conocemos.”

'Y, efectivamente, el profesor Fredholm, de la Universi-
dad de Estocolmo, inspirado algunos afios mis tarde en un
trabajo de Poincaré sobre el laboriosisimo método de Neu-
mann-Schwarz para la resolucion del problema de Dirichlet,
hace un elegante empleo de una ecuacion integral, que en lo

otz Rz
0w Ty

ongewandte Mathematik, t. 103).

(1) “Bemerkungen ueber A .= o. (Journal fir die reine und
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sucesivo llevara su nombre, para la soluciéon de dicho pro-
blema (2) ; procedimiento que él mismo generaliza en 1903 (3)
¥ que, mas tarde, Plemelj emplea con éxito para la resolucion
de otros dos problemas de contorno de la teoria del potencial
(problema de Neumann y problema mixto).

A partir de este momento puede decirse que nace con el
siglo la teoria de las ecuaciones integrales, ya que sigue a
los trabajos de Fredholm una verdadera pléyade de mono-
grafias, debidas principalmente, ademds de aquel autor y de
Neumann, a los matemadticos italianos Volterra, Arzela,

" Levi-Civita y otros, la cual culmina principalmente en dos mé-
todos de resolucion: el método de iteracion, llamado indistin-
tamente de Volterra y de Neumann, y el método de los deter-
minantes infinitos de Fredholm.

Pero lo que realmente marca un importante jaloh en esta
teoria son los trabajos que Hilbert publico en el transcurso
de los afios que van de 1904 a 1910 (4) y en cierto modo los
de la misma época debidos a Erhardt Schmidt, actual profe-
sor de la Universidad de Berlin, que hicieron posible el ma-
nejo sistematico de las ecuaciones integrales lineales, con la
misma sencillez que se opera con las ecuaciones diferenciales
lineales.

David Hilbert, profesor de la famosa Universidad de Got-
tinga, en su primer trabajo, revisa los atrevidos pasos al
limite que se encuentran en los escritos de Fredholm, intro-
duce los valores y funciones propias, aplicandolos a la reso-
lucion de algunos problemas de contorno de la teoria de ecua-
ciones diferenciales y, haciendo empleo de transformaciones

(2) “Sur upe nouvelle méthode pour la résolution du probléme de Dirichlet®
(Ofverzigt af Kongl. vet. Akd. Forh. Stokholm, 1900).

(3) “Sur une classe d’equations fonctionnelles” (Acta Math, t. 27).

(4) “Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen®
(Gottingen Nachrichten, 1904 y sucesivos).
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octogonales, funda su ya clasica teoria, que en seguida es
generalizada por su-discipulo Erhardt Schmidt (5), y es obje-
to de ampliaciones y notables estudios por parte de matema-
ticos  tan eminentes como Piccard, Kneser Bocher Dicson,
Hilb, Fréchet, etc.

El punto de partida de los notables trabajos de Lichtens-
tein (6), Sommerfeld (7) y Weyl (8) sobre problemas de con-
torno de la Fisica Matematica, es la segunda de las mencio-
nadas monografias de Hilbert, en la que se somete por pri-
mera vez, haciendo uso de la funciéon de Green correspon-
diente al.del laplaciano de la incognita, los problemas de con-
torno de la ecuacion lineal entre derivadas de segundo orden
de tipo eliptico. '

En el tercer trabajo se ocupa Hilbert de algunos proble-
mas de contorno de la teoria de funciones. _

Un nuevq punto de vista ofrece Hilbert en sus cuarta y
quinta monografias al relacionar las ecuaciones integrales con
las teorias de las ecuaciones lineales con infinitas variables y
con las de infinitas formas cuadraticas, y con él estan vincu-
ladas multitud de publicaciones importantes de Helge von
Koch, Perron, Remark, entre otros, y especialmente la de
Hellinger y Toplitz, que en su articulo de la Enciclopedia
Teubner han conseguido la dificil tarea de reunir en una sin-
tesis feliz todos los resultados. i

La transformacion de ecuaciones diferenciales en integra-
les, y viceversa, asi como la aplicacion de éstas a: determina-

(5) “Zur Theorie der linearen und mchtlmearen Integralglexchungen (Math.
Annalen, t. 63, 64 y 65).

(6) “Zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter
ordnung des elliptischen Typus” (Muath. Annalen, t. 67 y otros posteriores).

(7) Jahresbericht der deutschen Math.-Vereinigung, 1013

(8) “Das .asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte linearen partieller
Differential-gleichungen” (Math. Annalen, t. 71 y otros). ‘



— 49 —

dos problemas geométricos de gran interés en lg, Fisica, cons- -
tituyen el objeto del dltimo trabajo de esta notable serie.

A partir de Hilbert, puede decirse que la teoria lineal ha
alcanzado su edad de oro. Lauricella, Pincherle, Piccard, en-
tre otros muchos, y particularmente el profesor rumano La-
lesco, enriquecen el cuerpo de doctrina con valiosisimas apor-
taciones. :

El senador Vito Volterra, creador (ademds del tipo de
ecuaciones que llevan su nombre y que son en cierto modo
un caso particular de las de Fredholm) de las ecuaciones que
él llamo6 integro-diferenciales (g), es invitado a dar unos cur-
sos sobre la materia en Barcelona y Madrid, algunos afios des-
pués de.la terminacion de la guerra europea, y estas confe-
rencias son recogidas por el joven y ya famoso matematico
y distinguido profesor italiano Luiggi Fantapié, y traduci-
das al castellano por nuestro compafiero, fallecido hace pocos,
afios, D. Luis Octavio de Toledo, con el titulo de Lecciones
sobre algunas funcionales analiticas, que constituyen un inte-
resantisimo panorama del andlisis funcional.

Aunque Erhardt Schmidt ya traté en 1908 de generalizar
algunos resultados de Hilbert a las ecuaciones integrales no
lineales, puede decirse que la creacién de la teoria no lineal
data de la altima década transcurrida, y entre sus principales
investigadores figura el eminente profesor de la Universidad
de Kiel, correspondiente de nuestra Academia, Adolf .Ham-
merstein. Sus principales trabajos sobre la teoria de ecuacio-
nes no lineales son: Nichtlineare Integralgleichungen wund
direckte Methoden der Variationsrechnung (10), asi como
otros posteriores publicados, respectivamente, en Acta Math.,

(9) “Sur les equations integro-differentielles et leurs applications” (Acta
Math., 1012). )
(10) Sitzungsbericht der Berliner Math. Gesellschaft, 1927.
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1931 v Jahresbericht der deutsche Mathematikervereini-
gung, 1929.

- El profesor Navarro Borris, discipulo que ha sido de Ham-
merstein y de Georg Hamel (profesor de la Thechnische Hoch-
chule de Charlottenburgo), es uno de los mas distinguidos cul-
tivadores de esta rama de la Matematica en nuestra Patria.
En el curso de 1932-33 di6 en Madrid, con mucho éxito, una
serie de conferencias de iniciacion sobre la teoria de Hilbert-
Schmidt, a las que asistieron, entre otros que no recordamos,
los profesores Plans, Terradas, Fernando Pefia, Mataix, Puig-
Adam, Calvo, San Juan y otros muchos distinguidos mate-
maticos. ' _

En el reciente Congreso de Santander, de la Asociacién
Espafiola para el Progreso de las Ciencias (1938), cuya Sec-
cibn de Matematicas presidi6, hubo de presentar también un
trabajo de aplicacion de la teoria de ecuaciones integrales no
lineales, titulado: Empleo de las ecuaciones integrales no li-
neales e integro-diferenciales en la resolucién de algunos pro-
blemas de contorno de la Fisica Matemdtica, que se halla en
prensa.

Y, finalmente, el tema de su discurso de hoy es una nueva
‘aportacion de nuestro compafiero, que viene a incorporarse
a la ya muy numerosa literatura de este capitulo del Analisis

Funcional.
HEe picro.



