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ABSTRACCION Y REALIDAD

PrREAMBULO
Excmos. SrEs., Sras. v Sres. :

Altisimo honor significé para mi el acuerdo de la Academia,
adoptado a propuesta de la Secciéon de Ciencias Exactas, en el
que se me designaba para pronunciar el discurso inaugural del
Afio Académico 1957 a 58 ; pero este honor tuvo su contraparti-
da en las muchas perplejidades que se me originaron al pensar en
la eleccion del tema y en la lineas generales de su desarrollo.
Porque tal eleccién planteaba, a mi ver, un verdadero dilema. En
efecto, puede el Profesor en su cdtedra entrar en todas las dificul-
tades que cada capitulo de su disciplina implique, ya que sus oyen-
tes estan obligados a seguirle o a renunciar a sus propositos. Pero
el publico que asiste a estos actos académicos, aunque cultisimo,
no esta obligado a conocer todos los recovecos de cada materia
cientifica, especialmente si se trata de las Ciencias Exactas, por
lo que es evidente la conveniencia de un tema que pueda resultar
aceptable, o tolerable al menos, para el mayor nimero de perso-
nas. Pero en cambio el respeto a la Academia, y esta es la otra
premisa del dilema, obliga a tratar de algo que ofrezca interés
cientifico.

Prolongadas mis perplejidades y ante el temor de que su insis-
tencia viniese a secarme el cerebro como a Alonso Quijano El
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Bueno, me decidi a seguir la linea de minima resistencia, embo-
rronando cuartillas con las reflexiones que se me ocurrieron, imi-
tando un poco, aunque sin su gracejo, a Lope de Vega cuando

dijo :

Un soneto me manda hacer Violante
Que en mi vida me he visto en tal aprieto.
Catoce versos dicen que es soneto

Burla burlando van los tres delante

con lo cual tenia la ventaja de que cuando me pareciese tener es-
critas mimero suficiente de cuartillas, me bastaba terminar con

algo como el terceto final de la misma compeosicion :

Ya estoy en el segundo y aun sospecho
Que estoy los trece versos acabando
Contad sin son catorce y esta hecho.

MATEMATICA PURA Y APLICADA

Cultiva la Secciéon de Ciencias Exactas de esta Academia dos
grandes ramas de la Matematica : la pura v la aplicada. Grosso
modo, todos sabemos lo que una y otra son : mientras la pura se
recrea en si misma como el Narciso mitolégico, la aplicada persi-
gue la resolucién de problemas de la Fisica o de otra disciplina
atenta a la realidad, ajenos, por tanto, a la propia Matematica.
Asi, pues, lo que caracteriza a la Matematica aplicada, es que
hay una correspondencia entre los entes considerados en el calculo
y la configuracién o relaciones que se les atribuyen, y ciertos en-
tes reales y su relativa configuracién o relacién. Por cierto, esta
correspondencia aparece casi siempre a primera vista como muy
grosera. Asi, en Mecanica Celeste a un ente real tan complejo

6



como un planeta con cuanto encierra de conocido y desconocido,
le hacemos corresponder un punto material, caracterizado por un
nimero, la masa, y por dos vectores variables con el tiempo, la
velocidad y la aceleracién. A pesar de ello, los resultados son tti-
les, a causa de la pequefiez de las dimensiones de los planetas,
y atn del Sol, en relacién con las distancias que los separan. Algo
analogo ocurre siempre en las aplicaciones en los demas casos.

A pesar de que la diferencia entre un calculo matematico puro
v otro aplicado estriba en que en este segundo existe una corres-
pondencia con una realidad transcendente, y de que en verdad pu-
diera ocurrir que a una estructura abstracta libremente construida
por la mente humana viniese algtin dia a encontrarsele una corres-
pondencia con una realidad, de lo que ciertamente hay muchos
ejemplos en la historia de la ciencia, constituiria una ligereza de-
ducir que, en si misma, nada distingue a la Matematica pura de la
aplicada. Pues por de pronto, existe entre una y otra una diferen-
cia comparable a la manera de los artistas o al estilo de los litera-
tos. En efecto, el matemdtico puro se preocupa ante todo del ri-
gor, de la belleza intelectual y de la generalidad de sus teoremas,
mientras en las aplicaciones preocupa primordialmente la resolu-
cién de problemas reales.

ErL RiGOrR DE LA MATEMATICA PURA Y APLICADA

Este aspecto del rigor es singularmente interesante : sin el
mas extremado, los matemdticos puros no construyen nada esta-
ble ; en cambio, los fisico-matematicos, como se apoyan en pos-
tulados extraidos de la observacién y como llegan a consecuencias
que, en parte al menos, se comprueban experimentalmente, pue-
den aligerar su labor sin tantas preocupaciones ; el laboratorio
redime a veces los pecados del ge6metra. Gauss, por ejemplo, de-
dujo la curva de campana para la ley de los errores accidentales

7



mediante un calculo, admirable como técnica matematica, pero
cuyos razonamientos han sido muy criticados ; Bertrand le acusé
de haber confundido el valor mas probable con el valor probable ;
Poincaré, mas modernamente, insistia en que lo unico que sabe-
mos de la media es que su valor es cada vez mas probable a me-
dida que aumenta el nimero de mediciones, propiedad, cosa cu-
riosa, indicada ya por el propio Gauss ; pero antes de todo esto,
Bessel comparé con gran paciencia los errores cometidos por mi-
les de observadores en la medicién de coordenadas celestes con
las consecuencias de la ley de Gauss ; el acuerdo fué completo.
Desde entonces muchos observadores se han apoyado con toda
confianza y excelentes resultados en la curva de campana.

Podran discutirse los razonamientos y los calculos que lleva-
ron a Einstein a establecer su célebre formula

E=mc?

entre la energia aparecida E y la masa perdida m ; pero ahi estan
la bomba atémica y los reactores nucleares para acreditar la ve-
racidad.

Cuenta Stendhal que Rossini, el gran compositor, se reia
algunas veces con sus amigos de las letras que le llevaban sus
poetas y con su gran vis comica,- sefialaba los ripios y las vulga-
ridades de los versos ; pero, con orgullo que su fama justificaba,
afiadia : «Cuando yo le ponga a esto musica, lloraran de emocién
al oirlo todas las mujeres del mundo.»

Las Matematicas pura y aplicada se pueden comparar también
respectivamente con una obra maestra de la literatura y con la le-
tra de una revista ; en ésta, la escenografia, la luminotecnia y los
vestidos salvan la mediocridad de la letra.

Por el mentado apoyo de la experiencia, a las teorias de la
Fisica Matematica les pasa como a Anteo, que cuando vencidas
por la critica de un momento tocan en tierra, resurgen con nuevos
brios y dan a la Ciencia dias de mayor esplendor.
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EL DESDEN DE LOS MATEMATICOS PUROS POR LAS APLICACIONES

Tal vez la apuntada diferencia de rigor, sea la causa de cierto
aristocratico desdén que muchos matematicos puros sienten por
las aplicaciones. Quiza este desdén se haya agravado en los ulti-
mos afios porque el frondoso desarrollo de la Ciencia ha impuesto
una especializaciéon que antes no existia de manera tan acusada.
Pero de todos modos, tal desdén es muy antiguo y algunas anéc-
dotas o hechos pueden comprobarlo.

Se cuenta (¥*) que cierto dia se presenté a Euclides un joven
diciéndole que habia pensado en estudiar Geometria, pero que
antes queria saber qué provecho sacaria de tal estudio. Euclides, a
quien la tradicion atribuye un caracter bondadoso y paciente, aque-
lla vez se mostrd duro ; volviéndose hacia un esclavo, servidor de
la Academia que por alli andaba, le dijo : «Da a este hombre las
monedas que tengamos, puesto que lo que quiere es sacar prove-
cho de la Geometria.»

Saltemos muchos siglos en la Historia para registrar otro he-
cho parecido. Sus amigos y protectores habian recomendado a
Abel, el prodigioso y malogrado matemadtico noruego, que hiciese
un viaje a Francia y Alemania para ponerse en contacto con los
grandes matematicos de la época, y para ello le consiguieron una
modesta bolsa de viaje. Por desdicha, estos contactos fracasaron ;
Gauss, a quien Abel envié como tarjeta de visita su trabajo So-
bre la imposibilidad de resolver la ecuacién de 5.° grado, inter-
preté mal el titulo, demasiado conciso, y exclamé : «He aqui otro
horror de esos principiantes.» Realmente, Abel debia haber dicho
«Sobre la imposibilidad de resolver mediante radicales la ecuacién

(*) Parricio PENALVER: Discurso de apertura de curso en la Universidad de Sevi
llg. Sevilla, 1930.



genérica de 5.° grado» ; pero la impresién, hecha a su costa, salia
cara y tuvo que ahorrar palabras.

‘Tampoco su visita a Cauchy produjo resultado ; el aristocra-
tico barén no entendié bien lo que queria aquel joven no muy
bien vestido y que se expresaba en un francés incorrecto (aunque
tenemos cartas que nos prueban que, por escrito, Abel se expre-
saba muy fliidamente en el idioma galo). Comentando con sus
amigos este fracaso de su visita a Cauchy, ya de vuelta a su pals,
Abel decia : «Y, sin embargo, Cauchy es el tnico gran matema-
tico puro que tienen los franceses; los demas son mecanicis-
tasn (¥¥).

Pero tal desdén de los matematicos puros por las aplicaciones
impuras de las Matematicas, tenemos que cubrirlas los «impuros»
por una verdadera cortina de humo. Pues si Gobiernos y mecenas
se enteraran de que los matematicos puros alardean de que sus
teorias no sirven para nada, todavia disminuiria la escasa atencién
econoémica que a los estudios matematicos se concede.

Y es que ademas no estamos conformes con ello. De la mate-
matica pura, es decir, de las especulaciones mis abstractas, se
nutren las matematicas aplicadas y en éstas se apoya la fisica, de
la cual a su vez saca su jugo la Ingenieria, mejor dicho, el conjunto
de actividades econdmicas que producen el desarrollo y el bienestar
de un pais. Consideramos como columna vertebral de la ciencia
y del progreso de las actividades econdmicas, la tetralogia, mate-
mdtica pura, matematica aplicada, fisica, aplicaciones econdmicas.
Cuando la cadena que constituye los cuatro términos citados se
rompe, el progreso se interrumpe o el pais se hace feudatario de
otros, tomando su desarrollo aspectos coloniales. Precisamente lo
que yo echo de menos en Espafia en el sentido del vulgo, es la
falta de aprecio, o mds ain, la falta de conocimiento, de aquella
concatenacién. Asi la Prensa, que procura seguir siempre los de-

(**) N. H. Aper: Sa vie et son oewvre, par Ch. L.ucas de Pesloiian. Paris, 1906.
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seos del publico, habla muchisimo de las aplicaciones y de los in-
ventos, siquiera a veces su valor cientifico sea escaso, pero apenas
se interesa por los aspectos cientificos puros. Sin tener en cuenta
que no pueden existir aplicaciones vigorosas cuando no estdn res-
paldadas por una ciencia pura, espléndida también en sus acti-
vidades.

LA ARBITRARIEDAD DE LAS DEFINICIONES Y DE LOS AXIOMAS

Con el tema de las relaciones entre la matemdtica pura y la
aplicada, tiene estrecho contacto la evolucidn que en los Gltimos
cien afios ha tenido, en su aspecto de aplicacién efectiva, el prin-
cipio de la arbitrariedad en las definiciones de los entes mate-
maticos.

Digo en su aplicacién efectiva, porque claro estd que en su
aspecto teorico siempre se ha considerado como valedero tal prin-
cipio, sustancial con el razonamiento deductivo, en este sentido,
que el rigor de un teorema sélo puede examinarse atendiendo a
la cadena de razonamientos que ligan la hipétesis con la tesis,
salvo la comprobacién de que no haya contradiccién en los elemen-
tos implicados en la hipétesis ; pero lo cierto es que hasta una
época relativamente moderna solo definian los matematicos puros,
entes que ya venian siendo considerados tradicionalmente y que
habian nacido por abstraccién y simplificacion de alguna realidad.
Parodiando una frase célebre, podemos decir que el principio de
arbitrariedad de las definiciones, se acataba, pero no se cumplia.
Conviene tener presente ademas que al hablar de las definiciones
de los entes, tenemos que incluir en ellas los axiomas que respecto
a aquéllos se admiten, ya que tales axiomas complementan las
definiciones y, a veces, son toda la definicion.

Pues bien, durante el siglo Xx1x, especialmente en su segunda
mitad y durante lo que va transcurrido del xx, se realiza la evolu-
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ctén, en virtud de la cual vienen a intervenir en la Matematica
entes arbitrariamente definidos, y, por otra parte, los axiomas
varian fundamentalmente de concepto. Ya no son, como corres-
ponde a la etimologia de la palabra, verdades evidentes que no
necesitan demostracién, sino proposiciones que arbitrariamente
aceptamos para completar las definiciones de los entes a que se
refieren.

Para concretar en fechas esta evolucién dentro de lo lentas y
perezosas que siempre son estas actitudes de los circulos matema-
ticos, sirvanos de ejemplo el caso de la Geometria.

La correspondencia de Gauss con varios amigos, como Wach-
ter, Schumacher y Taurinus y algunos apuntes encontrados entre
sus papeles, no permiten dudar que desde 18183 estaba conven-
cido de la imposibilidad de demostrar el postulado de las paralelas
(el 5.° postulado de la enumeracién de Euclides) y que habia con-
cebido el proyecto de una exposicién de la Geometria no euclidia-
na. Mas como Taurinus especialmente le excitase a realizar este
propésito y a publicarlo, le escribid en 1824 rogandole guardase
secreto. De por entonces es su frase : «j Temo los alaridos de los
hieocios I»

Asi, pues, un hombre de la autoridad de Gauss, no se atrevia
a modificar la definicién del ente recta, cambiando uno solo de
los postulados admitidos por Euclides y cuyo abandono el propio
geémetra griego habia preparado por algunos matices de su texto
y por el lugar en que lo introduce en sus razonamientos. | Tal era
en 1824 la fuerza de la tradicién y el respeto a las definiciones
consagradas ! En menos de cincuenta afios va a producirse una
profunda transformacién. Entre 1826 y 1855 Lobatchewsky pu-
blica varias obras donde establece una Geometria que niega el
quinto postulado de Euclides y admite el sexto; en 1854 Rie-
mann, uno de los sucesores de Gauss en Gottinga, lee una Memo-
ria, afios después publicada, en la que establece otra Geometria
que admite el quinto postulado y niega el sexto ; de este modo,
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quedan consideradas las tres Geometrias posibles si se conservan
los cuatro primeros postulados de Euclides ; adviértase que el ter-
cero no se refiere a la recta, sino a la existencia de circunferencias
y que en todo esto me refiero a la transcripcién de P. Barbarin,
en La Geométrie non euclidienne, Scientia, Paris, 1907. Estos
trabajos y otros muchos que serfa prolijo citar, preparan el terreno
para que en 1872 pueda Klein formular su célebre Programa de
Erlangen. Klein va a definir asf la Geometria general :

«Dado un conjunto de cualquier nimero de dimensiones, y
un grupo de transformaciones entre sus elementos, llamamos Geo-
metria al estudio de las propiedades de aquel conjunto que quedan
invariantes para todas las transformaciones del citado grupon (1).

Todo depende, pues, del grupo de transformaciones que arbi-
trariamente se elija ; ya no hay axiomas consagrados ; se pueden
establecer asi, por ejemplo, las Geometrias métrica, afin, proyec-
tiva, birracional y de contacto.

Dadas la profundidad y la generalidad de la definicién de
Klein, podria creerse que va a quedar de modo perenne como
principio unificador de todas las geometrias posibles. Pero no es
asi, y las cosas van a cambiar por un reflujo de las matematicas
aplicadas sobre las puras. En efecto, en 1916, Einstein publica
su teoria general de la relatividad y en ella toma como principio
fundamental de partida una idea que ya Riemann habia’ lanzado
en la segunda parte de la Memoria antes citada.

Partiendo del teorema pitagérico de que en una Geometria
euclidiana tridimensional el cuadro del elemento de distancia es
la suma de los cuadrados de las diferenciales de las tres variables
cartesianas, Riemann generaliza esta relacién diciendo que en una
cierta Geometria el cuadrado del elemento lineal es igual a una
forma cuadratica respecto a las diferenciales de las coordenadas
cualesquiera que elijamos para estudiar los entes geométricos.

(1) J. Rey Pastor: La Matemdtica superior. Buenos Aires-Madrid, 1951.
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Segun los coeficientes que se acepten para esta forma, que, en
general, serdn funciones de las variables, resultan las diversas
Geometrias posibles ; tal forma cuadratica es el invariante fun-
damental. Riemann terminaba su Memoria con estas palabras que
al principio parecieron enigmdticas y que luego resultaron profé-
ticas : «Tal vez los coeficientes de la forma hayan de venir de la
Fisica.» La enorme repercusién que tuvo la teoria de la relativi-
dad hizo que la Memoria de Riemann fuese considerada de nuevo
por todos los matematicos.

Es claro que desde el punto de vista de la matematica pura
no es aceptable que los coeficientes de la forma fundamental hayan
de venir de la Fisica, sino que habrian de ser fijados arbitraria-
mente para constituir cada Geometria posible.

Pero la relatividad ofrece un cierto nimero de ejemplos de los
diversos tipos de Geometria que pueden salir de la idea fundamen-
tal de Riemann, algo asi como lo que nos ensefia un museo de
poliedros o de superficies ; por ejemplo, a gran distancia de toda
masa tenemos una Geometria euclidiana ; en las proximidades del
Sol, o de otra gran masa, la expresién del elemento de distancia
de Schwarzschild nos permite facilmente averiguar el género de
Geometria que se establece ; por ejemplo, la relacién de la circun-
ferencia al didmetro es menor que el valor que ordinariamente
designamos por = (1). Habra, pues, por continuidad, valores ra-
cionales de aquella relacién y en los lugares correspondientes la
cuadratura del circulo con regla y compas sera posible ; pero el
viaje para comprobarlo es peligroso.

En resumen, con el principio unificador de Riemann como con
el de Klein, la Geometria general se convierte en un conjunto de
Geometrias abstractas.

Lo mismo ocurre en toda la matematica pura; deviene ésta

(M) J. Haac: Le probléme de Schwarzschild, Mémorial des Sciences Mathémati-
ques. Paris, 1931.
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una coleccion de estructuras abstractas, algunas de las cuales tie-
nen correspondencia con ciertas realidades y pueden servir para
las matematicas aplicadas ; otras podrian tenerla algin dia. Y el
principio reductor de las estructuras, es el isomorfismo, que cuan-
do se presenta, reduce varias, aparentemente muy distintas, a una
sola efectiva.

Al isomorfismo en la matemdtica pura, corresponden en la
aplicada las «analogiasn, es decir, fendmenos en apariencia muy
dispares, pero que se rigen por las mismas ecuaciones. Seria in-
terminable, por ejemplo, la enumeracién de los fenémenos fisicos
gobernados por la ecuacién de Laplace o por sus generalizacio-
nes; y como unos son mas facilmente accesibles que otros a la
experiencia, resulta que aquéllos pueden servir para aclarar y me-
dir a los otros. Parece como si la Naturaleza hubiera repetido mu-
cho algunos moldes.

El isomorfismo y las analogfas demuestran cudnto yerran los
que, desde hace afios, vienen entonando en Espafia un monétono
treno, abogando por la especializacién extremada en la formacién
de los cientificos y de los técnicos de grado superior. Habria que
proclamar que unos y otros necesitan un 70 por 100 de formacién
general y s6lo un 30 por 100 de especializacion.

Pero todavia existe en la matemdtica aplicada un principio
especial al que no encuentro correspondencia en la pura: dos
teorias fisicas, que explican un mismo conjunto de hechos, son
equivalentes cuando las diferencias entre los nimeros a que con-
ducen son siempre menores que los errores de observacién.

Este principio de la equivalencia entre teorias estd intimamente
ligado con el progreso de la ciencia, pues mientras dos teorias
explican el mismo conjunto de hechos, no hay razén para preferir
una a otra que no sea la sencillez ; pero cuando aumenta el con-
junto explorado de hechos, entonces es preferible la que explique
campo mas extenso, y esta es la causa por la que vemos en la
historia de la ciencia que unas teorias han ido sustituyendo a otras.
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Comprobamos, pues, que era muy interesante para el tema
de las relaciones entre la matematica pura y la aplicada, la aplica-
cién efectiva del principio de arbitrariedad ; a éste se debe el aspecto
actual de la matematica pura ; la aplicada queda limitada al estudio
de aquellos entes que guardan correspondencia con entes reales.

Si en Marte hay habitantes y si son suficientemente inteligen-
tes para haber creado matematicas, las puras pueden ser muy dis-
tintas de las nuestras ; pero si en las aplicaciones consideran pro-
blemas iguales, los resultados han de coincidir aproximadamente.
Por ejemplo, si han calculado la 6rbita de Saturno, hechos los
oportunos cambios de notaciones y coordenadas, sus resultados
coincidiran con los calculados por los astrénomos terrestres.

Hablabamos antes de que, en la matematica aplicada, la corres-
pondencia entre los entes reales y los que se introducen en el calcu-
lo es casi siempre muy grosera ; esto parece una falta de exactitud
impuesta por la limitaciéon de la inteligencia humana, y realmente
lo es; pero ya desde el punto de vista de las aplicaciones tiene
ciertas ventajas, pues al sustituir el ente real por otro esquemati-
zado, se descubren leyes esenciales interesantes ; movimiento elip-
tico de un planeta en comparacién con las curvas, probablemente
transcendentes, que resultan de la aplicacién sucesiva de los mé-
todos del problema de los tres cuerpos, gases o plasticos perfec-
tos, elasticidad lineal, relatividad restringida, etc. Pero, ademas,
aesde el punto de vista mas general, nos aparece como un primer
estadio de abstraccién que nos lleva a prescindir en el ente real
de todas aquellas complicaciones que no importan gravemente
para el problema en cuestién. En el segundo estadio de abstrac-
cién se consideran todos los entes que satistacen a una axioma-
tica; en el tercero se juega con los axiomas para cambiatlos o
sustituirlos y formar todas las estructuras posibles.

Si me permitis una imagen, el primer estadio puede corres-
ponder a la comparacién de una mujer bella con su retrato hecho
por un gran pintor ; el segundo a un andlisis psicolégico-estético
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del cuadro formulado por un critico, y el tercero a una considera-
cién abstracta sobre el eterno femenino.

EL IDEALISMO, EL INTUICIONISMO Y EL FORMALISMO

En la matematica pura las definiciones de los entes son, pues,
arbitrarias ; pero ¢qué significa esto? Segun el diccionario de la
Academia de la Lengua, el «arbitrion es la «facultad que tene-
mos de adoptar una resolucién con preferencia a otran.

Esta definicion se dirige especialmente a la accién ; pero aqui
hemos de adaptarla a la elecciéon puramente cerebral de definicio-
nes y axiomas. Yel sujeto, sobreentendido en la definicién aca-
démica, del verbo «tenemos» lo constituyen. evidentemente, los
«seres humanos», pues de todos los que hasta ahora hemos visto
con nuestros ojos materiales, sélo los humanos son capaces de
construir estructuras matematicas. La conclusion es obvia: la
matemdtica pura queda proclamada como una ciencia humana,
subjetiva ; nada mas lejos del caracter objetivo, al margen de
toda discusién, que le atribuye el vulgo cuando dice de una afir-
macién : «eso es matematico».

Esto explica el nacimiento del intuicionismo. Para los intui-
cionistas solo existen (claro que hablamos de existencia abstracta)
los entes que han sido pensados por algin hombre. Asi, mientras
para los matemadticos idealistas, existe el infinito actual, no como
un convenio o como una evolucién de un niimero que crece supe-
1ando toda cota, sino como un valor estatico y terminado, existen
todos los nimeros reales o todos los entes, independientemente
de los hombres, que s6lo pueden definir algunos, para los intui-
cionistas sélo existen los que han sido mentalmente construidos
por algtin hombre. Este concepto humanistico de los intuicionis-
tas no existia, ni en germen, en la mente de los idealistas ; segun
éstos, el hombre descubre entes matematicos ; segun los intuicio-
nistas, los inventa.
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Las demostraciones en que se consideran infinitos tramos, con
una eleccién en cada tramo, son rechazadas por los intuicionistas,
a menos que se fije un criterio para cada eleccién, cosa no siem-
pre posible. Las demostraciones por reduccién al absurdo, basa-
das en el principio del tertio excluso, no les convencen : quieren
una demostracién constructiva. De lo cual se sigue la necesidad
de una légica de tres o més valores.

El nombre de «intuicionismo» es atribuible a que al principio
de la parte afirmativa de su escuela, Brouwer, el holandés fun-
dador del intuicionismo, coloca la «intuicién original» de los ni-
meros naturales, idea que con otra expresiéon habia surgido ya
en Kronecker (1823-1891).

Los ingenieros y los fisicos, es decir, los matematicos «impu-
ros», como nos llaman los «puros», creo yo que nos inclinamos al
idealismo cantoriano mejor que al intuicionismo de Brouwer y ello
por una razén obvia. Nos resistimos a pensar que los entes mate-
ndticos no existen hasta que los crea una mente humana, puesto que
los que empleamos en nuestros calculos tienen siempre una corres-
pondencia, préxima o lejana, fina o grosera, con una cosa real.
Asi, por ejemplo, nos cuesta trabajo admitir que el potencial no
haya existido hasta que lo definié algin matematico, pues opone-
mos lo que ocurriria si antes de la definicién tocase alguien un
cable de 500 voltios. Se dira que en realidad el potencial newto-
niano se descubri6 antes de que la tierra estuviera cruzada de
cables eléctricos ; pero es que todavia antes de que apareciera el
hombre en la tierra ya existia el rayo, que también es una buena
descarga. -

Pero vienen a intervenir también en la liza los formalistas.
Para éstos lo esencial de la cuestién lo constituyen las leyes del
razonamiento matemdtico ; cuando se han penetrado esas leyes, se
pueden, mediante ciertas reglas, sustituir unos entes por otros,
con -garantia de los resultados ; las estructuras son, pues, moldes

vacios.
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Cuando se juega al ajedrez, dicen los formalistas, nadie se
preocupa de lo que significan las figuras ; si sustituimos al rey por
un presidente de republica, con frac y chistera, y al caballo por
una cebra, el juego sera idéntico si se conservan las reglas.

Me parece que algunos ejemplos elementales pueden servir de
induccién para comprender el formalismo. Sea el primero la ley
de permanencia de las reglas formales del cdlculo ; se extienden
éstas sucesivamente a los nimeros naturales, negativos, raciona-
les, reales y complejos, y aun a los cuaternios, si se sacrifica la
ley conmutativa de la multiplicacién ; asi, pues, los entes parecen
lo de menos ; lo esencial estd en las reglas formales. Otro ejemplo
puede estar en la equivalencia entre los vectores » — dimensiona-
ies (con n = o0 siempre que las componentes formen una sucesién
de cuadrado sumable) y las funciones reales sobre un segmento ;
vista la equivalencia de la axiomatica respectiva, las conclusiones
son las mismas.

Es decir, el espacio de Hilbert de las funciones de cuadrado
integrable, segtin Lebesgue, el de las sucesiones de cuadrado su-
mable y el de los vectores » — dimensionales (con #» > o© siendo
la sucesién de componentes de cuadrado sumable) son isomorfos.

Alrededor de 1930 se produjo en articulos, libros y Congre-
sos una lucha de epitetos entre intuicionistas y formalistas, que
alguien ha comparado a la descrita en la Batracomiomaquia. Se
comprende que los idealistas cantorianos quedasen al margen ; el
gran Cantor habia muerto en 1918, y los habitantes de la magni-
fica construccién cantoriana {teoria de las funciones reales) esta-
ban demasiado convencidos de la belleza y comodidad de su edifi-
cio para que creyesen necesario contender con nadie. El viejo
Hilbert (en 1930 tenia sesenta y ocho afios), decia a los intucio-
nistas : «Con vuestra infundada critica, queréis colocar al analisis
en plan de naufragio y arrojar por la borda sus mas preciadas
conquistas.» Brouwer, mas joven (tenia cuarenta y ocho afios
en 1930), no se amilanaba por la gran autoridad de su contrario :
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«Vosotros—decia—, pasdis por alto faltas palpables de rigor, pero
un crimen no deja de serlo porque los Tribunales no lo casti-
guen.» Y asi como la escaramuza de la venta se agravé cuando en
la pelea entre D. Quijote, Sancho, Maritornes y el arriero, vino
a entrometerse el ventero, las cosas se pusieron serias para mu-
chos cuando un hombre de la fama de Weyl se pasé con armas y
bagajes al intuicionismo y en su libro Das Kontinuum... afirmé
que el analisis de los formalistas estaba edificado sobre arena. Los
tisicos, vale decir, los matematicos impuros, después de reirse un
poco, se apartaron prudentemente, no les tocase alguna pedrada,
si las cosas pasaban a mayores.

Realmente, en el primer envite, los intuicionistas conservaban
del analisis menos de lo que aceptaba afios antes el rigido Kro-
necker. Un pormenor prueba el acartonamiento a que éste habia
llegado en sus ultimos afios. Cuando en 1882, Lindemann
(1852-1939) obtuvo el importantisimo resultado de que = es tras-
cendente, le dijo : «; Porqué emplea usted tan bellos razonamien-
tos en ocuparse de =? Yo ya no creo ni siquiera que existan ver-
daderamente nimeros irracionales.» Kronecker, que tan brillan-
tes aportes hizo a la ciencia matemadtica, en materia de nimeros
vino al final a situarse con los pitagdricos, antes de que descubrie-
ran el mds importante teorema nacido de su escuela y del que
surgian implacablemente los numeros irracionales.

A mi juicio, todo esto demuestra la gran vitalidad del analisis.
La critica y la moda del intuicionismo quiza pasen, pero habra
quedado algo de la tormenta y los analistas cuidaran todavia mas
aquellas de sus afirmaciones en que entra la palabra «todo», siem-
pre peligrosas por expuestas a desagradables paradojas. Asi ocu-
rri6 al propio Cantor, cuya teoria de las funciones reales he ensal-
zado antes, pero cuyos numeros transfinitos. en que se van des-
atrollando convenios de un modo sorprendente (1), tropezd en

(1) R. Bamre: Legons sur les fonctions discontinues, con la teoria de los nimeros
transfinitos. Paris, 1905.
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1895 con la paradoja de los numeros ordinales : la sucesion de
todos debe tener un numero ordinal mayor que todos ellos, eo ipso,
mayor que si mismo. Sin duda por esto, Borel declaré que aunque
los numeros transfinitos cantorianos pueden ser utiles como guia
heuristica para encontrar resultados, no sirven para demostrarlos.
Pero tal vez todo esto resulte ya anacrénico : la cuestién es que se
admita o no el axioma de libre eleccién. El matematico moderno
no se plantea la cuestién de si sus resultados son verdaderos o fal-
sos ; verdadero significa solamente para él que no hay contradic-
cidén con los axiomas admitidos, lo qué quiere es, pues, dilucidar
bien los axiomas en que se apoya. Como los romanos dividian
los dias en fastos y nefastos, se podria en las catedras clasificar
los dias en zermelianos y antizermelianos o en intuicionistas y
formalistas. Para mayor diversién podrian ser distintos los pro-
fesores y que se atacasen mas o menos correctamente. Si Platon
con su geémetra eterno y Kant con sus verdades a priori, levanta-
sen la cabeza, se volverian a morir del susto, segin un dicho vul-
gar, si es que no se morian por otras cosas que viesen, aparte de
las matematicas.

Todo esto puede resultar sorprendente para algunos ; pero es
consecuencia necesaria del proceso seguido : desaparecida la cosa
por abstraccion, carece de sentido el concepto de verdad, confor-
midad de la cosa con lo que de ella predicamos ; este concepto que-
da relegado a la Matematica aplicada y, casi siempre, en sentido
de aproximacién.

A propésito de la paradoja de Cantor, recuerdo un rasgo de
humor que of en 1923 cuando Einstein vino a Espafia y se des-
pert6 en medios tan extensos como poco preparados una gran cu-
riosidad por sus teorias. Lo contaba alguien que habia pretendido
estudiar la relatividad sin entender una palabra, y era un didlogo
entre un padre y su hijo :

—Papd, ;habrd alguien mas sabio que Einstein?

—Si, hijo, el que lo entienda.
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Porque analizado este didlogo, define una clase, la de los mas
sabios que Einstein, cuya diferencia especifica era que lo enten-
dian, y como es evidente que el gran fisico se entendia a si mismo,
también resultaba como en la paradoja cantoriana, Einstein mas
sabio que el mismo Einstein.

Los rocicisTas

Todavia falta por mencionar, en la discusién de los fundamen-
tos, una cuarta escuela : la de los logicistas, para los cuales apenas
existe frontera entre la logica y la matematica, estimando que
aquélla es anterior a ésta.

Como es sabido, un célebre logicista fué Peano (1858-1932),
fino matemadtico que, aparte de la légica matematica, establecid
la axiomatica de los numeros naturales e ide6 las curvas que lle-
nan un drea, ingenioso ejemplo que viene a justificar la necesidad
de postular la correspondencia biunivoca en la definicién de la
curva sin puntos dobles. A la celebridad de Peano han contri-
buido también precisamente los ataques de Poincaré a la logica
simbolica, es decir, al intento, empezado en 1888, de reducir toda
la matemdtica a un simbolismo preciso, intento que, ayudado por
varios italianos, logré hacia 1895 refundir gran parte de la mate-
matica con su nuevo simbolismo. Los ataques de Poincaré con-
sistfan en presentar ciertos ejemplos de nociones muy sencillas,
que el matematico emplea al vuelo cada dia, y oponerles su com-
plicada representacién simbdlica, segin Peano; pero esto era
inevitable en una ideografia que habia de registrar cada paso del
razonamiento.

Con la ideograftia de Peano, podria escribirse un libro de ma-
temdticas sin otras palabras de un idioma vulgar que la significa-
cién de los simbolos y aun sin ésta, si ya estaba establecida en
diccionarios especiales. Después de todo, la cosa formalmente no
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es nueva, pues ya ocurre en las tablas de logaritmos o de otras
funciones. Pero los browerianos, en cambio, dicen que los mati-
ces del intuicionismo sélo se expresan y se comprenden bien en
holandés ; la afirmacién es excesiva ; estarfan mds en su punto si
dijeran que «ellos» los expresan mejor en holandés, porque esto
nos pasa a todos, que tenemos mas facilidad para hablar y com-
prender nuestro idioma materno que otro cualquiera, aunque a
veces nos surja una palabra de otro idioma como mas adecuada
o significativa ; asi me ocurre a mi en este momento si digo que
los intuicionistas tienen algo de «pose».
Antes de Peano, habia aparecido G. Bocle (1815-1864) con
su algebra de las clases, que en 1854 publicé su Laws of
Throught primer paso hacia el algebra abstracta; después, es
Russell (1872) el representante de la escuela. Rusell no se
"muerde la lengua : citaré méis adelante un «piropon que diri-
ge a los probabilistas (¥) ; a los filésofos, en general, les ha dedicado
la siguiente «indirectan : «La filosofia de las Matematicas ha
sido hasta ahora tan propia para la controversia, tan oscura y
tan poco progresiva como las otras ramas de la filosofian.
Conviene sefialar que Norteamérica es uno de los paises don-
de ha tenido mas exuberante desarollo la 16gica matematica, como,
en general, lo ha tenido muy brillante, desde fines del siglo x1x,
toda la matemdtica pura y aplicada. Esto no ha dejado de cons-
tituir cierta sorpresa para los europeos ; yo recuerdo que los hom-
bres de mi generacién, cuando nos formabamos en la ciencia,
escuchdbamos una larga teoria de nombres alemanes, ingleses,
franceses. .., cuando de pronto en los primeros afios de este siglo
surgi6 el nombre de Willard Gibbs (1839-1903) porque su mara-
villosa Memoria sobre el equilibrio de los sistemas heteogéneos
perdida desde 1876 en los Anales de la Academia de Conecti-

(") Empleo esta palabra en el sentido de cultivador de la teoria de las probabi-
lidades.
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cut, con su fundamental ley de las fases y su genial introduccién
del potencial quimico, se puso de moda en toda Europa, a con-
secuencia de los estudios de la Escuela de Van'T Hoff. Después
nos fuimos enterando todos los europeos de la importante con-
tribucién que los cultivadores norteamericanos de la ciencia iban
haciendo, incluso en sus ramas mas puras. Lo importante de esto
es la actitud social que revela, en un pueblo tenido por pragma-
tico, para sostener tales estudios. Como es sabido, no hace mu-
cho que algunos espléndidos donantes consideraron alli que Fa-
cultades y escuelas técnicas ya habia muchas, y crearon el Ins-
tituto de estudios superiores de Pasadena, donde, entre otros
europeos, encontro refugio Einstein, cuando por razones politi-
cas, fué perseguido en Alemania. Entonces dijeron las agencias
informativas que el gobierno aleman habia puesto precio a la ca-
beza de Einstein; yo publiqué un comentario diciendo que, si la
noticia era cierta, el precio era bajo, cualquiera que fuese la ci-
fra. Cuando llegé a Pasadena, le preguntaron qué aparatos o qué
laboratorio necesitaba : Einstein contest6 : «Mi laboratorio me
lo he traido de Europa debajo del sombrero».

—¢ Pues qué hace usted para investigar ?

—Pensar, fué la respuesta del sabio fisico.

A los logicistas les parece bien que los entes se definan arbi-
trariamente, pero exigen que la definicién se ajuste estrictamen-
te al canon aristotélico : separar de un género G por una dife-
rencia especifica D. Y reglas inflexibles : que el género esté
bien determinado y que lo definido no entre en la definicién. Cuan-
do estas reglas se infringen, dicen que la definicién no es predi-
cativa o que contiene una «peticién de principion.

Es curioso que pueden sefialarse ya en la parte mds elemen-
tal de la matematica, definiciones no predicativas ; por ejemplo,
la definicién de una funcién implicita, o, mas sencillamente, de
las raices de una ecuacién. Cuando escribimos

f(@=0

24



pretendemos definir x por el cumplimiento de esta ecuacién y es
obvio que lo definido, x, entra en la definicién y que no sabemos
de qué género se segregan estas raices. Pero yo no creo que ca-
$OS como este preocupen a ningun matematico que conozca su
oficio, siempre que esté establecido el correspondiente «teorema
de existencian. Por ejemplo, al definir los ceros de los polino-
mios, o sea, las raices de las ecuaciones algébricas, el génerb
proximo es el conjunto de los niimeros complejos y la existencia
esta asegurada por el teorema fundamental del Algebra.

Segun Spengler, en La decadencia de Occidente, esta cues-
tién caracteriza a la cultura fadstica, en su periodo juvenil; el
hombre fatistico, a diferencia del antiguo, ha empezado por la
condicién I) y ha imaginado luego un conjunto G de entes
entre los cuales haya elementos que satisfagan a D ; asi han na-
cido las extensiones sucesivas del concepto de nimero. Y ello
porque siente el impulso vital de conquistar la naturaleza y, por

tanto, sus representaciones.

[.LAS PROBABILIDADES

Pero hay otros casos mas graves, por ejemplo, la definicién
de probabilidades : relacion entre el nimero de casos favorables a
la produccidon de un acontecimiento y el total de casos posibles,
siempre que estos sean igualmente probables. La infraccién es
flagrante : lo definido entra en la definicién. Y como siempre que
una de estas no es predicativa, la infracciéon puede ponerse de
manifiesto en forma de paradoja. D’Alembert lo hizo muy inge-
niosamente : «Todas las probabilidades valen 1/2 porque siempre
hay dos casos posibles, que el acontecimiento acaezca o que no
tenga lugar, v uno sélo es favorable».

Si de una baraja espafiola de 40 cartas, yo saco una sin mi-
rar, la probabilidad de que saque un rey es 4/40 = 0,1 ; pero si
un prestidigitador hace lo mismo, después de que un espectador
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le haya pedido el rey de espadas, la probabilidad vale 1 — =, sien-
do # la muy pequefia de que le falle el truco.

Desde que en 1654, hace ya tres siglos, y esto sin mencio-
nar a Galileo, que ya resolvi un problema del juego de da-
dos (1), Pascal y Fermat, resolviendo los problemas de juego
que propuso al primero el caballero de Méré, iniciaron el Calcu-
lo de las Probabilidades, grandes capacidades han tratado de en-
contrar una definicién satisfactoria de la probabilidad matemdtica ;
el intento ha venido mucho tiempo estrellindose contra el enigma,
aunque en estos afios recientes se encuentre en vias de resolu-
cién. Los primeros intentos afortunados condujeron a encontrar
categorfas de problemas en que se consigue de algin modo, la
unicidad, que falla en la definicidn si se prescinde de la condicién
de que los casos posibles sean igualmente probables. Asi, Poin-
caré (1854-1912) estableci6 el método de las funciones arbitrarias
iniciales, que no influyen en el resultado final y aplicable a los
casos de una causa critica o de la concurrencia de muchas causas
muy complejas ; Markoff (1856-1922) defini¢ las probabilidades
en cadena; Fréchét (1878- ) aplicé sus espacios abstractos
y Von Mises (1883- ) empled las sucesiones de nimeros da-
dos por la experiencia, es decir, los colectivos.

A pesar de estos intentos, Russell, el severo logicista, toda-
via dijo en 1929 que «la probabilidad es el concepto mas impor-
tante de la ciencia moderna, especialmente porque nadie sabe lo
que significan.

No obstante esta humoristica condenacién de Rusell, es evi-
dente que hoy tenemos bases muy sélidas para-la Teoria de la
Probabilidad. La primera es la estadistica, en que en resumen su-
ponemos hecho ya un conjunto de experiencias y de ellas saca-
mos previsiones. La segunda es la admisién de un concepto pri-
mario intuitivo como el de «A es mds probable que B», esta pro-

(1) Verasco pe Panpo: Céleulo de las Probabilidades, cap. I, nim. 4. Madrid, 1920.
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posicién considerada con su contraria, «B es mas probable que
A» conducen a una frontera de coexistencia limite, que es la
igualdad de probabilidad, de donde pasamos ya sin dificultad a la
definicién clasica. Otros autores, como Hadamard en su Cours
d’Analyse, aceptan directamente como nocién primaria esta e
casos equivalentes o igualmente probables. Por cierto que esta
admision de un concepto primario se parece a la «intuicién origi-
naln ya mentada de los browerianos, pero con ventaja respec-
to a la generalidad en la especie humana, pues si a la intuicién
original de los nimeros naturales se ha objetado que algunas tri-
bus salvajes sélo tienen en su idioma palabras para designar el
uno y el dos, y ya luego dicen «muchos», es en cambio seguro
que un hombre de tal tribu al cruzar la selva sabe escoger el ca-
mino donde sea menos probable que aparezca agachapada una
fiera. Pero todavia hay una tercer solucidén y es la axtomdtica,
establecida por H. Jeffreys en su Theory of Probabity (1939) y
que creo tan interesante que la voy a transcribir.

AXIOMATICA DE LA PROBABILIDAD

Probabilidad de un suceso futuro, A, que en condiciones bien
determinadas pueda producirse o no, es un nimero p (A) asocia-
do al suceso que satisface a los tres axiomas siguientes :

1.° Axioma de unicidad y limitacién : Toda probabilidad p es
un numero real determinado tal que siempre 0 < p < 1.

2.° Axioma de la probabididad total o de la suma de proba-
biidades : Si varios sucesos A, B, C,..., son excluyentes, es de-
cir, que en la prueba a realizar sélo puede producirse uno de ellos
con exclusién de los demas, la probabilidad de que se presente
uno cualquiera de ellos es igual a la suma de las probabilidades
correspondientes a cada uno, lo que se expresa por

p(A0BOC...)=p(A)+p.B)+p(C)+ ...;
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en particular este principio se aplica al caso de que un suceso
pueda presentarse de varias maneras excluyentes.

3.° Axioma de la probabilidad compuesta o del producto de
probabilidades : Considerados varios sucesos A, B, C,..., la pro-
babilidad de que se presenten todos ellos, es igual, cuando se tra-

ta de sucesos independiente, al producto de las probabilidades de
cada uno, o sea :

P(AyByC...)=(A)-p(B) - p(0)...

y cuando se trata de sucesos relacionados entre si, la probabili-
dad de que se presenten todos es igual a la probabilidad del pri-
mero multiplicada por la del segundo cuando se sabe que se ha .
presentado el primero, por la del tercero, cuando se sabe que se
han presentado el primero y el segundo, etc.

Se cumple la ley conmutativa, es decir, que el producto que
se obtiene para la probabilidad de un suceso compuesto de va-
rios, es independiente del orden en que se toman los sucesos para
formar el producto ; en particular

p(AYByC...)=p(A) - p(BsiA) - p(CsiAyB)... =
—=p(B) - p(AsiB) - p(CsiBy A)...

Es sencillisimo demostrar que esta axiomatica conduce al mismo
resultado que la definicién clasica, cuando ésta tiene sentido. Su-
pongamos que se va a hacer un ensayo del que pueden resultar
en total m casos posibles, excluyentes, supuestos igualmente
probables. Si llamamos p, a la probabilidad de uno de los casos
posibles, por el axioma segundo tendremos n po = 1, po = 1/n.
Si de los n casos posibles, son m favorables al suceso cuya pro-
babilidad p se quiere calcular, tendremos por nueva aplicacion
del axioma segundo

p=po+2b+ - ---+2
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con m sumandos en el segundo miembro, o sea:
p=1wmp,=mln

Algunos autores, como Uspensky (1) creen que la forma axio-
matica no es interesante para la Teoria de las Probabilidades,
porque dicen que no es propia de matematicas aplicadas y que
no dara lugar a ningin resultado nuevo. En mi opinién, la axio-
matica es la forma perfecta de toda teoria matematica ya pura,
va aplicada ; y si no conduce a ningtn resultado nuevo, la clari-
dad que introduce en los conocidos, es suficiente para recomen-
dar su aceptacion.

Con todo, ha de tenerse presente que la ascensién al estudio
de la Probabilidad presenta dos vertientes, la racional y la empirica
y que la forma axiomatica es mas adecuada para el método racional.
Sobre la distincién entre éste y el empirico, hizo consideraciones de
gran peso el Académico Sr. Artigas en su discurso de ingreso en
esta Corporacién, ya elogiado por mi con la admiracién que se
merece en otra solemne ocasioén.

I.As LUCUBRACIONES DE BOREL

Cuando el nimero de casos posibles es infinito, la probabili-
dad cero representa la imposibilidad ; pero cuando los casos po-
sibles forman un conjunto infinito, ello resulta incompatible con
el axioma o principio de la probabilidad total. En efecto, la suma
de las probabilidades asignadas a todos los casos posibles ha de
ser la unidad ; y como las probabilidades son siempre positivas,
podrd asignarse un valor no nulo a un nimero finito de eilos,
pero no a los demas ; si, pues, se presenta uno de estos casos
posibles, considerado como de probabilidad rula, tendremos pro-
ducido un suceso al que se asignaba probabilidad cero.
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Conviene aclarar que hablamos aqui de casos posibles en ge-
neral, sin presuponer necesariamente que sean igualmente pro-
bables ; asi, la relaciéon entre las probabilidades de dos casos po-

sibles, supuestas nulas, sera un cociente o que, en estos proble-
mas, presenta siempre un verdadero valor.

En resumen, el solo enunciado de considerar problemas en
que los casos postbles forman un conjunto infinito, implica que
puedan ocurrir, por ser posibles, casos a los que tenemos que
asignar probabilidad nula.

Como tipo de problemas de esta clase, consideremos el si-
guiente : un ensayo aleatorio nos determina un punto de un seg-
mento dado ¢cudl es la probabilidad de que el punto cumpla cier-
ta condicién? En virtud de la dualidad punto-nimero, tal pro-
blema equivale a este otro: Por cierto procedimiento, en que
juega el azar, determinamos un numero real x de un intervalo
(a, b) dado ; jcudl es la probabilidad de que x cumpla determi-
nada condicién? Hay muchos mecanismos que pueden tomarse
como representacion real del tipo de problema abstracto indica-
do : la bola que rueda sobre una canal, partiendo con cierto im-
pulso inicial y acabando por pararse a causa del frotamiento, que
determina una distancia entre el punto de salida y el centro de
la bola; la ruleta si consideramos la longitud del arco recorrido
por la punta de la aguja, el error de una mediciéon proyectada y
muchisimos mas.

Generalmente se atacan estos problemas postulando una fun-
cién de densidad de la probabilidad, es decir, una funcién ¢ (x)

tal que

¢(2)-dx

(1) J. V. Uspexsky: Introduction to mathematical probability, Standaford, 1937.
Traduccion castellana, Buenos Aires, 1954. ‘
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representa la probabilidad de que la variable estocastica venga
a estar entre

ryx+da

Equivale esto a decir que la probabilidad de la condicién
x<tes

z

f@(_r)-dx

a

En los casos mas sencillos se trata aqui de una integral segtn
Riemann ; pero la apropiada para los casos mds complicados y
generales, es la integral de Stieltjes, que tiene la ventaja de reu-
nir en un solo simbolo los supuestos de casos posibles en nime-
ro finito, infinito numerable o continuo.

Un ejemplo de funcion de densidad es el de la teoria de los
errores en que ¢ (x) corresponde a la ley de Gauss ; suele llamarse
a esta la distribucion mormal por ser muchos los problemas en
que aparece. Pero otro ejemplo muy importante es la distribucién
uniforme en que ¢ (x) se reduce a una constante ; se llega enton-
ces a que la probabilidad tiene por denominador la medida (en
sentido de Lebesgue) de los casos posibles y por numerador, la
medida de los casos favorables. El valor cero de la probabilidad
sélo indica que los casos favorables son de medida nula. Por
ejemplo, si los casos posibles son los puntos de un segmento (a, b),
considerando un segmento (c, d) inferior a (a, b), o sea,

a<c<ld<<b
la probabilidad de que x caiga en (c, d) sera

d-—c¢

b—a

p:
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~ Partiendo de esto, se demuestra que si consideramos el des-
arrollo decimal indefinido de un nimero, la probabilidad de que
no aparezca una cierta cifra, el 5, por ejemplo, es nula. Pero es
mas, si en lugar de una cifra consideramos un conjunto de m cifras
(m, finito), también es nula la probabilidad de que en un nimero
real, escogido al azar, no aparezca el conjunto m en algin lugar
de su desarrollo decimal.

Borel (1) ha estudiado el tema muy detenidamente, llegando
a resultados sumamente curiosos. Consideremos un niimero real x
y escribamos sus n primeras cifras decimales ; contemos el niimero
no de veces que aparece el cero entre ellas, las veces n, que apa-
rece el 1, etc. Los cocientes 7o/n, n./n, etc., miden las respecti-
vas frecuencias relativas de las cifras 0, 1, ...

Si al tender n a 2, estas frecuencias tienden a limites, se
liama a éstos frecuencia total de cada cifra. Cuando esto ocurre
para cada cifra y las frecuencias totales son iguales, con lo cual
por el principio de la probabilidad total valdra 1/10 cada una, Bo-
rel dice que el nimero es normal y demuestra entonces lo siguiente :

Dado un nimero real al azar, la probabilidad de que no sea
normal es nula.

Ya sabemos que esto no significa que no existan numeros no

normales : -:13— = 0,3333..., por ejemplo, no lo es; significa que

los niimeros no normales son de medida nula.

Asi, pues, dado un cierto conjunto de m cifras (por ejemplo,
las 9 cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) la prcbabilidad de que no
aparezca tal conjunto en algin lugar del desarrollo decimal de un
nimero normal es nula.

Es interesante este resultado, porque precisamente la propo-
sicion

Cierto conjunto dado de m cifras forma parte de la expresién

(1) DBowren: Fiosofia de las probabilidades, 1939.

32



decimal de =, ha sido tomada como piedra de toque para distinguir
los criterios entre idealistas e intuicionistas. Para aquéllos, la pro-
posicién o es verdadera o es falsa, porque ellos imaginan el
nimero = escrito totalmente en la esfera de las abstracciones ;
para los browerianos, tal proposicién no es ni cierta ni falsa,
puesto que no hay posibilidad humana de comprobarlo ; sélo
aceptarian una demostracién constructiva de que el conjunto de
cifras propuesto esta efectivamente en = o de que no lo esta.

Pero volvamos a Borel, el cual observa que un niimero nor-
mal en el sistema de base 10 puede no serlo en otro sistema de
rnumeracién y llama absolutamente normales, a los que son nor-
males en cualquier sistema de numeracién. Entonces demuestra
todavia que la probabilidad de que un nimero real dado al azar
no sea absolutamente normal, es nula. '

De aqui saca la siguiente consecuencia : supongamos que para
escribir el Quijote se necesitan, entre mayusculas, minusculas y
signos de puntuacion, cien signos. El Quijote quedara escrito si
ponemos las cifras correspondientes en el sistema de base cien
en el mismo orden en que aparecen en la obra mas célebre del
Principe de los Ingenios espafoles. Formaremos asi un conjunto
de m citras; y segin lo dicho, este conjunto aparecera en la
expresion de un nimero absolutamente normal, puesto que es nula
la probabilidad de que no ocurra asi ; ello s6lo puede fallar excep-

“cionalmente en casos de medida nula.

Después del Quijote, podran venir las obras completas de
Victor Hugo, que es el ejemplo que pone Borel, y asi todas las
obras imaginables e incluso las que se escriban en el futuro.

A propésito de esta sorprendente aparicion del Quijote o de
Biblia en la expresién centesimal de un nimero absolutamente
normal, recuerdo una anécdota que hace tiempo lei. Se referia
a cierto escribano llamado a formar el inventario de los bienes
de una opulenta marquesa recién fallecida, el cual, acompafiado
de un amanuense y ampliamente provisto de papel sellado, des-
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pués de estampar con minucia todos los requisitos y preliminares
del caso, hizo escribir : «Me persono para iniciar el inventario
en la biblioteca de la Sra. Marquesa y cojo el primer libro, que
resulta ser un ejemplar de la Sagrada Biblia, que copiado a la
letra dice asi».

Con lo cual es de presumir, aunque la anécdota es ya vieja,
que el minucioso escribano esté todavia con el inventario de los
libros de la fallecida Marquesa.

Conviene decir que el convenio de que la probabilidad nula
no implica la imposibilidad, exige que la probabilidad uno no
signifique la certeza. En efecto, sean A y B dos sucesos mutua-
mente excluyentes y tales que uno de ellos ha de presentarse en
cada ensayo. Por el axioma o principio de la probabilidad total, si
p{A) y p(B) son las probabilidades respectivas, hemos de tener

p(A)+2(B)=1.

Si p(B) = 0, resulta p(A) = 1; pero si p(B) = 0 no significa
la imposibilidad, tantas veces como B excepcionalmente se pre-
sente, no se presentara A, a pesar de valer 1 su probabilidad.

La cuestién se presenta también cuando los casos posibles,
forman un conjunto infinito, pero resulta este numerable, en lugar
de formar un continuo. Como ejemplo, tomemos el siguiente pro-
blema : un cierto procedimiento aleatorio nos determina un na-
mero entero, siendo todos ellos igualmente probables. ¢ Cudl es la
probabilidad de que el determinado resulte primo?

Tomemos primeramente = enteros (1, 2, 3, ..., »), con » muy
grande ; el nimero de primos inferiores a » esta representado asin-
toticamente (1) por

nflgn

(1) VeLasco pe Panpo: Repertorio de funciones, nims, 250 y 254. Madrid. 1949.



luego la probabilidad serd

”n 1 1

lgn = lg =

y tiende a cero para m—>0. Asi, pues, escogido al azar un ni-
mero entre todos los enteros, la probabilidad de que sea primo es
nula. Y, sin embargo, hay nimeros primos y éstos forman un
conjunto ilimitado.

También esta cuestién se relaciona con las discusiones entre
idealistas e intuicionistas. Formulemos la siguiente pregunta :

¢ El nimero césmico, o, si se prefiere un ejemplo mas concreto,
el numero

1010%° 1

es primo o es compuesto? Los idealistas creen que la pregunta
esta bien formulada, pero que no pueden, por ahora, contestarla ;
los intuicionistas afirman que la pregunta carece de sentido y que
tal ndmero ni es primo ni es compuesto ; los probabilistas son los
mas concretos : la probabilidad de que sea primo es cero, pero
este cero no implica la imposibilidad absoluta. Si jugdsemos m
partidas apostando en cada una la cantidad C a que algin nG-
mero de ese orden es compuesto, ganarfamos casi siempre, y
nuestra esperanza matemadtica seria m C ; pero, ¢quién podria ser
el juez de las partidas?

Pero toda la discusion sobre los fundamentos no ha impedido
el desarrollo frondoso del Calculo de las Probabilidades, uno de
cuyos capitulos, la Estadistica, se ha convertido hoy en ciencia
especial con importante aparejo matematico, que alumbra, no ya
s6lo los seguros, la psicotecnia y la biometria sino el 90 por 100
de la Fisica, salida asi, por fuerza, del molde estrecho determi-
nista que le imprimieron sus fundadores.
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Los pos PRIMEROS TRATADOS SOBRE TEORIA
DE LAS PROBABILIDADES

Antes de dejar el Célculo de las Probabilidades, bueno serd
decir que si el primer Tratado sobre la materia, titulado De racio-
nus wn ludo aleae, lo escibié en 1656 el célebre matematico y
tisico holandés Cristian Huygens, nacido y muerto en La Haya
(1629-1695), quien es seguro que conocié los trabajos de Fermat
y Pascal, el segundo Tratado sobre Probabilidad, de que hay
noticia, se debi6 a la pluma del no menos célebre fraile espafiol y,
por cierto madrilefio, Juan Caramuel y Loblokowitz, Obispo de
Konigratz y Arzobispo de Otranto (1606-1682) que en su Mathe-
sis Biceps, Vetus et Nova, obra en folio con unas 1.700 paginas,
cuya segunda edicién es de 1670 y que sobre otras ramas de la
Matematica, como los logaritmos, ya contienen ideas originales,
aunque no hayan prevalecido, dedic6 a las Probabilidades exten-
so capitulo ; asi lo reconoce el aleman Wieleitner, en su Historia
de las Matemdticas.

Por cierto que Caramuel, cuando la ocasién llegé, hizo honor
a su sangre espafiola, sabiendo cefiirse la espada del guerrero
sobre el habito del Cister, contribuyendo con tanto valor, energia
y saber a la defensa de Praga, contra los suecos, que el Empera-
dor le premié con valioso collar de oro ; fué el referido un episodio
de la complicada guerra de los treinta afios, aquella respecto a la
cual revelaba pasmoso espiritu profético, el personaje de cierta
cbra teatral, que al verse desdefiado por su dama, decia con
énfasis, inmediatamente antes de caer el telén : «Parto para la
guerra de los treinta afios».
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FINAL DE LA DISCUSION SOBRE LOS FUNDAMENTOS

En toda la discusion sobre los fundamentos de la Matematica,
entre las cuatro escuelas precitadas, hay también una cosa prome-
tedora : los matematicos de ambas ramas, pura y aplicada, siguen
trabajando y llegando a resultados nuevos ; mientras los técnicos
discuten sobre la seguridad de los cimientos, los albafiiles contintian
con toda tranquilidad en lo mas alto del edificio, acabando de
poner las tejas; sin esta conclusién optimista, las discusiones
entre las escuelas no serian «aptas para menores» como algunas
peliculas.

LA EvoLucidn EN Espaia

Si quisiésemos estudiar la evolucion en Espafia de las mate-
madticas pura y aplicada en los ultimos cien aflos, cosa que por no
poder entrar a fondo en ello no puede formar parte de nuestros
propdsitos, creo yo que tendriamos que dividir el tiempo expre-
sado en dos periodos :

El primero, desde la creacion de esta Academia de Ciencias
en 1847, hasta la primera década de este siglo ; el segundo, com-
prenderia, naturalmente, los afios restantes hasta nuestros dias.
El progreso comienza por cierto muy lento y va sucesivamente
acelerandose ; en el primer periodo tendriamos que hablar de un
progreso de los espafioles en la matemdtica ; en el segundo po-
driamos ya mencionar progresos de la matematica en Espafia. En
el primer periodo aparecen hombres heroicos, verdaderos pioneros,
que auto-forméandose con grandes trabajos, venciendo enormes
dificultades de documentacién y moviéndose en un medio agriado
por las luchas civiles y politicas y cuya indiferencia para estas dis-

37



ciplinas raya en la hostilidad, llegan algunos a resultados brillantes ;
no queremos citar ningun nombre, porque cualquiera de ellos
que acuda a la memoria, exigiria por equidad y por proporcionali-
dad que citdsemos otros muchos. En el segundo periodo el pro-
greso esta ya manifiesto : se han formado y surgen verdaderos
maestros que, a su vez, facilitan la formacién acelerada de otros
cultivadores. En la transicién del primero al segundo periodo, de
que puedo hablar por recuerdos personales, es cuando nos encon-
tramos muchos que sentimos el complejo de aue no haya en Espa-
fia una investigacion matematica comparable a la de otros paises,
y esto nos lleva precisamente a convertirnos en aficionados, ro-
manticamente enamorados de esta ciencia y dispuestos a aplaudir
e impulsar cuanto aparezca de brillante. Sin entrar, como ya he
dicho, en el examen de esta evolucidn, lo que si me parece ade-
cuado es resefiar aqui el estado actual, limitandome a sefialar
trabajos interesantes publicados durante los ultimos diez aiios,
no pudiendo esta relacién ser exhaustiva ; por el contrario, segu-
ramente tendrd lagunas, porque de una manera subjetiva voy a
limitarme a sefialar aquellos estudios que han llegado a mi cono-
cimiento y que me han producido impresién digna de ser con-
signada.

Del maestro D. Julio Rey Pastor sefialaré dos magnificas
obras : la primera, la que lleva por titulo Los problemas lineales
de la fisica, publicada en Madrid en 1955, y en la que hace un
estudio a fondo de todos los algoritmos empleados en la fisica
moderna, siempre que se admita la linealidad. A pesar de su titu-
lo, la obra no es interesante solamente para el fisico matematico,
sino que también ofrece perspectivas de rica inspiracion para el
matemdtico puro. La segunda obra a que me refiero es la Histo-
ria de la Matemdtica, publicada en 1952 en la Argentina, en
colaboracién con el Sr. Babini, obra en que de modo magistral se
va siguiendo la evolucién del pensamiento matematico desde los
tiempos mas antiguos de que se conserva noticia hasta nuestros
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dias. Sefialemos todavia el valioso trabajo La matemdtica abstrac-
ta del siglo XX, publicado en la Revista «Las Ciencias», de 1951.

Nuestro compafiero Puig Adam sigue dedicado en estos tiem-
pos con gran asiduidad al tema de la pedagogia matemadtica, cues-
tion que a mi ver reviste en Espafia en estos momentos una impor-
tancia verdaderamente social. En efecto, es facil comprender que el
namero de jévenes que en Espafia han de recibir formacién mate-
matica hasta un cierto grado, crece considerablemente, porque es
el producto de dos factores, cada uno de los cuales experimenta
notable crecimiento, pues de una parte aumenta la poblacién y, de
otra, crece el coeficiente de frecuencia o de proporcionalidad,
porque el aumento de la industrializacién, la mecanizacién del cam-
po, el perfeccionamiento de los métodos agricolas y la evolucién
del tecnicismo en muchas cuestiones, implican la sefialada forma-
c16n matematica en una proporciéon mayor.

La importante labor de Puig Adam, repercutird en dos ver-
tientes : de una parte facilitando el trabajo de los que han de apren-
der y, de otra, haciendo mas ligera la labor para los que han de
ensefiar.

A la linea expresada corresponde también el discurso inaugural
La evolucidn de la diddctica matemdtica en nuestra gemeracidn,
publicado en la Revista «Las Ciencias», del afio 1954, y en otro
orden de investigaciones sefialaremos el trabajo de nuestro refe-
rido compafiero : Reducidas ascendentes y reducidas descendentes
en el algoritmo de las fracciones continuas de elementos diferen-
ciales, publicado en la Revista de la Academia de 1954, y tam-
bien su memoria Sobre algunas propiedades de las fracciones con-
tinuas de elementos diferenciales, publicado en la Revista «Las
Ciencias», en el afio 1955.

En el Instituto Técnico de la Construccién y del Cemento,
que dirige nuestro compafiero D. Eduardo Torroja, se ha logra-
do por sus colaboradores un resultado de gran interés : repre-

“sentar con notable aproximacién las propiedades tension-defor-
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macién del hormigén, considerando a éste como agregado o com-
puesto ideal de un elemento eldstico, otro plastico perfecto v un
tercero viscoso. Estos compuestos ideales, que ya consider Pra-
ger (¥), no tienen, claro estd, nada que ver con la composicién
en el sentido fisico quimico ordinario.

Nuestro compaiiero D). Alfonso Pefia Boeuf se ha dedicado
estos ultimos tiempos al estudic de un proyecto de extraordinario
mterés y notoriedad, cual es el de un puente a través del Estrecho
de Gibraltar. Aunque no se trate de un trabajo estrictamente ma-
tematico, bien vale la pena de dejar aqui constancia de tan audaz
estudio, siquiera por los complicados calculos numéricos que im-
plica. Pero la atencién a tan magno proyecto no le ha impedido
publicar en la Revista «Las Ciencias», de 1956, un valioso traba-
jo sobre Vibraciones de las estructuras.

Nuestro compaiiero D. Ricardo San Juan, valor de vanguar-
dia entre nuestros matematicos puros y que también se asomo con
éxito a algunas aplicaciones, publicé en la Revista de esta Acade-
mia de 1948 un interesantisimo trabajo sobre los teoremas clasicos
de la teoria de Galois, con demostraciones originales o simpli-
ficadas respecto a los expuestos en los tratados. Muy importante
es también su estudio sobre los fundamentos de un teoria general
de las series divergentes, publicado en la Revista de esta Academia
en los afios 50, 51 y 52. En la Revista «Las Ciencias», de 1952,
publicé su Generalizacién de un teorema de Steimhaus sobre fun-
ciones lineales, y en colaboracién con el Sr. Rodriguez Salinas,
hace en la Revista de la Academia de 1953 una brillante exposi-
ci6n de algunos teoremas conocidos y otros nuevos sobre conver-
gencia ordinaria y uniforme de la integral de Fourier. Interesan-
tisimo es también su trabajo Un tipo especial de polinomios, pu-
blicado en la revista «Las Ciencias», del afio 1954.

(*) Pracer (W): Mecanique des solides isotropes au deld du domaine élastique.
M. des S. M., Paris, 1937.

40



También debemos mencionar el importante trabajo del Aca-
démico electo D. Antonio Colino Un estudio de la excitacidn de.
ondas, publicado en la Revista de la Academia de 1949.

En Barcelona la actividad matemadtica es también digna de
atencién ; bien se nota la presencia alli de un maestro como el
Académico Numerario D. Antonio Torroja. Sefialaremos los si-
guientes trabajos de D. José Maria Orts : Sobre el pentigono
wmscriptible, «Revista Matemdtica Elementaln 4. serie, tomo
VIII, 1948 ; La obra matemdtica de E. Lindelof, «Revista His-
pano-Americana», 4.* serie, tomo VIII, 1948 ; Series recurren-
tes de polinomios de Legendre, Seminario Matematico de Barce-
lona, afio 1950 ; Sobre la estructura de ciertas series de polinomios,
Real Academia de Ciencias y Artes de Barcelona, afio 1950 ;
Variaciones del valor medio cuadrdtico del mddulo de una funcién
analitica en un recinto imitado por una elipse, Real Academia de
Ciencias y Artes de Barcelona, afio 1951 ; Sobre una ecuacion
diofdntica, «Revista Matematica Hispano-Americana», 4.* serie,
tomo XII, ndm. 1; Nota sobre la convergencia de algunas su-

a

cesiones «Gaceta Matematica», 1.* serie, tomo V, nims. 7 y 8,
afio 1953 ; Sobre el recinto de convergencia de las series de Le-
gendre, Real Academia de Ciencias y Artes de Barcelona, afio
1953 ; Aportacion al problema de la prolongacion analitica de las
series de Legendre, Seminario Matematico de Barcelona, afio
1954 ; Sobre algunas transformaciones de las series de Legendre,
«Revista Matematica Hispano-Americanan, 4.* serie, tomo XIV,
4 y 5, afio 1954 ; Sobre algunas relaciones recurrentes no lineales,
«Revista Matematica Hispano-Americanan 4.* serie, tomo XV,
nimeros 3 y 4, afio 1955 ; Areas de algunos recintos, «Gaceta
Matematican, 1.* serie, tomo VII, nums. 5 y 6, afio 1955 ; Es-
tudio de algumos casos elementales de representacién conforme,
«Gaceta Matematican, 1.* serie, tomo IX, nims. 4 y 5, afio
1956 ; Series recurrentes de polinomios de Tchebycheff, Real
Academia de Ciencias y Artes de Barcelona, afio 1956.
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Muy interesante es la Teoria de las series de Fourier, com-
pletada por D. Sixto Rios en la Revista de esta Academia de
1948, que comprende, no sdlo el estudio de las series de Fourier
propiamente dichas, sino de las de funciones ortogonales, con
empleo de la integral de Lebesgue y demostracién del teorema de
Riesx-Fischer. Muy notable es también su trabajo Algunas leyes
de probabilidad y procesos estocdsticos, deducidos de una inte-
gral de Laplace-Stieltjes, publicado en la Revista de esta Acade-
mia de 1952.

En la Revista de esta Real Academia, de 1948, publicé don
Baltasar Rodriguez Salinas dos interesantes trabajos, el uno sobre
la inversién en el oden de la derivaciéon, el otro sobre la teoria
de la medida.

Y en la misma Revista, estudié con acierto ID. Antonio Plans
y Sanz de Bremond los operadores lineales en el espacio de
Hilbert.

Otros trabajos muy dignos de mencién :

Sobre la prolongacion analitica de las series de Dirichlet, por
don Antonio de Castro Brzezicki (Revista de la Academia, de
1949). Del Sr. J. Martinez Salas, Estadistica de los cuerpos sin
trabajo interno (Revista de la Academia, de 1949).En la Revista
de la Academia de 1950 : D. Alfredo Pdez Balaca, Ingeniero de
Caminos : estudio interesantisimo sobre Variables de probabi-
lidad.

En la Revista de la Academia, de 1951 : Dindmica del punto
de masa variable, por A. de Castro Brzezicki, presentado por el
Académico Numerario Sr. Navarro Borrds ; comprende la rela-
tividad restringida. Del mismo Sr. Castro, Sobre el comporta-
miento asintdtico de las integrales de las ecuaciones diferenciales
lineales.

En la Revista «Las Ciencias, de 1951 : Integrador eléctrico
de la ecuacién de Poisson, por D. Mariano Fernindez Bello ;
Consideraciones geoméiricas acerca de los milmeros pitagéricos,
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por D. Clemente Sdenz Garcia ; Sobre el teorema de Lane, por
don Enrique Gullén; Generalizacién de la geometria analitica
ordinaria, por D. Arturo Fraile ; Sobre estructuras en limina del-
gada, por D. Vicente Rogla Altec.

En la Revista de la Academia, de 1952 : D. R. Ortiz Forna-
guera, sobre La variancia de las magnitudes en el formalismo
candnico ; D. Antonio Plans Sanz de Bremond, Algunas pro-
predades lLineales de las matrices acotadas. Considera las matrices
acotadas como un conjunto, algebraico que se puede construir
axiomaticamente al margen de toda consideraciéon métrica. Don
Antonio Plans, Sobre la aproximacion dimensional en el espacio
de Kuratowsky; D. Emilio Pajares, Sobre un problema en la
determinacidn de Jrbitas de estrellas dobles ; el Sr. Ortiz Forna-
guera, El andlisis funcional con relacién al formalismo de Dirac
para sistemas dindmicos localizables ; Sr. Azorin, Sobre la dis-
tribucidn t no central.

Revista «Las Cienciasn, de 1952 : Sobre una generalizacidn
de las curvas de Pearson, por D. Sebastian Navarro; Método
de cdlculo para enlaces eldsticos entre estructuras planas, por don
Vicente Rogla.

Revista de la Academia, de 1953 : D. Clemente Sdenz Garcia,
Nuevo ensayo acerca de umdades fisicas; D. Antonio Plans,
Aportacién al estudio de los grupos de homologia de los recubri-
mientos ciclicos ramificados correspondientes a un nudo.

Revista «Las Ciencias», afio 1958 : Nuevos métodos nomao-
grdficos, por el Sr. Belgrano Brémard. _

Revista de la Academia, de 1954 : Notabilisimo el trabajo
del Sr. Cuesta presentado por el Académico Sr. Alvarez Ude,
Algebra ordinal. El Sr. Cuesta se viene dedicando con especial
asiduidad a la matemadtica del orden, y sus trabajos son citados
por autores extranjeros.

D. Procopio Zoroa Terol : Determinacién de la probabilidad
wmterior de un recinto medwante la funcién de distribucidn en el
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contorno. Demuestra que es suficiente conocer la funcién de dis-
tribucién en una banda arbitrariamente estrecha que contenga
en su interior a una curva de Jordan cerrada y rectificable para
conocer la masa situada en el interior del recinto que tiene por
contorno a dicha curva; D. Carlos Calvo Carbonell : Serie que
da la raiz de una ecuacion algebraica o trascendenmte ; D. José
Maria Rebollo : Determinacidn de la escala de recurrencia de
una serte. Se dan criterios sencillos para sumar series recurrentes
de determinados tipos que son casos particulares del problema
de Hadamard. ’

Revista «Las Ciencias» de 1954 : Una sucesién aritmética
de orden wmfmito, por D. Francisco Javier Rubio Vidal ; Contor-
nos de dungulos rectilineos. Equivalencia de ecuaciones de la for-
ma |f(x,y)| + ¢(x,y) =0, por D. Vicente Fraile.

Revista de la Academia, 1955 : D. Ernesto Corominas Vig-
neaux : Sobre la caracterizacién de las derivadas definidas como
limites de diferencias divididas ; D. Baltasar R. Salinas : Fun-
ciones con momentos nulos.

Revista «Las Cienciasn, de 1955 : Algoritmos finitos para
grdficas periddicas, por D. Vicente Fraile; Particularidades del
sistema de numeracién binario, por D. Clemente Saenz Garcia ;
Calculador eléctrico de estructuras reticulares, por D. M. Garcia
Ortega ; Critica de los actuales métodos de cdlculo de las bdve-
das cilindricas delgadas, por D. Ramén Vidal de Artaza.

Revista de la Academia, de 1956 : D. Juan Arregui Ferndn-
dez : Estudio aritmético de la Geometria sobre una curva alge-
braica, presentado por el Académico Numerario, D. Francisco
Navarro Borrds. D. Antonio Rodriguez Sanjudn: Reduccién
dentro del campo real de las integrales elipticas a formas candwi-
cas. Los problemas de unicidad en la teoria de series asintéticas,
expresién de funciones semianaliticas mediante los algoritmos de
Borel y Stieltjes, por D. Baltasar R. Salinas. D. Dario Mara-
vall Casesnoves : Nuevos tipos de ecuaciones diferenciales e in-
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tegrodiferenciales. Nuevos fendmenos de oscilacién. D. A. G. Az-
peitia : Un método para el cdlculo de la matriz inversa. D. Carlos
Ibafiez Garcia: Estudio de los polinomios del Profesor R.
San Juan.

Revista «Las Ciencias», afio 1956 : Nota sobre el 4ltimo teo-
rema de Fermat, por D. Eduardo de Fraga Torrején; Sobre
el dltimo teorema de Fermat, por D. E. G.-Rodeja F.

Revista «Las Ciencias», de 1957 : Integrales oscilantes de
las ecuaciones diferenciales lineales con segundo miembro, por
don A. de Castro Brzezicki; Sobre funciones de interpolacién
para los coeficientes de una serie de potencias conmvergenie, por
don A. G. Azpeitia.

Los nombres y los trabajos transcritos nos permiten formu-
lar una esperanza muy prometedora sobre el porvenir de la Ma-
tematica en Espafia; tenemos ya grandes talentos; los genios
los manda Dios; pero como en cierta ocasién oi decir al gran
Carracido, en las soluciones saturadas es donde con mayor pro-
babilidad surgen los cristales.

Por mi parte he contribuido al movimiento indicado en esta déca-
da con algunos trabajillos ; pero no vale la pena de citarlos ante
la importancia de los que quedan resefiados. En lo que no cedo
a nadie es en amor y aficion a esta ciencia milenaria, misteriosa
con los pitagdricos, que convierten sus descubrimientos en se-
cretos de secta; clara y luminosa con Euclides; precursora de
métodos modernos con Arquimedes; convertida su historia en
terrible tragedia cuando la furiosa muchedumbre de Alejandria
da barbara muerte a la hija de Teon, la bella e inteligente Hipa-
tia, la comentadora de Apolonio, convirtiendo su cuerpo, digno
del marmol pentélico, en horrible despojo ; poética con los drabes
andaluces que cultivan el algebra, traducen con Juan de Sevilla
a los antiguos y propagan las cifras hinddes ; lanzada por cami-
nos potentisimos por Descartes y Newton ; pirotecnia de calcu-
los formales con Euler ; rigorista con Cauchy y Abel, que colo-
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can arcangel con espada flamigera para expulsar del paraiso del
analisis todo algoritmo sospechoso como las series divergentes,
hoy reivindicadas ; magistral con Gauss ; intuitiva con Riemann ;
sistematica con Klein ; profunda con Poincaré ; penetrante con
Cantor en un mas alla de infinitos sobre infinitos ; convertida en
formalista por Hilbert por evaporacién de la sustancia mediante
la mas completa generalizacién ; dominadora de la naturaleza
con Einstein ; reveladora en fin, a cada paso fundamental, de
nuevos e insospechados horizontes que implican sublimes armo-
nias en que vienen a encuadrarse de modo maravilloso los hechos
antiguos y modernos.

HEe picrHo.
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