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Sefiores Académicos:

Sefloras y Sefores:

No son dictadas por convenciéon protocolaria las palabras con que
quiero comenzar mi discurso. Expresan con sinceridad cordial mi
profundo reconocimiento a la Academia por el alto e inmerecido
honor que me dispensa al admitirme en su seno para colaborar en
sus tareas cientificas, a las que, dentro de la limitacion de mis mo-
destas posibilidades, contribuiré con entusiasmo, y sobre todo con el
sentimiento de responsabilidad que, freno y acicate, presta valor y
eficacia a la actividad cientifica personal. Esta es mi promesa, que
afirmo aqui junto con mi mayor gratitud para vosotros que quisisteis
hacerme vuestro compafiero.

Ha querido el destino que, en dos momentos capitales de mi vida
acad“mica, me haya correspondido el honor de suceder a mi mas que-
rido maestro: don José Gabriel Alvarez Ude. La razén administra-
tiva de su jubilacién, dio lugar a mi acceso a la catedra de Geometria
de la Universidad de Madrid, que don José regenté brillantemente
hasta 1946. Sucesor en el puesto docente del maestro, el discipulo
continué recibiendo las generosas mercedes del saber y de la expe-
riencia de aquél. Doce afios después, la inapelable razon de la muerte
hizo al discipulo, de nuevo, sucesor del maestro en el sillon que, con
todo honor y con méritos evidentemente superiores a los mios, ocu-
paba él en esta Academia. A nadie extrafiard, pues, que al evocar
hoy la venerable figura del maestro, a quien debo lo mejor de mi
formacion cientifica y profesional, resuénen en mis palabras los ecos
conmovidos que reflejan un sentimiento de orfandad.

Fue don José profesor mio de Analisis, en mis primeros afios de
Universidad, y luego de Geometria en los ultimos de mi carrera.
Guardo afin viva la impresion profunda que me causaron entonces



sus explicaciones precisas y los sobrios comentarios, marcados a ve-
ces de benévola ironia, con los que nos estimulaba a seguirle y pene-
trar con él en el austero recinto del mas riguroso pensamiento ma-
tematico. Recuerdo muy bien su rapido y certero discurrir ante cada
cuestién. Dotado de aguda percepcién. de extraordinaria capacidad
y de conocimientos vastos v profundos. poseia un sentido critico ex-
tremadamente fino, aunque injustamente riguroso para consico mis-
mo. En ese sentido critico se encuentra la principal explicacion de
la parauedad de sus publicaciones. Algunas de ellas, en particular
las que se refieren a las superficies alabeadas. poseen la nitidez y la
belleza de las mejores exposiciones clésicas y hacen lamentar que
exigencias excesivas hayan limitado la frecuencia de su comunicacion
por escrito con el mundo mateméitico. Limitacién aue, por otra parte,
fue ampliamente compensada por !a extensiéon y valia de su labor
profesional dentro y fuera de la citedra. Obra sefiera su labor didéc-
tica, por el ricor v la el=gancia de expresién y por su eficacia forma-
tiva e informativa, ha contribuido decisivamente a la mejora de la
enseflanza y al encauzamiento de la investicacién matematica en nues-
tro pais. Fue. iunto a Rey Pastor, uno de los ma=stros mas influyen-
tes en el grupo matemdtico formado hacia los afios treinta y que
cuenta, entre otros, nombres como Flores, Santalo, Rios v San Juan.
Grupo que, por vez primera en la historia matematica espafiola, hizo
frecuente su presencia con brillantez en las mas exigentes revistas
matematicas de todo el mundo.

Cortés y bondadoso siempre, don José ofrecia al primer contacto
esa nota dominante de timidez que enmascara, a menudo, con apa-
riencia brusca o fria, un fondo emotivo y cordial de exquisita sensi-
bilidad. Al rigor y sobriedad de su pensamiento cientifico respondi6
de modo natural la austeridad elegante de su vida piblica y privada.
Catoélico auténtico y profundamente liberal, aspiré siempre a un or-
den social equitativo, basado en una justicia sin falla. No dudé nun-
ca en sacrificarse por el bien general. Cuando necesidades imperiosas
le obligaron a procurar complementos econémicos al sueldo de pro-
fesor universitario, siempre insuficiente para sostener con decoro una
familia numerosa como la suya, acepté un puesto en el Instituto Na-
cional de Previsién; pero lo hizo después de rehusar proposiciones
mucho mais tentadoras, en lo que a remuneracién se refiere, proce-
dentes de entidades particulares de seguros. Siento no poder juzgar
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con precisiéon la profundidad y la amplitud de sus conocimientos en
la ciencia matematica del Seguro, ya que mi incompetencia en ese
dominio me lo impide. Para relevarme a mi en este punto, habla de
ellos con cumplida elocuencia la impresionante labor creadora y de
organizacién llevada a cabo por él en los servicio actuariales del Ins-
tituto.

Paso ahora a ocuparme del tema de este discurso.



A comienzos de este siglo, las matematicas se presentaban como
una serie de disciplinas distintas, fundadas sobre nociones particu-
lares y claramente diferenciadas. Como prueba explicita de este he-
cho, recordemos las partes de que constaba la gran «Enzyklopidie
der Mathematischen Wissenchaften»: Aritmética, Algebra, Geome-
tria, Analisis... Sin embargo, no faltaban entre ellas conexiones que,
a veces, permitian interpretar los resultados de una disciplina me-
diante los de otra y aplicar métodos esencialmente idénticos para es-
tudiar teorias propias de disciplinas diferentes.

La evolucion posterior de la matematica, debida principalmente
a una sistematica utilizacién del método axiomatico, ha venido a mos-
trar que, bajo apariencias de diversidad, entre las distintas disciplinas
existen relaciones intimas que invalidan, por anacroénica, aquella cla-
sificacion.

Como es sabido, en el método axiomatico se parte de unos
objetos: eclementos primitivos, que no se definen, entre los cua-
les se establecen relaciones que satisfacen unas ciertas condiciones:
los axiomas de la teoria. La teoria matematica correspondiente estd
constituida por una cadena de proposiciones deducidas de los axiomas
mediante las reglas de una logica; esencialmente la logica formal
aristotélica adaptada a las exigencias particulares de la matematica.
En el método axiomatico no se presta atencion al conocimiento de la
naturaleza de los objetos estudiados; intencionadamente se descono-
ce tal naturaleza y solo interesan las relaciones existentes entre dichos
objetos. Estos quedan caracterizados por la condicion de satisfacer
exclusivamente las propiedades que imponen los axiomas. En este
sentido, e invirtiendo el orden del punto de vista escolastico, los axio-
mas constituyen, como agudamente sefialé Poincaré, definiciones dis-
frazadas de dichos objetos. Puede muy bien ocurrir entonces que obje-
tos matematicos particulares, estudiados en disciplinas diferentes o en
teorias distintas de una misma disciplina, satisfagan los axiomas de una
teoria axiomatica dada. En tal caso, desde un punto de vista mate-
matico, dichos objetos han de considerarse idénticos y, naturalmen-
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te, los resultados de esta teoria son aplicables a todos ellos. De este
modo el método axiomatico pone de relieve la razén intima de las
conexiones existentes entre teorias o disciplinas distintas v, mas atn,
permite destacar las ideas comunes que puedan presentarse y que
frecuentemente se ocultan entre los detalles técnicos propios de cada
disciplina.

Como consecuencia de la evolucion ya indicada, en lugar de las
disciplinas clasicas, que daban una clasificacion artificial de las ma-
tematicas, aparecen hoy las llamadas estructuras matematicas. No
vamos a dar una definicion precisa de estructura matematica porque
tal definicion requeriria tecnicismos complicados de la teoria de con-
juntos. En una primera aproximaciéon podriamos decir que una es-
tructura matematica es el conjunto de teorias matematicas que co-
rresponden a una axiomatica comun. Una vez establecido el concep-
to de estructura, a la divisién clasica de la matematica en disciplinas
sucede la que considera los distintos tipos de estructuras. En el esta-
do actual de las matematicas, se distinguen tres tipos principales de
estructuras: estructuras de orden, estructuras algebraicas y estruc-
turas topologicas. A estos tipos hay que afadir otros, en particular
los correspondientes a estructuras mixtas en las que intervienen si-
multaneamente relaciones de orden, algebraicas y topologicas .

Una de las notas diferenciales de las estructuras frente a las dis-
ciplinas de la matematica clasica es la de que, mientras éstas se ocu-
paban de objetos «concretosy, tales como ntimeros y figuras, las es-
tructuras, como consecuencia de su origen axiomatico, consideran
objetos de naturaleza no especificada. Debido a este hecho. aparte
de la ventaja de dar una clasificaciéon natural de las matematicas, las
estructuras constituyen instrumentos apropiados de trabajo. Si, estu-
diando un problema concreto, observamos que los objetos de que se
trata en él estan ligados por las relaciones y satisfacen los axiomas

1 Aunque el concepto de estructura matematica, tal como lo entendemos hoy,
se encuentra ya latente en trabajos y exposiciones del siglo pasado, al menos para
estructuras simples como los grupos, es a N. Bourbaki y a su escuela a quien se
debe el haber puesto de relieve su fundamental importancia y el haberlo situado en
1i posicién central que ocupa hoy en la matemitica. Especialmente, con la publi-
cacién, a partir de 1937, de su monumental tratado «Eléments de Mathématique»,
cuya primera parte esti consagrada al estudio de las estructuras fundamenta’es.
Lz influencia de los escritos de Bourbaki en la redaccion del presente discurso es
tan evidente que hace superflua toda ulterior referencia en el texto. (Ver la Biblio-
grafia al! final.)
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de una estructura determinada, disponemos ipso facto de todos los
resultados generales obtenidos para dicha estructura. Resultados que,
en el caso considerado, deberian ser establecidos directamente por
métodos probablemente mas laboriosos debido a que la presencia,
en muchos casos superflua, de hipotesis restrictivas puede entorpecer
el tratamiento de problemas particulares. Otra de las ventajas de la
introducciéon del concepto de estructura en matematicas radica en
que, por poseer cada una de ellas un lenguaje propio, son suscepti-
bles de despertar intuiciones de aplicacion general. Estas intuicio-
nes, como acertadamente indica Bourbaki, no son necesariamente de
caricter espacial o sensible, sino que corresponden a un conocimiento
del modo de comportarse los entes matematicos de la teoria axioma-
tica correspondiente, ayudado por imagenes variadas y basado esen-
cialmente en el trato habitual de dichos objetos.

Con las estructuras en matematicas no solo desaparece el orden
tradicional en éstas, sino que algunas de las disciplinas de mas abo-
lengo pierden su autonomia para quedar incluidas en estructuras na-
cidas histéricamente. de otras disciplinas. Asi, las geometrias clasi-
cas, que Klein en su célebre Programa de Erlangen caracterizé como
teorias de los invariantes de subgrupos del grupo lineal, quedan
subordinadas a las estructuras algebraicas correspondientes a dichos
subgrupos. De las geometrias permanece tunicamente, como recuer-
do, un lenguaje cémodo y adecuado para las aplicaciones a diversas
teorias de la matematica actual, repleto de intuiciones en el sentido
que hemos resaltado. El Algebra, en cambio, no sélo consolida su
tradicional situacion con el nuevo punto de vista, sino que acrecien-
ta su importancia y sus dominios abarcando hoy toda una clase de
estructuras fundamentales: las estructuras algebraicas. Nuestro dis-
curso va a versar principalmente sobre éstas.

Hasta mediados del siglo pasado se consideré como tema funda-
mental del Algebra la resolucion de las ecuaciones algebraicas, ecua-
ciones obtenidas por anulacion de polinomios. Asi, una autoridad
como Serret, en su «Cours d'Algebre supérieurey (1866), escribe:
«El Algebra es, propiamente hablando, el Analisis de las ecuacio-
nes». Resolver una ecuacion, en Algebra clasica, consiste en obtener
unos numeros, llamados raices o soluciones, mediante operaciones
con otros ntimeros dados. La cuestién supone, por tanto, disponer
de un conjunto de elementos denominados numeros entre los cuales
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se han definido unas operaciones. Punto de partida para la forma-
cion de ese conjunto fueron los nfimeros naturales, enteros positivos,
con las operaciones de adicion y multiplicacién. Pero ya en los pri
meros’ tiempos de la historia de las matematicas se presentan proble-
mas sin solucion en el dominio de los nimeros naturales. Para sos-
layar este inconveniente, los matematicos introducen en primer lugar
las fracciones, las cuales forman un conjunto que comprende al de
los numeros naturales y en el que se definen una adicién y una mul-
tiplicacién que prolongan las operaciones del mismo nombre esta-
blecidas para los ntimeros naturales. Aunque las reglas de calculo
con las fracciones, que generalizan de modo natural las correspon-
dientes a los niimeros enteros, eran bien conocidas de los egincios
y babilonios, los matematicos griegos de la época clasica no llaman
numeros a las fracciones; el nombre de niimero era estrictamente
reservado para los enteros. Tenemos que llegar a Diofanto, cuando
la matematica griega clasica ha perdido ya su vigor, para que, des-
pués de vencidos escriipulos de terminologia, motivados mas bien
por razones de indole filosofica que matematica, las fracciones sean
consideradas como ntimeros. El proceso de ampliacién del concepto
de ntimero se repite varias veces a lo largo de la historia. Aparecen
sucesivamente los irracionales positivos, originados por el problema
de la medida de magnitudes geométricas; los ntmeros negativos,
que hacen posible la sustraccion cuando el minuendo es menor que
el sustraendo ; y, finalmente, los niimeros complejos, introducidos por
los algebristas italianos del siglo xvi para la resolucién de la ecua-
cion de tercer grado. Los niimeros negativos y los complejos se pre-
sentan inicialmente solo en etapas intermedias de sucesiones de ope-
raciones en problemas en los que los datos y los resultados finales
pertenecen a la clase de niimeros considerados anteriormente. De ahi
los nombres de nameros falsos, sordos, absurdos, imaginarios, etcé-
tera, con los que son designados al comienzo. El habito de su mane-
jo y su comportamiento respecto de las operaciones, completamente
analogo al de los considerados precedentemente, hacen que los nue-
vos entes sean, al fin, considerados como verdaderos ntmeros.
Durante la segunda mitad del siglo pasado y los primeros dece-
nios del actual, la ensefianza del Algebra sigue centrada en torno a
la teoria de ecuaciones; de modo que, para el gran piblico, esta teo-
ria continfia constituyendo el objeto primordial del Algebra. Tan es
asi que un eminente matematico espaifiol, desaparecido hace pocos
afnos, expresaba insistentemente su conviccion de que el teorema de
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Abel, que afirma la imposibilidad de resolver mediante radicales las
ecuaciones generales de grado superior al 4.°, constituia la clave del
bello y terminado edificio del Algebra. Sin embargo, precediendo a
dichos periodos, la investigacion acerca de cuestiones de Algebra
aparece ya orientada hacia otros aspectos en los que la resolucidén
de ecuaciones no desempefla un papel preponderante. La investiga-
cién se dirige mas bien al estudio de conjuntos de elementos que no
s6lo no son nimeros sino que, ademas, las operaciones que se definen
entre ellos pueden gozar de propiedades que difieren esencialmente
de las que tienen las definidas entre nimeros. De ahi una imposi-
bilidad para considerar los nuevos entes como verdaderos ntmeros.
Conjuntos del tipo indicado aparecen ya alrededor de 1800. Recor-
demos algunos ejemplos, entre los mas simples y comprensibles para
el profano. a) La interpretacién de la suma de los niimeros comple-
jos como suma de vectores del plano de Gauss, pone de relieve que
la composiciéon de vectores, utilizada en Mecanica ya desde fines del
siglo xvII para la composicion de fuerzas y velocidades, goza de las
mismas propiedades formales que la adicion de ntmeros. b) La teo-
ria de sustituciones, originada por el problema de la resolucion por
radicales de las ecuaciones de grado superior al 4.°, utiliza una ope-
racion: el producto de sustituciones, que tiene algunas propiedades
comunes con la multiplicacién de nuimeros, pero que, contrariamente
a esta ultima, no es conmutativa. ¢) El calculo de conjuntos de
G. Boole, el creador de la Iogica simbolica moderna, que permite
establecer las reglas del cilculo de proposiciones, es otro ejemplo de
conjuntos cuyos elementos, los subconjuntos de un conjunto dado,
no son numeros y entre los cuales se definen dos operaciones: union
e interseccion, de propiedades anidlogas pero no coincidentes con las
de adicion y multiplicacion de ntmeros.

De los ejemplos precedentes y de otros de mas complicada técnica
matematica, va emergiendo la nociéon de estructura algebraica: ente
matematico constituido por uno o varios conjuntos entre cuyos ele-
mentos se definen operaciones o leyes de composicion que satisfacen
ciertas propiedades. El estudio de estas estructuras algebraicas, que
evidentemente engloban las del Algebra clasica, constituye el objeto
del Algebra actual, llamada también Algebra abstracta.

Antes de entrar de lleno en nuestro tema, debemos hacer una
observacion. Resultaria muy dificil, por no decir imposible, hablar
de la matematica actual utilizando tnicamente la terminologia clasica
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y refiriéndose a las ideas elementales incluidas hasta tiempos recien-
tes en la formacion matematica del publico culto. A una matematica
en la que la Aritmética desempenaba un papel primordial, ha venido 2
suceder otra en la que la base estd constituida por la teoria de Conjun-
tos. Los términos, los conceptos y las relaciones que se utilizan ahora
con mas frecuencia, seguramente mas simples desde un punto de vista
logico, tienen en cambio los inconvenientes psicolégicos que acom-
panan a las novedades en el saber. Tendremos que hablar forzosa-
mente de subconjuntos, aplicaciones, funciones, correspondencias, pro-
ductos cartesianos, morfismos, etc. Procuraremos dar, en cada caso,
una definicion lo mas precisa posible dentro de los limites de espacio
y tiempo de que disponemos; con la esperanza, y sobre todo con el
deseo, de no aportar alimento a la leyenda del hermetismo de las
ciencias matematicas, tan enraizada en el sentir popular.

Una estructura algebraica esta determinada por uno o varios con-
juntos entre cuyos elementos se han definido operaciones o leyes de
composicion que satisfacen las condiciones impuestas por los axio-
mas de la estructura. El caso mas simple es el de una estructura con
un solo conjunto y una sola ley de composiciéon. A él vamos a pres-
tar atenciéon especial, debido a que las particularidades que ofrecc
ilustran ampliamente lo que ocurre en el caso general.

Dado un conjunto C, una ley de composicién en C es una funcion
que hace corresponder a cada par ordenado (a, b) de elementos de C
otro elemento ¢ de C. Si designamos con el simbolo % dicha ley, escri-
biremos a % b = c¢. El elemento ¢ se llama el compuesto, o el pro-
ducto, mediante % de a y b. Para fijar las ideas sobre este concepto,
pongamos algunos ejemplos. i) C es el conjunto de los ntimeros en-
teros y % la adicion ordinaria. ii) C es el conjunto de los puntos del
espacio y = la ley por la que al par de puntos (a, b) le corresponde
el punto medio ¢ del segmento a b. iii) C es el conjunto de los movi-
mientos del plano y « la ley de composicién de movimientos; es de-
cir, aquella que a dos movimientos a y b hace corresponder el movi-
miento obtenido aplicando primero a y luego b.

En términos de la teoria de conjuntos, una ley de composicion
en C es una aplicaciéon del cuadrado cartesiano C? = C x C, conjun-
-to formado por los pares ordenados de elementos de C, en el mismo
conjunto C; aplicacién que estd determinada por un subconjunto D
del producto C x C x C, conjunto de ternas ordenadas de elemen-
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tos de C, que satisfacen, entre otras, la condicién de que, si dos ter-
nas (a, b, ¢) y (a, b, d) pertenecen a D, se ha de tener ¢ = d.

LLa estructura que vamos a estudiar estard determinada por el
conjunto C, la operacién * y las condiciones que ha de satisfacer .
Dejamos para mas adelante la consideracion de estas dltimas, que
corresponden a los axiomas estrictamente algebraicos de la estruc-
tura, y pasamos a establecer algunos conceptos y resultados validos
cualesquiera que sean dichas condiciones. Supondremos tnicamente
que éstas son las mismas para todas las estructuras que estudiemos ;
hecho que expresaremos diciendo que se trata de estructuras de la
misma especic. Con esta hipétesis designaremos habitualmente, y
salvo indicacion en contra, todas las operaciones con el mismo sim-
bolo. Comencemos con el concepto de isomorfisnio. Sean (C, %) y
(C", %) dos estructuras de la misma especie. Un isomorfismo entre
las dos es una correspondencia o bivectiva entre C y C’, es decir,
una correspondencia entre C y (7 en la que a cada elemento de C se
le asigna un solo elemento de (7, y cada elemento de C” corresponde
a un solo elemento de C, de tal modo que se verifique

@ :b)=q()=qb)

para todo par (a, b) de C. Esta igualdad puede expresarse verbal-
mente asi: al compuesto de dos elementos de C le corresponde en
C’ el compuesto de los correspondientes a dichos elementos. Es tri-
vial la comprobacion de que un isomorfismo es una relacion de equi-
valencia, esto es, que cumple las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva caracteristicas de toda equivalencia. Esta equivalencia refleja,
en particular, el hecho esencial en el que hemos insistido al comienzo,
en axiomatica: la naturaleza de los objetos estudiados es indiferente
para la teoria considerada.

Dadas dos estructuras (C, %) y (C’, ') —jpor una vez designa-
mos con simbolos distintos las dos operaciones!— diremos que la
segunda es una subestructura de la primera si C7 es un subconjunto
de C y si, ademas, para todo par de elementos (a’, b’) de C” se cum-
ple @« b" =a % b'; en otro términos, si (’ estd contenido en C
y la restriccion de % a €7 coincide con #". De la definicion resulta que,
dada (C, %), la (C, ¥) estd univocamente determinada por el subcon-
junto C” de C. Sin embargo, debemos hacer observar que no todo
subconjunto C” de C corresponde a una subestructura ; para que esto
sea asi, C’ debe ser cerrado para la operacion x, es decir, ¢l comnues-
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to de dos elementos cualesquiera de C’ mediante % ha de pertenecer
a (’. Hecha esta advertencia prescindiremos en general en lo que
sigue del simbolo % de la ley de composiciéon para representar una
estructura (C, %) y designaremos ésta simplemente con la letra C del
“conjunto correspondiente. En todo caso, el contexto indicard clara-
mente si C designa el conjunto o la estructura. Dadas dos subestruc-
turas C, y C, de C, la interseccion de C, y C, sera, por definicion, la
subestructura de C que corresponde al conjunto C, de elementos co-
munes a C, y C, que, como se ve facilmente, es cerrado respecto
de %. La interseccion de un ntimero cualquiera, finito o no, de sub-
estructuras de C es una subestructura de C. Este hecho implica que
las subestructuras de C constituyen lo que se llama un sistema de clan-
sura en C.

El isomorfismo es un caso particular del concepto de morfismo,
fundamental en la teoria de estructuras, y en tal grado que, si se pre-
tende hablar con precision, la matematica debe definirse como el es-
tudio de las estructuras junto con el de los morfismos correspondien-
tes. Incluso en un punto de maxima abstracciéon, la matematica
podria reducirse al estudio de los morfismos. En el caso de las estruc-
turas algebraicas, un morfismo de una estructura C en otra C” se de-
fine como una aplicacién ¢ del conjunto C en el (7, es decir una ley
que asigna a cada elemento de C uno de (’, tal que se verifique, como
para los isomorfismos, ¢ (a = b) = ¢ (a) % ¢ (b). La diferencia respec-
to de los isomorfismos consiste, por una parte, en que a elementos
distintos de C puede corresponder el mismo elemento en C’ y, por
otra, en que pueden existir elementos de ¢’ que no correspondan a
ningin elemento de C. En términos técnicos, la aplicacion de C en
C” no es en general biyectiva. En todo caso, la imagen (’, de C por
9, conjunto de elementos de (’ que corresponden a algin elemento
de C, determina una subestructura de C”, por ser (', cerrado respec-
to de %, como se comprueba inmediatamente. Si ¢ es inyectiva, es
decir, si aplica elementos distintos de C en elementos distintos de (7,
€l morfismo se llama monomorfismo y se dice también que ¢ pro-
duce una inmersion de C en (. Si ¢ es suprayectiva (;sit venia ver-
bo!), esto es, si todo elemento de C’ corresponde a un elemento de
C, se dice que ¢ es un epimorfismo y que C’ es una estructura co-
ciente de C. De las definiciones resulta que un isomorfismo es simul-
taneamente un monomorfismo y un epimorfismo. Cuando C coincide
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con (', ¢ se denomina endomorfismo ; un endomorfismo que sea iso-
morfismo se llama automorfismo.

Sea ¢ un morfismo de C en C” y sea ¢’ un morfismo de C" en C”:
se define como morfismo producto ¢" .o (primero & y luego o) el
morfismo ¢” de C en (C” correspondiente a la aplicacion ¢ . ¢ del
conjunto C en el C”; aplicacion tal que si es ¢ (a)=a"y ¢ (a')=a”
da ¢” (@) = a”. El producto de morfismos es asociativo, es decir,
satisface la igualdad ¢” . (¢’ .9) = (¢” .9¢") .. Para la multiplica-
cién de morfismos, los automorfismos idénticos se comportan como
elementos neutros.

Un morfismo o de C en (’ determina, de un modo natural, una
equivalencia k en el conjunto C, que resulta de considerar como equi-
valentes dos elementos a v b de C cuyos transformados en C’ coin-
ciden, esto es ¢ (@) = o (b). A la equivalencia k se le llama el ni-
cleo de u. De dos elementos a, y a, equivalentes en k diremos que
son congruentes moédulo k, o simplemente congruentes, y escribire-
mos a, = a,. De las propiedades de ¢ resulta que si es a, =a, y
b, = b,, se verifica a, *x b, = a, % b,. Vemos asi que el conjunto de
las clases de equivalencia en C moédulo k determina una estructura
en la que se puede obtener la clase compuesta de dos componiendo
un elemento cualquiera de la primera con otro cualquiera de la se-
gunda. La estructura asi obtenida es isomorfa con la imagen (', de
C en (.

Reciprocamente, consideremos una estructura C y una equivalen-
cia k en el conjunto C. Decimos que esta equivalencia es compatible
con x, o también que k es una congruencia en la estructura C, si,
con la notacion precedente, a, = a, y b, = b, implica

Tenemos entonces el resuitado siguiente: Toda congruencia en C
es el ntcleo de un morfismo de C. Con mas precision, dada una con-
gruencia k en C, existe un epimorfismo de C en una estructura C’,
cuyo conjunto es el de las clases de equivalencia de C médulo k,
mientras que la ley de composicion es la que se obtiene componiendo
elementos de dichas clases mediante #; dicha estructura C’ se designa
con la notaciéon C/k. El morfismo que hace corresponder a cada ele-
mento de C su clase de equivalencia en C/k lo llamaremos epimor-
fismo natural, y C/k se designa con el nombre de estructura cociente
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candnica de C modulo k. De lo que precede resulta, sin mas, que
nucleo y congruencia son conceptos equivalentes.

Un morfismo % de C en C’ determina univocamente la estructura
cociente candnica C/k, la estructura imagen C’, en ¢’ y un isomor-
fismo entre las dos. Del siguiente diagrama

c B o B0, B
resulta entonces que ¢ se descompone en el producto de un epimorfis-
mo natural ¢,, un isomorfismo g, y una inmersién g,. Se obtiene ast
la llamada descomposicion canénica de o, ¢ = ¢, . 9, .9,, que ex-
presa el contenido del primer teorema de isomorfia.

Sea C una estructura y ¢ un morfismo de C. En toda subestruc-

tura C, de C, o induce de modo evidente un morfismo ¢, y éste, a
su vez, una congruencia k,. Sea, por otra parte, k (C,) el subcon-
-junto de C formado por todos los elementos que son congruentes
modulo k con alguno de C,. En k (C,), que es una subestructura
de C, k subordina una congruencia, que designaremos con la mis-
ma letra k. Se tiene entonces el segundo teorema de isomorfia: Las
estructuras cociente C,/k, y k (C,)/k son isomorfas.

Si tenemos en C dos congruencias k y h, diremos que k esta
contenida en h (con simbolos k € h) si de a congruente con b mo-
dulo k se sigue a congruente con b moédulo h. Si k esta contenida
en h, ésta determina, de un modo natural, una congruencia en la
estructura cociente C/k, congruencia que denotaremos por h/k. Es
valido entonces el tercer teorema de isomorfia, que afirma: Las es-
tructuras cociente C/k y (C/k)/(h/k) son isomorfas.

Los tres teoremas de isomorfia desempefian un papel fundamen-
tal en Algebra. Deducidos inicialmente para grupos, su importancia
fue reconocida por Emmy Noether, por lo que se suelen designar
con el nombre de esta ilustre algebrista cuya contribuciéon creadora
ha sido fundamental y decisiva para el desarrollo del Algebra abs-
tracta.

El estudio completo de una estructura requiere la consideracion
del conjunto de sus subestructuras y el de la clase (jque no es un
conjunto!) * de sus estructuras cociente.

2 Utilizamos en nuestra exposicion la axiomatica de Bernays-Godel-von Neu-
mann para la teoria de conjuntos. En ella son conceptos primitivos el de clase, el
de «ser elemento de» (o «pertenecer a»). No toda clase es un conjunto ; para que lo
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Las subestructuras aparecen ordenadas de un modo natural cuan-
do se considera la ordenacion por inclusion de los conjuntos corres-
pondientes. Para esta ordenacion forman lo que se llama un reticulo
completo. Dado un subconjunto cualquiera X de C, llamaremos sub-
estructura § (X) generada por X en C a la subestructura minima de
C cuyo conjunto contenga a X. Como las subestructuras constitu-
ven, segun dijimos anteriormente, un sistema de clausura, resulta
que S (X) es la interseccion de las subestructuras de C cuyo conjun-
to contiene a .\'. Para que el conjunto de S (X) sea igual a X es
necesario y suficiente que X sea cerrado respecto de x. En el caso en
que § (X) = C, se dice que X es un sistema generador de C.

El simbolo § puede considerarse como un operador que hace co-
rresponder a cada subconjunto X de C otro subconjunto S (X) de C
y posee las propiedades siguientes:

1> De XV, se sigue que S (X) € S ()

2& X c§X).

3> § (S (X)) = §(X).

Es lo que se llama un operador de clausura en C. Para § (X) es
posible dar otra definiciéon constructiva, que no vamos a detallar
aqui, en virtud de la cual resulta que, para todo elemento a pertene-
ciente a S ('), existe un subconjunto X, de X, constituido por un
numero finito de elementos, tal que a pertenece ya a § (X,). Esta
propiedad se expresa diciendo que S es un operador de clausura al-
gebraico. Dicha propiedad implica que la ordenacion por inclusion
de los conjuntos S (X) es inductiva, lo que lleva consigo la posibi-
lidad de aplicar en su estudio el lema de Zorn, que al menos en Al-
gebra es mas comodo de manejar que la induccion transfinita, a la
cual es logicamente equivalente, como es bien sabido.

El operador § permite definir entre los subconjuntos de C una
relacion de dependencia. Diremos que el subconjunto V depende del
subconjunto X si ¥V esta contenido en S (X). De la propiedad 2.* de
S resulta que X depende de X, y de la 3.* se concluye que la depen-
dencia es transitiva, es decir, que si Z depende de Y ¢ V depende de
X, Z depende de X. La relaciéon de dependencia determina, por tan-
to, una preordenacidn de los subconjuntos de C, indicando el pre-

sea, es necesario y basta que la clase sea elemento de otra clase. Con esta axiomitica
se evitan todas las paradojas de la teoria de conjuntos conocidas hasta la fecha;
e particular, la de Bertrand Russell que se refiere al «conjunto de todos los con-
juntos que no se contienen a si mismos».
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fijo pre que, si bien se cumplen las propiedades reflexiva y transitiva
de toda ordenacion, puede ocurrir que ¥ dependa de X y X dependa
de ¥ sin que X e YV coincidan. De un subconjunto X de C diremos
que es independiente si, para todo elemento @ de X, a no depende
del conjunto X — a (conjunto obtenido suprimiendo a del conjunto
X). Con las definiciones precedentes se puede establecer el impor-
tante concepto de base. Llamaremos base de C a un subconjunto B
de C que sea independiente y que, al mismo tiempo, sea un sistema
generador de C. Debemos observar que no toda estructura admite
una base. Condicion suficiente para que la admita es que se verifique
el llamado arioma de cambio o sustitucién, cuyo enunciado dice asi:
Si z no depende del conjunto X y depende, en cambio, del conjunto
(X, v) obtenido agregando a X el elemento y, el elemento v depende
del conjunto (X, z). Cuando se cumple este axioma, una base B estd
caracterizada por una cualquiera de las dos propiedades siguientes:
a) B es un sistema generador minimo; b) B es un sistema indepen-
diente maximo. A partir de la segunda propiedad, el lema de Zorn
permite probar facilmente la existencia de una base. Se puede de-
mostrar un resultado mas general, a saber: Si ] es un sistema inde-
pendiente y G un sistema generador, se puede completar / con ele-
mentos de G para formar una base. El ntmero finito o infinito de
elementos de una base se denomina dimensidn de la estructura. Se
prueba entonces, suponiendo siempre valido el axioma de cambio,
que la dimensién es un invariante de la estructura; dicho de otro
modo, dos bases distintas constan del mismo ntimero de elementos.
En todo caso, si B es una base de C, y (’ una estructura de la mis-
ma especie que C, todo morfismo ¢ de C en (' esta determinado
univocamente cuando se conoce la aplicacion ¢ (B) de la base B en (7.

La importante cuestion de la existencia de la llamada estructura
libre generada por un conjunto arbitrario 3/, se halla intimamente
ligada con lo que precede. El problema se plantea en la forma si- -
guiente: Sea M un conjunto cualquiera y E la especie de estructu-
ras que venimos considerando. Se pide determinar una estructura
L de dicha especie y una aplicacion inyectiva ¢ de M en L tales que,
para toda estructura A de la especie E y toda aplicacién ¢ de M en
el conjunto A, exista un morfismo unico f de L en A que verifigue
la igualdad ¢=f.y. Si existe, L estd univocamente determinado,
salvo un isomorfismo, y admite ¢ (M) como base. A L se le da el
nombre de estructura libre de especie E generada por M. En el caso
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de las estructuras consideradas hasta ahora, se prueba que, si M
contiene «bastantesy elementos, existe la estructura libre L generada
por M ; y, en ese caso, que toda estructura A de la especie E puede
obtenerse como estructura cociente de la estructura libre generada
por el conjunto 4.

Dada una estructura C, si dos de sus estructuras cociente C* y C”
determinan el mismo niicleo k en C son isomorfas entre si, por serlo
ambas con la estructura cociente canénica C/k. Si consideramos
equivalentes dos estructuras cociente cuando determinan el mismo
ntcleo, las clases de equivalencia de dichas estructuras cociente de
C forman un conjunto biyectivo con el de los nificleos de C. Por ser
una equivalencia en C, cada uno de estos nficleos estd caracterizado
por un subconjunto del cuadrado cartesiano C* de C. La ordenacién
por inclusién de estos subconjuntos de C? da una ordenacion para
aquellas clases de equivalencia. Como la interseccién de un ntmero
cualquiera de niicleos es un niicleo, segfin se comprobaria facilmente,
resulta que dicha ordenacién da lugar a un reticulo completo. Dado
un subconjunto ¥ de (?, llamaremos ntcleo N (Y) generado por ¥V
al ntcleo minimo cuyo conjunto representativo en C* contiene a V.
Tenemos asi un operador N definido para los subconjuntos de C*
que hace corresponder al subconjunto ¥V el N (¥) y posee propie-
dades analogas a las del operador § (X) considerado anteriormen-
te; en particular, se puede probar que N (¥) es un operador de
clausura algebraico.

Una estructura C se llama trivial cuando el conjunto C consta de
un solo elemento; si e es dicho elemento, la ley de composicion da
forzosamente ¢ x ¢ = e. Para que una estructura ¢ admita una sub-
estructura trivial es necesario y suficiente, por tanto, que C contenga
un elemento e tal que se verifique ¢ = ¢ = e. Un elemento de este
tipo se denomina idempotente. En consecuencia, C admitira tantas sub-
estructuras triviales como elementos idempotentes existan en C.

Para una estructura cualquiera C, existen siempre dos estructuras
cociente, una la propia estructura C y otra una estructura trivial co-
rrespondiente al niicleo en el que todos los elementos de C son equi-
valentes. Si C no admite mis que esos dos niicleos, diremos que la
estructura C es simple.

Dada en una estructura C una congruencia k, si una de las clases
de equivalencia C” de k es una subestructura de C, expresaremos
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este hecho diciendo que la sucesion de estructuras C’, C, C/k es
exacta; diremos también que C” es distinguida * en C.

< Sea C una estructura y A una de sus subestructuras. Una serie
normal entre C y A es una cadena de subestructuras de C

C=€C 2L DC, D..DC, DC =4

tal que cada C,,, sea distinguida en C,; lo que equivale a decir que
en cada C; existe una congruencia k; para la cual C,,, es una clase
de elementos equivalentes, o también que la sucesion C,,,, C,
(Ci/k;) es exacta. Las C; son los términos y las estructuras cociente
C:/k; los factores de la serie normal. Dada otra serie normal entre
C y A, se dice que es mads fina que la precedente cuando todos los
términos de ésta forman parte de la nueva ; si hay términos de la se-
gunda que no figuran en la primera, diremos que la segunda es estric-
tamente mds fina que la dada. Dos series normales entre C y A se
llaman isomorfas si constan del mismo nimero de términos y si,
ademas, es posible establecer una biyeccion entre los factores de una
y otra de modo que cada dos factores homélogos sean isomorfos.
Sea C una estructura algebraica tal que, para ella y para sus sub-
estructuras, todas las congruencias sean permutables *; es valido
entonces el importante teorema de Schreier: Dadas dos series nor-
males entre C y A, cada una de ellas admite otra mas fina de modo
que las dos nuevas series asi obtenidas son isomorfas. Este teorema
se demuestra mediante el lema de Zassenhaus el cual resulta, a su
vez, de los teoremas de isomorfia, suponiendo siempre la permuta-
bilidad de las congruencias. Si en una serie normal alguno de
los factores es trivial, el término correspondiente de la serie
coincide con el siguiente. Si ninguno de los factores es trivial,
diremos que la serie carece de repeticiones. Una serie normal
sin repeticiones que no admita otra estrictamente mas fina sin
repeticiones se denomina serie de composicion. Para que una se-
rie normal sea de composicion es necesario y suficiente que ca-
rezca de repeticiones y que todos sus factores sean simples. Las

3 Entre las subestructuras de una dada, las llamadas distinguidas son las que
presentan verdadero interés y. por ello, son las tnicas que suelen considerarse.
R,.R =R, de la manera siguiente: Si entre los elementos a v b existe 'a rela-
cin Ry entre los b y ¢ la relacién R . entonces y sélo entonces existe entre a
y ¢ la relacion RJ. En genéral, Rz'Rl
relaciones coinciden, se dice que Rl y Rg son permutables.

4 Dadas dos relaciones R,y R, en un conjunto. se define su producto

¥y R, .R, son distintas; cuando estas dos
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series de composicion, en el caso de congruencias permutables, sa-
tisfacen el clasico teorema de Jordan-Holder: Dos series de compo-
siciéon entre C y A son siempre isomorfas. El caso particular més
importante de los teoremas de Schreier y de Jordan-Holder corres-
ponde a aquel en el que la subestructura A de C es trivial; entonces
se habla simplemente de serie normal o de serie de composiciéon de
C. Si una estructura C admite una serie de composicion, toda estruc-
tura C” isomorfa con C admite una serie de composicion isomorfa con
la de ésta; sin embargo, el reciproco no es cierto. Dos estructuras pue-
den admitir series de composicion isomorfas sin que dichas estructu-
ras sean isomorfas entre si. En general no existe serie de composi-
cién para una estructura o entre una estructura y una de sus subes-
tructuras. La posibilidad de existencia se halla ligada a las llamadas
condiciones de las cadenas, que desempenan, por este hecho, un papel
importantisimo en Algebra abstracta. Estas condiciones que asegu-
ran la existencia de las series de composicion se enuncian asi: Con-
dicién de minimo (Artin): Toda sucesion decreciente de subestruc-
turas G, 2 G, 2 ..., tal que (;,, sea distinguida en (,, para todo
i, debe ser estacionaria, es decir, a partir de un indice N todas las
G, son iguales. Condicion de mdximo (Noether): Toda sucesion cre-
ciente de subestructuras H, € H, ..., tal que, para todo i, H,; sea
distinguida en H,,, debe ser estacionaria, esto es, todas las /1, d<ben
ser iguales a partir de un indice N. En cierto sentido, los teoremas
relativos a las series de composicion generalizan los de la Aritmé-
tica elemental referentes a la descomposicion de un ntimero en pro-
ducto de factores primos. Se trata en ambos casos de reducir el es-
tudio de un objeto matematico al de otros mas sencillos o irreduci-
bles y se aspira a obtener un teorema de existencia de esa reduccion
vy un teorema de unicidad. En el caso general, la unicidad ha de en-
tenderse en sentido amplio, a saber: unicidad salvo un isomorfismo.
Si se tienen dos estructuras (C,, ) y (C,, %) de la misma especie,
se define, como producto directo de las dos, una estructura (C, %)
cuyo conjunto C es el producto cartesiano C, x (,, conjunto de pa-
res de elementos (a,, a,), a, de C, y a, de C,, y cuya ley de compo-
sicion x esta determinada por la igualdad
(a,.a,) = (b.b,) = (ab. a, = b))

Las estructuras dadas son estructuras cociente del producto directo
C, ya que, por ejemplo, la aplicacion g (a,, a,) = a, define un epimor-
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fismo de C sobre C,. En general no es posible sumergir C, en C;
para que lo sea basta que C, admita una subestructura trivial. En
efecto; si e, es un elemento idempotente de C,, la aplicacion
Y, (a,) = (a,, ¢,) da un monomorfismo de C, en C. La definicién de
producto directo se extiende sin dificultad al caso de un ntimero arbi-
trario, finito o no, de estructuras. Sea C, un conjunto cualquiera de
estructuras de la misma especie, y C, su producto directo; para cada
subindice X se tiene un epimorfismo ¢, de C sobre C,. Los o, satisfacen
las dos condiciones siguientes: «) si @ y b son dos elementos de C
v para todo A se verifica o, (@) = g, (b), resulta @ = b; y B) dado,
para cada 2, un elemento a, en C,, existe un elemento tinico a en C
tal que 9, (@) = a,. En el caso de un nimero finito de estructuras C,,
los epimorfismos y las dos condiciones precedentes caracterizan a C,
salvo un isomorfismo. En el caso general, sea (' una estructura y,
para cada X, sea ¢’, un epimorfismo de C” sobre C,. Si se supone que
los ¢, satisfacen la condicién «), se demuestra que C” es isomorfa a
una subestructura del producto directo C de las C,. Una subestruc-
tura de C que goce de las propiedades de C’ se denomina producto
subdirecto de las G,.

Un problema de gran importancia en Algebra es el de la extensidn
de una estructura C, por otra C,. Se trata en él de determinar una
estructura C de modo que: i) exista una inmersién ¢, de C, en C; y
ii) C, sea una estructura cociente de C con un ntcleo k en el que una
de las clases de congruencia sea ¢, (C,). Se ha de tener, por tanto,
que la sucesién ¢, (C,), C, C/k ha de ser exacta y (I/k isomorfo
con C,. Si C, contiene un idempotente, el producto directo de C, por
C, da una solucién del problema, que muy bien puede admitir otras.
Cuando esto ocurre se establece entre las soluciones una relacién de
equivalencia mediante la siguiente definiciéon: Dos extensiones C y
C” de C, por C, son equivalentes cuando existe entre C' y C” un iso-
morfismo f que cumple las condiciones: a) Si ¢ y ¢’ son los mono-
morfismos de inmersién de C, en C y en (”, respectivamente, se ha
de tener f .4 = ¢"; b) si ¢ y ¢’ son los epimorfismo de C y C’ sobre
C,, se ha de verificar ¢ = ¢’ . f. El problema de extension de estruc-
turas fue considerado primeramente por Schreier en el caso de los
grupos ; su desarrollo ulterior se sitiia en los origenes de una flore-
ciente rama de la matematica actual conocida con el nombre de Al-
gebra homolégica.

La unién de un niimero C cualquiera de subestructuras de una
dada C, es la subestructura minima de C que contiene a todas las
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Cy; la denotaremos con el simbolo U C,. Un sistema de subestruc-
turas de C se llamara sistema local si su union coincide con C.

Un conjunto de congruencias k, de C se denomina separante,
cuando, para todo par de elementos a y b distintos de C, existe una
k, tal que a y b no son equivalentes.

Con las definiciones precedentes, se consideran los siguientes ti-
pos de propiedades de una estructura algebraica. Una propiedad P
de una estructura C se llama abstracta, cuando toda estructura C’
isomorfa con C goza de dicha propiedad. El ser estructura cociente
de una estructura dada es una propiedad abstracta; en cambio, no
lo es la de ser subestructura de otra estructura. Una propiedad P se
llama local para una estructura C, cuando el hecho de que todas las
subestructuras de un sistema local de C gocen de la propiedad P im-
plica que C tiene la propiedad P. Finalmente, una propiedad P se de-
nomina residual para C si de que las estructuras cociente correspon-
dientes a un sistema separante de ntcleos satisfagan la propiedad P
se concluye que C goza de dicha propiedad. En correspondencia con
estos tipos de propiedades se tiene una clasificacion de las estructu-
ras algebraicas.

Examinemos ahora algunos de los axiomas o condiciones que pue-
de satisfacer una ley de composicion % en una estructura C. Si en C
existe un elemento ¢ tal que, para todo a de C, se tiene e xa = a y
uxe=a, se dice que e es un elemento neutro para x y que la estruc-
tura posee elemento neutro. En los ejemplos del comienzo, i) y iii)
poseen elemento neutro, mientras que ii) no lo admite. Si ¢ y ¢’ son
elementos neutros para %, de ¢ = e x ¢’ = ¢’ resulta que dichos ele-
mentos coinciden ; queda, por tanto, justificado hablar del elemento
neutro de C.

De una estructura (C, %) se deduce otra (C, «’), con el mismo con-
junto C, definiendo %" mediante la igualdad a " b = b * a, para todo
par (@, b) de C. La estructura (C, %*) asi obtenida se llama opuesta
de la (C, *); la relacién de oposicién es evidentemente simétrica. Si
dos estructuras opuestas coinciden, esto es, si para a y b cualesquie-
ra se verifica a x b = b % a, se dice que * es commutativa. La adicién
de ntimeros es conmutativa, en tanto que no lo es la composicion de
movimientos en el plano.

Para tres elementos cualesquiera a,, a,, a, de C, definimos el
compuesto de la terna ordenada (a,, a,, a,), componiendo primero a,
con a, y luego este resultado con a,. Con mas precision, si es
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@, %0, = by bxa, = c, se define a, x a, x @, = c. Si, cualesquiera
que sean a,, @,, @;, poniendo a, % a, = b’, se verifica a x b’ = ¢, con
el mismo c¢ anterior, diremos que x es asociativa. Utilizando parén-
tesis, la propiedad asociativa se escribe asi:

(@, +a)+a =a x(a,= aa)

La adicion de ntimeros es asociativa, en cambio no lo es la ley de
composicion dada para el ejemplo ii). Una estructura (C, %) con * aso-
ciativa se denomina semigrupo. Operando sucesivamente, x puede
extenderse a toda sucesion finita a,, @,, ..., a, y se define asi:
@, % a, % ... * @,. En el caso de un semigrupo las propiedades relati-
vas a la introduccion y supresion de paréntesis se demuestran por
recurrencia, como en Algebra elemental.

Cuando * admite elemento neutro ¢, se dice que un elemento a’
es simétrico de otro a si se tiene a x @ = a” % a = e¢. En la adiciéon
de enteros, positivos y negativos, el 0 es el elemento neutro y el simé-
trico del entero a es el — a. Para la multiplicacion de enteros, el ele-
mento neutro es el 1 y solamente 1 y — 1 admiten elemento simétri-
co. Si C es un semigrupo, y a’ y a” son dos simétricos de a, las igual-

dades

a’=a’,-.e=a’$(a*a”):(a'$a)zza"=e*a =86

prueban que a@” y a” coinciden. Frecuentemente el simétrico de a se
designa con el simbolo ¢ '. Un semigrupo en el que todos los ele-
mentos admiten simétrico se llama grupo. Los grupos constituyen
una de las estructuras algebraicas mas importantes. Los grupos con-
mutativos se denominan abelianos, en memoria del célebre y malo-
grado matematico noruego Abel. Como simbolo para la ley de com-
posicion de los grupos abelianos se utiliza el signo + de la adicion
de ntmeros, y el elemento neutro recibe el nombre de cero o elemento
nulo del grupo. Si un grupo no es conmutativo se usa como simbolo
de la ley de composiciéon el punto ortografico utilizado para la mul-
tiplicacion de numeros ; el elemento neutro se llama entonces elemen
to unidad del grupo.

Si en una estructura C, dados un elemento fijo a y otro b arbitra-
rio, de a % b = a x b’ se sigue que b =0, y de bxa =0b"xa se
concluye que b = b”, diremos que a es un elemento regular de C.
En otros términos, decir que a es regular equivale a la posibilidad
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de simplificar por @, cuando este elemento aparece en los dos miem-
bros de una igualdad operando en ambos al mismo lado. En un semi
grupo todo elemento que admite simétrico es regular; en particular,
todos los elementos de un grupo son regulares. Sea ¢ un morfismo
de un grupo G en otro (”; se ve inmediatamente que o aplica el ele-
mento neutro de G en el de G, y que a dos elementos simétricos de
G corresponden dos elementos simétricos de G’. Es facil ver que la
imagen (’ de G por ¢ es un subgrupo de G’. En el nucleo de 3, la
clase de congruencia del elemento neutro es un subgrupo N de G y
el nicleo queda completamente determinado por dicho subgrupo N.
En efecto, la clase de congruencia de un elemento a de G es el sub-
conjunto a . N constituido por los elementos de ( que se obtienemn
componiendo a con cada uno de los elementos de \. Esta ¢s la razén
por la que, en teoria de grupos, es mas bien N quien viene desig-
nado con el nombre de nucleo. No todo subgrupo de G puede ser
nucleo de un morfismo ; para que un subgrupo N’ lo sea, es necesa-
rio que los dos subconjuntos de G, a.N’ y N’.a, coincidan para
todo a de G, y cuando esto ocurre, el grupo N’ se llama subgrupo
distinguido o también subgrupo normal de G °. Se ve sin dificultad
que para dos ntcleos Ny N’ cualesquiera, las congruencias corres-
pondientes en (G son permutables; en consecuencia, los grupos son
estructuras para las cuales son validos los teoremas de Schreier y de
Jordan-Holder. Precisamente, dichos teoremas fueron establecidos
por vez primera para los grupos.

En teoria de grupos se plantea el problema de inmersion siguien-
te: Dado un semigrupo S, ;existird un grupo G que admita S como
subestructura? O, en lenguaje mas comodo pero menos preciso:
Dado un semigrupo ., ;existird un grupo G que lo contenga? Como
para los elementos de § han de coincidir las operaciones en G y en S
y como, por otra parte, todos los elementos de G son regulares. una
condicion necesaria para que el problema tenga solucion es que to-
dos los elementos de § sean regulares. El matematico ruso Malcev
probé (1937) con un contraejemplo que dicha condicion no es sufi-
ciente. Hay, sin embargo, un caso general muy importante, en espe-
cial desde un punto de vista historico, para el cnal dicha condicion

5 En un grupo abeliano todo subgrupo es distinguido. Ista es una de las
propiedades mas importantes de dichos grupos: sin embargo, no es caracteristica
de ellos, ya que existen grupos no abelianos, llamados hamiltonianos, para los cua-
les todo subgrupo es distinguido.



es suficiente, a saber, aquel en el que § es conmutativo. Tenemos en-
tonces el siguiente teorema de existencia y unicidad: Si S es conmu-
tativo, existe un grupo G que lo contiene y esti generado por S ; el
grupo G queda determinado univocamente, salvo un isomorfismo.
Ejemplos clasicos de este problema son: a) S es el semigrupo de
los nimeros naturales, enteros positivos, respecto de la multiplica-
cion ; en este caso G es el grupo multiplicativo de las fracciones po-
sitivas. b) S es el semigrupo de los nimeros naturales respecto de
la adicién y el grupo G que se obtiene es el aditivo de los nfimeros
enteros positivos y negativos. Es sabido que las fracciones aparecen
ya en los primeros tiempos de la historia de las matematicas, mientras
que los nimeros negativos no se presentan hasta la alta Edad Media
en la matematica india. Los dos ejemplos de inmersién que acabamos
de considerar muestran que, desde un punto de vista estrictamente
algebraico, el paso de los niimeros naturales a las fracciones o a los
numeros relativos son dos problemas analogos y del mismo grado
de dificultad. Por esta razén, en la ensefianza media no existe incon-
veniente 16gico alguno en invertir el orden histérico introduciendo
primero los nimeros negativos y luego los fraccionarios.

Trataremos ahora de estructuras con mas de una operacién. Por ser
suficiente para nuestros propésitos, nos limitaremos en general al caso
de estructuras (C, *,, %,) con dos operaciones. Ejemplos inmediatos de
estas estructuras los proporcionan las distintas clases de niimeros con
la adicién y la multiplicacién como operaciones. Otro ejemplo bien
conocido es el de la estructura cuyos elementos son los subconjuntos
de un conjunto dado con las operaciones de unién e interseccién. Los
conceptos de morfismo, de subestructura y de estructura cociente se
establecen de manera andloga a como se hizo en el caso de una sola
operacién. También se extienden de manera natural los conceptos de
nicleo de un morfismo y de congruencia en una estructura.

En una estructura (C, %,, %,), se dice que %, es distributiva res-
pecto de %, cuando, para a, b y ¢ cualesquiera en C, se verifican las
igualdades

axp(bsgc)=(axb)s,{axc) y (Bsgc)rya=(bxa)x4(c+ a)

Las mas importantes entre las estructuras con dos operaciones
son las llamadas anillos. Un anillo es una estructura con dos opera-
ciones que indicaremos con los signos + y x y designaremos con
los nombres de adicién y multiplicacién. Ambas operaciones satisfa-
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cen las condiciones siguientes: a) respecto de la adicion, la estructura
es un grupo abeliano ; b) la estructura es un semigrupo respecto de
la multiplicacion ; y c) las dos operaciones estan ligadas por la pro-
piedad de que la multiplicacion es distributiva respecto de la adicion.
Los nimeros enteros, positivos y negativos, con la adicion y multi-
plicacion ordinarias, presentan el ejemplo mas conocido de anillo.
Respecto de este anillo, tomado como tipo, los anillos generales pue-
den diferir en varias propiedades, entre las cuales vamos a destacar
algunas. 1) El conjunto de los enteros es infinito; en cambio, exis-
ten anillos cuyo conjunto base es finito. Un ejemplo muy simple y
muy importante por sus aplicaciones es el siguiente. C es el conjunto
de dos elementos que llamaremos par e impar. La suma de dos igua-
les es par y la de dos desiguales es impar. Si uno de los factores es
par el producto es par, mientras que el producto de dos impares es
impar. Se ve facilmente que las operaciones asi definidas satisfacen
las condiciones exigidas para las de un anillo ; por tanto, se tiene asi
un anillo con dos elementos. 2) En el anillo de los enteros existe ele-
mento neutro para la multiplicacién, el 1; en cambio, con las opera-
ciones ordinarias, los enteros pares forman un anillo para el cual la
multiplicacion carece de elemento neutro. 3) l.os enteros forman,
respecto de la multiplicacion, un semigrupo conmutativo; mientras
que es facil citar ejemplos de anillos para los cuales la multiplicacion
no es conmutativa. 4) Para que el producto de dos niimeros enteros
sea 0 es necesario que al menos uno de ellos sea 0. Veamos, en cam-
bio, un ejemplo de un anillo en el que el producto de dos elementos
es cero sin que ninguno de ellos lo sea. LLos restos de dividir los
nameros enteros por 6 forman un anillo con 6 elementos: 0, 1, 2, 3,
4 y 5, si se define como suma el resto de la suma y como producto
el resto del producto. En este anillo, el 2 y el 3 son distintos de 0,
mientras que su producto, que es el resto de 6, es 0.

Se llama conmutativo un anillo si su semigrupo multiplicativo es
conmutativo. El elemento neutro para la adiciéon en un anillo recibe
el nombre de cero del anillo, y el elemento neutro de la multiplica-
cion, cuando existe, se denomina el uno del anillo. Se ve de modo
inmediato que, en todo anillo, el producto del 0 por un elemento
cualquiera es siempre 0. Si en un anillo el producto de dos elementos
a v b distintos de 0 es 0, se dice que a y b son divisores de 0. En el
ejemplo 4) anterior, el 2 y el 3 son divisores de 0. En un anillo los
elementos que conmutan con todos los demas para la multiplicacion
forman un subanillo que recibe el nombre de centro del anillo dado.
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El 0 pertenece siempre al centro; lo mismo ocurre con el 1, en el
caso en que este elemento existe en el anillo.

En todo morfismo de un anillo C en otro 7, al 0 de C le corres-
ponde el 0 de 7. Si en C y en C’ existe el 1, puede muy bien ocurrir
que al 1 de C no le corresponda el 1 de C’. El ntcleo del morfismo
esta determinado por la clase N de elementos de C que se represen-
tan en el 0 de C’; por este motivo N se suele designar como nfcleo
del morfismo. EI ntcleo N constituye, como se ve facilmente, un
subanillo de C: es un subanillo de tipo especial, ya que, no sélo el
producto de dos elementos de N pertenece a .\, sino que el producto
de un elemento cunalquiera de C por uno cualquiera de N pertenece
también a V. Los subanillos de este tipo se llaman ideales de C. Te-
nemos entonces que en todo morfismo el nticleo es un ideal. Y, re-
ciprocamente, se prueba que todo ideal de C es nficleo de un morfis-
mo. La teoria de ideales ocupa un lugar destacado en Algebra, en
Teoria de Nfimeros y en Geometria algebraica. En todo anillo hay
siempre dos ideales triviales, el 0 y el anillo total. Si el anillo tiene
elemento 1, todo ideal que contenga a este elemento coincide con el
anillo total; por lo cual, al ideal anillo total se le suele llamar ideal
unidad.

Se dice que un anillo es un cuerpo, si el conjunto de elementos
distintos de 0 forma un grupo respecto de la multiplicacion. Los nd-
meros racionales, los niimeros reales y los numeros complejos son
ejemplos de cuerpos. El anillo de los restos de dividir los ntimeros
enteros por un namero primo p es un cuerpo con p elementos. En
particular, para el caso p = 2, se obtiene un cuerpo que es precisa-
mente el anillo formado por el par y el impar que consideramos an-
tes. Existen cuerpos no conmutativos ; el mas conocido, por sus apli-
caciones a la Cinematica del espacio euclideo de tres dimensiones,
es el cuerpo llamado de los cuaternios o cuaterniones de Hamilton.
Por otra parte, se demuestra que todo cuerpo con un nfimero finito
de elementos es siempre conmutativo (teorema de Wedderburn).

En un cuerpo no puede haber divisores de 0. En efecto, de
a x b=0, si es az0, se deduce

b=2lixb=farixo) Xb=a1xX(oxb)=62%x0=0;
es decir, que si el producto es 0 y el primer factor es distinto de

cero, el segundo factor es 0. Lo mismo se veria cambiando el orden
de los factores.
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Para los anillos, de modo analogo que para los semigrupos, se pre-
senta el problema de inmersion. A saber: dado un anillo A, ;existira
un cuerpo K que lo contenga? La posibilidad de soluciéon requiere
como condicion necesaria que no haya en A divisores de 0. Esta con-
dicién no es suficiente, como resulta de un contraejemplo de Malcev.
Una condicion suficiente, aparte de la de carecer de divisores de 0,
es la de que A sea conmutativo. Un anillo / conmutativo y sin divi-
sores de 0, se denomina dominio de integridad. Los enteros forman
un dominio de integridad ; de ahi esta denominacion. Para un domi-
nio de integridad [ se prueba el siguiente teorema de existencia y
unicidad : Existe un cuerpo K que contiene a /, generado por este
anillo. Cualquier otro cuerpo K’ que satisfaga esas dos condiciones
es isomorfo con K. El cuerpo K asi determinado, salvo un isomor-
fismo, se llama cuerpo de fracciones de /.

En todo cuerpo no existen mas ideales que los dos triviales: el
ideal 0 y el ideal unidad. En consecuencia, todo morfismo de un
cuerpo es o un monomorfismo, y entonces el cuerpo es isomorfo con
su imagen, o la imagen se reduce al 0.

Se definen para los cuerpos unos morfismos generalizados o lu-
gares, completando el cuerpo imagen A’ con un elemento X0 para
formar una estructura (K’, &) para la cual se extiende de la mane-
ra siguiente la definicion de las operaciones: Para todo a’ de K’ se
define @ + ™ = si @ # 0, @ x o0 = 0. Por otra parte, defi-
nimos % x &0 =20, 1/0 = o y 1/o¢ = 0. No se definen las expre-
siones ¢ + ¢, 0 x oo, 0/0 y oo/>. Un lugar y del cuerpo K en
el cuerpo K’ es una aplicacion y de K en {K’, &}, que satisface las
reglas de un morfismo

x(a+b) =x(a)+ x(b), X (@ x b) =x(a) x x(b),

siempre que las formulas del segundo miembro estén definidas en
{K’, v}, vy tal que y (1) = 1. Los lugares desempefian un papel fun-
damental en Geometria algebraica.

Para simplificar la exposicién, en las estructuras algebraicas tra-
tadas hasta ahora, suponiamos implicitas algunas condiciones restric-
tivas, entre las cuales merecen destacarse: a) Consideribamos es-
tructuras con un solo conjunto; b) Suponiamos que las operaciones
estaban definidas para todos los pares de elementos del conjunto
base ; y ¢) Estudidbamos tnicamente operaciones binarias, esto es,
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operaciones en las que intervienen dos elementos. Con el fin de al-
canzar mayor generalidad consideraremos en lo que sigue estructu-
ras que no estaran sujetas a algunas de dichas restricciones.

En el caso mas general de una operacion binaria se tienen no
uno, sino tres conjuntos A, B y C. La ley de composicién binaria
es entonces una aplicacion del producto cartesiano 4 x B en C. Esto
es, una ley que, a cada par de elementos (a, b), el primero pertene-
ciente a A y el segundo a B, hace corresponder un elemento ¢ de
C. En el caso que hemos venido considerando hasta aqui, los tres
conjuntos A, B y C coinciden; por este motivo se habla entonces
de ley de composicion interna. Es, sin duda, el caso mas importante
porque, segtin veremos mas adelante, los demas se pueden reducir
a él mediante artificios adecuados. Le sigue en importancia el caso
en el que B y C coinciden, siendo distintos de A. La estructura queda
entonces determinada por la terna (4, C, %), formada por los dos
conjuntos A y C, y por la ley de composicion x que da la aplicacién
de A x C en C. El conjunto A se designa con el nombre de conjun-
to de operadores, y el C se llama conjunto base; de x se dice que
es una ley de composicién externa. Un ejemplo bien conocido de es-
tructura de esta especie es aquel en el que C es el conjunto de vec-
tores del espacio, 4 el de los niimeros reales y * la multiplicacion de
un numero por un vector.

En una estructura (4, C, «), si es ¢ el elemento de C que corres-
ponde por x al par (a, c) de A x C, escribiremos a % ¢ = ¢’ y dire-
mos que ¢’ es el compuesto de a y ¢ por x. Un morfismo ¢ de la es-
tructura (4, C, ) en la (4, €', x) de su misma especie, se define
como un par de aplicaciones, una ¢, de 4 en A’ y otra ¢, de C en (',
tales que se tenga la igualdad o (a * ¢) = ¢, (@) * 9, (¢), para todo
par (a,c) de A x C. Se dice que (4, (', ¥) es una subestructura
de (4, C, %), si A’ es un subconjunto de A, C” un subconjunto de C
y la restriccion de % a A” x C coincide con #’. Se extienden sin difi-
cultad al presente casp los conceptos de estructura cociente, ntcleo,
elemento neutro, etc. LLos casos mas interesantes de las estructuras
que estamos estudiando son aquellos en los que en 4, en C o en am-
bos conjuntos se definen operaciones internas ligadas con la opera-
cién externa por ciertas relaciones. Como casos tipicos, vamos a ocu-
parnos de los grupos de transformaciones y de los espacios vectoria-
les. Son estructuras fundamentales por sus miltiples aplicaciones
matematicas y fisicas.
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Un grupo de transformaciones es una estructura (G, E, %), con
una ley de composicion externa x, en la que se cumplen ademas las
condiciones siguientes: a) el conjunto de operadores G es un grupo,
cuyos elementos llamaremos transformaciones; b) la ley « de com-
posicion externa y la de composicion en G estan ligadas por las rela-
ciones: 1) (@a.b)xp = ax(bxp), para todo par (a, b) de transfor-
maciones y todo elemento p de E; y ii) el elemento neutro ¢ de G
es también neutro para x, es decir, ¢ x p = p, para todo p de E. El
conjunto base E se llama espacio y sus elementos puntos. Los es-
pacios de las geometrias clasicas con sus grupos correspondientes
son ejemplos de grupos de transformaciones. De las condiciones im-
puestas, se deduce facilmente que toda transformacion aplica puntos
distintos en puntos distintos y que todo punto del espacio es homd-
logo de otro para dicha transformaciéon: en consecuencia, las trans-
formaciones son aplicaciones biyectivas del espacio en si mismo. Un
grupo de transformaciones se llama transitivo si, dados dos puntos
cualesquiera del espacio, existe una transformacion que cambia uno
de ellos en el otro; si G es transitivo, se dice que el espacio E es
homogéneco. los transformados de un punto por todas las operacio-
nes de G constituyen la drbita de dicho punto: si el espacio es homo-
géneo, la 6rbita de uno cualquiera de sus puntos llena todo el espacio
E. En todo caso, la érbita de un punto cualquiera forma un sub-
espacio homogéneo de E. I.os movimientos del espacio ordinario de
tres dimensiones constituyen un ejemplo de grupo transitivo y, por
tanto, el espacio es homogéneo para ese grupo. En cambio, las rota
ciones alrededor de un punto fijo O forman un grupo que no es tran
sitivo ; las distintas drbitas estan constituidas por las superficies es-
féricas de centro en O. En el caso general, dado un punto cualquiera
Py, las transformaciones de G que lo aplican en si mismo o, como se
dice brevemente, que lo dejan invariante constituyen un subgrupo
G, de G llamado grupo de estabilidad de p,. Fijado p, se puede esta-
blecer una relacion de equivalencia entre las operaciones de G, consi-
derando como equivalentes dos transformaciones que aplican p, en el
mismo punto. Si E es homogéneo, se tiene asi una correspondencia
biyectiva entre los puntos de E y las clases de equivalencia en G. La
clase de equivalencia de una transformacion « estd formada por los
elementos de G de la forma a.G,, donde G, es el subgrupo de esta-
bilidad de p,. Si G, se reduce al elemento neutro, cada clase consta
de una sola transformacion, y el espacio E y el grupo estan entonces
en correspondencia biyectiva: a E se le llama en este caso espacio
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del grupo G. Los espacios homogéneos, que son los mas importan-
tes, aparecen asi formados por elementos que son clases de equiva-
lencia del espacio del grupo.

- Los espacios vectoriales son estructuras que corresponden y ge-
neralizan las propiedades algebraicas de las operaciones elementales,
clasicas en Mecanica y en Geometria, definidas para los llamados
vectores libres. En nuestra terminologia, un espacio vectorial es una
estructura (K, I, ) con una ley de composicién externa %, y en la
que K, I’ y  satisfacen ademas las condiciones siguientes: a) el con
junto de operadores K es un cuerpo, cuyos elementos llamaremos
escalares ; b) el conjunto base I” es un grupo abeliano, cuya ley de
composicion indicaremos con el signo + y cuyos elementos se llama-
ran vectores ; v ¢) las operaciones de K, la operaciéon de I’ y la ley de
composicion externa estan ligadas por las relaciones:

Is b ivy="(a b))+ v propiedad asociativa para la multiplica-
cién en K.

22 (@a+b) v=azv+b:v propiedad distributiva para la suma en K.

33 g {2 7'2) =a+7 Far7, propiedad distributiva para la suma en V.

donde a y b son escalares arbitrarios, y v, v, y ., vectores cuales-
quiera. De las condiciones impuestas se deducen sin dificultad todas.
las propiedades elementales conocidas, por cuya razén no vamos a
detenernos en ese punto. Dos espacios vectoriales son de la m’s-
ma especie cuando tienen el mismo cuerpo de escalares; como
subestructuras de un espacio vectorial se consideran sélo las que
conservan el cuerpo de escalares. Las subestructuras se desig-
nan con los nombres de subespacios vectoriales o espacios lineales de
acuerdo con las aplicaciones a la geometria. LLos morfismos entre
espacios vectoriales de la misma especie que inducen la identidad en
el cuerpo de escalares se denominan aplicaciones lineales; en el caso
en que, en vez de la identidad para K, se tiene un automorfismo cual-
quiera de K se habla de aplicaciones semilineales. Para los morfismos
entre espacios vectoriales, analogamente a lo que se hace en el caso
de grupos, se suele designar como ntcleo la clase de equivalencia
del elemento nulo de J7, ya que esta clase determina univocamente
lo que hemos llamado ntcleo en el caso general. El nuacleo es un
espacio lineal y, reciprocamente, todo espacio lineal de un espacio
vectorial es nicleo de un morfismo. La teoria de la dependencia abs-
tracta que consideramos anteriormente se aplica a los espacios vec-
toriales, vy, por sor va'ido en este caso el axioma de cambio, se obtie-
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ne la existencia de base y la invariancia de la dimensién . 1.os es-
pacios lineales de dimension 1 se llaman rectas, los de dimensién 2
plunos y, si el espacio es de dimension n, los espacios lineales de di-
mension n — 1 se denominan fiperplanos. En toda aplicacion lineal,
la dimension del espacio inicial es igual a la suma de las dimensiones
del nucleo y de la imagen. Dados dos espacios lineales I’, y 7, de
un espacio vectorial, si designamos con 1", U J7, su unidn, es decir,
el espacio minimo que los contiene, y con [7, N [7, su interseccién,
esto es el espacio lineal constituido por los vectores comunes a am-
bos, se verifica la importante relacion

dim. V| 4 dim. ¥, = dim. (V, U V) + dim. (¥ 0 V)

El cuerpo K de escalares en un espacio vectorial puede no ser
conmutativo ; cuando esto ocurre, los espacios vectoriales quc hemos
definido se llaman espacios vectoriales a la izquierda, con el fin de dis-
tinguirlos de los espacios wectoriales a la derecha, para los cuales,
en el producto de un vector por un escalar, el vector es el primer
factor y el escalar el segundo. Por motivos de sencillez, supondre-
mos en lo que sigue que K es conmutativo ; en este caso, la conmu-
tatividad del producto en K hace que desaparezca la distincion entre
espacios a la derecha y espacios a la izquierda.

El grupo aditivo del cuerpo K, se puede considerar como un es-
pacio vectorial de dimension 1 sobre el cuerpo de escalares K, siendo
la operacion externa la multiplicacion en K. Al espacio asi conside-
rado lo designaremos con la letra K. Para un espacio vectorial |7 so-
bre K, las aplicaciones lineales de I en el espacio K se llaman formas
lineales sobre J7. El conjunto de formas lineales sobre | puede do-
tarse de una estructura de espacio vectorial sobre A procediendo de
la manera siguiente: definimos como producto de una forma lineal
o por un escalar a la forma ¢’ que, para todo vector v de I/ satisface
la igualdad ¢’ () = a .o (v); y, dadas dos formas 5, y ¢, la suma
o, de ambas viene definida por la igualdad s, (v) = ¢, (v) + 92, (v),
valida para todo o de V. Se prueba facilmente que se obtiene asi un
espacio vectorial sobre K, que llamaremos espacio dual del |” y de-
signaremos con la notacion 7. En el caso en que |~ es de dimension

finita, su dual /7 tiene la misma dimension; siendo, por tanto, iso-
6 En realidad, la teoria de la dependencia abstracta se dedujo por cabstrac-

cién» de la teoria de la dependencia lineal para espacios vectoriales y de Ir depen-
dencia algebraica para las extensiones de un cuerpo conmutativo.
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morfo con él, aunque no exista isomorfismo canonico entre los dos.

Si I’ es de dimensién infinita, la dimensiéon de 77 es mayor que la de
I” y, en consecuencia, no son isomorfos. Dados dos espacios vecto-
‘riales V7 y /77 de la misma especie, a toda aplicacién lineal de V' en
I”” le corresponde de manera univoca una aplicacion lineal del dual
de V7’ en el dual de " ; esta aplicacion se llama aplicacidn transpuesta
de la dada. El estudio completo de un espacio vectorial requiere el
estudio simultaneo de su espacio dual. Aunque la consideracion del
espacio dual de un espacio vectorial data de mas de un siglo, ya que,
por ejemplo, las variables cogredientes y contragredientes del calculo
vectorial clasico son un aspecto de tal cuestion, la distinciéon neta
entre un espacio y su dual es relativamente reciente y el estudio de
sus relaciones reciprocas es uno de los puntos esenciales del Algebra.

Aunque de gran importancia en Algebra y en sus aplicaciones, no
vamos a detenernos en establecer el concepto de producto tensorial
de espacios vectoriales. En el calculo vectorial clasico se procedia
para ello tomando en cada espacio una base, por lo que la definicion
correspondiente no era de caracter intrinseco. Es posible, sin embar-
go, dar una definicion intrinseca aplicable a casos mucho mas gene-
rales, en particular a los correspondientes a estructuras en las que
no exista una base, pero la exposicion de los detalles técnicos nos
ocuparian demasiado. Queremos tnicamente hacer observar que di-
cha posibilidad permite desarrollar la teoria correspondiente sin ne-
cesidad de utilizar la orgia de indices que oscurecia la exposicion en
su primitiva forma, hecho que tanto ha contribuido a hacer impene-
trables muchos de los trabajos de los matematicos relativistas.

Si, en la estructura de espacio vectorial, se sustituye el cuerpo de
escalares K por un anillo A se obtiene una estructura algebraica co-
nocida con el nombre de mddulo. L.os modulos constituyen asi una
generalizacion de los espacios vectoriales. Entre las propiedades que
se pierden al pasar a los modulos recordaremos las que siguen. En
los médulos puede ocurrir que no haya ningtn escalar que sea ele-
mento neutro; cuando existe se dice que el mddulo es unitario. El
producto de un escalar por un vector puede ser nulo sin que lo sea
ninguno de los dos elementos. Un mddulo general no admite bases.
El producto tensorial de modulos presenta diferencias esenciales
con el de espacio vectoriales. Por su gran generalidad, los médulos
desempenan en las aplicaciones del Algebra a otros dominios de las
matematicas un papel de esencial importancia.
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En una estructura algebraica genera!, dotada de una ley de com-
posicion binaria, puede ocurrir que la operacion no esté definida para
todos los pares de elementos. Asi, por ejemplo, en un cuerpo la divi-
sion de un elemento por otro no esta definida si el segundo es cero.
iEn el caso general, esto entrana que una ley de composicion binaria
de dos conjuntos A y B en un tercero C debera definirse como una
aplicacion no de todo el producto cartesiano 4 x B en C, sino sélo de
un subconjunto parcial de A x B en C. Con esta generalizacion han
de modificarse, por una parte, algunas de las definiciones anteriores
y, por otra, varias de las propiedades establecidas pueden dejar de
ser validas. Por ejemplo, en el caso de estructuras con un solo con-
junto y una ley de composicion interna s, un morfismo de C en C’ serd
una aplicacion ¢ de C en (7 tal que si % esta definida para dos ecle-
mentos a y b de C, » ha de estarlo también para 3 (a) v o (b) en C*
y se ha de verificar que o (a * 0) = o (a) x ¢ (b). De este modo, un
morfismo puede ser en el caso general monomorfismo y epimorfismo
sin ser un isomorfismo, ya que x puede estar definida para ¢ (a) y
% (b) en C” y no estarlo para a y b en C. LLa descomposicion de un
morfismo en forma candnica no es posible en general ; asimismo no
existen siempre estructuras libres, etc.

Sefnalabamos anteriormente que toda estructura algebraica se pue-
de reducir a otra equivalente en la que no intervenga mas que un solo
conjunto. La reduccién es posible admitiendo operaciones que no
estén definidas para todos los pares de elementos. Indiquemos como
puede procederse en el caso de una estructura con tres conjuntos
A. By Cy una ley de composiciéon x, determinada por una aplica-
cion del producto cartesiano 4 x B en (. La aplicacion s puede
caracterizarse mediante un subconjunto D de! producto cartesiano
A x B x C, el conjunto D esta formado por ternas (a, b, ¢), con a
en A, ben By c en C, que cumplen la condicion de que, si (a, b, ¢}
v (a, b, ¢’) pertenecen a D, ¢ ha de ser igual a ¢. Formemos el con-
junto ¢’ = AU B U C, unién de A, B y C y consideremos el pro-
ducto C* = " x C" x C'. El conjunto D es un subconjunto de C* vy
subordina en C’ una ley de composicion interna #’. Resulta inmedia-
to que las estructuras (4, B, C, x) y (C’, +') se determinan recipro-
camente y cabe considerarlas, por tanto, como equivalentes.

Hemos fijado hasta ahora nuestra atencion exclusivamente en las
operaciones llamadas binarias, que hacen intervenir sélo dos elemen-
tos. Por una parte, lo haciamos para mayor sencillez de nuestro ra-
zonar y, por otra, porque va en ese caso se presentan los hechos mas
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importantes que aparecen en el caso de operaciones con cualquier ni-
mero finito de elementos. Vamos a tratar ahora brevemente algunas
operaciones no binarias. Un ejemplo simple de operacion ternaria se
obtiene haciendo corresponder a tres puntos del espacio de la geome-
" tria elemental el centro del circulo circunscrito a dichos puntos; se
observard que la operacién esti definida solo si los tres puntos no
estan alineados. Como ejemplo de operacion unaria consideremos ‘a
que hace corresponder en el conjunto de los nameros enteros a un
ntmero a su opuesto — a; en este caso la operacién aparece defini-
da para todos los niimeros. Para todo ntmero natural n, una ley de
composicion n-aria o de orden n en un conjunto C sera una aplica-
cion de una parte de C*, potencia cartesiana n-ésima de C, en C; o
lo que es lo mismo, una ley que a ciertas n-uplas ordenadas de ele-
mentos de C hace corresponder otro elemento de C. Se definen tam-
bién operaciones de orden cero son aquellas por las cuales se fija
un elemento determinado en el conjunto C.

Al hablar de la propiedad asociativa de una operacién, hemos vis-
to como a partir de una ley de composiciéon binaria s= podia definir
por recurrencia una operaciéon con n elementos, para todo nimero
natural » mayor que 2; las operaciones n-arias asi obtenidas forman
parte de las llamadas operaciones derivadas de la operacién binaria
inicial. De modo anilogo, para toda operacion n-aria y para todo
nimero natural s, se puede definir una operaciéon derivada de orden
n+(n—1).h. Por otra parte, si en una operacién n-aria fijamos
I < n elementos, al variar los n — I restantes se obtiene una opera-
cién de orden n — /. Por ejemplo, si en una operaciéon binaria fija-
mos el segundo elemento se obtiene una operacion unaria y, si fija-
mos los dos, una operacion de orden cero. Las operaciones deduci-
das de este modo, a partir de una dada, cuentan entre las operacio-
nes derivadas de ésta. Finalmente, si tenemos dos operaciones, una
de orden n y otra de orden m, se obtiene de modo natural una ope-
raciéon de orden n.m que llamaremos asimismo derivada de las dos
operaciones en cuestion. De un sistema de operaciones definidas en
un conjunto C, diremos que forman un sistema cerrado si, tomadas
» operaciones cualesquiera del sistema, éste contiene todas las ope-
raciones derivadas de dichas » mediante los procesos que acabamos
de indicar. En el estudio de una estructura algebraica intervienen de
modo natural todas las operaciones derivadas de las establecidas para
la estructura; en consecuencia, la estructura algebraica mas general
estard constituida por un conjunto C y un sistema cerrado de opera-
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ciones en él. Salvo casos triviales, el sistema de operaciones sera in-
finito ; lo tinico que se exige es que en cada operacidon no intervenga
mas que un numero finito de elementos, esto es que cada operacion
sea una operacion n-aria para n finito. Si todas las operaciones que
definen una estructura son de orden 0 6 1, todas las del sistema ce-
rrado correspondiente son de uno de estos dos ordenes. En cambio,
si interviene alguna de orden superior, se demuestra que el sistema
cerrado que se obtiene puede considerarse como el conjunto de ope-
raciones derivadas de un sistema de operaciones binarias; éste es
otro de los motivos por los que, en lo que precede, nos hemos dete-
nido especialmente en el estudio de las operaciones de orden 2.
LLos inconvenientes que surgen al admitir operaciones no defini-
das para todos los elementos, y que se traducen en excepcioncs para
los resultados obtenidos cuando no se presentan esas operaciones,
pueden obviarse ampliando el concepto de estructura algebraica has-
ta englobar estructuras en las que, ademas de operaciones o leyes de
composicion, intervienen relaciones. Resultan asi estructuras mas ge-
nerales, que incluyen como casos particulares a las algebraicas y tam-
bién a las de orden. Vamos a ocuparnos de esta cuestion sin entrar
en detalles. Dado un conjunto C, una relacion n-aria R en €l es un
subconjunto D de la potencia n-ésima cartesiana C" de C, es decir
un conjunto de n-uplas ordenadas de elementos de C. Decir que una
n-upla ordenada (a,, a,, ..., a,) de elementos de C satisface la rela-
cién R equivale a afirmar que dicha n-upla pertenece a ). Vimos an-
teriormente que una operaciéon binaria en un conjunto C estaba ca-
racterizada por un subconjunto de la tercera potencia cartesiana C°
de C; en consecuencia, una operacion binaria es un caso particular
de relacién ternaria. Analogamente, una operacion m-aria en C es
un caso particular de relacion R de orden (n+ 1) en C, la sucesion,
de orden n+ 1, (a, a,, ..., ¢) de elementos de C satisface a R si
c es el resultado de aplicar a la n-upla (a,, a,, ..., a,) la operacion
dada. Que las operaciones n-arias no dan lugar a las relaciones de
orden n+ 1 mas generales resulta del hecho de que si dos sucesio-
nes de orden n+1, (a,, a,, ..., a,, ¢) y (a,, @, ..., @y, ¢’), con sus #n
primeros elementos comunes, satisfacen la relacién de orden n+1
correspondiente a una operacion n-aria, se ha de verificar que ¢ y ¢’
coinciden, condicién que no se cumplira en el caso de una relacion
general. Una estructura con relaciones estard determinada por un
conjunto C y un sistema de relaciones en C. I.os conceptos de sub-
estructura, morfismo, estructura cociente, relaciones derivadas, etcé-
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tera, se deducen facilmente por extension de los conceptos corres-
pondientes de las estructuras algebraicas. Por ejemplo, tomando el
caso mas simple de dos estructuras de la misma especie (C, R,) y
(C’; R’,) con una sola relacion de orden n, un morfismo de la prime-
. ra en la segunda serd una aplicacion ¢ de C en (” tal que, si la suce-
si6n, de orden n, (a,, a,, ..., a,) de elementos de C satisface la rela-
cion R,, la sucesion transformada (o (a,), 3 (ay), -.., 9 (a,)) de ele-
mentos de (’ debe satisfacer la relacién R’,.

Llegamos asi al fin de nuestro discurso en el que, si bien hemos
tocado los puntos esenciales de la teoria de estructuras algebraicas,
dejamos de tratar, por falta de espacio o por razones de orden téc-
nico que hubieran sobrecargado an mas nuestra exposicion, partes
tan importantes como la teoria de algebras, las conexiones de Galois,
el problema de las palabras, los limites inductivos y proyectivos, la
dependencia y clausura algebraica, etc. Tampoco hemos mencionado
siquiera la dltima, y posiblemente la mas importante, entre las teo-
rias con que se han enriquecido recientemente las matematicas: la
teoria de categorias y funtores. Teoria de marcado sabor algebraico
en la que encuentran inmediata aplicacion los conceptos y propieda-
des de las estructuras objeto de nuestro discurso y que establece co-
nexiones entre estructuras de distinta especie e incluso de distinto
tipo fundamental. Estas conexiones constituyen, de una parte, um
potente principio de unificaciéon entre las distintas teorias matematicas
y encauzan, por otra, la aplicacién de los resultados obtenidos para
cualquier tipo de estructuras a las diversas partes de nuestra ciencia.
A proposito de la posibilidad de estas aplicaciones, queremos poner
de relieve que, en muchos aspectos, el Algebra abstracta representa
dentro de la Matematica un papel analogo al que ésta viene desem-
pefiando para la Mecanica y la Fisica. De este hecho resulta.
como certeramente sefiala Chevalley, otra fuente de vitalidad para
el Algebra, rama pujante y viva por tener planteados problemas pro-
pios de extraordinario interés y por su capacidad para tratar y resol-
ver problemas originados en otros dominios de la matematica.

Y ahora, al pediros disculpa por el abuso que de vuestra benevo-
lencia he hecho tratando de un tema cuya aridez, en parte insoslaya-
ble, ha sido seguramente aumentada por mis propias limitaciones,
quisiera terminar indicando que mi deseo fue, parafraseando a Fon-
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tenelle, el de «tratar el Algebra en forma que no fuera ni demasiado
seca para el profano ni demasiado ligera para el especialistan.

He dicho.
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DISCURSO DE CONTESTACION

EXCMO. SR. D. FRANCISCO NAVARRO BORRAS



Sefiores Académicos:

Sefioras y Sefiores :

En tres ocasiones he podido valorar en toda su amplitud la per-
sonalidad y la labor cientifica del Profesor Ancochea. Coinciden con
tres momentos culminantes de su vida: Presidi el Tribunal que le
otorgd su catedra de Madrid; fui asimismo Presidente de la Comi-
sién que le concedié la Ayuda para la investigacion de la Fundacién
«Juan Marchy, y ahora he sido designado para darle la bienvenida
en nombre de la Corporacion en el Acto solemne que hoy cele-
bramos.

Sucede Ancochea al Excmo. Sr. D. José Alvarez Ude en la pose-
sion de la medalla ntimero 36. De su predecesor acabiis de oir sen-
tidos y justisimos elogios. Me complaceria insistir en ellos porque a
mi admiracién por sus dotes intelectuales y morales se sumaba una
gran amistad y un sincero afecto. Fui compaifiero suyo en el Claustro
Universitario de la Facultad de Ciencias y en esta Real Academia :
gocé de su confianza y le acompafié en momentos felices de su vida
y también en las pruebas a las que Dios, como a tantos de sus ele-
gidos, quiso someterle. Sin embargo, no me detendré mas en este
punto para no prolongar demasiado mi discurso. Por otra parte,
seria dificil afladir nada esencialmente nuevo a la calida y acabada
semblanza de Alvarez Ude presentada por el Secretario Perpetuo de
nuestra Academia en la memoria del curso 1958-59.

No es mera coincidencia el que Ancochea venga a ocupar el sillon
de su maestro. El detenido andlisis de su labor cientifica, fruto de una
mente privilegiada, que hube de realizar en las ocasiones menciona-
das, me condujo a la conclusiéon de que entre maestro y discipulo
existian numerosos puntos de afinidad. Desde hace afios, el prestigio
de German Ancochea en el mundo matematico le senaldo como bri-
llante representante de la matematica espafiola en Congresos y Reunio-
nes cientificas. Justo y natural es que esta Real Academia quisiera
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1

contarle entre sus miembros. Y asi lo hizo amindolo para suceder
a Alvarez Ude, de guien fue uno de los mas preclaros discipulos.

" Me propongo ahora daros una breve y esquematica descripcion de
la personalidad y de la obra de Ancochea seguro de poder mostrar
cuan justificado es el destacado puesto que ocupa entre los matema-
ticos actuales. Lo haré con absoluta objetividad, dejando al margen
los dictados de la amistad. Para corroborar mis juicios, podria apelar
a testimonios de todo el mundo. Una ojeada a la correspondencia
que sostiene con los matematicos mas destacados deja sentir, a tra-
vés de frecuentes elogios, la gran estima que su labor les merece.

Su «curriculum vitaey nos muestra las realizaciones magnificas
que jalonan una vida fecunda de trabajo en la que siempre ha perma-
necido fiel a una profunda vocacion cientifica. Nacié en 1908, en la
ciudad de Cérdoba de la Argentina, hijo de padres espafioles proce-
dentes de Galicia. A los cuatro afios, la muerte de su padre motiva
que su madre regrese a su tierra de origen junto con sus tres hijos.
En Puebla de Trives cursa la Primera Ensefianza con los Hermanos-
de las Escuelas Cristianas, en un Colegio fundado por un tio suyo.
Sigue los estudios del Bachillerato en el Instituto de Orense y, ob-
tenido el titulo, viene a Madrid. En nuestra Facultad de Ciencias obra
su brillante expediente académico que culmina, en 1929, con el Premio
Extraordinario en la Licenciatura de la Seccion de Exactas. Al afio-
siguiente oposita a la Auxiliaria de Geometria Analitica y Geometria
Proyectiva de dicha Facultad de Ciencias. Tuvo como contrincante
un Auxiliar numerario procedente de otra Universidad. Este, al cono-
cerse el resultado de la oposicién, se dolia con amargura de haber sido
vencido, a pesar de su experiencia y conocimientos, por un joven que
atn no contaba 22 afios. En ese mismo afio de 1930 tuvo lugar mi in-
corporacién como Catedratico a la Universidad de Madrid y de esa
fecha data una gran amistad con Ancochea.

En 1933 fue pensionado por la Junta de la Ciudad Universitaria
para estudiar en Paris, bajo la direcciéon de Elie Cartan, cuestiones
de Geometria Diferencial. En Paris siguié ademas cursos de Frechet,
Julia, Montel y Drach.

En 1935 defiende su Tesis doctoral ante la Seccion de Exactas,
obteniendo la calificacién de Sobresaliente. Luego, ante un tribunal
del que yo formaba parte, obtuvo, mediante oposicion, el Premio
Extraordinario del Doctorado.

En 1936 obtiene la Catedra de Geometria Analitica de la Univer-
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sidad de La Laguna. Pocos meses después pasa, por concurso, a la
Universidad de Salamanca como titular de Analisis matematico. Per-
manece en Salamanca hasta 1948, afio en que gana, por oposicion,
la Catedra de Geometria que desempena actualmente en Madrid.

Sus publicaciones se inician en 1934 con dos trabajos aparecidos
en la «Revista Matematica Hispano-Americana» (véase la lista de
publicaciones inserta al final). La guerra de Liberacion marca
un paréntesis en su produccion cientifica, motivado por su incorpo-
racion a filas. A partir de 1940 su trabajo cobra nuevos impetus. En
la quietud de la bella Salamanca, aparte de una intensa labor de ca-
tedra, reanuda con firme propdsito sus investigaciones. Sus articulos
fueron desde entonces auténticos heraldos de la presencia espafiola
en la Matematica mundial. Por su prestigio es invitado a formar par-
te del Comité Internacional de Redacciéon de la prestigiosa revista
«Compositio Mathematican de Amsterdam, en el que figuran desta-
cados matematicos de todo el mundo, siendo de notar que la invita-
cion partia de profesores a los que Ancochea no conocia personal-
mente.

En 1942, el célebre algebrista Hasse, ahora ilustre Miembro co-
rrespondiente de esta Academia, le abre las puertas del «Journal fir
die reine und angewandte Mathematik» (Journal de Crelle), la mas
prestigiosa de todas las revistas matematicas del mundo, por ser la
mas antigua y por la talla de sus colaboradores: Abel, Jacobi, Rie-
mann... En su trabajo del Crelle introduce Ancochea el concepto de
semi-homomorfismo : correspondencia entre anillos en la cual, a di-
ferencia del homomorfismo, que hace corresponder al producto a.b
el a’.b’, se pide tinicamente que a la suma a.b+ b .a le corresponda
@ .b'+ b .a. Demuestra entonces que, para los cuaternios, todo
semi-automorfismo es un automorfismo directo o un automor-
fismo inverso (en éste a a.b le corresponde b”.a’). Mas tarde exten-
di6 este resultado a las algebras con division. Cuando escribg estas
lineas tengo delante una larga y elogiosa carta de von Neumann
proponiendo a Ancochea la publicacion de su trabajo sobre Algebras
con division en los «Annals of Mathematicsy de Princeton, como asi
se hizo. J. von Neumann y el célebre matematico y fisico Pascual
Jordan se habian ocupado de cuestiones relacionadas con el tema
d2 Ancochea ; von Neumann, absorbido entonces (1946) por su labor
en el puesto preeminente de la direccion de los trabajos sobre energia
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nuclear en los EE. UU., encontré tiempo para conocer el trabajo de
Ancochea y escribirle detalladamente sobre él. Estos trabajos han
sido citados con gran encomio por los especialistas, en particular por
Jacobson (Representation Theory for Jordan Rings, «International
Congress of Mathematiciansy, 1950 ; Structure of Rings, «Amer.
Math. Soc. Colloquium Publications», 1956), por Dieudonné (Auto-
morphisms of the Classical Groups, «Memoirs Amer. Math. Soc.»,
nam. 2, 1951; La géométrie des Groupes classiques, «Ergeb. der
Math.», nim. 5, Springer, 1955), asi como en numerosos estudios
concernientes a las algebras de Jordan. El resultado fundamental de
Ancochea fue extendido, al caso de cuerpos no conmutativos cuales-
quiera, por el matematico chino Hua y hoy es conocido con el nom-
bre de teorema de Ancochea-Hua. j

De su época de Salamanca es también su memoria Curvas alge-
braicas sobre cuerpos de caracteristica prima. Enviada en 1943 a van
der Waerden, éste la retuvo inmediatamente para su publicacioit
en los «Mathematische Annalesy segtin carta, que he leido, en la que
felicita a Ancochea por haber dado una solucién elegante y completa
de la interesante cuestiéon estudiada. Una segunda parte de este estu-
dio fue aceptada para su publicacién en el Crelle. El desarrollo de la
guerra mundial impidi6 ambas publicaciones en las revistas citadas ;
reunidas en un tomo constituyeron el cuaderno nam. 1 de la Seccién
Matematica de las «Acta Salmanticensia», Seccién que fundé Anco-
chea y para la que consigui6 la colaboracion internacional de figuras
como Severi, Hasse, Krull y van der Waerden. Presentado al concur-
so de 1945 de esta Real Academia, obtuvo el Premio correspondiente.
Los resultados de este trabajo fueron utilizados por el ilustre geéme-
tra Lefschetz, hoy miembro correspondiente de esta Academia, en
sus cursos de la Universidad de Princeton. Permitidme que ceda a
la tentacion de transcribir la traduccion de una de sus cartas (julio
1946) :

«He leido con grandisimo interés su optuisculo Curvas algebrai-
cas... Pienso dar un nuevo curso sobre Geometria Algebraica y
desearia que algunos de mis jovenes estudiantes y colegas leyeran su
obra. Usted me facilitaria mucho la tarea si me pudiera enviar algu-
nos ejemplares de la misma. En el futuro, cuando Vd. tenga trabajos
que publicar, recuerde la existencia de los “"Annals of Mathematics’'.
En ellos publicamos articulos en inglés, aleman, francés e italiano.
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y aunque todavia no lo hemos hecho en espafiol, esto no constituiria
motivo de exclusion...n *.

Esta publicacion ha sido citada en el texto de todas las ediciones
del famoso tratado de Algebra de van der Waerden aparecidas des-
pués de 1950. Es mencionado también en numerosas memorias y obras
relacionadas con cuestiones de Algebra y de Geometria Algebraica.

Para no sobrecargar con tecnicismos mi contestacion, no voy a
entrar en detalles en lo que concierne a otros escritos cientificos de
Ancochea ; la lista de ellos que acompanan su discurso es bastante
elocuente. Algunos aparecidos en este mismo afio (1966) sefialan que
la actividad investigadora de nuestro nuevo colega no ha decrecido
con los anos. Quiero, no obstante, hacer constar la satisfaccion con
la que Ancochea gusta de destacar, cuando la ocasion se presenta,
la aportacion espafiola-a la investigacion matemética. Y asi, con mo-
tivo del Centenario del nacimiento de don Eduardo Torroja Caballé,
maestro de la escuela geométrica espafiola, precursor de la investiga-
cion matematica en Espafa y titular que fue de la catedra de la que lo
es hoy el Recipiendario, publicé en la revista de nuestra Academia
(1947) un trabajo titulado Sobre los correlativos de los teoremas de
Meusnier y Euler. En él Ancochea recaba para Torroja la prioridad
del enunciado y demostracion de uno de dichos teoremas. Torroja,
con la parvedad de medios propia de los métodos sintéticos utilizados
en su época, consigue una demostracion llena de ingenio que no habia
de ser mejorada hasta muchos afios después haciendo uso de potentes
medios analiticos.

Y ya es momento de que pase a tratar del tema de su discurso.
Incidentalmente ya lo he hecho al comentar dos de los trabajos de
Ancochea ; la palabra morfismo con distintos prefijos hube de sena-
larla varias veces. Quiero ahora considerar la magistral leccion de
Ancochea desde el punto de vista de un matematico que no es un al-
gebrista profesional. Los conocimientos de Algebra que adquiri en
la Universidad concernian a lo que hoy llamariamos Algebra clasica,
frente al Algebra moderna o abstracta; procedian, mas o menos di
rectamente, de las obras consagradas de Serret y de Weber. Se ola

*  Por invitacion personal del Profesor lLafschetz, Ancochea tomo parte, llevando
ademis la representacion de la Universidad de Salamanca, en la Reunion Internacio-
nal de Matematicos celebrada, en 1946, con motivo del bicentenario de la Unive-sidad
ce Princeton.
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hablar entonces de la teoria de Galois, pero no era materia que se ex-
plicara en los cursos universitarios. Habia una exposicién escrita de
uno de nuestros ilustres Presidentes, Echegaray, de la que en justicia
ha de decirse que a pesar del gran talento del autor, era de dificil
lectura. Con la curiosidad de la juventud pude aprender por mi cuenta
unos rudimentos de la teoria, en la introduccién elemental que con-
tiene el libro de Florian Cajori. Dedicado yo especialmente a Meca-
nica' Analitica, rama avanzada de la Matematica, el seismo de la reno-
vacién completa de los fundamentos de la Matemética y, en particu-
lar, del Algebra producido a comienzos de siglo no tuvo repercusiones
esenciales en mis dominios, al menos hasta que las complicadas teo-
rias atémicas lo reflejaron. Sin embargo, hacia el final de los afios
20 y por recomendacién de Terradas, tuvo ocasion de estudiar esa
verdadera joya que es el librito Héhere Algebra de Hasse, obra en
la que Ancochea inicié sus primeros estudios de Algebra abstracta y
en la que, més tarde, ha visto con legitimo orgullo cémo el autor
incorporaba en sus tltimas ediciones, con cita encomidstica especial
en el prélogo, un problema propuesto por aquél. La nitida claridad
de 1a exposicién y la impresién de belleza que produce en todo mate-
matico la sencillez 16gica del método axiomatico hicieron que durante
algin tiempo el opiisculo de Hasse fuera mi libro de cabecera. Luego
estudié el libro de Schre:er—Sperner. clasico hoy del Algebra abstrac-
ta y notable por su rigurosa exposicién algebraica de las Geometrias
Métrica y Proyectiva. Desgraciadamente para mi, pronto tuve que
abandonar estos estudios, pues necesidades, en las que no voy a en-
trar, me sefialaron la conveniencia de dirigir mis esfuerzos al estudio
de la disciplina de la que soy titular, a la que, por otra parte, me con-
ducia de modo natural la profesién técnica que ejerzo. Pido disculpa
por todas estas explicaciones previas encaminadas a justificar las la
gunas que podais encontrar en mi comentario al discurso de nuestro
nuevo colega.

El libro de Hasse, primera exposicion didactica del Algebra abs-
tracta, sigue poniendo su centro de gravedad en la resolucién de ecua-
ciones. Contiene, en especial, una magnifica exposicion de la teoria
de sistemas de ecuaciones lineales sin determinantes, lo que hace po-
sible el estudio del caso de infinitas ecuaciones con infinitas incognitas,
con la natural aplicacién a las ecuaciones integrales, a las que dediqué
mi actividad como obra de juventud. La teoria de Galois aparece ilus-
trada con unos diagramas, llamados hoy diagramas de Hasse, de
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gran poder intuitivo en el sentido de Bourbaki. En Algebra yo llegué
hasta alli; su desarrollo ulterior tal como nos lo ha descrito Anco-
chea ocurrié cuando yo estaba sumergido en otras actividades. De
aqui que la lectura de la enjundiosa exposicion de Ancochea, aparte
de ser para mi una revelacion en muchos aspectos, me haya hecho
meditar seriamente sobre las nuevas orientaciones de nuestra Cien-
cia. La ordenacién de las matematicas a partir del concepto de estruc-
tura contribuye eficazmente a hacer desaparecer la sensacion de «in-
vertebrada», para expresarse en términos orteguianos, que daba la
matematica c'dsica. Cuando Ancochea recuerda que, a comienzos de
siglo, las matematicas se presentaban como una serie de disciplinas
distintas, fundadas sobre nociones particulares, trae a mi memoria
el pasaje de mi discurso, al ingresar en esta Corporacion hace veinti-
siete afios, en el que decia textualmente: «La profusion de métodos
particulares, ramificaciones y trabajos difundidos en miles y miles de
monografias que se amontonan desde fines del siglo pasado, impide
seguir la marcha de los descubrimientos matematicos aun a aquellds
personas que dedican a ello toda su actividad.» Ante tal situacion dra-
I}lética, se impone una tarea de economia, en el sentido de Mach, al
objeto de que a esfuerzos intelectuales de analoga raiz correspondan
resultados comunes cada vez méas amplios y generales. Ilsa labor de
economia la realiza de modo natural la introduccion del concepto de
estructura. Y seguramente es en Algebra donde tal concepto tuvo su
punto de partida, La generalizacion del concepto clasico de numera
hasta llegar al de elemento de una estructura algebraica marca con
énfasis el paso de lo «concretoy a lo wabstracto», tomados estos tér-
minos en sentido muy amplio. La naturaleza de los nuevos entes nos
es indiferente y ésta es una de las notas caracteristicas de los elemen-
tos primitivos de una teoria axiomatica. Decia Cantor: «l.a esencia
de las Matematicas estd en su libertad». (Qué mayor libertad pode-
mos pedir que la que nos permite la introduccion de esos elementos
primitivos ? Anillos, cuerpos, grupos, estructuras algebraicas son be-
llas creaciones de la mente humana. Siente uno, con Dedekind, que
«somos una raza divina y poseemos el poder de creary. A la Matema-
tica concierne el estudio de leyes muy generales que se aplican a con-
juntos de elementos que ya no son necesariamente niimeros o puntos.
Por otra parte, los axiomas son en cierto modo arbitrarios, sujetos
dnicamente a la condicién de no ser contradictorios. Y asi parece jus-
tificarse la tan conocida definicion de Bertrand Russel: «l.as mate-



maticas son una Ciencias en la cual no se sabe nunca de lo que se
habla, ni si lo que se dice es cierton. En esta definicidon, en la que se
refleja el acerado humor del ilustre matematico y filésofo, la aparien-
cia de modestia encierra en realidad el justificado orgullo del que sabe
que, cuando en las aplicaciones de la matematica a otras ciencias, se
toman «razonablementey las correspondencias entre elementos primi-
tivos y sus imagenes en la ciencia aplicada y entre los axiomas y las
propiedades de dichas imdgenes: «La Matematica es la tinica ciencia
humana en la cual se sabe siempre exactamente de lo que se habla y
en la que se esta siempre seguro de que lo que se dice es ciertoy.

Me hubiera complacido que Ancochea hubiera insistido mas en el
aspecto del Algebra como disciplina auxiliar de otras ramas de la
Matematica. El espiritu pragmatico con el que yo estoy habituado
a manejar ésta me hubiera guiado eficazmente para una contestacién
adecuada. Lo de que una disciplina de nuestra Ciencia preste auxilio
a otras ramas distintas dentro de la Matematica es cosa antigua. Re-
-cordemos como la Geometria Analitica permite estudiar con métodos
del Analisis problemas geométricos, y reciprocamente. En este reci-
procamente estriba la diferencia esencial respecto del Algebra como
instrumento para el estudio de otras disciplinas matematicas. En Geo-
metria Analitica, un problema geométrico y su correspondiente en
Analisis son equivalentes; son dos formas distintas de expresar la
misma cosa. En la nomenclatura actual se diria que son isomorfos.
Consideremos, en cambio, un caso tipico de aplicacion del Algebra a
un problema de Topologia: A todo espacio topologico, y para cada
valor de =, le hace corresponder un grupo H, (grupo de homologia
de dimension n), Si dos espacios son topologicamente equivalentes,
lo que en términos técnicos se expresa diciendg que son homeomor-
fos, los grupos de homologia son isomorfos. El problema de equiva-
lencia de dos espacios conduce asi a un problema algebraico de iso-
morfismo entre grupos. Pero ahora, en contraposiciéon a lo que ocu-
rria en el caso de la Geometria Analitica, puede ocurrir que los gru-
pos sean isomorfos sin que los espacios sean equivalentes. Dicho de
otro modo, la isomorfia entre los grupos de homologia es condicién
necesaria, pero no suficiente, para el homeomorfismo de los espacios.
Asi pues, el problema topolégico y su correspondiente algebraico no
son equivalentes. La teoria algebraica capta algunos aspectos de la
topolégica, pero no todos. Esto que de seguro es un inconveniente
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tiene como contrapartida el hecho de que el problema de Algebra es,
en general, mucho mas sencillo que el problema topolégico. Junto
a los grupos de homologia se pueden considerar otras estructuras
algebraicas ligadas con los espacios topolégicos: grupos de homo-
topia, anillos de cohomologia, etc., cada una de las cuales suministra
condiciones necesarias para el problema de la equivalencia.

El método seguido recordard seguramente a los que estudian Cien-
cias a las que se aplica la Matematica, por ejemplo a los fisicos, el
procedimiento que ellos emplean al examinar matematicamente uno
de sus problemas. Se pide, en cada caso, que el esquema matemAtico
refleje alguno o algunos de los aspectos de la cuestién estudiada. Es-
quemas distintos de un mismo problema son como fotografias dife-
rentes de un mismo objeto y, a veces, de un nimero reducido de es-
quemas se puede deducir, por una induccién correcta en la ciencia
aplicada, la caracterizacién matemaética del problema en cuestion.

Cuestiones de espacio han hecho que Ancochea haya sido también
muy parco en lo que concierne al Algebra tensorial, en la que por
razones de oficio pisaria yo terreno mas firme. Aunque, he de confe-
sarlo, mi formacién en ese aspecto utiliza la orgia de indices que An-
cochea reprocha, con mucha justicia, al Calculo tensorial clasico.

Ancochea, como su maestro Alvarez Ude, dosifica casi siempre la
seriedad con la ironia. Sus observaciones en la discusién o en el colo-
quio contienen siempre una nota de humor. Hoy, dentro de su rigu-
rosa exposicion, agil y llena de conceptos abstractos, se ha referido
a Bourbaki como si se tratara de un matematico. ILos conocedores
saben que este nombre designa un ente policéfalo, constituido por ma-
tematicos jovenes de una escuela matematica, de fuerte sabor hilber-
tiano, a la que la matematica francesa actual debe gran parte de su
brillante prestigio. Se ve que el sentido del humor entre los matema-
ticos alcanza todos los paises. Quizd en la referencia seguida por
Ancochea, universal en el ambiente matematico, haya influido no sélo
el sentido del humor, sino también el temor de que —como ocurrié
a un colega norteamericano— los bourbakistas hagan circular como
represalia el rumor de que Ancochea no designa un matematico, sino
que es la sigla de un grupo de matematicos espafioles. Ancochea tie-
ne siempre la réplica inmediata ; se produce con frase aguda y de una
manera tan espontanea que parece vivir la armonia entre la inspira-
cién y la horaciana «mens divina». El ingenio que derrocha en la con-
versacion privada y en el comercio amistoso de las ideas determina,
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a veces, que algunos que no le conocen bien puédan reprocharle su’
ironia, sin caer en la cuenta de que la seriedad constante es, frecuen-
temente, arrogancia de la insuficiencia, comoda para ocultar corte-
dad de alma.

Después de esta digresién, hecha con animo de perfilar 1a silueta
moral de nuestro nuevo colega, y para terminar, volvamos al capitulo
de sus méritos y éxitos cientificos. Ha sido invitado con frecuencia
por las Universidades y Seminarios matematicos mas famoso del mun-
do. Ha dado conferencias en Princeton y Urbana (1947): en Gotinga,
Kiel, Hamburgo y Bonn (1951); en Copenhague, Lund, Estocolmo
y Oslo (1955) ; en la Sorbona (1947) ; en Frankfort, Heidelberg, Ham--
burgo, Friburgo y Miinster (1965); en Roma (1965). Durante el cur-.
so 1959-60 profesé en la Universidad Central de Venezuela (Caracas),
al iniciarse en ésta los cursos especificos de la licenciatnra en Mate-
maticas. Desde 1949 es colaborador del «Zentralblatt fiir Mathematik»,
en el que lleva publicadas mas de 200 referata.

Al contemplar la fecundidad cientifica y la calidad de la obra de-
Ancochea, asi como sus condiciones humanas, se tiene la certeza de
que la Academia se enriquece al contarle entre sus miembros. Conoce
muy bien la matemética clisica y domina la matematica moderna ;
por la extensién de sus conocimientos puede rendir servicios inapre-
ciables a nuestra Comunidad. Al felicitarle y darle la cordial bienve-
nida en nombre de esta Corporacién, puedo asegurarle que en nues-
tra Casa encontrard clima propicio para ejercer las prm]egmdae fa-
cultades que Dios ha querido concederle.

He dicho.
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