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Excmos. sefiores ; sefioras, sefiores:

Si es verdad que la Historia obliga, fuerza es también que la His-
toria abrume con su peso cuando encarna un legado de titanes cuyo
cumplimiento no se puede excusar. Colocado que estoy en este lugar
por una serie de circunstancias fortuitas que no es momento de ana-
lizar, me ocurre en cierto modo lo que al alpinista incipiente o poco
avezado que, después de haber escalado atolondradamente un cantil,
vuelve la vista atrds y siente vértigo, imposibilitado ya de retroceder
y asustado ante la posible caida.

Mas de cien afios de vida cuenta ya esta docta Corporacion, y
sobre la arista montafiera que me ha sido designada veo marcadas
las huellas de hasta cuatro atletas del cientifico saber que durante tal
tiempo la escalaron, cuya abrazada excede con mucho a mis pobres
facultades, sin que metas y sefiales dejen de ofrecérseme como es-
timulo y ejemplo.

De 1847 a 1867, y con caracter de fundador, lleva la medalla que
la Real Academia ha tenido a bien consignarme el General de Arti-
lleria D. Francisco de Luxan y Miguel Romero, Presidente de la
primera Comisién encargada de formar el Mapa Geologico de Es-
pafa, personaje muchas veces evocado en mi rebusca y hallazgo de
nuevos yacimientos de la Vicarva Lujani, fésil infracreticico dedi-
cado a su memoria por el gedlogo descubridor de la especie y tam-
bién ilustre académico, Vilanova. Buen comienzo es éste: patrocinio
de hombres que se dedicaron a la exploracion cientifica de nuestro
suelo, y que colocaron los primeros jalones del conocimiento de su
estructura ; rasgan, con la poderosa linterna de su sapiencia, el velo
negro de las tinieblas que envuelven a lo que debajo yace, y a su
conjuro son legion los que acuden a disfrutar de la lectura de las
paginas de la Historia geologica de nuestra Nacién, inscrita en el
libro de los estratos, con apasionantes ilustraciones de formas petri-
ficadas. Se inaugura la brillante escuela de los gedlogos espafioles
de la segunda mitad del siglo x1x, que integramente ha pasado por
esta docta Casa, v de la que son segunda y tercera generaciéon los
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del siglo xx, representacién dignisima de los cuales toma también
asiento en esta misma sala.

A la Geologia sucede la Zoologia. De 1867 a 1895 ocupa el sitial
de la Academia D. Manuel Maria José de Galdo y Lépez, autor de
un excelente trabajo de aquella materia que todavia se consulta. Era
Doctor en Ciencias y Medicina, y ostentando la catedra de Historia
Natural del Instituto del Cardenal Cisneros, fue nombrado director
del mismo. Entre otros cargos que tuvo figuran los de Consejero de
Instruccion Publica, Diputado y Senador del Reino, y miembro de
diversas Sociedades cientificas.

Entre 1895 y 1934 una estrella de primera magnitud refulge y
deslumbra en el ambiente de esta Casa. El nombre y renombre de
D. Santiago Ramén y Cajal, cuyo busto en piedra nos preside, lo
dicen todo y me excusan de extenderme en rememoraciones. Jamas
hasta €l la ciencia espaifiola tuvo tan ecuménica penetracién con sus
trascendentales descubrimientos en los campos de la Biologia, de la
Neurologia y de la Histologia, y del Premio Nobel que en 1906 le
fuera otorgado, fue en cierto modo participe la Patria que a tan gran
patriota engendr6, y cuyo amor lloraba en sus augurios pesimistas
v en su estimulante literatura. Muchas fueron sus consignas: preva-
lecen entre otras las de la supremacia de la Ciencia pura sobre la
aplicada, y la de la ambientacion de toda especialidad en la univer-
salidad del conocimiento humano. Porque segtin frase que le he oido
atribuir, «el médico que no sabe sino Medicina, no es ni médico si-
quieray.

Y hete aqui como su discipulo y sucesor en la Academia (entre
1934 y 1960), D. Gregorio Maranon y Posadilio, ha cumplido sin
vacilacién el encargo del Maestro.

Por mor del deber, pero asimismo de la agradable voluntad, me
toca extender en el panegirico de otro grande hombre recién des-
aparecido: nuevo empequefiecimiento mio al considerarme inadecua-
do juez e inadecuada medida de lo que me toca medir y apreciar,
'abor de la que, también y por fortuna, me salva el hecho de no tener
aue descubrir un nuevo Mediterrineo, que esta a la vista de todos
cuantos a su orilla estamos viviendo.

i Qué voy a decir y qué no voy a decir de Marafién!

Los periodicos, las revistas, las conferencias, la radio han pre-
tendido, en vano, agotar el tema de su biografia con motivo de su
muerte. Desaparece con Marafién un eminente biélogo, un médico
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eminente, un eminente escritor, un eminente historiador, un amante
hasta la eminencia de las Bellas Artes: todo en superlativo. |Y qué
otro grande ejemplo! A los que libamos vagabundos de flor en flor
por el primoroso jardin de la Ciencia, su figura, como la de Cajal,
nos sirven de edificaciéon ; mas jqué sensacion de anonadamiento nos
domina al tener que mirar tan arriba para contemplar una talla de
gigante! jComo quisiéramos tardiamente crecer para disminuir un
poco el valor del angulo con que el arbol de la selva domina al arbusto
que a su sombra crece!

No es de este lugar, pero tampoco estorba en él, la recordacion
del Marafion literato y analista psicélogo que se descubre en su «Don
Juany, en las biografias de Enrique IV, del Conde Duque de Oliva-
res, de Tiberio, de Antonio Pérez y de otros muchos de sus trabajos
y de ensayos, tesoros de definitiva exhumacion histérica, en la que
no se ha desdefiado el enfoque con éxito de la poderosa lente de los
conocimientos cientificos del escritor.

Si abandonando la parcela vocacional pasiramos a considerar
la profesional de D. Gregorio, abocamos al inmenso campo de la
Medicina, recorrido por él en infinitas direcciones con pasos bien
marcados, pero cuyo seguimiento constituye, por su prodigalidad,
laberinto. Libros, monografias, publicaciones de revistas, magistra-
les lecciones de catedra, intervenciones casuisticas, consultas y diag-
nosticos imposibles por su ntimero y circunstancias de recoger y re-
copilar, etc., etc. Quedan muchas de estas actuaciones dispersas en
la gratitud de los pacientes y en el recuerdo, pero en la letra escrita
y en la imprimacién de una Escuela creada, permanece como hito la
obra ingente de sus estudios acerca de Endocrinologia, Fisiologia y
Patologia de las glandulas de secrecién interna, tan entrelazados con
los de todas las ramas del funcionalismo biolégico, seguidas también
con interés por tan eminente médico.

Y el tal interés parece acrecentarse por cuanto el campo conside-
rado de la Ciencia aplicada no tiene marcadas fronteras con el de la
Ciencia pura y se nos antoja que es a éste, al de la Biologia general,
al que se sentia mas atraido Marafién, por la elevacién que tiene
sobre las miserias de la tierra rasante. Las puertas de esta docta
Casa le fueron franqueadas por esa via y a ella accedié con su acos-
tumbrada prodigalidad.

El que esta memoria lee hubo de tratar con D. Gregorio por las
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fechas de su designacién como Académico, y le place recordar una
faceta de la actividad del Doctor que le parece no haber sido reco-
gida por sus multiples biégrafos. Es la de su patrocinio a los estu-
dios de las Ciencias de la Tierra.

En 13 de junio de 1932, por dimisién del Marqués de Selva-Ale-
gre, D. Eloy Bullén, pas6 Marafion a ocupar la presidencia de la
Sociedad Geografica nacional, a la que yo pertenecia y pertenezco,
y cuya Secretaria perpetua ocupaba el también Secretario perpetuo
de esta Academia, inolvidable José Maria Torroja y Miret.

Se planted, por el entonces capitan Iglesias, un viaje de explora-
cion del Amazonas que la Sociedad, con su presidente a la cabeza,
hubo de acoger con jubilo. Los preparativos mas importantes se tra-
dujeron en la construccion de un pequefio buque, el «Artabro», que
debia de llevar a cabo la aventura, y en conmemoracién llegé a emi-
tirse un sello de Correos, cuya posesion tiene hoy cierto interés para
los filatélicos. La Geografica tuvo su representacion oficial en el acto
de la colocacion de la quilla en los astilleros, y se realiz6 una expe-
dicion de entrenamiento al Rio Muni, en la que participaron algunos
miembros de la Sociedad. 3

Los vaivenes de la politica en los tiempos sucesivos hicieron abor-
tar la empresa, y el «Artabro» fue hundido por los rojos en la bahia
de Malaga en su fuga precipitada de la ciudad. Puesto de nuevo a
flote se halla hoy, creo, en servicio del aprendizaje de la Marina de
Guerra.

Mayor interés mostré todavia Marafion por otro intento que,
aunque en los astronduticos tiempos que corremos pueda parecer
insignificante, tuvo en su dia sonora repercusion. Fue el caso que,
en mayo de 1931, el profesor belga Piccard ascendié por primera vez
a la estratosfera en la cabina acorazada de un aerostato, hazafia que
repiti6 el afio siguiente, llamando la atencion del mundo entero. Cons-
tituy6 empefio de un compatriota nuestro, el teniente coronel Herrera,
el acceso a tan elevadas altitudes «a la espafiolay, esto es, sin protec-
cion de cabina alguna. Las tres dificultades principales de la empre-
sa: temperatura, falta de respiraciéon y baja presién externa, se re-
solvian cientificamente mediante pares termoeléctricos, una escafan-
dra que era anticipo del invento de la de los actuales «hombres ra-
nas», y una vestimenta inspirada en el personaje anuncio de los neu-
maticos Michelin, que impediria el estallido del explorador de las al-
turas.



Las reuniones de la «Geograficay para tratar del tema recordaban
un poco a las del Gun-Club de Julio Verne en su novela del «Viaje
a la Luna». Maranon presidia y el Secretario, sin el garfio de Mister
Maxton, levantaba acta minuciosa de todos los acuerdos con la sim-
patica gravedad que todos recordamos. Se nos pedia colaboracién
economica a los consocios que supliera a la indiferencia estatal, y
aunque algunos no haciamos otra cosa mas que comprobar lo desin-
flado de nuestros bolsillos, el mecenazgo del Presidente era lecciéon
y estimulo, y adelante ibamos con nuestros propodsitos. La verdad
yo creo que era la de un fondo de escepticismo en todos, con la sal-
vedad del héroe futuro, acerca del resultado de nuestros esfuerzos.

Pero las cosas siguieron su marcha sin pérdida de rumbo: hubo
cartas alentadoras de Piccard; un viaje de Herrera a Polonia, tras
de una correspondencia, que nos fue leida, de dos aeronautas sovié-
ticos sedicentes émulos del belga, viaje que acabd. al recibir, como
vulgarmente se dice, un «portazo en las naricesy a la entrada de la
aduana de Rusia; hubo, finalmente, el proyecto definitivo del globo
sustentador con sus cilculos, y la oferta de construccion por una
casa alemana especializada, con su presupuesto y convenio de plazo de
entrega. Todos estuvimos palpando la muestra de guatepercha ofre-
cida por aquella casa, con lo que lleg6 el momento de tomar decision.
La cosa iba en serio.

Afn recuerdo la llamada a la reflexion de los consocios por parte
de nuestro Presidente, puesta la mano en el pecho, sin desdefar
cortésmente las protestas de seguridad del presunto explorador del
espacio cuya vida se jugaba.

Otras iniciativas fueron consideradas en el mismo periodo direc-
tivo de Marafién, entre ellas la del tinel bajo el estrecho de Gibral-
tar de Juvenois; la idea de un nuevo diccionario Madoz de D. Pe-
dro Novo ; la del mapa del Imperio romano de la UGI, etc., etc. Los
avatares politicos de aquellas fechas no fueron muy propicios a su
desarrollo, y en 19385 hubo de cesar D. Gregorio en el cargo presi-
dencial.

La faceta humana de nuestro biografiado se muestra también
patente en estas antedichas actuaciones, y culmina cuando, perpe-
tuado en la persona de Calvo Sotelo el crimen de Estado sin prece-
dentes que marcé el estallido de nuestra Guerra de Liberacién, no se
recaté en apostrofar en publico al Gobierno del Frente Popular, y

se exila voluntariamente, para sustituir el frio «no es esto» que antes
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colectivamente formulara un fracasado intelectualismo utépico, por
el calido y eficiente «es esto otro», expresado en individual, concreta
y simpatica actuacion familiar.

Paso a ocuparme del tema que ha de ser objeto central de esta
conferencia, relativo a los fundamentos matematicos de la Cristalo-
grafia geométrica, y que titulo:
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LA ESTRUCTURA DE LOS ESPACIOS
RACIONALES Y SUS CONSECUENCIAS
CRISTALOMOREFICAS

Introduccion.

El caracter discreto y la distribucion de las moléculas en las ar-
quitecturas que considera la Cristalografia, coloca a dicha ciencia en
intima relacion con la Teoria de los Numeros. Es disciplina, ésta de
la Aritmética de los enteros, erizada de dificultades, que se allanan
al pasar al Analisis del continuo, del cual, por otra parte, es hoy
cosa sabida que dista mucho de representar la organizaciéon del mun-
do microfisico.

Entre el campo discreto de los ntimeros naturales y el continuo de
los ntimeros reales, existe otro intermedio, semicontinuo diremos,
que anega al primero y que esta sumergido en el segundo. Se trata
ahora del ambito de los racionales, cuya consideracion lima muchas
veces las dificultades antes aludidas.

A la luz de sus propiedades, cobra la Cristalografia geométrica
espectaculares reflejos que su ley de las modificaciones racionales
hace ya prever; se distinguen matices y circunstancias que los libros
especializados dejan inadvertidos, y que resulta bello y entretenido
mostrar. Varios afios ha dedicado el que esto lee a su busqueda, y
son muchos los cientos de cuartillas que ha emborronado en su
captaciéon. El querer exponerlos todos en una sola conferencia fuera
pretension tan absurda como la de transportar la cabida de un can-
taro en un vaso. .

No puedo resistir, sin embargo, a la tentacion de hacer, de un
muy liviano bosquejo de sus resultados, el objeto del tema que hoy
he de exponer, y que he escogido con amor de entre otras posibili-
dades. Ignoro si con el breve tiempo de que dispongo lograré si-
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quiera parte de mi objetivo, pero, en todo caso, me ofrezco a des-
arrollar ampliamente las teorias que condenso, ante quien sienta cu-
riosidad por ellas.

Grupos aditivos de comensurabilidad.

Antes de entrar en materia debo de exponer algunas ideas acerca
de lo que llamaré grupos aditivos de comensurabilidad.

Dado un ntimero abstracto, o una magnitud concreta z, provista
de un coeficiente racional y variable g,, el producto monomio g, z,
define el conjunto o grupo de las magnitudes comensurables con z,.
Si se trata de ntimeros y «, es racional, se forma el conjunto de los
ntimeros racionales, y si fuera irracional quedaria definido el de los
irracionales comensurables con la base «,.

Llamaré raiz elemental a la raiz cuadrada, bien de un nimero
primo, bien del producto de dos o mas primos diferentes, como
L VE VL VS VS JT JI0, 1, .., 0, ..., ctc

La raiz cuadrada de un nfimero racional distinto de cero (*) es
siempre, y de forma dunica, descomponible en producto de un racio-
nal por una cierta raiz elemental. La raiz elemental de un namero
es la misma del inverso.

£ PRGN PTG 12 —
V=<1 : V=575,

Las raices elementales pueden servir de base de unos grupos mo-
nomios, cuyo conjunto llamaremos de los nlimeros semirracionales
o irracionales cuadraticos.

G‘!' no

Dos nfimeros o magnitudes no comensurables z, y «,, tomados
como bases, definen, mediante los coeficientes racionales g, y g,, el
grupo binomio (bidimensional, bimodular)

a=g a +& 0, .
a no puede anularse si g, y g, no son cero.
(*) EI cero puede considerarse lo mismo irracional que racional: en este dlti.
mo caso, su raiz cuadrada admite todas las elementales.
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Una tercera magnitud «,, homogénea con x, y x,, si no pertenece
al grupo «, no puede anular al trimonio

glzl+b2a2+33a3

mediante una terna de coeficientes g,, g, ¥ g, que sean racionales.
Las bases modulares =, , y «, se dicen independientes, o no copla-
narias, y el trinomio, mediante toda la posible variacion racional de
g, £, Y g, nos crea lo que llamaremos un grupo o espacio racional
trimodular (o tridimensional).

En general, el polinomio lineal y homogéneo de n términos,

a=3ga s G=12..,n)

con las g racionales y espacialmente independientes, no puede anu-
larse si ellas no se anulan todas simultaneamente, y define un grupo
de racionalidad n- modular o n- espacial.

Si se toman como bases n elementos de ese conjunto, tales que

By =2 e+, a, + ..+ 8in

.................... L L L LT T T T T TP

By = Bny o, t &npay + oot 8upay

y no es nulo el determinante || g, ||, se edifica con ellas un grupo
n-dimensional

B=3npB G=1,2 ..,n),

que coincide en todo con el a.
Todo esto sentado podemos ya entrar en materia.

Figuras cristalomdrficas planas.

Un punto P, perteneciente a la recta definida por el segmento
A B (fig. 1), apellidara racional cuando la relacion P A : P B sea
un numero de esta clase. Los restantes puntos que no posean esta
cualidad seran calificados de irracionales.

Situando un origen de abscisas en A y un jalén unitario en B, los
puntos racionales tienen abscisas racionales. Fl mismo conjunto de
ellos se define escogiendo otros dos miembros de su pertenencia en
lugar de A y de B, siempre que sean distintos entre si.
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La recta sustentadora de los puntos racionales, supuestas alige-
rada de los irracionales, constituye una figura discontinua y densa,
que, entre otras muchas particularidades, goza la de coincidir con
sus calcos tras de un corrimiento de valor racional.

e oy o —

A B &

Fig. 1.

En un triangulo A B C (fig. 2), un punto P racional de la alinea-
cion A B, unido a otro racional N de la A C, determina una recta
N P que corta a la tercera alineacion B C en un punto M, necesa-
riamente racional, segtin el teorema de Menelao. Tales rectas se
llaman secantes racionales del triangulo y el conjunto de ellas cons-
tituye un complejo plano y reticular, dos veces infinitamente den-
so, anejo a la figura fundamental.

-B el o
Fig. 2.

Cualquier sistema de tres de esas rectas, si no son concurrentes
7i paralelas, limita un nuevo tridngulo cuyo complejo de secantes
es coincidente con el dado.

Tomande como ejes coordenados (oblicuos en general) las rectas
CB y CA y marcando respectivamente esas magnitudes las unida-
des de las X y de las ¥V, la ecuacién de una secante racional o «fibra»
que no pase por el origen es de la forma

ur+vy=1
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con u y v racionales. Se considera también racional la paralela por
el origen

ux+vy=0.

A este sistema especial de coordenadas lo titularemos «mille-
rianoy.

Se llama punto racional o «nudoy» del complejo al de interseccién
de dos rectas recionales: tiene racionales sus dos coordenadas mi-
llerianas x e y.

El conjunto de todos los infinitos nudos forma lo que llamaremos
complejo racional y bidimensional de puntos, determinado, recipro-
camente, por todas las parejas posibles de coordenadas racionales.

Los complejos racionales de puntos, y lo mismo los de rectas,
son figuras que se pueden superponer a sus calcos por traslacion pa-
ralela a base de que un punto racional pase a emplazarse en el puesto
de otro de su misma clase.

D

Se llaman figuras racionales planas, puntuales o lineales, a las
entresacadas de un mismo complejo. Es por este motivo figura ra-
cional cualquier tridangulo, ya que se entresaca de si mismo, y cual-
quier poligono que se obtenga de él mediante recortes o adherencias
racionales. Estos poligonos seran llamados también cristalomorficos.

Son cuadrilateros cristalomorficos aquéllos cuyas diagonales se
cortan racionalmente, y, como casos particulares, todos los paraie-
légramos, y cuantos trapecios tengan sus dos lados no paralelos
yendo a concurrir en un punto racional de uno de ellos.

Entre los poligonos regulares so6lo son cristalogénicos el trian-
gulo equilatero, el cuadrado y el exdgono regular, éste ultimo como
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‘derivado del primero por cortaduras que trisecan a los lados iguales
que definen a aquél.

Si en un pentigorno regular ordinario A B CD E (fig. 3), se pro-
longan dos lados no contiguos, A B y D C, éstos se han de encon-
_trar en un punto P necesariamente irracional, desde el momento en
que en la relacién P A : P B interviene la 4/ 5. Incidencias pareci-
das tienen lugar con el eptigono, octégono y los demas poligonos
regulares de mayor niimero de lados.

Todos los tridangulos de un mismo complejo poseen areas comen-
surables entre si, es decir que la relacion de ellas tiene valor racio-
nal. Lo mismo ocurre para cualquier pareja de poligonos proceden-
te de un original comn.

Otra figura interesante y muy simple, que cabe entresacar de un
complejo plano, es el haz racional de rectas. Entre sus particulari-
dades figura la de ser racionales los bicocientes de cuatro rayos esco-
gidos al azar. Se ofrecen en ellos como especialidad las conjugacio-
nes armonicas.

Clasificacion cristalométrica de triangulos y complejos.

Dado un triangulo de lados a, b, ¢ y normas a?, b?% ¢?, cabe plan-
tear el problema de buscar una terna de valores racionales g, I, k
tales que se cumpla la ecuaciéon

gat+ hb2+ke2=0.

Puede, en primer lugar, ocurir que existan dos de esas ternas y
que no sean proporcionales entre si, en cuyo caso se encuentran
infinitas otras en las mismas condiciones, demostrandose que Ilas
tres normas son mutuamente comensurables. Pueden ser expre-
sables en forma monomia y con coeficientes racionales, a base de un
mismo patron de medida, geométricamente homogéneo con el cua-
drado de una longitud. El tridngulo se llama monomodular.

Puede, en segunda eventualidad, acontecer que no haya sino una
terna (g, h, k) proporcionalmente tnica. Una norma cualquiera es
por este motivo expresable en funcién lineal, homogénea y binomia
con coeficientes racionales a base de las otras, y, en forma mas ge-

neral, todas tres a base de formas binomias de dos patrones superfi-
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ciales incomensurables entre si. El triangulo se llama entonces bi-
modular.

Por dltimo, cabe también la imposibilidad de resolver la ecuacion
a base de coeficientes racionales. Las tres normas no solo son mu-
tuamente incomensurables, sino imposibles de expresar en forma
binomia o monomia de menos de tres parametros racionalmente in-
dependientes. Los triangulos son trimodulares.

Estudiando la formacién de los complejos se llega presto a la con-
clusién de que todos los triangulos de uno de ellos pertenecen a la
misma clase. Pero hay mas atn.

En los triangulos de clase monomodular la relacion de su area
al cuadrado de un lado, o si se prefiere decir, la relacién de una altu-
ra a su base, es un numero, en general irracional cuadratico, que
depende de una cierta raiz elemental. Esta raiz elemental constituye
un parametro que se conserva también en todo el complejo y lo
caracteriza homotéticamente.

Para los triangulos de clase bimodular existe también un inva-
riante que es la raiz elemental de la expresion

A=—hk—kg—gh,

valor necesariamente positivo en los triangulos reales, y que se con-
serva en toda la extension del complejo, sin llegar totalmente a ca-
racterizarlo. Sera denominado discriminante, o parametro. Eventual-
mente dicha raiz puede ser la unidad.

Simetria de los complejos racionales planos.

El maximo interés del estudio de los complejos racionales planos
reside en el conocimiento de sus posibilidades de simetria, tanto bila-
tera como rotacional. De esta ultima especie se presenta siempre la
binaria: giro de 180° alrededor de cualquier nudo del reticulo.

Tratandose de los complejos de clase trimodular, no existe nin-
guna otra capacidad de congruencia por desplazamiento angular apar-
te de la citada. )

Los de clase bimodular con discriminante de raiz inexacta, ofre-
cen dos deferminadas direcciones perpendiculares de ejes de simetria
que convienen tunicamente a los haces racionales, sin que ellas mis-
mas puedan pertenecer a tales figuras. Para que, contrariamente, que-
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den integrados dichos ejes en el reticulo se precisa que el parimetro
discriminante tenga su raiz cuadrada exacta, y entonces por cualquier
nudo del complejo pasan dos ejes ortogonales de simetria bilatera,
precisamente de esas direcciones privilegiadas, sobre las que cabe
instalar referencias millerianas. No hay tampoco simetria rotatoria
posible de orden superior al segundo.

Los complejos unimodulares admiten, por dltimo, infinitas pare-
jas perpendiculares de ejes de simetria concurrentes en todos sus
nudos. A partir de una cualquiera de esas parejas se puede, como
antes, establecer coordenadas millerianas rectangulas, relacionindo-
se ahora las longitudes unitarias de las » y de las y a través de una
raiz elemental 4/ 7, que es precisamente la del cociente de altura a
base en cualquier triangulo.

Existen giros posibles alrededor de los nudos que permiten la
congruencia consigo mismo del complejo. Asi ocurre con el de va-
lor © dado por

O =narc tg : : V)_,
giro que puede ser reiterado cuantas veces se desee. (Complejos ci-
clicos.)

Cuando r» vale 1 hay comensurabilidad directa entre ordenadas y
abscisas; la red cabe tomarla rectingula y © vale 90° (marco real).
Cuando r es 3, ® = 60° y se tiene el tresbolillo.

Respectivamente, dichos giros cierran vuelta completa al cabo de
4 y de 6 reiteraciones: simetrias cuaternaria y senaria, €sta tltima
conversible en ternaria (120°).

Hay posibilidad todavia de otros giros que no cierran vuelta por
mucho que se repitan y asi ocurre, dentro del caso » = 1, con los
que corresponden a tangentes de argumento pitagoriano:

Resultan simetrias de orden infinito.

Estas son siempre obligadas cuando » no vale ni 1 ni 3, limitando
el ntimero de poligonos regulares cristalograficos cerrados al cua-
drado, al tridngulo equilitero y al exdgono regular, conforme ya
sabemos.
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Singonias planas.

Los que pudiéramos llamar sistemas cristalinos del plano queda-
rian, sin las consideraciones expuestas, reduciendo a cuatro, que lia-
mariamos sucesivamente cuadratico, exagonal (con hemilateria tri-
gona), rombico y asimétrico. Sus poligonos mas representativos lo
serian respectivamente el cuadrado, el exdgono regular (con el tri-
angulo equilatero), el rombo (o el rectingulo) y el romboide.

A través de la teoria de los complejos racionales planos la ca-
suistica se enriquece con dos eventualidades nuevas, distinguiendo el
sistema rombal plurisimétrico o ciclico, del monosimétrico y, dentro
de la asimetria, una protosimetria (que afecta sélo a haces), de la
asimetria verdadera o absoluta.

Truncadura racional de los tetraedros.

Pasando ya al espacio tridimensional, consideraremos un tetrae-
dro fundamental D A B C, sobre el que en adelante convendremos
la notacién siguiente para las arista (fig. 4):

BC=a, -CA=%8 AB=0r¢
DA=d, DB=e¢e.. DC={

siendo dos a dos opuestas las de la misma columna.

Tres aristas cualesquiera, por ejemplo las d, ¢ y f, que concurren
en el vértice D, pueden ser cortadas racionalmente por un plano
(truncadura), y entonces se demuestra serlo las seis con igual carac-
ter. El tal plano secante se apellida racional, y todos los posibles
constituyen un complejo de ellos triplemente infinito, anexo al te-
traedro.

Cada dos planos racionales no paralelos se cortan en una recta
racional o fibra. Tres planos de dicha clase no paralelos forman, si
concurren en una misma arista, un haz racional de su clase, y, si no
lo hacen, tienen comiin un punto racional o nudo. Existen: el com-
plejo de las fibras y el complejo de los nudos.

En general las figuras puntuales, rectilineas o poliédricas se lla-
maran racionales si lo son sus elementos. Cuatro planos racionales no
concurrentes ni paralelos cierran un tetraedro racional del complejo:
cualquiera de esos tetraedros del complejo lo definen con la misma
precisién que el inicial.
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Todos los tetraedros y poliedros cerrados de un mismo complejo
tienen volimenes comensurables.

El tetraedro A B C D puede constituir la referencia de un sistema
de coordenadas cartesianas con origenen D y ejes DA, DB y D C.
Si estas tres magnitudes se toman como respectivas unidades en sus

Fig. 4.

direcciones, el sistema de coordenadas se dice milleriano. Un punto
racional o nudo se fija en él por tres coordenadas x, y, = de valor
racional, y un plano del mismo calificativo por la ecuacion

urt+ovy+ws =

siendo u, v y w tres valores racionales llamados coordenadas mille-
rianas del dicho plano.

Cuando este ultimo pase por el origen, el segundo miembro de
la ecuacion anterior es 0.

Clasificacion de los complejos espaciales.

Los complejos racionales del espacio cabe inicialmente ser clasi-
ficados segtin que los seis cuadrados de las aristas del tetraedro fun-
damental sean, en cuanto a mensurabilidad, independientes entre si
(examodulares), o bien que puedan formarse de cinco, de cuatro, de
tres, de dos o de una magnitudes de similar independencia y homogé-
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neas con las normas o cuadrados de las aristas (dimesiones de su-
perficies) : complejos pentamodulares, tetramodulares, bimodulares
y unimodulares.

Los pentamodulares satisfacen a una ecuacion lineal y homogé-
nea del tipo

ga2 4+ hb2+ k24 id2+me2+nf2=20

determinada por una sextena de valores racionales (g, I, k, I, m, n)
que es, proporcionalmente hablando, tnica.

Las tetramodulares admiten dos sextenas distintas; las trimodu-
lares, tres; las bimodulares, cuatro, y las unimodulares, cinco.

La matriz, cuyas filas son esas sextenas de valores g, I, k, I, m,
n no debe de tener nulos todos los determinantes menores de orden
maximo, si las normas a? b?, etc., han de ser independientes.

Por dltimo, conviene hacer notar que todos los tetraedros del
complejo pertenecen a la misma clase de esas seis a que pertenezca
el fundamental, sin lo cual no tendria interés la division establecida.

Simetria de los complejos. Asimetria de los examodulares.

Los complejos espaciales coinciden consigo mismos mediante tras-
laciones paralelas de nudo a nudo. Ademas todos estos puntos son
centros de simetria que permiten una rotacion de 180°.

Pueden ya no existir otras congruencias, pero puede también ha-
berlas. LLa mas sencilla de todas es la de una orientacién de planos
racionales que ofrezcan simetria propia, bien perfecta o imperfecta
(esto es, de figuras planas o simplemente de haces de rectas). Como
ello liga mediante una o dos ternas racionales a las normas de los
triangulos en dichos planos contenidos, y como esas ternas no son
sino sextenas con elementos nulos de tetraedros que tienen por caras
a los referidos tridngulos, viene a resultar que las mas elementales
simetrias requieren, por lo menos, pentamodularidad en el complejo
espacial.

En consecuencia, los tetraedros de los complejos examodulares
son asimétricos, y sus paralelepipedos siempre romboidales (no rom-
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Estudio de los complejos pentamodulares.

Con los coeficientes que constituyen la sextena proporcionalmen-
te unica de un complejo pentamodular, se puede formar un deter-
minante de cuarto orden, idénticamente nulo, de gran interés. Es el
siguiente :

—h—k—1 k h 1
k —k—g—m g m
h g —8g—h—n n
i m n —l—m—n

Todos sus adjuntos de tercer orden son iguales. Tomaremos como
tipo el

: —h—k—1 k h ‘
le k —k—g—m g
| h g —g——h—n!

Al multiplicar la sextena por un niimero racional p, este determi-
nante queda multiplicado por p*. Al pasar de un tetraedro a otro del
complejo, p queda multiplicado por el cuadrado de un ntimero racio-
En todo caso si p fuera nulo, nulo seguiria siendo con ambas alte-,
raciones.

Esta eventualidad de anularse p se demuestra que tiene lugar pre-
cisamente cuando existe en el complejo un plano, o mejor, una orien-
tacion directora de planos paralelos, en los que reina una simetria
perfecta o imperfecta, con sus dos ejes correspondientes, y constitu-
ye una condicién necesaria y suficiente para ello.

Conviene, cuando se verifica, considerar los seis menores princi-
pales binarios de la matriz de cuarto orden:

G

|_k.__g__m g : —h—k—1 h
‘ g P |y k —g—h—n

;K:...

—h—k—1 1

i —l—m—n

F<
[

’:M:.. s N=.:

Se demuestra que, si o es cero, todos seis son negativos, y las
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raices elementales de ellos, previamente cambiados de signo, son una
misma

N=G=ryT.(%

Esta raiz de r es ademas un parametro que se conserva en todo
el complejo, constituyendo su mas importante caracteristica.

La simetria es perfecta cuando r vale 1 y hay entonces, dentro
de los planos de orientacion especial, dos direcciones perpendicula-
res de fibras.

Es imperfecta la simetria en todos los otros casos, resultando
imposible la perpendicularidad de fibras. El parametro » es el mismo
que se estudié en analoga eventualidad de la Cristalomorfia bidimen-
sional.

La ecuacion de la orientacion de los planos directores del com-
plejo se consigue igualando a cero la matriz de p, en la que previa-
mente se ha sustituido una fila o columna por los variables x, vy, 2.
Por ejemplo:

2 v z
k —k—g—m g —J 1%
h £ —g—hk—n

No es dificil situar, dentro de este plano, los ejes.

En resumen, los complejos pentarracionales se clasifican en tres
grupos: presimétricos, si p no es cero; protosimétricos, cuando ; es
cero y r no vale 1; y clinosimétricos, cuando ¢ = 0 y » = 1. En este
altimo caso existen paralelepipedos oblicuos con bases rombales y
con bases rectangulares.

Complejos tetramodulares.

Las seis normas de los tetraedros incluidos en un complejo tetra-
modular admiten dos sextenas independientes de coeficientes racio-
nales, tales como

QS‘ (gl hl kl 1l m ”1) v (,5’2 (gz lz: le2 [: m_n))

(*) No constituye excepcion de esta regla el hecho de que alguncs de los
radicandos sea cero.

23



y todas las § = u &, + v &, que resultan de componerlas lineal-
mente tras de aplicarlas dos multiplicadores racionales arbitrarios,

uy . -
En su estudio hay que considerar los dos sistemas de menores
€N T Wi TG

1’ 1 1 2 97

definidos en la forma que se hizo anteriormente, y cuatro nuevos
valores que se forman a partir de aquéllos y de los g, I, etc., y que
son, a saber:

el =M —NE-—0 i = Ron s 3 BE
F,=—L g,—Mh —. =—3L,g,,
e LSRNl o e =—3L,g .
By=—L, 8 — Mk —.ineiiiiinn AR =—3L,g, .

A base de estos tltimos coeficientes, que son numeros racionales,
se puede escribir la siguiente ecuacion homogénea de tercer grado
en las incognitas p y ¢

F, 0 +3F p2q+3F,pg>+F, ¢ =0

que apellidaremos caracteristica.

Esta ecuacion, con toda la variedad de casos a que se prestan las
de su grado, puede, o no, tener soluciones racionales, y, si las tiene,
p v g resultan ser los multiplicadores idéneos para obtener sextenas
& con el parametro ternario, p, nulo. Es decir, para que haya, al
menos, protosimetria y plano director.

Pasamos en esta breve exposicion por alto la mucha riqueza es-
pecifica posible, creadora de sendas modalidades de singonias que la
Cristalografia comtin no considera, para fijar exclusiva atencién en
los tres casos mas interesantes.

1.° Uno es el de que se encuentren tres soluciones de la caracte-
ristica reales y diferentes, dando lugar a tres planos directores cons-
titutivos de un triedro al que llamaremos director. Si ademas las si-
metrias correspondientes son perfectas, es posible conseguir tres vec-
tores no coplanarios de igual longitud, y paralelepipedos de caras
rombales diferentes.

Los otros dos casos tienen de comfin el poseer la caracteristica
indeterminada, por anulaciéon simultinea de las cuatro F, lo que in-
dica ya infinitud de soluciones (p, ¢).
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Dentro de esto puede ocurrir:

2.° G;, H, y K, son proporcionales a G,, H, y K,.

Se trata entonces de una multisimetria plana, esto es, que existe
un sistema de planos paralelos dentro de los cuales se dan cuadrados,
o exagonos regulares, o simplemente rectingulos de normas comen-
surables, pero sin producirse espacialmente en ningtin momento una
simetria bilatera especular. Clinosimetria ciclica tan sélo. Hay los
prismas oblicuos correspondientes.

3. G,, H, y K, no son proporcionales a G,, H, y K,. Hace su
primera entrada en nuestro escenario geométrico la simetria espacial
bilatera con respecto a un plano de reflexion u ortosimetria, todavia,
y contrariamente al subcaso anterior, sin complicacion alguna en otro
horizonte diferente.

La ortosimetria tetramodular es, pues, la mas pura y simple ma-
nifestacion de la singonia monoclinica, la del sistema monosimétrico
de la Ciencia cristalografica con sus prismas oblicuos y homolateros
de bases rombales o rectangulas.

Existen, en cuanto a orientaciéon y direccion se refiere, el ante-
dicho plano reflejante y el eje perpendicular de simetria rotatoria bi-
naria. Claro es que, en el complejo, todos los planos racionales y
fibras paralelos gozan de la misma propiedad.

No hay otros angulos rectos que los del referido eje con las in-
finitas rectas racionales del tan citado espejo: otros perfecciona-
mientos implican nuevas sextenas, y se pasa ya a complejos de mo-
dularidad mas reducida.

Complejos trimodulares.

Las dltimas consideraciones permiten ya otear la complicacion
casuistica de los complejos trimodulares. Tales estructuras pueden
edificarse a base de tetraedros con tres sextenas independientes de
coeficientes cuadraticos; esto es, adaptabls a sus normas,

Silgiy hiy iy liyming) 7 i=1,2.3

no siendo nula, en la matriz de 6 x 3 elementos que con sus coefi-
cientes se forma, la totalidad de los determinantes menores ternarios
alli contenidos.



Tres multiplicadores racionales indeterminados, p, ¢ y r, propor-
cionan la sextena mas general

=4S +95 +,

aplicable al complejo.

No tenemos tiempo de esbozar el complicado método de bhisque-
da de los planos directores que pasan por un nudo (el origen por
ejemplo). Conduce a la resolucién en valores racionales de una ecua-~
cion caracteristica homogénea de tercer grado en las incognitas
P qyr”.

Resulta, si se logra, una familia entera de planos directores, cuyos
paralelos pasando por un punto envuelven en general un cono: el
cono director que llamaremos.

Las especialidades mas significadas de los complejos trimodula-
res se refieren, unas a triedros directores, y otras a ortosimetrias.

En el primer grupo interviene, ademas del triedro director, un
plano también director, como consecuencia de la tercera sextena ra-
cional. Se presentan tres casos posibles seglin que ese plano tenga
orientacion truncante de las aristas del triedro, sea paralelo a una,
o sea paralelo a dos.

Fig. 3.

En el primer supuesto, ademas de los tres vectores de normas
comensurables que definen el triedro, aparece, en las mismas condi-
ciones, un cuarto vector, y existen orientaciones planas con cuadri-
lateros inscriptibles en un circulo. Se puede construir un dodecaedro
romboidal (fig. 5), de unas caras aparejadas por paralelismo y con-
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gruencia, cuyos lados responden a las seis combinaciones binarias de
los cuatro vectores.

En el caso muy especializado de que las tres aristas del triedro
sean iguales, puede tomarse también igual el cuarto vector, y el do-
decaedro romboidal pasa a ser rombal: los seis rombos fundamen-
tales difieren unos de otros, no en los lados, sino en las diagonales.

Respecto a la segunda eventualidad apuntada, relativa a la presen-
cia de un plano director representante de la tercera sextena racional,
paralelo a una de las aristas del triedro y sin aparicion del cuarto
vector, acaece que dicho plano tiene simetria interna propia con dos
ejes perpendiculares, uno de los cuales es la arista referida. Son da-
bles prismas oblicuos de base rectangular y comensurabilidad de las
normas de uno de los lados de esa base con las de las aristas laterales.

La tercera eventualidad produce prismas oblicuos con simetria
rotatoria plana en las bases y comensurabilidad total de normas.

En cuanto a la ortosimetria trimétrica, ademas del plano de refle-
xion y del eje binario perpendicular a él, que con canon del sistema
monoclinico de la Cristalografia ya se daban en ciertos complejos
dimétricos, hay que sefalar la aparicion de un cono director de se-
gundo grado, al que son tangentes los planos directores comunes
seglin generatrices racionales.

La ortoedria (sistema rémbico), que aparece por primera vez, se
da cuando son racionales las cuatro generatrices principales dei cono.
Hay entonces tres ejes de simetria binaria mutuamente perpendicu-
lares, y tres planos, también perpendiculares, de reflexion. Los cua-
drados de las longitudes de los ejes son, en trimetria, forzosamente
incomensurables entre si dos a dos.

Complejos bimodulares.

Los complejos tetrarracionales, es decir aquellos cuyos tetraedros
admiten en sus normas hasta cuatro sextenas independientes de coe-
ficientes racionales, son bimodulares o dimétricos. Quiere esto decir
aue el cuadrado de la longitud de todos sus vectores puede expre-
sarse en forma binémica y racional a partir de dos cualesquiera de
esas normas que se prefijen, sin otra condicion que la de ser inco-
mensurables entre si.

La propiedad mas importante de los complejos bimodulares es la
1e que todos sus planos sin excepcién admiten terna para los trian-
gulos que soportan. En dichos planos hay pues al menos protosime-
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tria (o sea, simetria de haces): en algunos llega a ser total con dos
ejes perpendiculares de reflexion.

Otra propiedad interesante de los complejos en cuestion es la de
poder ser estructurados, alrededor de cualquier nudo considerado como
vértice, segin conos cuyas aristas racionales tienen normas comen-
surables. Hay, pues, una doble infinidad de triedros directores.

Las especialidades se refieren ahora a ortosimetrias unas veces
romboidales y otras rombales u ortoédricas. En ambos casos cabe
todavia la posibilidad de la existencia de un plano ciclico, esto es, de
simetria interna multiple (cuadrangular, exagonal o de orden infi-
nito).

En los prismas rectos dimétricos de base romboidal (monoclini-
cos), las normas de las alturas son forma binomia de las normas de
los lados de la base, y cabe que no admitan ningtn plano ciclico o
que admitan dos orientaciones miltiples, que mutuamente se reflejan
en la cara basal.

En los prismas rectos dimétricos de seccion rombal (rémbicos u
ortoédricos por lo menos) la norma de la altura es incomensurable
con la norma del lado de la seccién. Puede, como antes, no tener
corte ciclico, o tener dos en reflejo.

Pero puede también, y esto es lo importante, tener uno solo loca-
lizado en la direccién de la base o especular. La simetria espacial se
hace entonces rotatoria miiltiple alrededor de un eje (de una direc-
cién més propiamente hablando) cuyo orden es tetragonal, exagonal
o infinito. He aqui la surgencia de dos conocidos sistemas cristalo-
graficos y una nueva: la del dltimo caso.

Complejos unimodulares.

Cinco sextenas independientes. Todas las normas de todos los
vectores son comensurables. Todos los planos son ciclicos. Todas
las rectas son ejes de rotaciéon de uno u otro orden.

Existen los siguientes casos particulares:

1. Todas las rectas son ejes de simetria rotatoria de orden infi-
nito.

2.° Hay ejes (direcciones axiles) principales de orden rotacional
senario y no los hay cuaternarios.

3.° Hay ejes (direcciones axiles) principales de orden cuaterna-
rio y no los hay del senario.
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4.° Existen triedros trirrectangulos formados en mixtura por
ejes de ambas clases.

Existen triedros trirrectangulos formados por ejes cuaterna-
rios. Y como secuela hay ejes senarios.

Los complejos del primer grupo representan la clase unimodular
todavia rombica (ortoédrica).

Los del segundo y tercer grupo constituyen respectivamente las
clases exagonal y tetragonal de tipo unimodular.

El quinto grupo es de la maxima especializacion. Son los com-
plejos teserales o regulares. Y ha de notarse en ellos que, a diferen-
cia de las formas cristalograficas concretas incluibles, se habla aqui
de simetria senaria y no simplemente de la trigonal, que tiene por
ejemplo el cubo aisladamente.

5.°

Fig. 6.

El grupo mas curioso es el cuarto, que aparece como novedad.
De él pueden destacarse figuras concretas con simetria senaria o
cuaternaria, pero nunca simultaneamente las dos. Un prisma recto
exagonal y regular, ABCDEF - A'"B' CD EF (fig. 6), de
altura igual al radio o lado de la base, tiene manifiesto un eje de
rotacion senario; si al mismo cuerpo se le mutilan los diedros B B’
y E E’ dejandolo reducido al prisma A CD F — A’ C' D’ F’, aparece
explicito un eje cuaternario, que une los centros de las caras cuadra-
das AFFA y CDD' C.

Sistemas y singonias.

Del estudio de los complejos espaciales resultan, como no podia
menos de ocurrir, los seis sistemas cristalograficos, sin distincion en-
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tre holoedrias y hemiedrias, que se refieren en la Naturaleza, o a for-
mas externas, o a arquitecturas atomicas intimas.

Como singonias consideramos los subsistemas: relaciones modu-
lares y goniométricas especificas.

Sistema regular.

El sistema, o singonia tinica del sistema llamado regular, es har-
to conocido. Puede definirse a partir del cubo, del tetraedro regular,
o del tetraedro de tres caras rectangulas e is6sceles y la cuarta equi-
latera. Puede arrancarse también de un prisma exagonal regular, en
que la relacién de altura a lado de base tenga la 4/ 2 como factor
elemental. Asimismo de un ortoedro de lados comensurables.

Sistema dimdrfico.

Es singonia mixta de los sistemas exagonal y cuadratico. Se trata
de la cuarta especialidad unimodular acerca de la que anteriormente
ya se ha hablado. Y como figuras tipo se han descrito un prisma
recto exagonal y regular de altura igual al radio de la base, y el
prisma recto cuadratico de altura relacionado con la base por la y/ 3.
Hay también los tetraedros producidos por truncadura racional de
estos prismas.

Sistema exagonal.

Figuras derivables de un prisma recto exagonal o trigonal, o de
una piramide triangular regular. Existen las siguientes singonias:

1.* Unimodular. Derivable de un prisma exagonal regular cuya
relacion de altura a base es un ntiimero racional, o un semirracional
de raiz elemental distinta de v/ 2 o de 4 6.

2.* Bimodular. Derivable de un prisma exagonal analogo para el
que las normas de altura y radio de base son incomensurables.

Sistema cuadrdtico. .

Puede partirse de un prisma recto de base cuadrada. Dos sin-
gonias :

1.* Unimodular. La relacién de altura o lado de base es un se-
mirracional cuya raiz elemental no es y/ 2, ni v/ 3, ni ¥/ 6.
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2* Bimodular. La relaciéon indicada no es racional ni semirra-
cional.

Sistema rombico u ortoédrico.

Deriva de prismas rectos de base rombal, y mejor, de ortoedros
de dimensiones d, ¢ y f. Las singonias son:

1.° Unimodular o policiclica. Las referidas dimensiones se rela-
cionan semirracionalmente, y los cocientes d:f y e:f dependen de
dos raices elementales cuyo producto no es comensurable con las
antes indicadas. 2.° Bimodular diciclica. 3.° Bimodular monociclica.
4.° Bimodular aciclica. Segin el nimero de orientaciones con sime-
tria rotatoria plana. 5.° Trimodular de normas d*, ¢* y f* mutuamente
incomensurables. Los planos de reflexion tienen orientaciones fijas.
Es una singonia aciclica.

Sistema monoclinico o monosimétrico.

Planos de reflexion y ejes binarios perpendiculares de una sola
orientacion y una sola direccion comunes y fijas. Prismas rombales o
rectangulares con simetria bilateral. Singonias diversas con estruc-
turas tetramodulares, trimodulares y hasta bimodulares, alguna de las
altimas con planos ciclicos.

Sistemas clinosimétrico y asimétrico.

En el sistema triclinico de los libros de Cristalografia hay que dis-
tinguir en rigor: los casos de una absoluta asimetria, de la posibili-
dad de simetrias planas (clinosimetrias) con existencia de rombos y
triangulos isdsceles.

En los complejos, el sistema verdaderamente asimétrico recoje
las estructuras pentamodulares o irracionales, y casos de los tetramo-
dulares y trimodulares que se han citado y en los que las simetrias
planas son de haces racionales y no de poligonos.

En la clinosimetria caben, ademas de los prismas oblicuos de base
rombal, otros de base cuadrada, exagonal regular, y en general de
tipo ciclico.

Con esto damos por terminado este conato ennumerativo de las
estructuras racionales o complejos del espacio tridimensional comun.
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Cristalomorfia vy complejos hiperespaciales.

Pero cabe generalizar las pautas y esbozar lo que serian, en el
espacio de cuatro dimensiones y en los de mas, los hipercomplejos y
la Hipercristalografia.

A las figuras elementales que son el punto o monovértice adimen-
sional, el segmento o bivértice monodimensional, el tridngulo o tri-
vértice bidimensional y el tetraedro o tetravértice tridimensional, su-
cede con naturalidad el pentacelio o pentavértice tetradimensional.
Reside en el hiperespacio, y estd limitado por cinco tetraedros, con
diez caras triangulares, diez aristas y los cinco vértices citados.

En cada vértice concurren cuatro aristas que no estan en el mis-
mo hiperplano o espacio tridimensional. Tomando uno de esos vér-
tices E como origen y los otros cuatro A, B, C, D como jalones
unitarios se define un sistema de coordenadas milleriano x, y, =, ¢
para un punto P. El punto P, es racional cuando aquéllas coorde-
nadas lo son, y los puntos racionales constituyen un complejo racio-
nal de cuatro dimensiones. Hay ademas rectas, planos e hiperplanos
racionales. Estos ultimos pueden encerrar policelios (o sea hiperpo-
liedros) racionales, figuras que constituirian al objeto de una Cris-
talomorfia tetradimensional.

En esta disciplina, segiin que las normas de las diez aristas sean
comensurables entre si, o se puedan expresar bajo una forma polino-
mia con coeficientes racionales de dos, de tres, de cuatro, etc., y has-
ta de diez pardmetros inconmensurables dos a dos, se tienen hasta
diez clases de complejos y estilos de figuras.

Es de notar que, de los seis policelios o hiperpoliedros regulares
que existen, solo cuatro, por ley de racionalidad, resultan figuras
cristalomérficas, incluibles en la clase monoparamétrica o unimodu-
lar. Son el hipercubo, y el pentacelio, exadecacelio e icositetracelio
regulares. Pero aqui, lo mismo que ocurria en el espacio bidimen-
sional, donde el tridngulo equilitero y el cuadrado eran racional-
mente incompatibles, hay también dos sistemas diferentes: el del
pentacelio y el de las otras regularidades o teseral. Esto frente
a lo que ocurre en el espacio tridimensional comiin, donde el sistema
cithico es el finico calificable de regular.

Es muestra particular de la diferencia de comportamientos que tie-
nen los hiperespacios de orden par y los de orden impar. Todo ello se
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podria patentizar estudiando cristalomorfias de cinco, de seis y de
mas dimensiones, y son éstos temas que, con alguna mayor exten-
sion, hemos publicado en otra monografia nuestra (¥).

Quiero acabar dando espuelas a la fantasia, e imaginando unos
complejos espacio-temporales reticulados, en general con tres uni-
dades o modulos de longitud y una cuarta o ritmo de tiempo, tra-
ducible también en distancia imaginaria mediante la ecuacion de
equivalencia de Minkowski.

Ignoro lo que daria de si una relacion sustentadora, sobre seme-
jantes estructuras, de las de los cuerpos cristalinos reales, si el ritmo
indicado se acompasa también a los ciclos de rotacion electrénicos.

Llegamos con tal interrogante al portillo frontero del poco ame-
no campo que he escogido como base de esta conferencia, que va ya
resultando larga y aburrida, y no he de desperdiciar la ocasion pro-
picia que aquél me brinda para darla remate. Sepam perdonarme los
que la han oido, la molestia impuesta de escucharla.

(*) Pegueiias dosis de Cristalografia hiperespacial. «Las Ciencias», afio XXV,
pp. 321-334 y 571-588. Madrid, 1960.
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Sefiores Académicos ; sefloras y sefiores:

Acabamos de oir el discurso de ingreso en esta Real Academia
de Don Clemente Saenz, quien ha leido una magnifica disertacién so-
bre «La estructura de los espacios racionales y sus consecuencias
cristalomorficas», que constituye un modo especial de exponer la
doctrina base de la cristalografia geométrica, por su intima relacion
con la teoria de los ndmeros.

El nuevo Académico, que todavia puede considerarse joven, pues
nacié cuando estaba terminando el siglo pasado, tuvo su primera for-
macién en su tierra natal de Soria con los cursos del Colegio que en-
tonces existia de los Hermanos Maristas, antes de ingresar en el
Instituto de la localidad matriculado oficialmente.

Ya por entonces sinti6 inquietudes de caracter matematico y con-
serva aun las apuntaciones redactadas personalmente para ver la
posibilidad de encontrar una férmula sobre el poligono regular de
nueve vértices, cuando ignoraba todavia la dificultad que entranaba
el problema, por no haber llegado a las ecuaciones de grado supe-
rior y la solucién que con ellas se ofrece a este respecto.

Empezé en los primeros afios de bachillerato su aficion a la geo-
logia a través de la espeleologia que de un modo natural practicaba
en las cavernas de la localidad. Cita con este motivo en ciertas notas
personales sus pintorescas excursiones para exploracién de los agu-
jeros de las calizas cretaceas de la region y los peligros a que se so-
meti6 por la presencia de los buitres que habitaban aquelias oqueda-
des, haciendo mencion de la labor del monje de Silos, padre Saturio
Gonzalez, sobre las extracciones de craneos en la cueva del Asno,
donde se encontraban objetos prehistoricos y que despertaron tem-
pranamente su curiosidad natural, aparte de hallazgos casuales de
fosiles en correrias por los cerros del Mirén y los serrijones so-
rianos.

Esta especial atencién que dedicaba a las investigaciones, no sélo
de aquella regién sino de otras, le llevaron a contemplar también con
interés las excavaciones oficiales de Numancia y a sus estudios so-
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bre historia, arqueologia y paleontologia, cuyas actividades no ha
abandonado nunca, empezando desde entonces a formar colecciones

que guardaba con gran cuidado, hasta que posteriormente fueron, .

como tantas cosas en Espafia, objeto de expoliacion cuando la guerra.

Como, por otra parte, no abandonaba Clemente Sdenz su entusias-
mo por la matematica, dedicé una atencién muy intensa a la lectura
de los libros clasicos antes de empezar el estudio de las matematicas
formales para el ingreso en la Escuela de Ingenieros de Caminos, don-
de entré con brillantez en solo un afio después de acabar el bachi-
llerato.

Cuando, ya ingresado en la Escuela, empez6 a seguir los cursos
normales, en los seis aflos que entonces se requerian tras los de la pre-
paracion, pudo ya bien poner su destacada atencién al llegar a la
asignatura de geologia, que ha sido la base de los muchos e intere-
santes estudios que luego ha practicado.

Siendo alumno de la Escuela, dedicaba los veranocs a largas excur-
siones estratigraficas, descubriendo por primera vez restos de rep-
tiles fosiles del terreno secundario en su provincia natal. Pero, in-
dependientemente de eso, siguié su erudicién matematica con medita-
cion acerca de las leyes fundamentales de la fisica, y redacto algunos
escritos cuando comenzé6 el primer curso de electrotecnia, realizando
originales comentarios que le hicieron ya incluso formular hipétesis
del tipo de las entelequias actuales sobre la antimateria y que, por via
natural, no tardaron en ponerle en relacion con las teorias relativis-
tas que entonces estaban muy en boga por los estudios de Einstein.

Cuando terminé la carrera fue a parar a la construccion del Salto
de Villalba, en Cuenca, teniendo por maestro a un distinguido In-
geniero, el Sr. Lorenzo Pardo, que tom6 parte muy activa en todos
aquellos trabajos.

En tres afios que estuvo en la provincia de Cuenca llegd a conocer
la geologia y topografia de aquella regién de un modo tan completo
que sirvio de guia muy documentado de la serrania cuando las visitas
de Calvo Sotelo y del principe Adalberto de Baviera a la Ciudad
Encantada.

En el afio 1925, la Diputacién Provincial de Soria le nombré Di-
rector de Vias y Obras y le encarg6 la formacion de su plan de los
caminos vecinales, durante no mucho tiempo, pues que fue de nuevo
requerido por Lorenzo Pardo, cuando se creé la Confederacion Hi-
drografica del Ebro, para que realizara estudios muy importantes,
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que fueron después seguidos de la direccion de las obras iniciales
del que entonces se consideraba como el hiperembalse de mayor ta-
mafio de Espafia, en la cabecera del Ebro.

El Conde de Guadalhorce, que tuvo buen conocimiento de (le-
mente Saenz, le nombro asesor geolégico en la formacion de los
planes de Obras Publicas que aquél realizaba, autorizandole ademas
para que continuara en Reinosa al frente de la obra del pantano del
Ebro.

Todo esto iba acompanado de diversas investigaciones de campo,
habiendo publicado las que efectud sobre el terreno cretaceo del sur
de Santander y norte de Burgos y Palencia, que fueron impresas
por la Sociedad Espaiiola de Historia Natural, por cuya publicacién
se cita con prioridad su nombre sobre los trabajos locales del francés
Ciry y el aleman Karremberg.

En 1930 fue llamado para pertenecer al claustro de la Escuela de
Caminos y durante muchos afios, y todavia en la actualidad, sigue
siendo el indiscutible profesor de Geologia, y, desde luego, en aquel
estudio, muy completo, que hizo por entonces [orenzo Pardo de las
obras hidraulicas espafolas, la parte geologica se debe a este autor.

Fueron muchos los viajes que realizo al extranjero con motivo
de Congresos y Asambleas, por virtud de los cuales tuvo ocasiones
de conocer y comentar la interesante estratigrafia del Rodano, del
Jura francés y formacion geoldgica de los terrenos de Polonia, Por-
tugal y regiones polares del Norte, y mas recientemente de Méjico,
norte de Africa y cercano Oriente.

Han sido muchas las publicaciones y trabajos, en los que puede
indicar su extraordinaria erudicion sobre estos asuntos, en la Socie-
dad Espafiola de Historia Natural, en la revista de la Asociacion
para el Progreso de las Ciencias y en otras varias, incluidas las de
esta Academia y las del Consejo Superior de Investigaciones Cienti-
ficas.

Actualmente ocupa la presidencia de la seccion de Hidrologia
Cientifica de la Comisién Nacional de Geodesia y Geofisica, siendo
miembro directivo de distintas corporaciones dedicadas a las disci-
plinas del saber y del Consejo de Investigaciones Cientificas. Le fue
otorgada una medalla de oro por la confeccion de un avance biblio-
grafico de la estratigrafia espafiola y portuguesa.

Muchas han sido las conferencias pronunciadas por el sefior Sdenz
v los trabajos en materia de matemiticas, fisica, geologia y arqueo-
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logia que dan testimonio concreto de la gran erudicién durante
tanto tiempo desarroliada.

Es el ingeniero que ha intervenido en mas informes acerca de la
ubicacion de grandes obras hidrdulicas. Pasa de doscientas el niime-
ro de estas consultas y en mas de una ocasién ha llevado a cabo
descubrimientos de zonas de embalse, por la sola consideracién de la
cartografia geoldgica. Ejemplos son el pantano de Mansilla y el
aun no iniciado del Valladar, siendo su propuesta decisiva en casos,
como Barrios de Luna y Linares del Arroyo, de intuicién similar
sobre terreno. Y es también autor de la clasificacién en cuatro tra-
mos de los perfiles de los rios espafioles, en lugar de los tres que
ordinariamente se venia considerando. :

* X ¥

Parecia natural que, siendo el nuevo Académico esenciaimente
geologo y sus trabajos mas destacados en relacion con la geologia
de nuestro pais y de sus obras publicas, hubiera elegido como tema
para su discurso cualquiera de sus multiples actividades que ha teni-
do, acerca de la interesante historia del mundo y la formacién de los
terrenos en nuestra patria. Pero la inquietud de este ilustre profesor,
no sélo en la materia propia de su actividad directa, sino que también
en los muchos ensayos que ha hecho en relacién con las ciencias fi-
sica y matematica, le han llevado a elegir un tema indudablemente
de gran dificultad, como es una personal exposicién de las bases
de la cristalografia, considerando la intima relacién de esa ciencia
con la teoria de los nimeros. Y dentro de estas graves dificultades,
se ha movido, para redactar el discurso presente, con una cierta
originalidad en la manera de exponerlo, con un caracter de gran
generalidad y de porvenir en la didictica de las leyes de aquel co-
nocimiento.

Ha explicado el profesor Clemente Sienz los grupos de con-
mensurabilidad y, empezando primero por las figuras cristalografi-
cas, planas, continfia un estudio muy interesante de clasificacion
métrica de tridngulos y complejos, que, con los complementos esta-
blecidos posteriormente para el espacio y el hiperespacio, da unas
formas nuevas de exposicién muy general y completa de la crista-
lografia geométrica en sus leyes de formacion.

El problema, en realidad, es tan complejo que resulta muy dificil
de exponer como tema en una conferencia, pues hay base y maneras
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de poder hacer desarrollos que pueden ser muy instructivos y conclu-
yentes, razén por la que no es de extrafiar el temor que manifiesta
el autor de que pueda resultar excesivamente comprimido el teina
general de su conferencia.

Nos hacermos cargo de esta dificultad expuesta por el mismo vy,
en realidad, consideramos como un esfuerzo extraordinario el que
ha realizado para llegar a resumir las formas posibles en compendio
tan estrecho.

Ocupara Don Clemente Saenz la vacante que tristemente ocu-
rrio por fallecimiento del sabio doctor Marafion, del que tan grato
recuerdo conservamos en esta Academia y ademas en algunas otras
a las que también pertenecié, pero del mismo modo que ese sabio
doctor tenia una amplia base que le hacia polifacético en su actua-
cién cientifica, de un modo anilogo el profesor Clemente Saenz si-
gue una norma parecida, ya que este discurso forma una manera
ocasional de exponer un problema particular y extenso, pero que pre-
supone suficiente base para poder ahondar en el conjunto de las
ciencias fisicas y naturales, que son materia bien adecuada por su
propia esencia en la formacion de esta Academia.

Nuestra enhorabuena y al mismo tiempo la que transmitimos a
la Corporacion por el nuevo miembro numerario que de ella forma
parte.
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