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Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Sefioras, Seiiores:

Quisiera dedicar en primer lugar unas bre-
ves palabras para expresaros, Sr. Presidente, Sres.
Académicos, mi mas profundo agradecimiento por haber-
me elegido para incorporarme entre vosotros. Agrade-
cimiento tanto mas hondo por cuanto que la circunstan-
cia mas clara que ha venido a colocarme en esta situa-
cidén estéd en vosotros mismos. A mi parecer, con toda
sinceridad, mi mérito mas patente consiste en la gran
fortuna de haber tenido, a lo largo de toda mi vida
de interés por las matemadticas, los contactos huma-
nos privilegiados de que he disfrutado, mis maestros,
mis alumnos, mis compafieros de investigacidn, mis ami-
gos matematicos. Y entre vosotros se sientan una bue-
na porcidén de mis maestros. El1 entornc humano gque ha
rodeado mi actividad matemética ha sido ciertamente
privilegiado. Si hubiera de sefialar los nombres de to-
das aquellas personas que desde mi infancia, comenzan-
do por mis propios hermanos, me han ayudado g adentrar-—
me en el mundo de las matematicas y a gozar intensamen—
te de ellas, tendria que presentar una lista intermina-
ble. Permitidme que mencione tan s6lo los nombres de
tres personas con quienes tengo un especial deber de
gratitud: el profesor Alberto Dou, de la Universidad
Complutense de Madrid, miembro numerario de esta Aca-
demia, el profesor Alberto P.Calderdn, de la Universi-
dad de Chicago y de la Universidad Nacional de Buenos
Aires, miembro correspondiente de esta Academia y el
profesor Antoni Zygmund, de la Universidad de Chicago,
también miembro correspondiente de la Academia. Casi
toda mi vida matemadtica ha transcurrido en compaiiia de
estas tres personas a las que debo ensefianzas mucho méas
importantes que las que se refieren a la transmisién de
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las técnicas y al manejo de las herramientas del oficio.
El contacto con ellos y con otros muchos matéméticos,
maestros, compaifieros, alumnos, me ha ensefiado, sobre
todo con su actitud vital, mucho mds eficazmente que

con sus palabras, principios que quisiera yo ver'plasma—
dos en mi vida tan claramente como los he visto en la

de ellos.

Ellos me han ensefilado que también en nues-
tra profesidén y en nuestra vida de dedicacidn y culti-
vo de la ciencia, los valores humanos, la amistad pro-
funda, la comprensidén afable de situaciones ajenas, el
sentido de servicio de nuestra actividad deben estar
muy por encima de todas las metas puramente profesio-
nales que nos podamos seflalar, y que son estos valores
los que proporcionan a nuestra forma peculiar de ex-
ploracidén y contemplacidn del universo una dimensidn
personal y un calor humano con los que nuestra tarea
se convierte en una de las formas méas sublimes y comple-
tas de la actividad humana.

A través de ellos he aprendido también que
la sinceridad més honda debe iluminar nuestro gquehacer
cientifico. Sinceridad que se traduce, cuando la apli-
camos a nosotros mismos, en sencillez que nos hace ca-
paces de colocarnos en nuestro propio lugar, sin tra-
tar de alcanzar crispadamente objetivos que caen fuera
de nuestro alcance. Sinceridad que se convierte, al mi-
rar a nuestro alrededor, en honradez intelectual que nos
conduce a valorar justamente el esfuerzo y los resulta-
dos de los demds. Sinceridad que se convierte también
en alegria plena al permitirnos reconocer y gozar in-
tensamente de los logros cientificos que otros, cerca-
nos o lejanos a nosotros, han conseguido con su esfuerzo.

Por la actitud de mis maestros he entendido
que en nuestro mundo cientifico la autoridad verdadera,
la que realmente vale, no se consigue con el manejo de
las estructuras de poder, sino a través del trabajo se-
rio propio y de la capacidad de estimular y alentar cons-
tantemente a otros, dejando a la vez que cada uno sea
verdaderamente €1 mismo y desarrolle sus propias capaci-
dades sin imposiciones ni interferencias, con la convic-
cibén intima de que el mayor éxito de un verdadero maes-
tro consiste en haber estimulado a discipulos que sean
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capaces de aventajarle, cuanto mds mejor, y de ensefiarle
“nuevos mundos en aquel campo mismo donde €l les introdu-
jo y en otros muchos que él no conocid.

Por estas ensefianzas y por otras muchas que
ne ido acumulando en el contacto con mis maestros, com-
pafieros y alumnos a lo largo de los afios de trabajo, y
que quisiera poner en practica con el acierto de gue
sea capaz, quiero manifestar aqui mi mé&s hondo agrade-
cimiento. Y quisiera que ellos mismos me ayudasen a
agradeceros a vosotros, Sr. Presidente, Sres. Académi-
cos, la benevolencia que me habéis mostrado con vuestra

eleccidn.
3% 33

Me habéis llamado para ocupar el lugar
que dejd el P.Antonio Romafida hace poco més de un afio.
iMenos mal que el ocupar su puesto no me impone la obli-
gacidn de alcanzar su categoria humana y cientifica! Yo
no tuve la fortuna de conocerle personalmente, pero si
por terceras personas y a travésde sus escritos. En la
persona del P.Antonio Romafid, ademés de sus profundos
valores cientificos, debieron de brillar especialmente
las cualidades que acabo de sefialar. E1 profesor José
Maria Torroja, secretario de esta Academia, ha descri-
to en su necrologia cémo en &1 destacaron especialmente
“"su modestia, su exquisita delicadeza en cuantas cues-
tiones hubo de tratar,su afan:de hacer el bien y de ayu-
dar a cuantos se le acercaron con cualquier problema, su
bondad sin limites que le llevaba a encontrar justifi-
cacién para todo y para todos. Y una voluntad férrea
para el trabajo'".

E1l P.Romafid fue un hombre polifacético,
capaz de emprender y llevar a cabo con éxito dificiles
tareas de muy distinta indole. Se adentrd hondamente en
matematicas, en filosofia, en astronomia, y supo inte-
grar con notable éxito sus conocimientos, como se pone
de manifiesto, por ejemplo, en su profundo discurso de
ingreso en esta Academia en 1966, "Idea sobre el esta-
do actual de la Cosmologia". Su prestigio cientifico en
el campo de la astronomia fue internacionalmente reco-
nocido con miltiples distinciones. Fue un organizador
extraordinariamente eficaz y un entusiasta colaborador
en multitud de proyectos Gtiles, nacionales e interna-
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cionales, siempre dispuesto a prestar sus servicios allil
donde se requirieran. La austeridad, sencillez, espiritu
de servicio gque de un modo tan especial brillaron en €1,
constituyeron simplemente la expresidn del espiritu e-
vangélico del que impregnd toda su vida. Su amplisima
cultura, sus aficiones por la historia, el periodismo,
el arte, el ajedrez, el bridge, daban a su trato una
cercaniay un calor personal que resultan modélicos para
todos nosotros. El secreto a voces de su vida fue su
profunda fe religiosa. Como dice €l jesuita P.Antonio
Blanch en su semblanza del P.Romafia (Razbén y Fe, No-
viembre 1981,500-505):"Los que tuvimos la suerte de
conocer de cerca a este gran cientifico jesuita...
siempre recordaremos a Antonio Romafid... como a un hom-
bre de ciencia y a un creyente profundo en quien se hizo
realidad viva esa tarea, que para tantos de nosotros
sigue siendo un ideal aunque tan dificil nos resulte
conseguirlo: la feliz integracidn del ejercicio de la

fe viva con el ejercicio libre y valiente de la inteli-
gencia". j0jald que en nuestro mundo cientifico vengan

a abundar los hombres como el P.Romafi&!

¥ 33

En mi discurso pretendo poner de manifiesto
someramente algunas de las implicaciones que el analisis
arménico ha tenido, a lo largo de la historia de la ci-
encia y de la tecnologia, sobre el desarrollo de éstas,
seflalando en particular cdédmo una disciplina que en cier-
to modo se puede contar como una de las més abstractas
de las matematicas, presenta vertientes que han influen-
ciado extraordinariamente no s6lo el curso del pensa-
miento matemdtico, cientifico y tecnolbgico, sino inclu-
so el del pensamiento filoséfico.



EL SUENO PITAGORICO.TODO ES ARMONIA Y NUMERO

Por la admiracidn, dice Aristdteles, co-
menzd el hombre a filosofar. La capacidad de admira-
cibén, esa prerrogativa del hombre sobre los animales,
lleva al ser humano a inquirirlo todo, incluso el fe-
némeno mas rutinario, una vez que adquiere la paz y
la posibilidad de ocio necesarias para ello. ;Cémo
estd constituida la tierra y el cielo? ;Cémo giran los
astros, Sol, Luna y estrellas? ;Existe alguna ordena-
cidn de sus movimientos acompasados? ;Qué tienen que
ver nuestras estaciones y nuestro propio vivir con
ellos? El volar de los p&jaros, el transcurrir de las
nubes, el tejer de las araflas, el crecer de los arboles,
el fuego, el agua, ... desde todos los rincones a donde
el hombre dirige su mirada surge una admiracidn primero
y una interrogacidn después.

Durante mucho tiempo el hombre ha ido a
buscar la respuesta a sus preguntas, sobre todo a sus
preguntas mas cercanas e ineludibles, las que envuelven
su propia felicidad y su miseria, su vida y su muerte,
en la magia y en la religidén. Tales preguntas son, por
supuesto, las mis misteriosas, profundas y oscuras,
puesto que involucran la raiz de su propio ser. Era un
problema demasiado dificil para comenzar su tarea de
pensador y por ello el contenido de su respuesta, gue
respuesta si que tenia que dar perentoriamente, estuvo,
estd y estara, por fuerza, encarnado en la entrafia misma
del hombre, alli donde el elemento telGrico, visceral,
se entrevera con los condicionamientos previos y con los
elementos volitivos y racionales de su complicada estruc-
tura.

Pero llegd un momento en que el hombre pudo,
¥ guiso, dirigir con intensidad su mirada y su interro-
gacidn hacia objetos mas despegados de su preocupacidn
existencial. Con ello se hizo capaz de buscar su respues-—
ta en razones estables, sblidas, independientes del pais,
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de la moda, del correr de los afios, de su propio humor.
Es probable que los primeros objetos en que este tipo
de acuerdo universal se plasmé fueran la figura y el
nimero. En ellos aprendié el hombre a razonar, es decir,
a basar sus aserciones sobre aserciones previas acepta-
das, deduciéndolas de ellas de un modo que no podia
menos de suscitar la aprobacidén del interlocutor. No

es que el hombre no hubiese razonado antes. Lo nuevo
fue el poder elevarse, a través de peldafios s6lidos,
hasta afirmaciones incontrovertibles, a primera vista
bien alejadas de los principios que les dieron nacimien-
to. Segln parece el hombre que hizo de este ejercicio
su modo de pensar fue Pltagoras en el s1glo VI a. de

C.. A esta actividad le 1llamd Lv“topto/ exploracién,

y a su producto; Po( ®naois , enseflanza.

Es muy probable que los elementos disper—
sos de este sistema estuvieran ya en el ambiente culto
de la Grecia jbénica de Tales y Anaximandro, pero pare-
ce Pitagoras el responsable de haberlos convertido en
método firmemente establecido. Nunca en la historia las
ideas matematicas ejercieron un influjo social tan im-
portante como en un cierto fragmento de la sociedad de
la ciudad de Crotona, en el sur de Italia, una vez con-—-
vertido al pitagorismo. Pitidgoras no fue un matemdtico
descarnado., Habia viajado mucho. Es posible que aprendie-
ra de Tales de Mileto todo lo que este sabia de geometria.
En Egipto habia sido iniciado tal vez en astronomia y en
los misterios religiosos. Es posible que visitara Babi-
lonia y aprendiera de los sabios orientales sus métodos
astronémicos. Con esta brillante aureola constituyd en
Crotona su escuela. Su gran éxito social se debe proba-
blemente a la integracién armoniosa gque logrd con su
saber. Los conocimientos matematicos constituyeron el
armazdn esotérico destinado a los iniciados, los FﬁﬁQ
ueTirxot. Intimamente ligada a ellos y firmemente fun-
damentada en ellos estaba la doctrina especulativa. De
los resultados de este conocimiento y del respeto re-—
verencial hacia el maestro participaban los o’(')coutr/‘w—
Tileol, los acusmaticos, los miembros del grupo no ini-
ciados que recibian de oidas el credo de la secta. Todos
ellos estaban hermanados en la creencia de doctrinas ‘
religiosas de naturaleza Srfica, de la transmigracidn
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de las almas, en la practica de prescripciones ritua-
les de oscuro origen y de mandatos y ejercicios espi-
rituales de una gran perfeccién.

La visidn pitagdrica fundamental, la base
de su sitema, consistid en la persuasidén profunda de
la inteligibilidad del cosmos mediante el nimero. En
uno de los pocos fragmentos que han llegado hasta noso-
tros de unos de los pitagdricos primitivos, Filolao,
se encuentra el siguiente himno al nimero: Grande, fo-
~dopodenosa, todoperfeccionadora y divina es da fuerza
del nimeno, comienzo y negidoa de la vida divina y
humana, participante de todo. Sin el nimero todo care-
ce de fronteras y todo es confuso y oscurno. Porque
da naturaleza del nitmero proporciona conocimiento y
es guia y maestra para todos en todo Ao que es dudoso
o desconocido. Porque nada de das cosas nos seria
claro ni en su mismo ser ni en sus relaciones mutuas
4L no existiena el nimero y su esencia. Este es quien
awnoniza en el alma das cosas con su percepcion, haci-
éndolas cognoscibles y congruentes unas con otras de-
gun su naturaleza, proporciondndodes conporeidad. (Diels,
B.11).

;Cual pudo ser el camino intelectual de Pi-
tagoras para llegar a esta idea tan profundamente mo-
derna? Mas de 21 siglos habran de transcurrir para
gue, a partir del siglo XVI, tal doctrina quede firme-
mente establecida en el pensamiento de la humanidad.

Es en este itinerario mental donde tiene
lugar el primer impacto notable del analisis armdnico.

Los pitagdricos no escribian sus teoremas.
Ni siquiera los dibujaban. Los construian con piedre-
cilla (?6((‘” ). ¢Qué tipg de teoremas? Por ejemplo:
1+3=2", 1+3+5=3 ", 1+3+4+5+7=4 ,..., es decir, la suma
de los n primeros impares es igual al cuadrado de n.

La demostracién del teorema es sencilla
al ir construyendo con piedrecillas cuadrados sucesivos
de dos, tres, cuatro piedrecillas en cada lado. Cuando
éste y otros teoremas nada obvios sobre nimeros surgian
de la simple formacidn de figuras, debid de quedar cla-
ramente impresa en la mente de Pitdgoras gque una rela-
cién profunda tenia que existir entre aquellos dos ob-
jetos de naturaleza aparentemente tan distinta, la fi-




gura y el ntGmero.

Pero la observacidén fundamental que debid de provocar
en Pitagoras su iluminacidn definitiva sobre la natu-
raleza aritmética del cosmos fue probablemente la de

la armonia producida en el sonido de los instrumentos
de cuerda. La cuerda de una citara produce un sonido.
Pisada en la mitad, 1/2, produce la octava superior,
pisada en los 2/3 produce la guinta, pisada en los

3/4 produce la cuarta. jLa misica de una citara esta
gobernada por las distintas proporciones entre los
nimeros! jLos nimeros y sus proporciones dominan la
figura, la geometria... y también la masica! Y si
mundos aparentemente tan inconexos estén claramente
regidos por el nimero... gpor Qué no el universo en-—
tero? Posiblemente en el niimero se encontraria la

clave para entender el cosmos. Para el entusiasmo mis-—
tico de Pit4goras las experiencias acumuladas a lo lar-
go de sus afios de viajes por los paises de milenaria
tradiciéncomo Egipto y Babilonia convergian con sus
propias observaciones para constituir, mas que una
demostracibén, una auténtica evidencia directa. La arit-
mética, la misica, la geometria y la astronomia consti-
tuirian el metodo para tratar de despegar al alma de
la tumba (¢9}Mﬂ) de este cuerpo (Vw}mﬂ a fin de ayu-
darla a evadirse del circulo de reencarnaciones.

iEl nimero como método de pensamiento para
desvelar los misterios del universo! Esta iluminacidn
constituyd un verdadero giro en la historia del pensa-
miento. Implicaba cambiar radicalmente de oraculo en
la biGsqueda de respuesta a muchas de las infinitas
preguntas del hombre. La naturaleza es regular, es
decir, sigue unas reglas, unas pautas. Tiene un orden,
una armonia, es decir, sus componentes estan entrela-
zadas segin unos canones constantes, invariables. Nues-
tro pensamiento’puede asir estas normas de actuacidn
de la naturaleza. E1 nGmero es la herramienta a su dis-
posicidn para hacerse con ellas.

El primer impacto del an&lisis armbnico,
como vemos, estd presente en la misma raiz del pensa-
miento filoséfico y cientifico occidental, la inteli-
gibilidad del universo a través de la razdn, y preci-
samente de la razdn cuantificadora y matematizante.
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El anadlisis arménico, tal como lo entende-
mos hoy, consiste en un proceso matemdtico para explo-
rar los fendmenos de naturaleza recurrente. Toda inte-
leccidn, no sélo la matemAtica, estd en realidad fuer-
temente ligada a la recurrencia, a la repetitividad
o a la repetibilidad. Sin ella nuestro pensamiento
no encontraria esquemas de referencia. La recurrencia
es condicidén intrinseca de nuestro tipo de inteleccidn.
El caos, lo ininteligible, es la ausencia de recurren-
cias. Si cada animal que nos encontrasemos fuese total-
mente diférente en su modo de locomocidén, en sus of-
ganos sensoriales, en su forma de alimentacidn, etc...
JPodriamos tener una ciencia zooldgica organizada?

Si los astros todos llevasen trayectorias de diferentes
tipos, si nuestros dias y noches fuesen todos de dife-
rente duracidn, sin las uniformidades que observamos,
no tendriamos la ciencia astrondmica que tenemos. Nues-
tra forma de entender referencial exige esquemas de re-
currencia en los que encajar los nuevos fendmenos.

En el espiritu matemdtico la recurrencia
motiva y estimula la hocidn misma de nGmero. Con el
nimero como instrumento se puede analizar més de cerca
la recurrencia, entenderla mas profundamente desde di-
versos &ngulos, relacionando uhas recurrencias con otras.
Asi aparece la proporcidn. Con este bagaje, al contemplar
el universo llegamos al firme convencimiento de que
el todo es un cosmos llenoc de proporciones, de ritmos,
de armonias antes insospechadas. (0 tal vez son las ca-
tegorias gque proyectamos nosotros mismos para entender
el universo a nuestro modo? En cualquier caso, para no-
sotros el mundo estéd lleno de orden y armonia y alli
donde no lo encontramos a primera vista lo buscamos
ansiosamente, porque sabemos que estd escondido esperan-
do ser desvelado.

La ubicuidad de la periodicidad en la natu=
raleza es patente y bien cercana. Nuestra vida estad re-
gida por la sucesibén de dias y noches, veranos, invier-
nos, afios,... nuestro cuerpo estd constantemente ani-
mado por ritmos fisiolbgicos, latidos, respiraciones.
Nuestro espiritu también tiene sus ritmos animicos.
Nuestra actividad toda, nuestra misica, nuestros juegos,
nuestras maguinas estén invadidas por la periodicidad.
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Y esta es mé&s importante, si cabe, si descendemos a los
niveles mas elementales de la materia, como veremos

mas adelante. Por todo ello no es de extrafiar que el
progreso del pensamiento humano en su exploracidn de
la naturaleza haya sido fuertemente estimulado, como
tendremos ocasién de resaltar después, por el ani-
lisis matemdtico de los procesos periddicos.

La influencia pitagérica a lo largo de los
siglos ha sido inmensa. La antorcha pitagérica fué re-
cogida dos siglos mas tarde por Platdn y transmitida
con empuje a través de su escuela y de sus escritos.
Platdén no fue propiamente un matemdtico profesional.
Sin embargo su veneracidén profunda ante el poder de
las mateméticas y el estimulo que de él recibieron tan-
tos matemitices posteriores son motivo de que Platdn
tenga un lugar muy prominente en la historia de las ma-
tematicas. También Aristételes fue un profundo cono-
cedor de las matemédticas, como buen discipulo de Platédn.
Posiblemente s6lo Leibniz y Descartes, entre los filé-
sofos le igualaron en el conocimiento profundo de la
matematica contemporénea. Pero el talante intelectual
de Aristdteles y su fuerte influencia en el pensamien-
to del final de la edad media tuvo otro sabor diferente.
En Aristételes dominé el espiritu clasificador, que es-
timula el estudio cualitativo de las relaciones entre
las cosas (categorias), sobre el espiritu cuantificador,
tan eminente en los pitagéricos, platénicos, neoplaté-
nicos y neopitagéricos. Del espiritu clasificador sur-
gen la filosofia y las ciencias de tipo mas cualitati-
vo (no en vano Aristételes, hijo de un médico, sobre-
salid especialmente por sus observaciones en el terreno
de la biologia). Del espiritu cuantificador surgen las
ciencias que se han llamado exactas. Naturalmente que
todas las ciencias acuden a métodos cuantitativos y cua-
litatjvos cuando 1o necesitan para su progreso. La bio-
logia, desde siempre, ha recurrido a elementos cuanti-
tativos en sus intentos explicativos y clasificatorios.
Asimismo la matemdtica recurre al espiritu clasificador
para lograr la unificacidén y ordenacidén cuando su cien-
cia se le dispersa (recuérdese el programa de Erlangen
o los intentos de clasificacidén en la selva de métodos
y resultados en la teoria de ecuaciones en derivadas
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~parciales).

Los matemdticos de todos los tiempos se
han identificado con el espiritu sofiador de Pitagoras
y Platén més que con el espiritu aristotélico. En
la historia del andlisis arménico se revela especi-
almente el maridaje, extrafio para muchos, de mate-
maticas y misticismo que perdura en nuestros dias en
las elucubraciones de nuestros astrdlogos de claro sa-
bor cabalisitico y neopitagérico, s6lo que con mucho
menos soporte racional y mucha mas supeficialidad que
en buena parte de los antiguos.

En el siglo XVI aparece un nuevo Pitdgoras,
totalmente imbuido de la idea de que el universo es ex-—
plicable mediante la armonia y proporciones numéricas,
Johannes Kepler. En su Mysterium Cosmographicum (1596)
se expresa del siguiente modo: Yo me propongo demostrar
que Dios, al crear el univernso y al establecern el orden
del cosmos, tuvo ante sus ojos dos cinco s6didos negu~
lares de da geometria conocidos desde los dias de Pitd-
goras y Platon, Y que &L ha tijado de acuerdo con sus
dimensiones el niimeno de dos asitros, aus proporciones
y das nelaciones de sus movimientos. En el sistema
del misterio cosmografico el Sol ocupaba el centro de
una esfera en la que se movia Saturno. Si en ella se
inscribia un cubo y en el cubo otra esfera, alli gira-
ba JOpiter. En esta Gltima esfera se inscribia un te-
traedro y en él otra esfera. Alli se movia Marte,...
Kepler era un mistico respetuoso de los hechos. Estos
desmintieron su teoria concreta de los cinco cuerpos
regulares, pero nunca le hicieron abandonar la idea
de la armonia matemitica del cosmos. Esta confianza
absoluta en el orden del universo le 1llevd en 1609 al
hallazgo de sus dos primeras leyes sobre el movimiento
planetario, habiendo de superar para ello nada menos
que sus propios prejuicios sobre la preferencia de la
naturaleza por el movimiento circular y por el movi-
miento uniforme, pensamientos tan platbénicos y tan
fuertemente enraizados en el ambiente. En 1619, en su
obra De Harmonice Mundi, enuncia su tercera ley que ve-
nia a confirmar que aunque la armonia musical de las
esferas de los pitagdricos no fuese una realidad fisi-
ca, era ciertamente una realidad asequible a los ojos
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¥ oidos del alma, mucho més profunda que la misica de
los sentidos. Kepler 1llegd incluso a idear una notacidn
musical para representar el movimiento de los planetas.
Bien se puede afirmar que el pitagorismo de Kepler,
apoyado en su respeto extraordinario por los hechos

y por las mediciones aportadas por Tycho Brahe, fue

el elemento esencial que logrd asentar la teoria co-
pernicana en la mente de los astrodnomos.

El primer anilisis matemdtico de las ondas,
en un sentido mas cuantitativo, lo realizd otro gran
mistico matemédtico que se mantuvo oculto como tal du-
rante toda su vida, Isaac Newton. En sus Principia
(1687) estudia las ondas y gracias a este analisis cal-
cula la elipticidad de la tierra con una exactitud que
hoy nos asombra. La faceta esotérica de Newton, un fer-
viente seguidor del mistico Jakob Bohme, ha permane-
cido en la sombra durante mucho tiempo. E1 hombre que
piblicamente '"no forjaba hipdtesis" se reservaba para
si mismo un gran banguete de ellas de la mas variada
naturaleza. Después de su muerte, al levantar la tapa
del arcén en que Newton mantenia sus escritos esoté-
ricos, el obispo Horsley quedé tan aterrado por los
fantasmas de tales especulaciones heterodoxas de
aquel padre de la patria que estaba enterrado junto a
los reyes de la nacidn, que decidid que més valia ce-
rrar réapidamente aquella caja de Pandora. El1 ejemplo
de Newton podria ser devastador para las doctrinas
establecidas.

EL RETORNO DE LOS ARMONICOS

. La Historia moderna del andlisis arméni-
co comienza como una nueva variacidén del tema pitagéd-
rico, esta vez con los instrumentos del andlisis mate-
matico del siglo XVIII. Entre los problemas propues-
tos por Brook Taylor en su Methodus incrementorum di-
recta et inversa (1715) figuran los dos siguientes:
Problema 77. [Determinar el movimiento de una cuerda
tensa. Problema 18. Dada da dongitud y el peso de da
cuerda, asl como da fuerga que da tensa, encontrar el
tiempo de vibracidn. Taylor obtiene en su lenguaje pro-
pio, un tanto distinto del nuestro, la ecuacidén dife-
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rencial de la cuerda vibrante, es decir la ecuacidn
de ondas unidimensional. Encontrdé que el movimiento
de un punto arbitrario es el de un péndulo simple y
determind su tiempo de vibracidén, su periodo. Asi-
mismo establecid que la forma de curva que toma la
cuerda en un instante dado es sinusoidal.

El estudio matemédtico iniciado por Taylor de la cuer-
da vibrante dié lugar a una de las controversias mas
encendidas y mds fructiferas en la historia de las
matemiticas. Sin temor a equivocacidén se puede afir-
mar que el desarrollo del andlisis matemdtico del si-
glo XIX tiene como hilo conductor el deseo de propor-
cionar respuestas satisfactorias a las muchas pregun-
tas originadas en el estudio de la cuerda vibrante.

En 1727, doce afios después del tratamiento
de Taylor, Johan Bernoulli propone a su hijo Daniel
que se ocupe del problema de la cuerda. Pero no puede
esperar para hacer plblicas sus propias ideas sobre el
asunto y en 1728 publica sus Meditaciones sobre.cuerdas
vibrantes con pesos pequefios a distancias iguales, don-
de trata, con métodos muy diferentes, el mismo proble-
ma. Pero sus resultados no van mucho mas lejos.

Una idea més original llega veinte afios méas
tarde, en 1747, con el hallazgo, por D'Alembert, de 1la
forma general de la solucidén de la ecuacidn de ondas,:
y=f(t+s)+g(t-s). D'Alembert trata de demostrar "que
existe una infinidad de curvas distintas de la sinusoi-
dal" entre las posibles formas de la cuerda vibrante.
Por la forma de la ecuacidn general, dice, '"es facil
ver que esta ecuacidn encierra una infinidad de cur-
vas'. Estudia el caso particular de que la cuerda "esté
en linea recta al comienzo de la vibracidén y luego, por
un impulso adecuado, toma la forma de una curva sinusoi-
dal muy alargada".

La deduccidén de D'Alembert en este articulo
era un tanto tortuosa. Por otra parte no guedaba bien
claro cdémo se determinaban las funciones f y g ante un
problema que claramente debia tener una respuesta bien
determinada. Por ello Euler, en 1748, tratdé de aclarar
estas cuestiones. Presentd otra demostracién y determi-
né f y g supuestas conocidas las condiciones iniciales,
posicién y velocidad, de la cuerda. Para Euler esta po-
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sicién y velocidad venian dadas por curvas "mecdnicas"
arbitrarias, por ejemplo, la curva inicial formada por
la cuerda podia ser, al pisarla en su punto medio, una
linea quebrada.

Algo habia oscuro para D'Alembert en estas
consideracidnes de Euler. El1 método partia de que la
curva formada por la cuerda en cada instante se pudie-~
se expresar "analiticamente" a partir de la abscisa
y del tiempo. Asi se expresa €l mismo en 1750, enfren-
tandose a la concepcidn de Euler: &n cualquier ozro
caso, el problema no puede sern resuelto, al menos poxr
mi método, y no estoy cierto de que no sobrepase da
potencia del anddisis conocido. &n efecto, no se pue-
de, me parece, expresar y analiticamente de una manera
mas general que suponiéndodafuncion de y de s, pero
-en este supuesto, no e encuenitra da soducion del pro-
bdema mds que para dos casos en que las diferentes fi-~
guras de da cuenda vibrante puedan sen encerradas en
una soda y migma ecuacion.

Para D'Alembert la curva '"mecénica" de
Euler no es tratable mediante los métodos del célculo
diferencial, no admite una expresién mediante '‘una sola
y misma ecuacién". Por ello no puede aceptar la solucidn
de Euler. i

En este momento interviene Daniel Bernoulli,
con cuya entrada el asunto se embrolla todavia més. Ber-
noulli, en 1753, subraya un aparente conflicto entre
las consideraciones de Taylor, por una parte, con sus
soluciones sinusoidales, y la infinita variedad de solu-
ciones, distintas de las sinusoidales, por parte de
D'Alembert y Euler. Trata de reconciliar las dos consi-
deraciones mediante una visidén sintética de la natura-
leza musical de las vibraciones....un andlisis abetracto
que se acepta sin un examen sintético de la cuestidn
discutida nos puede posiblemente sorprender mds que
duminarn. Me parece que 46lo tenemos que prestar aten~
cion a da naturaleza de las vibraciones simples de las
cuendas para prever sin cdlcudo todo do que estos dos
grandes gedmetras han encontrado medianzte doa cdlculos
mds espinosos y abstractos que la mente pueda realizan.
La cuerda admite unos cuantos modos simples de vibra-
cién natural que vienen dados por las soluciones de
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Taylor. Por otra parte cualquier combinacidn lineal de
estas soluciones simples es claramente una solucidén del
problema....C4t0 es cierto, 4L bien no lo tengo ain del
todo claro: si existen ain otras curvas, entonces no 48
en qué sentido puedan ser admitidas. Lo que Bernoulli
parecia conocer con claridad era que una respetable con-
fusidn reinaba sobre el tema.

La contestacidn de Euler en el mismo afio
1753 no contribuydé mucho a aclarar la situacidén. Euler
afirmaba que la solucidén de Bernoulli, necesariamente
periddica no podia ser una solucidn general. Contra
D'Alembert Euler simplemente reafirma la validez y la
generalidad de su solucidén en todos los casos. Yo creo
que da solucién que he dado no es limitada en ningin
rnespecto; al menos yo no puedo descubrin ningin fallo
en ella y nadie todavia ha demositrado su insuficiencia.

La polémica quedd un tanto petrificada en
este estado. Otros matemédticos, como Lagrange, Laplace,
intervinieron en ella mas adelante, pero en realidad
la clarificacién del tema s6lo podia venir de una pro-
fundizacidén en las raices mismas del andlisis.

A los matemiticos de hoy dia nos resulta
dificil pensar que una controversia semejante pudiera
surgir en medio de nuestro andlisis matemético. Para
buscar un lugar de nuestra matemdtica en que algo pare-
cido haya sucedido o esté sucediendo en nuestros tiem-
pos tenemos que acudir a los puntos de los fundamentos
en los que no hay claridad ni acuerdo universal.Son,
en el fondo, los mismos enigmas que desde los tiempos
de Zendn de Elea siguen constituyendo un desafio a nues-
tra potencia de racionalizacidén del infinito.

: Vista a distancia, la controversia de la
cuerda vibrante nos parece hoy més superficial. Las
discusiones de la polémica constituian en realidad las
contracciones de la matemidtica por dar a luz una nueva
nocioén de dependencia funcional. La concepcidn pre~
valente de funcidén era fuertemente algebraica. La fun-
cidén tratable por los medios- del andlisis, lo hemos
oido al propio D'Alembert, debe ser expresable median-
te "una sola y misma ecuacidn". Euler mismo, a pesar
de su nocibén de "curva mecénica' no parece concebir,
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frente a Daniel Bernoulli, que una expresidén analitica,
tal como la combinacidén lineal infinita en senos y co-

senos, pueda coincidir, dentro de un cierto intervalo,

con una de sus curvas mecénicas. La serie infinita

no era, por su infinitud, preocupacién importante para

Euler que las trataba con una audacia bien temeraria.

Por su parte Bernoulli mismo presentia la solucidn del

problema, pero no parecia ver las cosas tan claras como
para ser capaz de dar la razdn profunda de sus afirma-

ciones.

Las escamas gue cubrian los ojos de los
matematicos del tiempo eran su concepcidn de funciébn,
al modo de polinomio. ;Y un polinomio queda perfecta-
mente determinado para todos los valores una vez que
Se conocen sus valores en un intervalo por pequefio que
sea! Este era el paradigma que habia que romper.

,Cémo se rompe un paradigma? E1 paradigma,
en matemdticas, como en todas las ciencias, se suele
romper con la paradoja, para dar lugar a un paradigma
nuevo. La paradoja nos enfrenta con nuestras propias
ideas y modos de proceder rutinarios, con nuestros
paradigmas. Las herramientas que cotidianamente mane-
jamos sin cuestionarlas en modo alguno, nos aparecen
como iluminadas de un modo nuevo. E1 hombre primitivo
gue con su tosca maza gquiso un dia hacer un agujero en
la piel del mamut que le atacaba, pronto tuvo que per-
cibir que algo iba mal. Y yo gpor qué manejo esta he-
rramienta precisamente? ;Y por qué precisamente asi?
Habia inventado la lanza.

Las revoluciones cientificas se gestan a
menudo por la aparicién de fendmenos paradéjicos que
no encajan en los paradigmas del momento. En el armo-
nioso sistema de lai proporciones pitagdéricas aparecid,
era inevitable, elfoO]MDS , el monstruo, el nimero
irracional. Los M¥®phpuaTiLKkOl , los iniciados, guar-
daron el secreto por algin tiempo. No convenia que los
acusmaticos supieran de su existencia. Segin cuenta
Proclo, Hipaso de Metaponto perecidé en un naufragio
como castigo por la divulgacidén del secreto. Las para-
dojas de Zenbn, en particular la del estadio, parece
haber ido encaminada a establecer la inconsistencia del
atomismo numérico de los pitagbéricos. Las paradojas de
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los infinitesimales, esos "fantasmas de las cantida-
des difuntas", puestas de manifiesto por Berkeley,

a propbdsito de los nacientes paradigmas del célculo
infinitesimal, estimularon fuertemente la bisqueda
de un apoyo sdlido para el calculo.

Para la emergencia y consolidacidén de nue-
vos paradigmas cuando los antiguos van quedando inser-
vibles se deben dar condiciones favorables. La paradoja
del Trracional vino a minar el maridaje fecundo que los
pitagbéricos habian concertado entre el nimero y la figu-
ra. Eudoxo construyd una perfectisima técnica para so-
lucionar las desavenencias surgidas, el método de ex-
hauscidén. Sin embargo el método debid de parecer a los
matemdticos contemporéneos demasiado complicado. El
precio que habia que pagar por conservar la armonia
entre proporcidén y figura era excesivo. La consecuen-
cia fue la dedicacidn de los griegos a una geometria
mas desligada del namero. Las ideas de Eudoxo hubie-
ron de esperar hasta el siglo XIX. Si para los griegos
hubiera sido mé&s importante conservar y continuar por
el camino pitagbérico puro, el transcurso de la matema-
tica hubiera sido bien distinto probablemente.

En el caso de los infinitesimales, los
productos tan valiosos que salian desde el principio
del oscuro castillo del célculo de fluxiones, densamen-
te poblado por los '"fantasmas de las cantidades difun-
tas'" no dejaban lugar a dudas sobre el valor practico
de los nuevos paradigmas. 'jAdelante, que la fe ya os
llegaral!", era el consejo de D'Alembert. Y los matemidti-
cos continuaron trabajando con fe, aunque no muy fun-—
damentada hasta bien finalizado el siglo XIX. En rea-
lidad, la fundamentacibén del an&lisis corre pareja con
la solucidn de las dificultades en torno a la cuerda vi-
brante.

LA VISION DE FOURIER:INCLUSO EL FUEGO ES REGIDO
POR LOS NUMEROS

El asentamiento definitivo del nuevo con-
cepto de funcidén hubo de esperar algin tiempo. Quien
didé los pasos decisivos para lograrlo fue Fourier.

Fourier se manifiesta también profundamen-
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te pitagbérico en el interesante discurso preliminar de
su obra fundamental, Teoriaanalitica del calor, publi-~
cada en 1822.Las ecuaciones agnaliticasd .. no se restrnin-
gen a das propiedades de las figuras y a das que son
objeto de la mecdnica racional; se extienden a todos
dos fendmenos generales. No puede haber un lenguaje

mas univernsal ni mis simple, mds exento de errornes y

de oscunidades, es decin mds digno de expresar das
rnelaciones invariables de los seres naturales. Consi-
denado bajo este punto de vista, el andlisis matemdtico
es tan extenso como da naturaleza misma; define todas
das nelaciones sensibles, mide el tiempo, los espacios,
das fuenzas, las temperaturas;... su atributo principal
es da claridad; no tiene en absoluzo signos para expre-
san nociones confusas. Relaciona dos fendmenos mdés
diversos y descubre las analogias secretas que dos

une. Si da materia se nos evade, por su exirema terucidad,
como da del aire y de da Aduzg, 4i dos cuerpos estdn aitu-~
ados dejos de nosotros, en da inmensidad del espacio,

s el hombre quiere conocen ed espectdculode dos cielos
en épocasd sucedivas que un gran numeno de 4iglos separa,
si das acciones de da gravedad y del calor se ejencen

en el interion ded globo sélido a profundidades que nos
gendn siempre inaccesibles, el andlisis matemditico
puede, con todo, dominar Aas deyes de estos fendmenos.

&L nos los hace presentes y parece sern una facudtad

de da razdn humana destinada a suplin da brevedad de
da vida y da imperfeccidn de Ldos sentidoss y, do que

es atn mds notable, sigue el mismo camino en el estudio
de todos dos fendmenos; los interpreta con el mismo
denguaje como para atestiguarn da unidad y da simpdi-
cidad del plan del universo, y hacer aun mds patente
este onden inmutable que paedee en todas das causas
naturales.

A la cabeza del capitulo primero de este
gran '"poema matemédtico", como Maxwell llamé a la Teo-
ria analitica del calor figura en latin una cita de
Platén que resume el pensamiento basico de Fourier
sobre la aplicabilidad universal del andlisis ma-
tematico: ET IGNEM REGUNT NUMERI (incluso el fuego
estd gobernado por los nameros). Fourier llevé ade-
lante esta persuasidn con tenacidad,En su actitud ma-
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tematica significd en particular 'no poner ninguna ba-
rrera al tipo de dependencia funcional manejable me-
diante el analisis.

Si se propone una funcion £ix! cuyo valon
estd nepresentado,en un intervalo detemminado, desde
x=0 hasta x=X,por da ordenada de una curva trazada ar-
bitrarniamente, se podnd desarnrodlar esta funcion en
una serie que no contendnd mds que dos senos y cosenos
de los arcos miltiples... Estas sernies trigonométricas,
ordenadas seglin dos cosenos o dos senos del anco, per-
tenecen al andlisis elemental como das series cuyos
ténminos contienen las potencias sucesivas de la varia-
ble. Los coelicientes de las senies trigonométricas son
dreas definidas, y dos de las sernies de potencias son
funciones dadas pon diferenciacién y en las cuales se
atribuye también a la variable un valon definido. (Ch.J77,
Sect. V7],

En esta Gltima comparacién .de la serie tri-
gonométrica, que hoy llamamos serie de Fourier, con la
serie de potencias, se encierra el paso fundamental ha-
cia el nuevo paradigma sobre el concepto de funcién.

Los coeficientes de la serie de Fourier surgen como
dreas a partir de la interpretacién geométrica de la
funcidn, que ahora puede ser representada por una curva
mecénica sin ninguna dificultad. Los de las series de
potencias surgen de la manipulacidn de la funcidén inter-
pretada algebraicamente. En nuestros términos mé&s actua-
les, la gran diferencia entre la serie trigonométrica

de Fourier y la serie de potencias de Taylor estriba

en que la de Taylor, alli donde representa la funcidn

de la que proviene es una funcidén analitica, en nuestros
términos, de modo gque toda ella estd determinada por
su comportamiento en cualquier pequefio intervalo, mien-
tras que la serie de Fourier, que puede provenir efecti-
vamente de una funcidén mucho més general, tiene un ca-
rdcter local, es decir, el valor de la serie en un en-
torno no.contiene .ningunainformacién sobre el valor de
la serie en otro entorno disjunto del anterior.

Esta diferencia radical de comportamiento
entre una y otra serie, cuya naturaleza ain no se en-
tendia nada bien, constituyé en el fondo la causa prin-
cipal de la oposicidn decidida gue las ideas de Fourier
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tuvieron que afrontar al principio. Ya en 1807 Fourier
tenia bien organizadas sus ideas sobre la propagacibn
del calor en las gque aparecia la posibilidad de repre-
sentar una funcidén totalmente arbitraria, incluso una
funcién discontinua, mediante una serie trigonométri-
ca. Presentd su trabajo a la Academia de Ciencias y se
encontrd con la oposicidén de Lagrange. Laplace y Legen-
dre fueron los otros dos miembros de la Academia que
hubieron de juzgar el trabajo de Fourier. Laplace no
debidé de ser tan desfavorable al trabajo. La monogra-
fia no fue admitida para su publicacidn, pero la Acade-
mia desed estimular a Fourier a desarrollar sus ideas

y establecid un premio, que se deberia otorgar cuatro
afilos después, en 1812, al mejor trabajo matemdtico sobre
la propagacidn del calor. Fourier presenté de nuevo sus
ideas en 1811 con una revisidén de su trabajo de 1807.
Gand el premio, pero el tribunal, en el que de nuevo
estaban presentes Lagrange, Laplace y Legendre, decidid
que carecia del rigor suficiente para ser publicado en
lasMemorias de la Academia. No debié de agradar nada a
Fourier este resultado. Comenzé a trabajar en una ter-
cera versién de sus ideas para publicarlas en forma de
libro que por fin salid a la luz piblica en 1822, la
Teoria analitica del calor, uno de los grandes clési-
cos de la matemética y de la fisica matemitica, que
traia consigo el germen de una verdadera revolucidn
cientifica. Los desarrolios matemdticos de Fourier so-
bre un problema como el del calor, de un interés enor-
me en los circulos cientificos contemporéneos (Sadi
Carnot publicaria en 1824 sus Reflexiones sobre la
potencia motriz del fuego, fundando la termodinadmica
con ellas) se presentaban como una clave para entender
y aclarar fenbémenos que, por otra parte, eran comproba-—
bles y medibles. El1 nuevo paradigma no estaba exento

de oscuridades, pero para la mayor parte de los cienti-
ficos era claro que valia la pena aceptarlo y explorar-
lo. Dos afios después, en 1824, Fourier era Secretario
de la Academia y, siendo por naturaleza insistente,
logré que su trabajo de 1811 fuese también publicado

en su forma original en las Memorias de la Academia en
1824 y 1826.

Los trabajos de Fourier contienen cierta-
mente muchas afirmaciones audaces que justifican en
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buena parte los escripulos de Lagrange y de otros mu-
chos matemidticos de su tiempo. En realidad, gran parte
de los intentos de fundamentacidn, y muchas de las nue-
vaS herramientas del andlisis matem&tico del siglo XIX
fueron motivados para poder establecerlos con el rigor
y claridad que Fourier mismo reclamaba para el andli-
sis. Para empezar, la nocidn de limite de una serie no
estaba aun del todo clarificada. Se operaba con series
divergentes con una audacia ilimitada, como si fuesen
sumas finitas, aunque muchos matemédticos de la época,
entre ellos Euler, parecian gozar de una percepcidn
extramatemdtica para llegar con ellas a conclusiones
correctas. Abel escribe en una carta a su maestro
Holmbo& en 1826: Las genies divergentes son una in-
vencion del diablo... Usindodas se puede Llegar a
cualdquien conclusion y es asl como estas senies han
dado lugar a tantas falacias y paradojas... Con da
excepcion de da serie geoméirnica no existe en toda la
matemdtica una sola serie infinita cuya suma haya sido
determinada rigurosamente. &n otras palabras, das cosas
mdas importantes en matemdticas son das que tienen un
fundamento mds débil... &L que muchos resultados sean
connectos a pesar de eldo es extraordinariamente sor-
prendente. Yo estoy tratando de encontrar una razén
para eldo; es una cuestion profundamente interesante.
La convergencila era un problema importante
que oscurecia los resultados de Fourier. En los afios
1820 Poisson y Cauchy tratarian de dar demostracio-
nes, ambas tan poco rigurosas como las del mismo Fou-
rier. Pero habia otro problema mé&s basico. La determi-
nacién de los coeficientes de la serie de Fourier se
" realizaba, lo hemos oido en palabras del mismo Fourier,
mediante el cdlculo de un area. Este calculo, para un
area limitada por una curva definida por un polinomio
o por otra funcibén sencilla se podia realizar mediante
la regla de Barrow. Pero para una curva arbitraria, de-
jando aparte la significacidn geométrica, que mientras
la curva no fuese muy estrafalaria podria estar mas o
menos clara, ;cdmo se podia llegar a tal calculo? Y si
la funcidn a representar en serie era verdaderamente
extraiia, se podria uno incluso cuestionar el signifi-
cado de tal area. En otros términos, ;qué era y cémo
se habia de calcular la integral de una funcidén arbi-
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traria? Los sucesivos refinamientos de la teoria por
Cauchy, Riemann, Lebesgue,... estuvieron fuertemente
motivados por el deseo de clarificar este punto im-
portante del andlisis de Fourier, asi como los manejos
un tanto indiscriminados de la sumacidén, integracién,
derivacidén bajo el signo integral...

Y a pesar del grado de oscuridad de tales
cuestiones fundamentales del anédlisis, Fourier afirma,
sin otro fundamento que la seguridad que le inspiraba
la congruencia de su doctrina: las geries ordenadas
gegin dos cosenos o dos senos de dos arncos midtiples
son silempre converngentes.(Ch.J77, Seczt.V7)

Como habia sucedido con Yos infinitesima-
les y como sucederia més tarde con el calculo opera-
cional de Heaviside y de Dirac, la potencia de las
series de Fourier para resolver problemas interesantes
de la fisica contemporanea estimulé a los matemédticos
a tratar de iluminar sus oscuridades, mas bien que a
proponerlas como objecidén, a fin de darles franca en-~
trada en el mundo de los entes matemdticos bien esta-
blecidos. En 1829 Dirichlet publicé un articulo con el
gue comenzaba este proceso clarificador. En él1 se pro-
ponia el primer criterio de suficiencia rigurosamente
establecido para lia convergencia de una serie de Fou-
rier: Supongamos que una funcidén (a) es periddica de
periodo 270 ,(b) no presenta un nimero infinito de ma-
ximos y minimos, y (c¢) si es discontinua en un punto,
entonces toma en dicho punto el valor medio de los 1i-
mites finitos a la izquierda y a la derecha de tal pun-
to. Entonces la serie de Fourier de esta funcidén con-
verge al valor de la funcidn en cada punto.

El trabajo de Dirichlet marca un hito en
la historia de la fundamentacidén del andlisis, pues
constituye un verdadero modelo de rigor. Como ejemplo
de una funcidén que no satisface sus condiciones pro-
puso la que hoy llamamos funcidén de Dirichlet, que to-
ma el valor constante ¢ para cada nimero racional y
otro diferente d para cada irracional. Dirichlet era
claramente consciente de la necesidad de discutir més
ampliamente los principios fundamentales del andlisis
infinitesimal. Sefiala incluso la posibilidad y la con-~
veniencia de ampliar la nocién de integral. Dirichlet
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comprendidé que a fin de definir la integral de una fun-
cidén no era necesario que esta fuese continua ni que tu-
viese a lo sumo un nuamero finito de discontinuidades.En
su articulo de 1829 no intentd justificar esta afirma--
cibén que, dice, zequiere algunos detalles relacionados
con dos principlos fundamentales del andlisis infini-
tesimal que sendn presentados en otra noia...Absorbido
sobre todo por sus investigaciones en teoria de ntme-
ros nu~ca llegd a realizar este proyecto, pero transmi-
tidé sn interés porél a quien habia de sucederle en 1859
en la catedra de Gottingen en la que él mismo habia su-
cedido a Gauss hacia tan sdlo cuatro afios.

Se ha llegado a afirmar que la historia del
andlisis matemédtico en el Gltimo tercio del siglo XIX
ha sido en gran parte la historia de la solucidn de
problemas propuestos por Riemann con técnicas intro-
ducidas por Weierstrass. Una de las fuentes principales
de estos problemas de Riemann, algunos alin sin resolver,
se encuentra en el escrito de Habilitacién (Habilitations-
schrift) presentado por Riemann en 1854 ante los profeso-
res de la Universidad de Gottingen como prueba de su ca-
pacitacidén para ensefiar. No fue publicado hasta 1867,en
que despuésde su muerte su amigo y colega Dedekind deci-
dié hacerlo,fanto por el interés considerable de da ma-
teria en cuestidn como por la manera en que 4de tratan
dos principios mds importantes del andlisis.E1l escrito
estuvo sin duda motivado por las conversaciones y traba-
jos de Dirichlet. En €l se contiene primero una breve
historia de los trabajos relativos a la representacidn
en serie trigonométrica de una funcidén arbitrariamente
dada, luego una extensidén de la nocidén de integral en
donde en pocas paginas aparece lo que hoy llamamos in-
tegral de Riemann y finalmente la aplicacidén de las
nociones anteriores al problema de la representacién
en serie trigonométrica 4in hacer hipdtesis particu-—
dares sobre da naturaleza de da funcidn.

La originalidad de la visidén de Riemann se
manifiesta de forma extraordinariamente clara en los
tres trabajos que hubo de realizar para demostrar su
talento matematico. Es posible que, de no haber sido
por el estrujamiento intelectual que el sistema alemén
imponia a aquellos gque deseaban que se les permitiese
enseflar en sus Universidades, la matemdtica actual se-
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ria tres veces mé&s pobre, sin tres de las contribucio-
nes mas importantes de Riemann. En 1851 habia presen-—
tado su tesis doctoral Principios fundamentales para
una teoria general de las funciones de una variable
compleja. Tres afios después, en 1854, presentd como
discurso de Habilitacién (Habilitationsvortrag) su
trabajo Sobre las hipdtesis que sirven de fundamento

a la geometria y como escrito de Habilitacidén la me-
moria que nos ocupa Sobre la representacidén de una
funcidén mediante una serie trigonométrica. Con sus
trabajos de Habilitacidén Riemann conseguia que se le
nombrase Privatdozent, es decir que se le permitiese
ensefiar, sin sueldo, en Gottingen a los estudiantes
que quisieran matricularse en su curso. Sus honora-
rios serian las matriculas de sus estudiantes. Cual-
quiera de los tres trabajos citados de Riemann hubie-
ra bastado por si solo para ganarle un puesto eminente
en la historia del desarrollo de las matemidticas.

En su trabajo sobre series trigonométricas,
aparte de llevar a cabo, con su teoria de la integral,
el proyecto de Dirichlet sobre la integracién de funcio-
nes con infinitas discontinuidades, inicié un nuevo ca-

ino en el estudio de las series trigonométricas, tra-
tando de obtener condiciones necesarias y suficientes
para gue una serie trigonométrica general, no necesaria-
mente obtenida a partir de una funcidn al modo de Fourier,
fuese convergente. En su articulo no sélo demostrd el
que hoy llamamos teorema de Riemann-Lebesgue sobre la
convergencia hacia cero de los coeficientes de una serie
de Fourier, y el teorema de localizacién (incluso en
una forma mé&s general) seglin el cual la convergencia de
una serie de Fourier en un punto depende del comporta-
miento de la funcidén en un entorno de dicho punto, sino
gue su visidn original suscitd una serie de problemas
nuevos €Xtraordinariamente sutiles y estimulantes. Entre
ellos se cuenta el problema sobre el conjunto de unici-
dad de una serie trigonométrica que, como veremos, inci-
tard mads adelante a Cantor a la creacién de su original
teoria de conjuntos. El estudio, iniciado por Riemann

de los problemas que presentan las series trigonomé-
tricas arbitrarias, es decir, cuyos coeficientes no son
necesariamente los coeficientes de Fourier de una fun-
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cidén dada, es uno de los temas del anélisis arménico
que, después de mas de un siglo y cuarto, presenta
aGn mas cuestiones.

Tal vez sea este el lugar mas adecuado para
tratar de analizar con perspectiva algunos aspectos que
1laman la atencién ante la emergencia del andlisis ar-
ménico. Pronto, a partir de Riemann, los problemas in-
teresantes se sucederan incesantemente. Serdn muchas
las personas y escuelas trabajando en muy diferentes
aspectos del andlisis arménico, tanto desde el punto
de vista de la matemdtica fundamental como desde las
aplicaciones. Lo que comenzé como una tenue raiz se
habrd hecho a fines del siglo XIX tronco robusto y se
ramificard extraordinariamente invadiendo una gran par-
te del espacio cientifico del siglo XX. ¢Db6nde radica
la pertinencia, la oportunidad de la herramienta de
Fourier que motiva su éxito? ;Cufl es el secreto de la
ubicuidad del an&lisis armbénico en el mundo de la mate-
matica aplicada? .

Nuestro mundo esti en perpetuo flujo. El
intento racionalizador para entender cuantitativamente
este movimiento y crecimiento da lugar de modo natural,
si bien el pensamiento humano necesitd unos cuantos si-
glos para percatarse de ello, a las nociones basicas del
cdlculo infinitesimal, la derivada y la integral. No en
vano 1o llamd Newton '"calculo de fluxiones". Al mismo
tiempo el flujo de los fendmenos naturales se nos pre-
senta, como hemos visto antes, de modo fundamentalmente
recurrente. E1 flujo de las cosas se puede racionalizar
cuantitativamente mediante una funcidn. E1 intento de
entender cuantitativamente las recurrencias que pueda
presentar esta funcidn, sus periodicidades, condujo a
Daniel Bernoulli, lo hemos visto,en el caso particular
de la cuerda vibrante, a la descomposicibén de la funcibn
que define su movimiento en una suma de funciones, movi-
mientos simples, lo que hace la estructura del movimien-
to compuesto diafana y transparente desde el punto de
vista matemético. Fourier extendid este proceso con au-
dacia a cualguier funcidn. Al descomponerla de este modo
la hacia asequible al tratamiento matemitico. La rueda
de los acontecimientos habia llevado a Fourier a ocupar-
se de problemas en los que la descomposicidn en senos y
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cosenos era profundamente significativa. Si se trata
simplemente de representar una funcidén peridédica como
suma de otras funciones simples existen muchas alterna-
tivas. Es verdad que las funciones trigonométricas,las
més simples entre las funciones peribdicas, eran un
candidato natural para este andlisis. Pero hay otra ra-
z6n mas profunda de la conveniencia del uso de estas
funciones. Las funciones trigonométricas tienen propie-
dades muy especiales con respecto a la operacidén basi-
ca de la derivacidén.La derivada del seno es el coseno
¥y la del coseno el seno cambiado de signo. En términos
modernos, las funciones trigonométricas son autofuncio-
nes de los distintos operadores de derivacién. Los pro-
blemas de la cuerda vibrante y de la propagacidén del
calor se expresan analiticamente mediante ecuaciones
diferenciales particularmente simples. Las autofunciones
de los operadores.de derivacidn, combinadas linealmente
de modo adecuado conducen efectivamente a la solucibn
de cualquier problema particular razonable relacionado
con tales ecuaciones. Este es el secreto del éxito ini-
cial del andlisis de Fourier en su sorprendente aplica-
bilidad al estudio de los fendémenos naturales. Multitud
de fendmenos interesantes se rigen de acuerdo con ecua-
ciones semejantes a las de la cuerda vibrante y de la
propagacién del calor. Piénsese en la ubicuidad del la-
placiano en la fisica matemdtica que tiene su razdén de
ser profunda en la presencia constante de la simetria
en las leyes naturales. Los mismos procesos matematicos
gque han sido sefialados conducen a una expresidn facil
de las soluciones de los problemas relacionados con tales
fendémenos naturales.

Pero la importancia de la herramienta de
Fourier puede explicarse también de otro modo interesan-
te. E1 sistema de la cuerda vibrante puede contemplarse
matematicamente como una maquina que nos transforma una
funcidén, la que representa la situacidn inicial de la
cuerda, en otra funcién, la que representa la situacién
de la cuerda, por ejemplo, después de diez segundos.
En el problema de propagacidén del calor en una barra
homogénea, se tiene una funcidn, que representa la dis-
tribucidn inicial de temperaturas en diversos puntos de
la barra. Al cabo de diez segundos el sistema nos pro-
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porciona otra funcién, otra distribucidn de temperatu-
ras. En términos matemdticos, el sistema viene deter-
minado por un operador que transforma una funcidén en
otra. Muchos de los fenbémenos naturales tienen las

dos caracteristicas siguientes. Primero, el sistema
presenta una cierta invariancia respecto del tiempo.
La cuerda vibrante, en su modo de actuar, no se en-—
tera de la hora que es, es decir que las mismas con-
diciones iniciales producen la misma situacidén de la
cuerda después de diez segundos a las 8 de la mafiana
que a las 4 de la tarde., Por otra parte, muchos siste-
mas naturales suelen ser lineales, es decir, ante un
estimulo que es suma de otros estimulos presenta una
respuesta que es suma de las respuestas correspondien-
tes a éstos. Es decir, los operadores matemdticos co-
rrespondientes a muchos fendmenos naturales son inva-
riantes frente al tiempo y lineales, y cuando en rea-
lidad los fendmenos no son exactamente asi, se pro-
cura interpretarlos en un primer estudio mediante ta-
les operadores lineales. Es facil ver que un operador
de estas caracteristicas se comporta de modo especial-
mente simple ante un estimulo representable mediante
una funcidén trigonométrica como el seno o el coseno.

- La respuesta es una funcidén trigonométrica del mismo
periodo aungue de amplitud y fase posiblemente dife-
rentes. Por ello, una vez conocida la respuesta a es-
timulos elementales se obtiene de modo sencillo la
respuesta a un estimulo cualquiera.Se expresa este es-
timulo en el cb6digo de las funciones trigonométricas
(serie de Fourier) y la respuesta viene dada en el mis-
mo cbdigo como suma de las respuestas correspondientes
a los estimulos trigonométricos elementales.

Estas consideraciones explican la versati-
lidad y ubicuidad del analisis arménico en el inten-
to de explicar los fendémenos naturales. Mas adelante
examinaremos con algin detenimiento estas aplicaciones.
La influencia profunda del an&dlisis armdénico en el in-
terior del cuerpo mismo de las mateméticas se explica
por su caracter de banco de prueba de las nociones ba-
gicas y fundamentales del anilisis matemético, derivada,
integral, convergencia,... Por otra parte en el andlisis
armdénico, como veremos a continuacidn, se forjaron con-
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ceptos y teorias que han dado lugar a una buena por-
cidn de lo que la matematica es actualmente.

LA INSPIRACION DEL ANALISIS ARMONICO

La riqueza y complejidad conceptual de las
fecundas herramientas del andlisis armbénico inicial,
la serie en integral de Fourier, estimularon efectiva-
mente el desarrollo de la matemética desde el momento
mismo de su firme aceptacidén. Las preguntas que surgen
de modo natural ante el caracter paraddéjico de muchos
aspectos de su estructura obligaron a afilar los ins-—
trumentos del andlisis matemdtico y a crear otros nue-
vos. Ya hemos podido observar cdmo la nocidén de funcidn
hubo de ser revisada hasta que alcanzd de modo nitido
con Dirichlet su forma actual. Una de las cuestiones
que inicialmente intrigd mas a los matemdticos y que
surge de modo esponténeo es la siguiente. ;Como es que
una serie de términos continuos, sin saltos, senos y
cosenos, es capaz de representar una funcidén con un
salto en un punto? Durante mucho tiempo fue un teore-
ma, incluso para Cauchy, que una serie de términos con-
tinuos es una funcidn continua. Incluso después del
articulo de Dirichlet -en 1829 siguid siendo un teore-
ma, obviamente falso. Los diferentes modos de con-
vergencia de una serie de funciones emergieron poco
a poco hasta aparecer nitidos, con su significado e
importancia bien claramente expresados, en la obra de
Weierstrass y de su escuela, en particular la nocidn
de convergencia uniforme y su importancia especial en
los procesos de cambio de orden en la teoria de limites
y en las operaciones del célculo infinitesimal.

Ya hemos visto cbémo Riemann se ve precisa-
do a crear su integral y coémo su busqueda de condicio-
nes necesarias y suficientes para la convergencia de
una serie trigonométrica le llevan al disefio de nuevas
técnicas.

Otra pregunta interesante y natural que
surgié muy pronto y cuya respuesta fue curiosamente
olvidada durante mas de 50 afos fue la siguiente. Pues-
to que, por ejemplo, la funcibén representada por un
segmento rectilineo a distancia n /4 sobre el intervalo
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(-=n/2, /2) del eje x y por otros dos segmentos a dis-
tancia -M/4 sobre el resto del intervalo (-7 ,T) es
representable por la serie y=cosx-1/3 cos3x+1l/5cosbx-...
;,cémo se van pegando las sumas parciales, funciones
continuas, a la funcién 1limite en el entorno de los
puntos de salto? La forma natural que a cualguiera se
le ocurriria es la siguiente. Si se traza un segmento

a distancia N/4 + < sobre el intervalo (- #/2, n/2) y
otros dos a distancia - n/4 - € sobre el resto del
intervalo (-m,n), entonces las curvas continuas gque
representan las sumas parciales acaban por situarse

por debajo del primer segmento y por encima de los
segundos por pequefio que sea € . Que esta conjetura

es falsa lo demostrd impecablemente en 1848 Wilbraham.
Tal vez el hecho de que su articulo fuera publicado

en Dublin contribuyé a su permanencia en la sombra. El
fendmeno, que aparece en la representacidn de cual-
guier funcidén con un salto semejante, se llama hoy fe-—
ndémeno de Gibbs, quien lo redescubridé en 1898. En
realidad, quien volvid a descubrir el hecho bruto fue
el fisico Michelson. Junto con Stratton habia disefiado
un analizador armbénico capaz de obtener de modo auto-
matico los 80 primeros coeficientes de la serie de
Fourier de una funcidén. Al tratar de reproducir con ellos
la grafica de una funcidn sencilla como la anterior ob-
servd una separacidn extrafia en las cercanias del salto
que no desaparecia al tomar mis términos de la apro-
ximacidén. Lo atribuyd a algin fallo de su mecanismo y
lo consultdé a Gibbs, quien publicd su explicacidn.

La naturaleza de las funciones representables
por medio de su serie de Fourier siguid siendo por
mucho tiempo un problema central en la teoria. En 1864
Lipschitz, y mas tarde en 1878 Dini, publicaron nue-
vos criterios de representabilidad. Du Bois Reymond en
1876 construyb, para refutar una conjetura de Dirichlet,
una funcidn continua cuya serie de Fourier divergia en
un punto.

Gran parte del desarrollo y fundamentacién
rigurcos del andlisis en el final del siglo XIX se debe
a Weierstrass y sus discipulos. Du Bois Reymond fue uno
de ellos. Otro importante fue Heine quien comenzd a ata-
car el llamado problema de unicidad de las series trigo-
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nométricas. E1l problema consiste en lo siguiente: Si una
funcidén arbitraria es representable por una serie trigo-
nométrica jes esta representacidn Unica o pueden existir
varias series trigonométricas de coeficientes distintos
que convergen a la misma funcidén? El problema es intere-
sante en si mismo, pero aparte de su interés intrin-
seco, uno estaria tentado a afirmar, aun sin fundamento
objetivo aparente, que debe tener un nosé qué especial
para potenciar la teoria de conjuntos. Como veremos en-—
seguida, Cantor tuvo este problema como ocasidén para la
creacidén de la teoria de conjuntos. Y 80 afios mds tarde
Paul Cohen, que bajo la direccidn de Zygmund habia rea-
lizado su tesis en la Universidad de Chicago sobre este
mismo problema, logrd, con la demostracidén de la inde-
pendencia de la hipbtesis del continuo en 1963, dar un
paso de gigante en los estudios sobre los fundamentos

de la matemética.

i Heine, profesor en la Universidad de Halle,
estimulé a Cantor, en 1869, recién llegado alli como
Privatdozent, a trabajar en el problema de unicidad.
Cantor, para atacar este problema, construyd inicial-
mente una fundamentacidén original de los nimeros reales
con un método que ya hace barruntar algunos procesos
transfinitos de su posterior teoria de conjuntos. Asi-
mismo para elaborar su teorema de unicidad de la serie
trigonométrica introdujo la nocidén de conjunto derivado
de un conjunto de puntos de la recta. Esta serd una de
las nociones. bidsicas de la moderna topologia conjun-
tista. Dado un conjunto P, el punto a seré punto 1i-
mite de P si cada entorno de a contiene infinitos pun-
tos de P. E1 conjunto P' de todos los puntos limite

de P constituye el conjunto derivado de P. Se puede
considerar el conjunto P'', derivado del P', y asi
sucesivamente, Si un conjunto P es tal que su n—-ésimo
derivado es un conjunto finito de puntos, entonces se
dice que P es de primera especie. Si para todo n el
n—-ésimo derivado de P es un conjunto infinito, el con-
junto P se llama de segunda especie.

Cantor demostrd que si P es de primera espe-
cie, entonces P es un conjunto de unicidad, es decir si
dos series trigonométricas coinciden en todo punto salvo
tal vez en los de P, entonces las dos series son idénticas
y asi coinciden en todos los puntos. Al preguntarse Can-
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“tor por la naturaleza y caracterizacidn de los conjun-—
tos de unicidad, forzosamente debia considerar los
conjuntos de segunda especie y estos conducen clara-
mente a la nocidn de nGmero transfinito. Por otra
parte estas consideraciones condujeron a Cantor a
tratar de diferenciar las distintas maneras en que un
conjunto puede ser infinito. No tardaria en establecer
la no numerabilidad de los nimeros reales, la igual
cardinalidad de 1la recta y el plano, y tantos otros
resultados con sabor a paradoja que abrieron un mundo
nuevo por explorar. .

Es necesario apuntar que la caracterizaciodn
de los conjuntos de unicidad es todavia un problema
abierto en la teoria de series trigonométricas. Existen
resultados modernos que indican claramente que la estruc-
tura aritmética del conjunto, y no sblo su tamafio, ha
de ser un elemento esencial de tal caracterizacidn, pero
alin no sabemos c6mo obtener mediante ella la caracteri-
zacidn buscada. .

La integral de Riemann fue considerada du-
rante algin tiempo como un instrumento perfecto del
andlisis, entre otros por el mismo Weierstrass. A fi-
nes del siglo XIX se iba preparando sin embargo un
-movimiento', en Francia y Alemania, que hacia prever
gue pronto la nocién de integral sufriria un nuevo
cambio substancial, otra vez mediante una visidn més
geométrica. Ciertos resultados de Dini (1878), Darboux
y Volterra, hacian barruntar que la integral de Rie~
mann presentaba fendmenos indeseables, en particular
desde €l punto de wvista méds apetecido en el tratamiento
de los problemas de andlisis arménico: el cambio de
orden en los procesos de limite. Para asegurarse, por
ejemplo,de que la integral del limite de una sucesidn
de funciones es €l limite de la integral, habia que
imponer condiciones restrictivas enojosas. Esto embara-
zaba notablemente el uso de esta herramienta en muchos
problemas. La idea nueva puede interpretarse del modo
siguiente. Puesto gque la integral es un area, tratemos
de abordar la medicién del area por consideraciones
geométricas directamente. Las blsquedas de Jordan, Baire,
Borel y otros recibieron finalmente en Henri Lebesgue
la forma definitiva que ain hoy utilizamos. Una de las
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diferencias fundamentales entre la concepcidn de Lebes-
gue y la de Riemann la ha explicado Lebesgue mismo del
modo siguiente. Sobre el mantel cuadriculado de nues-
tra mesa tenemos un montén de monedas, unas de una pe-
seta, otras de cinco, otras de veinticinco, otras de
cincuenta y otras de cien. Deseamos contar el dinero
que alli +tenemos. En el método de Riemann iriamos
contando el dinero total en cada cuadricula del mantel
¥y luego sumariamos el de todas las cuadriculas. En el
método de Lebesgue amontonariamos primero las monedas
de cien pesetas, sin tener en cuenta dbénde estan, luego
las de cincuenta,etc... Se contaria cada montdn y se
sumarian las cantidades de todos ellos. Una de las vir-
tudes principales de la integral de Lebesgue consistid
en la facilidad y sencillez con que se podia operar con
ella en los procesos de limite. El andlisis de Fouriege:-
fue de nuevo el banco de pruebas para comprobar la ido-
neidad del nuevo instrumento. Lebesgue mismo escri-

bid en 1905 un articulo importante sobre series trigo-
nométricas. La historia del andlisis armbénico tiene

dos etapas bien diferenciadas, antes y después de
Lebesgue. Los teoremas anteriores se hicieron més ge-
nerales, mas simples, mas faciles. Se obtuvieron resul-
tados nuevos mucho mas profundos. Se iniciaron investi-
gaciones muy estimulantes. Al principio la integral de
Lebesgue fue considerada como un instrumento de preci-
sidn para especialistas. Hoy la integral de Lebesgue es
el instrumento de trabajo cuyas propiedades maneja el
estudiante al modo como utiliza las propiedades de los
numeros reales aun sin conocer las sutilezas de su fun-
damentacidn.

A partir de los comienzos del siglo actual,
el an8lisis armdnico se desarrolla extraordinariamen-
te en mGltiples direcciones. Nuevas escuelas, como la
rusa (Lusin, Menchov, Privalov, Fatou,...), la polaca
(Rachjman, Zygmund, Marcinkiewicz,...) y la briténica
(Hardy, Littlewood, Paley,...) primero, y mas tarde la
norteamericana (Zygmund, Calderén, Stein,...) y la sueca
(M. Riesz, Carleson,...) entran con fuerza en este terre-
noc que durante el siglo XIX habia estado en buena parte
monopolizado por franceses y alemanes. Métodos nuevos
diferentes se cultivan con preponderancia en cada una
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de estas escuelas. Se estudian viejos problemas con
nuevo esfuerzo y con nuevas ideas. Ante la dificultad
del problema de la convergencia, Fejer, en 1905, idea
un tratamiento distinto de las sumas parciales de la
serie de Fourier para recuperar la funcidén. La su-
cesidn de las medias aritméticas de las sumas parcia-
les de la serie de Fourier de una funcidén integrable
converge en casi todo punto a la funcidn. Comienza asi
el estudio de los métodos de sumabilidad. En 1926 Kolmo-
gorov demuestra la existencia de una funcidén integrable
cuya serie de Fourier diverge en todo punto. Pero el
problema de la convergencia ha recibido una respuesta
muy satisfactoria en el teorema de Carleson (1966),

que afirma que la serie de Fourier de una funcidén de
cuadrado integrable converge en casi todo punto a la
funcidén. El1 problema de la unicidad de una serie trigo-
nométrica se estudia con esfuerzo y se obtienen resul-
tados parciales de interés, tales como el de Salem y
Zygmund que afirma que si r es mayor que 1, el conjunto
construido al modo del conjunto ternario de Cantor
substituyendo 3 por r es un conjunto de unicidad exac-
tamente cuando r es un nimero algebraico tal que el
polinomio irreducible del que r es un cero tiene todas
sus restantes raices de mdédulo menor que 1. Pero aln
parece gque estamos lejos de la solucidn final.

Seria improcedente tratar de dar aqui una
visién de conjunto de las miltiples ramificaciones del
andlisis armdnico actual y de los nuevos problemas que
se estédn tratando. Pero quisiera sefialar, al menos con
unas pocas palabras, algunos desarrollos que han invo-
lucrado més de cerca a una gran parte de los matemati-
cos espafioles que trabajamos en anélisis armbnico.

En 1952 el andlisis armbénico experimentd
un cambio de rumbo a partir de la publicacidén de un fa~
moso articulo de Calderdn y Zygmund sobre integrales
singulares. Hasta entonces, y tal vez a impulsos de la
escuela rusa, muchos de los problemas importantes se
habian tratado acudiendoa profundos: resultados de la
teoria de funciones de una variable compleja. Esta
teoria estaba muy desarrollada desde los tiempos de
Riemann y Weirstrass, y tanto sus profundos resultados
como sus métodos tenian un fuerte sabor unidimensional.
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Consecuentemente muchos ide los teoremas importantes en
andlisis armbénico obtenidos mediante el apoyo en la teo-
ria de variable compleja participaban de esta restricecidn
fundamental. Eran eminentemente unidimensionales. Ya en
la escuela britanica se habia comenzado a tratar de cbtener
ner los mismos resultados por procedimientos de variable
real, especialmente por Besicovitch y, en parte, por
Hardy y Littlewood. Pero fueron Calderdén y Zygmund quie-
nes produjeron el impulso decisivo. Sus resultados sobre
operadores integrales singulares, generalizando por méto-
dos de variable real a varias dimensiones las propiedades
de la transformada de Hilbert, pronto recibieron aplica-
ciones sorprendentes en ecuaciones en derivadas parcia-
les e incluso en campos aparentemente alejados de gran
actualidad como la teoria del indice. El papel de los
operadores integrales singulares y de sus generalizacio-
nes posteriores, operadores pseudodiferenciales, operado-
res integrales de Fourier, etc. en el andlisis actual es
verdaderamente central. Los métodos introducidos por
Calderén y Zygmund han dado lugar a la formacién de una
verdadera escuela, la escuela de Chicago, cuyos compo-
nentes llevan adelante una buena parte del desarrollo
actual del andlisis armdbnico. Es en esta escuela donde
muchos de los matemidticos espafioles que nos ocupamos del
andlisis armbnico estamos entroncados. De Calderdn y
Zygmund, ambos miembros correspondientes de esta Acade-
mia, hemos recibido las herramientas mismas con gque
trabajamos y, lo que es mé&s importante, el estimulo y

el apoyo humano gque nunca nos han escatimado.

Antes de pasar a describir los impactos del
andlisis armbénico sobre otros temas de la ciencia y de
la tecnologia, quiero dejar sefialado que, dentro del te-
rreno mismo de las mateméticas, el andlisis armdbnico
ha motivado y estimulado el desarrollo de muchos otros
campos que hoy constituyen especialidades autbénomas den-
tro de ellas, ademds de los gque ya he sefialado, teoria
de conjuntos, teoria de la medida. Indicaré brevemente
algunos de tales desarrollos.

En 1836 y 1837 Sturm y Liouville inician el
estudio de la propagacidén del calor en una barra no ho-
mogénea. Como hemos visto anteriormente, para una barra
homogénea las autofunciones pertinentes del operador
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‘correspondientes a la difusidn del calor son los senos

y cosenos, y en ello estriba el éxito en este problema
del desarrollo en serie de Fourier. Para una barra no
homogénea surgen autofunciones mids generales y con ello
aparece la generalizacidn de la serie de Fourier que
constituye el germen de la teoria espectral de operadores,
que alcanzard mids adelante su pleno desarrollo y su im-
portancia en la fisica reciente. La teoria de ecuaciones
integrales, la teoria de Fredholm-Riesz-Schauder, el
espacio de Hilbert, son variaciones que van surgiendo
relacionadas con este proceso de evolucidn de lag ideas
mateméticas.

La teoria de distribuciones, tal como apa-
rece de forma definitiva en Schwartz (1950-51), tiene
como uno de sus temas centrales el posibilitamiento de
la utilizacién de la transformada de Fourier en con-
diciones mucho més amplias gue las permitidas hasta
entonces. Con la teoria de funciones generalizadas se
repite en cierto modo el proceso de generalizacidn de
la nocidén de funcidén que hizo posible el desarrollo del
andlisis de Fourier, Una visidn geométrica rompid las
trabas que imponia una visidn algebraica de la funcidn.
Con la aplicacidén de una técnica operativa, que nacid
entre los fisicos Heaviside, van der Pol, piracy otross,
se disuelven ahora los impedimentos gque los residuos
de la visidn geométrica aln comportaba. Una funcidn
generalizada es algo mucho mas dificil de intuir que
una funcidén ordinaria, pero mucho mas facil de manejar.
El mundo de las funciones generalizadas es casi el pa-
raiso del calculo en que todas las series son convergen-
tes, toda funcidn es derivable, se puede cambiar siem-
pre derivacidén y sumacibén,etc... Las distribuciones han
venido, por otra parte, a poner mas de manifiesto el pa-
pel central de la convolucidén en el andlisis arménico
¥ en sus conexiones con las ecuaciones en derivadas par-
ciales. Ya desde Fourier y Dirichlet los coeficientes
de la serie de Fourier se habian r~ealculado' . mediante
la convolucidén con un cierto nicleo, lo que facilitéd
grandemente el andlisis. La transformada de Fourier de
una convolucidén de dos funciones es el producto ordi-
nario de las transformadas de Fourier de las dos fun—
ciones. La transformada de Fourier de la funcidn que
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resulta de aplicar un operador diferencial lineal de
coeficientes constantes a una funcidén es el producto
ordinario de la transfromada de Fourier de la funcién
por el polinomio caracteristico de tal operador di-
ferencial. De este modo se ha conseguido convertir una
buena parte de la teoria de ecuaciones diferenciales

en un simple cdlculo algebraico. Se ha llegado con ello
a una cierta algebraizacidn del andlisis.

El andlisis armdénico se ha extendido con
gran fruto a la teoria de grupos. En 1933 Haar, con la
introduccién de una medida en ciertos grupos topoldgi-
cos compactos, hizo posible la traslacidén de los resul-
tados del andlisis armdénico a tales grupos. Con esta
luz el andlisis arménico clésico aparecia tan sélo
como un ejemplo muy particular de todo un universo mu-
cho mas amplio. El1 &lgebra se enriquecid y el analisis
también. Entre otras nuevas perspectivas, la teoria de
funciones especiales logrd una notable unificacidén, al
poder observarse cémo estas resultan como autofunciones
de ciertos operadores sobre grupos especiales.

El acercamiento, realizado a partir de los
afios 30, principalmente por Levy, de las técnicas pro-
pias de la teoria de la probabilidad y de las del anali-
sis armdénico ha beneficiado también profundamente a am-—
bas teorias.

Como puede verse, el "poema matematico" de
Fourier ha constituido una fecunda fuente de inspira-
cién en esta epopeya del espiritu humano que es el
desarrollo del pensamiento matematico.

EXPLORANDO LAS ONDAS DEL UNIVERSO

Si hay algin elemento que se pueda consi-
derar dominante en los diversos campos de la ciencia y
tecnologia modernas es sin duda la exploracién y explo-
tacidén de la vibracidén y de la onda. En realidad la
utilizacidén de las ondas es tan antigua como el hom-
bre mismo. Los dos sentidos mas importantes del hom-
bre, la vista y el oido, que constituyen sus medios de
comunicacién principales con la naturaleza entera y con
sus congéneres, son en realidad dos perfectisimos siste-
mas de anflisis espectral, es decir de andlisis de las
ondas que reciben. De alguna manera lo intuyé el hombre
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muy pronto respecto del oido con sus primeros andlisis
de la misica. El1 tebrico pitagbérico de la misica Aris-—
toxeno de Tarento construyd una teoria musical muy de-
sarrollada del ritmo y de la armonia ya en el siglo IV
a.de C. Las vibraciones del aire son analizadas en nues-
tro sistema auditivo que recoge y ordena una cantidad
de informacibén contenida en las ondas sonoras verdade-
ramente sorprendente. El poder de separacibn, es decir
el poder de distincidn entre las diferentes componentes
armdnicas que llegan a nuestro oido le hace capaz de
reconocer entre miles la voz de una persona conocida
después de cuatro o cinco palabras, y esto incluso en
medio de la contaminacidén con gue llegan a través de
nuestros hilos telefdénicos. La perfeccidn de nuestro
sistema auditivo como analizador armbénico parece ir
mucho mé&s alléd de 1o que la mera necesidad del hombre
hubiera requerido para su supervivencia. La redundancia
de informacibén que es capaz de absorber y analizar con
su percepcidn tan exacta del tono sobrepasa con-mucho
sus necesidades primarias de comunicacién. Pero gracias
a ello tenemos en nuestra voz y en nuestra masica un
vehiculo de informacidn que es capaz de transmitir todo
un mundo interior de vivencias y sentimientos. Para
nuestra comunicacibén, incluso para una comunicacidn
racional, un sistema primitivo de captacién de la in-
tensidad del ruido y un lenguaje de tipo Morse hubieran
bastado. Pero nuestra miisica no existiria en absoluto.
Basta para convencerse de ello tratar de reconocer una
tonadilla a la que se le suprime el tono y se le deja
s8lo el ritmo.

Nuestra vista, con su percepcidén de los co-
lores, es capaz asimismo de distinguir las diferentes
longitudes de onda que recibe con una exactitud extraor-
dinaria, sobre todo en la zona del color verde. Una di-
ferencia profunda entre la informacidn auditiva y la
visual consiste en que mientras las ondas sonoras son
faciles de producir y manejar a nuestro arbitrio, las
ondas luminosas estén ahi, no las cambiamos tan facil-
mente a nuestro antojo, no las podemos estructurar con
el tiempo ni mezclar a nuestro gusto, como hacemos con
las ondas sonoras construyendo nuestros ritmos, armonias,
melodias. Tal vez llegard algin dia en que el hombre
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desarrolle un arte nuevo con el que goce de la armonia
y el ritmo de la sucesidén temporal de colores en un
concierto puramente visual.

La manipulabilidad del sonido constituyé la
ocasién para el desarrollo temprano de la misica y acls-
tica. lLa luz, en cambio, no fue analizada hasta 1664 en
que Newton, con su prisma, obtuvo 1o que €l 1lamd el
espectro de la luz solar, la descomposicidn en colores.
La interpretacidn corpuscular de Newton de la naturale-
za de la luz no permitia facilmente dar con la expli-
cacifén correcta del espectro, pero con su descubrimien-
to Newton comenzé a abrir una rendija en el amplio ven-
tanal que constituye hoy dia la exploracidn de todos los
componentes del universo, grandes como las galaxias o
pequefios como el &tomo, por medio del andlisis de las
ondas con que cada uno de forma caracteristica emite
o interacciona. Las ondas propias de cada sistema del
cosmos constituyen la voz con la que hoy dia nos ma-
nifiesta su propia estructura. Los jalones mas impor-
tantes del anélisis de las ondas luminosas tuvieron que
esperar siglo y medio después del descubrimiento del
espectro. Herschel, en 1800, descubridé los rayos infra-
rrojos midiendo la temperatura en las zonas del espectro
mas alld del rojo. En 1801 Ritter descubre los rayos
ultravioleta estudiando la accidén qumica del espectro
solar mas alld del violeta. En 1802 Thomas Young da un
salto cualitativo importante en los estudios espectros-
cépicos al reemplazar la teoria corpuscular por la teo-
- ria ondulatoria. Por fin los métodos de difraccidn de
Fraunhofer permiten en 1814 una medicidn més exacta de
la longitud de las ondas luminosas. Las leyes princi-
pales de la espectroscopia serian porpuestas en 1859
por Kirchhof y en 1861 Kirchhof y Bunsen realizarian el
primer anélisis de la atmbsfera solar. La fecundidad
de la espectroscopia se hizo manifiesta en campos muy
diversos. En la investigacién quimica primero, no sélo
con el andlisis espectroguimico, sino también con la ex-
ploracidn de la estructura fina y cuantitativa del Atomo.
La espectroscopia astrondémica nos permite obtener una
gran cantidad de informacién sobre la estructura y com-
posicién de las diferentes estrellas y galaxias.

Pero una vez abierto el camino y una vez com-—
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probada su utilidad, la idea de la aplicabilidad del mé-
todo en otras circunstancias surge esponténeamente. La
estructura de un sistema nos es cognoscible a través de
su forma de comportarse en la interaccidén con un cierto
tipo de ondas que el sistema mismo emite o absorbe. El
problema consiste en dar con las ondas adecuadas con las
que el sistema es capaz de dialogar, que suelen ser
vibraciones de una longitud de onda comparable con el
tamafio de las componentes del sistema con las que las
ondas de algiin modo interaccionan. E1 descubrimiento
por Rdntgen en 1895 de los rayos X, de longitudes de
onda muy pequefias, entre 1 R y 100 &, y la observacidn
en 1912 por Max von Laue de que las radiaciones de rayos
X son difractadas por cristales naturales dieron origen
a) nacimiento de la espectroscopia por rayos X que per-—
mite explorar el mundo de otra escala diferente, y ex-

traer otro tipo de informacidén del mundo al que se aplica.

El dominio de las ondas electromagnéticas co-
rre en gran parte paralelo en el tiempo con los descubri-
mientos que dieron lugar al desarrollo de la espectros-
copia. En 1845 Faraday observ) la rotacidn del eje de
polarizacidén de un rayo de luz polarizada a su paso por

un fuerte campo magnético. Con elloc se empezaba a desvelar
la conexidén profunda entre luz, electricidad y magnetismo.
Las ecuaciones de Maxwell, publicadas en 1864, constituyen

uno de esos monumentos en que la razdén matemftica ha sido
capaz de adelantarse a la experimentacién fisica. La
invasién de nuestro espacio por las ondas electromag-
néticas ha homogeneizado extraordinariamente nuestra
civilizacidn.

Estos que hemos enumerado son algunos de
los campos en los que la exploracidén de las ondas ha
mostrado su profunda influencia en la evolucidn de
nuestro modo de ser y de actuar. Una enumeracibn ex-~
haustiva de todos los campos cientificos y practicos
donde el dominio de las ondas haya producido un impac-
to considerable seria un catdlogo de una gran parte de
la ciencia y la tecnologia contemporéneas.

,Cuil es el papel de los desarrollos que
los matemé&ticos van realizando con su andlisis armé-~
nico frente a esta multitud de aplicaciones practicas?
Es cierto que muchas de sus investigaciones, probable-
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mente las que los matemdticos corporativamente mas es-—
timan, vienen estimuladas y dirgidas por la dinamica
interna de la misma teoria, por el interés en entender
més profundamente las herramientas gue se van creando
enfrentidndolas a problemas internos cada vez mas difi-
ciles y también, por qué no decirlo, por las modas
impuestas por los grupos mas activos y numerosos, que,
naturalmente, no siempre coinciden con los problemas
mas apropiados para fomentar el desarrollo de la teo-
ria y de sus aplicaciones. Pero la produccidén mateméa-
tica, al menos colectivamente, no ha resultado a la
larga narcisistica ni puramente endogamica. Siempre
han ido surgiendo matemi&ticos dotados de una sensibi-
lidad especial para ir reconduciendo el cauce prima-
rio del desarrollo matemético por caminos que, méas
pronto o mas tarde, han resultado extraordinariamen-—
te fecundos en el esfuerzo del hombre por entender un
poco més profundamente su propio universo. Y para ello,
al tiempo que se han ido sirviendo de muchos de los
instrumentos tradicionales, han ido creando otros nue-—
vos y han sabido también aprovecharse a fondo de las
ventajas que la interaccidn con otras ciencias les
podria proporcionar.

La situacidén actual del andlisis arménico
aplicado puede explicarse simplificadamente como sigue.
Se trata de estudiar una caracteristica medible de un
fendmeno natural que viene expresada como una funcidn
y(t) del tiempo. Tal fendmeno puede ser fisico, quimico,
biolégico, econbmico o incluso social. A fin de analizar
esta caracteristica del fendmenopodemos tratar de expre-
sarla como combinacidén lineal de otras caracteristicas
del fendmeno, x.(t), con coeficientes constantes a., es
decir, * +

y{t)=%a.x, (%)
Esperamos con ello que la dist%i%ucién y magnitud de
los coeficientes a. pueda proporcionarnos alguna infor-
macién Gtil sobre la caracteristica del fendmeno gue
estudiamos. Los coeficientes a., constituyen el espectro
de y(t) respecto de las funcio%es x.{t). El estudio del
espectro de un ecocardiograma puede informar al médico
sobre la salud del corazbén del paciente que produce tal
espectro. E1 anélisis del espectro del ruido producido

42



por un motor puede informar al ingeniero de su estado de
funcionamiento. Un andlisis espectral adecuado de las
variaciones de la cotizacidn de la bolsa podria pro-
porcionar una informacidn bien rentable, pero nadie
parece haber dado todavia con los elementos adecuados
para ello.

De la misma descripcidén del método general
propuesto se desprenden los tres problemas que hay que
afrontar -en su utilizacidn., Primero hemos de realizar
una eleccidn adecuada de las caracteristicas elementa-
les x{(t) del fendmeno. Segundo hemos de calcular el
espectro, los coeficientes a,. Tercero, hemos de inter-
pretar el espectro, es decirlextraer la informacidn util
que de €l se puede desprender.

La adecuacidén de las funciones elementales
xi(t) consiste, claramente, en que se ajusten de modo
natural a la estructura misma del fendémeno que estudia-
mos. Como hemos vistc, laaplicabilidad sorprendente del
método de Fourier se debid a la eleccidén de senps y cose-
nos en sus problemas. Muchas veces no hay razones obvias
para preferir unas funciones mds bien que otras. La uti-
lizacidén del desarrollo clésico en serie de Fourier se
debe en muchos casos Gnicamente a la ignorancia, a la
inercia y al hecho de que sea este tipo de andlisis el
més desarrollado y estudiado, pero bien se puede pensar
que para el estudiode muchos otros fendmenos, sistemas de
funciones tales como el de Walsh u otros andlogos sean
mas satisfactorios.

En los métodos de célculo del espectro ha
influido poderosamente el desarrollo reciente de los
computadores. De los métodos analdgicos, iniciados con
el analizador armbnico de Michelson y Stratton en 1898
y de los maltiples métodos de calculo de los coeficien-
tes, graficos, mecénicos, eléctricos, dpticos,... se ha
pasado al dominio casi absoluto de los métodos digitales,
ampliamente simplificados mediante la introduccién de la
transformada répida de Fourier por Cooley y Tukey en
1965 y por otros métodos contemporéaneos como el método
de maxima entropia introducido por Burg en 1967.

La interpretacidén del espectro es un proble-
ma que, como la eleccidn del tipo de espectro, depende
en buena parte del fendmeno mismo que se estudia. Tal
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vez sea aqui donde algunos de los desarrollos mas suti-
les que los matemdticos del andlisis armdnico realizan
en la actualidad tengan mayor importancia en el futuro.
En biologia, por ejemplo, la determinacidn de una es-
tructura tridimensional a partir del conocimiento par-
cial que pueden proporcionar los métodos de obtencidn
del espectro por rayos X constituye un problema inte—
resante que requiere instrumentos matematicos muy ela—
borados.

Los métodos del andlisis arménico han sido
aplicados con éxito a fenémenos no periddicos. En el
problema de filtrado de series temporales, de gran im-
portancia en la ingenieria de comunicaciones, se trata
de purificar una sefial que se recibe perturbada por otra
sefial o contaminada por el ruido. En la teoria de pre-
diccibén se pretende, a través del andlisis del pasado
de un fendmeno, predecir con el menor error posible la
marcha futura del fendmeno. Los métodos utilizados para
ello por Wiener en 1942, originados en el anadlisis armé-—
nico, han dado lugar a resultados muy satisfactorios.
Kolmogorov, en 1941, atacd problemas semejantes, obte-
niendo resultados que en parte se solapan con los de
Wiener.

Las ondas parecen estar presentes de una
forma u otra en todos los aspectos de nuestra existen-
cia. Pero su presencia nos aparece ain mds dominante hoy
dia si dirigimos nuestra mirada hacia la estructura ele-
mental de nuestro universo. La concepcidn corpuscular de
la materia, por bastante tiempo preponderante, ha debido
ser substituida por una explicacidn pragmidtica dual. Las
estructuras elementales de la materia se manifiestan a
veces como si fuesen particulas y otras muchas como si
fuesen ondas, vibraciones transmisoras de energia.Es
de esperar que el enigma presente detrds de estas apa-
riencias sea resuelto algin dia, aunque sea para dar
paso a enigmas de niveles mas profundos. Algunos fisicos
se inclinan a pensar que el paradigma de la onda es més
potente para explicar satisfactoriamente los fendmenos
y que tal vez se pueda uno pensar las particulas, como
lo expresé Schrodinger en 1952, como edtructurnas mds
0 menos pasageras denino del campo de ondas, pero cuya
Loama y variedad estructural, en el sentido mds amplio
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de da palabra, esté deteaminado pon das deyes de das
ondas de manena itan clara, exacta y necurnente en da
misma forma, que muchas veces se manifiestan como 4L
fuenan entidades duradenas substanciales.
Es muy interesante observar que en 1925,

en el mismo afic en que de Broglie propusiera las ideas
fundamentales sobre la concepcidn ondulatoria de la
materia que habia de dar lugar a la forma moderna de

la teoria cuéntica, Whitehead, en una serie de confe-
rencias, recogidas mas tarde en su obra Ciencia en el
mundo moderno, proponia su teoria orgénica de la materia,
en la que el elemento b&sico es la vibracidén en sus

dos formas radicalmente diferentes, da Locomocidn vibra-
toria de un esquema dado y ed cambio vibratorio de es-
quemna.

La discusién y los intentos de aclaracidn
en circulos fisicos y filos6ficos de los problemas que
el estudio de la estructura elemental de la materia ha
suscitado estan hoy dia muy lejos de llegar a su fin.
Pero si podemos estar de acuerdo con esta reflexidén de
Whitehead, con la que quiero concluir mi trabajo.

Después de tantos siglos, al fin hemos vuelto
a una version de la doctrina del viejo Pitdgoras, del
cual ge oniginé da matemdtica y da fisica matemdtica.
&L descubrnié da importancia de ocuparnse de las abstraccio-
nes y en particular dirnigié su atencién al nidmero como
caracterizadon de las periodicidades de das notas musi-
cales... &n el siglo XVI el nacimiento de da clencia
modeana requinld una nueva maitemdtica, mds plenamente
equipada para analizar das caracteristicas de la exis-
tencia vibratoria. Y ahorna en el siglo XX encontramos a
dos fisicos ocupados en gran parte en analizar das pernio-
dicidades de dos dtomos. Verdaderamente Pitdgoras, con
su fundacién de da filosofia eurnopea y de da matemitica
ewropea, da dotd.conda mis afortunada de las congeturas,
c0 acaso fue un resplandor de genio divino que peneitnd
hasta da naturaleza mds intima de das cosas?
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Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Sefioras, Sefiores:

Al contestar a vuestro discurso en nombre
de la Academia, cUmpleme ante todo daros una cordial
bienvenida y expresar la satisfaccidén de esta Corpora-
cibén por contaros entre sus miembros.

Siguiendo una laudable costumbre tengo que
exponer el curnnicudum vitae del recipiendario con el
fin de presentarlo al plblico y a la sociedad.

Miguel de Guzmén Ozémiz nacid en Cartage-
na (Murcia) en 1936 en una familia de amplia tradicién
marinera en sus dos ramas, Guzmé&n y Ozamiz. Sus primeros
afios transcurrieron en Bilbao donde inicid sus estudios
secundarios en el Colegio de Indauchu, de los jesuitas,
terminédndolos en Madrid en el Colegio de Ntra. Sra. del
Carmen para huérfanos de la Armada. Sus intereses inte-
lectuales han sido mOltiples y muy diversificados, como
muestra el siguiente esbozo de su vida académica.

En 1952, después de concluido el bachillera-
to con el examen de Estado, comienza los estudios de
Ingenieria Industrial, concluyendo con éxito los exé-
menes de ingreso en la Escuela Especial de Ingenieros
Industriales de Bilbao en 1954, Por varios afios se dedi-
ca a estudios de Literatura y Humanidades en el Colegio
Jesuitico de Ntra. Sra. de la Antigua (Ordufia, Vizcaya).
Inicia sus estudios de filosofia en la Facultad de Lo-
yola (Azpeitia, Guiplzcoa). En Alemania, después de dos
aflos més de estudios filoséficos, recibe la licenciatu-
ra en Filosofia en 1961 (Philosophische Hochschule Berch-
manskolleg, Pullach b. Minchen). De 1961 a 1965 realiza
estudios de Matematicas en la Universidad de Madrid. En
su tercer afio fué el alumno més brillante en mi curso
de Anidlisis Matemético Tercero. En 1965 recibe la Licen-
ciatura de Matemdticas con Premio Extraordinario. Asi-
mismo en 1965 recibe la Licenciatura en Filosofia por la
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Universidad de Madrid, realizando una tesis de Licencia-
tura sobre el neopositivismo légico, dirigida por el
profesor Roberto Saumells.

En 1965, recién acabada la lLicenciatura, animado por

el profesor Pedro Abellanas y por mi mismo, y finan-
ciado por la Universidad de Chicago, se traslada a este
Centro, uno de los focos mas prestigiosos del mundo en
andlisis arménico, por la presencia alli de los profe-
sores Antoni Zygmund y Alberto P. Calderdn entre otros.
En Chicago realizé, bajo la direccidn del profesor Cal-
derdn, a lo largo de tres aflos, sus estudios de docto-
rado, concluyendo en 1968 con una tesis doctoral sobre
operadores integrales singulares, con la que obtiene el
titulo de Philosophy Doctor in Mathematics. E1 mismo afio
obtiene también el titulo de Doctor en Ciencias por la
Universidad de Madrid, también con Premio Extraordina-
rio.

En 1967 es contratado como profesor por la
De Paul University, en Chicago. Durante el curso 68-69
es Assistant Professor de la Washington University en
St. Louis, Missouri, donde permanece por un afio integra-
do en el equipo de trabajo en andlisis armdénico con los
profesores Guido Weiss, R.Coifman,M. Taibleson, Hirsch-
man, ...

En 1969 regresa a Madrid donde comienza su
actividad en la Universidad Complutense como profesor
agregado del Departamento de Ecuaciones Funcionales. En
1971 se traslada por un trimestre al Instituto Mittag-
Leffler, en Djursholm, junto a Estocolmo, ensefia por
otro trimestre en Washington University, St. Louis, y
por un semestre més, en 1972, en la PUC, Pontificia Uni-
versidad Catdlica de Rio de Janeiro. En 1972 vuelve a
Madrid, integréandose més establemente en la Universidad
Complutense. En 1975 pasa un trimestre en Princeton,
invitado por la Universidad. En 1982 se traslada a la
Universidad Autdénoma de Madrid donde permanece en la
actualidad.

Desde que comenzd su actividad docente en
Madrid, a su vuelta de Estados Unidos en 1969, Miguel
.de Guzmén se ha preocupado por varios objetivos funde—
mentales. El primero ha consistido en ir atrayendo al
fecundo campo del andlisis de Fourier a alumnos bri-
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llantes a los que, una vez iniciados en Madrid median-
te cursos especiales y lecturas adecuadas, ha orien-
tado hacia los centros mas importantes de Estados Uni-
dos para completar sus estudios en este campo. Han sido
muchos, més de una docena, los que han seguido esta
via, acabando su formacidn en Universidades muy pres-—
tigiosas como la de Chicago, Washington University,
Princeton,... Otro objetivo importante para el profesor
Guzman consistid desde el principio en organizar cursos
monograficos trayendo a Madrid, con los recursos dis-
ponibles, a los cientificos mas importantes en el campo
del andlisis armbnico de Europa y de Estados Unidos. Es
asi como visitan el Departamentoc de Ecuaciones Funciona-
les de la Universidad Complutense entre otros muchos
los profesores A.P. Calderdn, A. Zygmund, L. Carleson,
J.P. Kahane, Y.Meyer, C.Fefferman,... Con ello se van
creando lazos de gran solidez y permanencia. Los contac-
tos con las universidades de Chicago, Washington Univer-
sity (St.Llouis), Orsay, Princeton, Minnesota, han sido
constantes a lo largo de estos afios, con gran fluidez en
las visitas de profesores y alumnos.

Por su parte, desde el afioc 1970, el profesor
Guzmén va consolidando en Madrid un grupo de trabajo de-
dicado en principio a la teoria de diferenciacidn de in-
tegrales, una ramade la teoria de la medida y variable
real, estrechamente relacionada con el anilisis de Fou-
rier. Se organiza asi un seminario en el seno del cual
es gestada una obra en gran parte responsable de un ver-
dadero renacimiento del interés de los analistas arméni-
cos por problemas geométricos de la teoria clésica de la
medida de Lebesgue. Se trata de la obra Differentiation
of Integrals in Rn, inicialmente, en 1974, editada por
la Facultad de Matemdticas de la Universidad Complutense
y luego, publicada como libro por 1la editorial Springer,
en Alemania. La obra alcanzd gran divulgacidn interna-
cionalmente y en 1978 aparecié su traduccién al ruso
editada por la editorial MIR (Moscl) en su serie Nove-
dades internacionales dirigida por los profesore Kolmogo-
rov y Nobikov.

Entre 1976 y 1981, en este mismo seminario
sobre anédlisis de Fourier, el interés se centra sobre
el estudio y explotacidn mas intensos de los diferentes
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métodos que en los Gltimos afios han ido apareciendo en
el anilisis de Fourier. Fruto de este trabajo ha sido
la obra publicada por el profesor Guzmén, primero en
una versibdn inicial como notas de la Facultad de Ma-
teméticas de la Universidad Complutense y luego, una
vez perfeccionadas y completadas, como libro por la
editorial North-Holland (Amsterdam) bajo el titulo
Real Variable Methods in Fourier Analysis (1981). En
ella se incorporan muchos de los resultados recientes
aparecidos en los Gltimos afios, del autor mismo, del
grupo espailol que trabaja en el campo y de los muchos
matematicos de todo el mundo que dedican su actividad
al andlisis armbnico,

Las resefias que de estas dos obras se hacen
en las revistas internacionales son notablemente lau-
datorias por su modernidad, claridad, actualidad y can-—
tidad de problemas abiertos, interesantes y profundos
gue plantea. (Cf.H.G.Feichtinger en International Mathe-
matical News (1981); M.S.P.Eastham en Zentralblatt
(1981); R.Fefferman en Bulletin of the AMS (1977),etc.,
aparte de numerosas cartas particulares de importantes
especialistas en la materia). En resumen, esta obra
(1975) "es una contribucidn importante al campo [del
Analisis de Fourier], gue debe ser bien recibida por
todos los que se ocupan en esta hermosa area de las
Matematicas (Fefferman, o.c.)".

' Guzman ha publicado otros varios textos de
los que mencionamos s6lo su valioso y rico texto de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y su bellisima
ovrita Mirar y ver. Son también de alta calidad los
nunerosos trabajos de investigacidn que ha publicado.
Digamos que también se ha ocupado, con evidente competen-
cia como demuestra el discurso que acabamos de oir, de
cuestiones de Filosofia, Historia y Didactica de las
Matematicas.

Hay gque destacar también la actividad del
profesor Guzmén realizada desde la joven Asociacidn Ma-
temdtica Espafiola. En 1978, en Segovia, una treintena
de matematicos espafioles decidieron constituir la
Asociacidén Matemdtica Espafiola, entre cuyas finalidades
ocupa el principal lugar la de fomentar y organizar reu-
niones matemdticas de tipo monogréafico de nivel interna-
cional, nacional o mas local, que estimulen el desarrollo
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‘de la investigacidn matemética en el ambito espafiol.
El profesor Guzman, uno de los promotores de tal idea,
fué elegido Presidente de esta Asociacibn que, a pesar
de los escasos medios con que cuenta y del poco tiempo
de existencia, ha sido muy eficaz en la finalidad gque
persigue. '

En 1979 el profesor Guzmén y el profesor Ire-
neo Peral fueron encargados por la Asociacién Matemética
Espafiocla de organizar un congreso sobre Andlisis de Fou-
rier, que tuvo lugar en El Escorial, en junio de 1979,
Con motivo de tal Congreso, seis de los maximos expo-
nentes del desarrollo del andlisis de Fourier actual
(Zygmund, Calderén, Stein, Wainger, Coifman, Meyer) es-
cribieron a los organizadores declarando gque esta reuniédn,
junto con la de Williamstown de la American Mathematical
Society de 1978 habian sido las reuniones mas importantes
en el &rea en los Gltimos afios y se congratulaban del
"notable florecimiento que el andlisis de Fourier estaba
manifestando en Espafia'. ‘

Por el estimulo inicial de la Asociacién Ma-
tem&tica Espafiola han surgido otras iniciativas semejantes,
entre ellas varios Congresos Internacionales sobre Ecua-
ciones en Derivadas Parciales y los Congresos de Ecuacio-
nes Diferenciales y Aplicaciones (CEDYA) que se viene
celebrando anualmente.

En 1982 fueron encargados por la Asociacién
Matematica el profesor Guzmén, el profesor José Luis
Rubio de Francia y el profesor Carlos Benitez de la rea-
lizacibén de una ideanueva en nuestro pais, la de llevar
a cabo cursos intensivos de introduccibén a diferentes
temas de investigacidn destinados a jovenes licenciados
gue habrian de recibir con ellos una cierta orientacidn
que posiblemente les condujese hacia la elaboracidn por
ellos mismos de algin trabajo serio de investigacidn.

Con el apoyo y colaboracidén de la Universidad de Extre-
madura (ICE), la Asociacidén Matemdtica Espafiola organizé
en el verano de 1982 cuatro cursos en distintas &areas
matemdticas con gran afluencia de alumnos y, al parecer,
con gran aprovechamiento de muchos. La repeticibén y
continuidad de experiencias semejantes ayudaran cierta-
mente a elevar rapidamente el nivel de la investigacidn
matemdtica entre nosotros.
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De la actividad del profesor Guzmén en mate-—
rias de docencia e investigacidén cabe asimismo destacar
las 12 tesis doctorales presentdas durante los iltimos
doce aflos, y los contactos realizados con diversos cen-
tros de Europa, USA, Canadi, Brasil, Argentina (mas de
cuatro afics de estancia en USA y mis de 30 visitas a
diversas universidades como profesor invitado y confe-
renciante). Con estas estancias mi&s o menos duraderas,
suyas y de otros muchos miembros del grupo de andlisis
armdénico espafiol, se ha logrado que el grupo de trabajo
esté al corriente de los avances internacionales y que
fuera de nuestro pais sea tenido en cuenta fuertemente
‘en la irnivestigacidén y desarrollo del campo.

El profesor Guzman desempefia en la actuali-
dad los cargos de Presidente de la Asociacidn Matemética
Espafiola y de Vicepresidente (Madrid) de la Real Sociedad
Matematica Espafiola.

3%

1.Siguiendo la misma laudable costumbre, a la
que me he referido al comienzo de mis palabras, paso a
comentar brevemente el discurso del recipiendario.

iEspléndida exposicidn, Sefioras y Sefiores,
la que hemos escuchado de nuestro nuevo recipiendario!

Hemos asistido al apasionante desarrollo del
Andlisis Armbnico desde los misticos pitagbricos hasta
los seguidores, numerosos y variados, de Juan Bautista
José Fourier, para quien, como para Platdén, "Et ignem
regunt numeri". Guzmén nos ha dado una imagen viva de
este progreso, haciéndonos patente tanto la dinémica
interna propia de la historia de las teorias matemati-:
cas,como los momentos creativos de los grandes autores
de la teoria, entre los que descuellan Pitagoras y
Fourier, pero a los gue hay gue afiadir otrosmuchos impor-
tantes matemédticos modernos. El recipiendarioc menciona
més de treinta famosos matemdticos que han contribuido
al Anadlisis de Fourier, y entre ellos se encuentran fi-
guras tales como Dirichlet, Cauchy, Riemann, Weierstrass,
Zygmund, Calderdn, Kolmogorof, Carleson, L.Schwartz, etc.;
y asimismo pone de manifiesto la estrecha relacidén del
Andlisis armbnico con otras numerosas, importantes y
variadas teorias matemdticas; y finalmente nos sorprende
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“con una extensa gama de profundas e imprevisibles apli-
caciones ‘del An&lisis de Fourier.

2. Mis palabras van a limitarse a un comen-—
taric sobre uno de estos momentos creativos en la his-~
toria de las Matemfticas; van a cefiirse concretamente
a la contribucibn de Euler al desarrollo del concepto
de funcidn.

Guzmdn da cuenta de la larga polémica acerca
de la ecuacidén de ondas, y en particular de la que tuvo
lugar entre D'Alembert y Euler; la cual fue muy viva
durante algunos afios, pero luegocayd en el olvido. El
desacuerdo se centraba en cudl de las dos soluciones
gue propugnaban los dos matemAdticos debia ser admitida
como la mAs general. En términos modernos, la discu-
sidn era sobre cufl era la clase de curvas o funciones
gue podian ser admitidas como datos iniciales. Segin
Guzmén, "la clarificacidn del tema s6lo podria wvenir
de una profundizacién en las raices mismas del andli-
sis". Y un poco més adelante afiade: "Las discusiones de
la polémica constituian en realidad las contracciones
de la matematica para dar a luz una nueva nocién de
dependencia funcional. La concepcidn prevalente de fun—
cidn era fuertemente algebraica. La funcidn tratable
por los medios del an&lisis, lo hemos oido al propio
D'Alembert, debe ser expresable mediante 'una sola
y misma ecuacidén'". El comentario que sigue confirma,
me parece, completamente estas apreciaciones del reci-
piendario.

2.1.Permitidme que empiece con un esbozo del
concepto de funcidn y de su desarrollo histérico, pues
me parece que ello ayuda a confirmar la conclusibén a
gue llegaré.

El concepto genérico de funcidn incluye el
concepto de una cantidad que varia libremente o variable
independiente, el de una cantidad gue varia dependiendo
de la variable independiente, o sea una variable depen-
diente, y el concepto de correspondencia o dependencia
funcional de la segunda variable dependiente respecto
de la primera variable independiente. Actualmente con la
palabra funcidn se designa propiamente la corresponden-—
cia de cada uno de los elementos del conjunto origen o
dominio D con uno y s0lo uno de los elementos del conjun-
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to terminal T, y se representa F: D —T. Aunque también

a veces se identifica la funcidén con la variable depen-
diente; asi a veces escribimos y=F(x), ¥y hablamos indis-
tintamente (y por consiguiente confusamente) de la fun-
cidn y o de la funcidén F como si fueran la misma cosa.
Es también obvia, por lo menos en general, la equivalen-
cia entre el concepto de funcidén y el concepto de curva
en un plano. Para ello se dota al plano de una estruc-
tura o ''sistema de referencia', que permite que cada
punto de la curva establezca la conexidn entre un valor
de la variable independiente y el correspondiente valor
de la variable dependiente; y de modo que se hagan paten-
tes el dominio de la variable independiente y el conjunto
donde toma valores la variable dependiente. Si ténemos
una funcidn y disponemos de un plano con un sistema de
referencia, entonces podemos "representar" la funcidn

por una curva; inversamente, si tenemos una curva en un
plano con un sistema de referencia, ésta define una fun-
cién.

Es claro que en este sentido la nocidén de fun-
cidn se encuentra ya entre los griegos, pues basta consi-
derar la trisectriz del sofista Hippias de Elis en la

_segunda mitad del siglo V a. de C. Pero hay que aguardar
hasta el siglo XIV para que alguien, Nicole Oresme
{13237-1382), se ocupe el primero de la representacidn
grafica de funciones. Galileo (1546-1642) estudia la
relacidén cuadréatica entre el espacio recorrido por un
grave en caida libre y el tiempo transcurrido; en 1la
proposicién IV de la Jornada Segunda de los Didlogos
sobre dos nuevas ciencias (1638) demuestra una relacidn
ctbica;y en esta misma Jornada describe dos métodos prac-
ticos para dibujar una pardbola, aunque el segundo es
equivocado, pues dibujaria una catenaria en lugar de una
parébola.

Descartes (1596-1650) al comienzo del Libro
Segundo de su Geometria arguye que las curvas algebraicas
deben ser admitidas en la Geometria, porgue se pueden
trazar exactamente y la Geometria es una ciencia exacta;
pero rechaza las curvas mecanicas como la cuadratriz
(idéntica con la trisectriz de Hippias de Elis), porque
al ser definidas mediante movimiento pertenecen a la
Mecénica y la Mecédnica (para Descartes) no es una ciencia
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exacta. Esta generalizacidn del concepto de curva admi-
sible es importante; pero todavia lo es mucho mas el
hecho de que, aprovechéndose del desarrollo que habia
alcanzado el Algebra, elige convenientemente el sistema
de referencia no ya para una mera representacidén de una
funcidn algebraica, sino para estudiar las propiedades
de la curva o funcidn que representa; mas atun, refiere
simulténeamente varias curvas a un mismo sistema de re-
ferencia. De este modo consigue resolver el problema geo-
métrico de Pappus por un método algebraico. Descartes es
consciente de la especificidad, novedad y potencia de
este método y ello le convierte en el creador de la Geo-
metria Analitica.

Notese que, entre los griegos, ya Dinostrato,
estudiando la trisectriz, habia logrado la cuadratura del
circulo. Pero no parece que se pueda decir sin exagera-
cidén que ya los griegos crearon,por tanto, la Geometria
Analitica, pues no llegaron a establecer este procedi-
miento como método general y sistematico.

Newton introduce las fluxiones, Leibniz intro-
duce la palabra funcién, Euler introduce primero la no-
tacién y=F:x y luego y=F(x). E1 paso mas importante en
los tiempos modernos para la generalizacidén del concepto
de funcidén es debido a Fourier; y en 1829 Dirichlet intro-
duce el concepto actual de funcidén. Todavia, después de
G.Cantor, la funcidén se define como una relacién binaria
que se identifica con un cierto subconjunto del conjunto
producto cartesiano del conjunto origen por el conjun-
to terminal.

2.2. En adelante me ocuparé exclusivamente
de la contribucidén de Euler a la generalizacidn del con-
cepto de funcién.

En su celebérrima obra Introductio in Analysin
infinitorum (1748) Euler encabeza el primer capitulo del
primer libro con el titulo '"De functionibus in genere",

0 sea "De las funciones en general'. En el nGmero 4 de-
fine: "4. Functio guantitatis variabilis, est expressio
analytica quomodocumque composita ex illa quantitate
variabili, et numeris seu quantitatibus constantibus"
(Una funcién de una cantidad variable es una expresién
analitica compuesta de una manera arbitraria de aque-
1lla cantidad variable y de numeros o sea de cantidades
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constantes).

A continuacién, en el nUmero 6. especi-
fica que lo que diferencia unas funciones de otras
depende de cbémo se mezclan las operaciones que compo-—
nen la expresidén analitica. Estas operaciones pueden
ser algebraicas, a saber suma y resta, multiplica-
cibn y divisién, elevacién a potencias y extraccidn de
raices en las que también hay que incluir la resolu-
cibn de ecuaciones; y pueden ser también transcenden-—
tes como exponenciales, logaritmicas y otras innume-
rables que proporciona el Calculo integral.

Estas definiciones, asi como las otras
muchas que da en este capitulo, son probablemente el
resultado de una elaboracidén cuidadosa y lo mas pre-—
cisa posible de lo que Euler ha recibido y considera
vigente en su tiempo, y cuyo origen se remonta pro-
bablemente a Leibniz en 1o esencial. Es evidente que
hay una superacidén importante del punto de vista de
Descartes.

En el capitulo 4. Euler se ocupa del desa-
rrollo de funciones en series infinitas de potencias
de la variable independiente, y de este modo uni-
fica el tratamiento de las funciones algebraicas
y transcendentes. Afirma que cualquier funcidén de z
puede desarrollarse en serie infinita

A£1+Bzo +Czr +Dzs+...,
donde los exponentes u,(&,r’g,... pueden ser nameros
cualesquiera. Dada la manipulacidén arbitraria que
hace de las series parece que tacitamente admite el
paso al limite, o sea la suma infinita, como opera-
cibén valida para formar funciones transcendentes. Si
ello fuera asi, se tendria, por ejemplo, la siguiente
antinomia: Por un lado la funcién f(x),

f(X)=log(x2)+l, para |x| <1

2
{x)=x , para |x|=®1,

empalme de una funcidn algebraica con otra transcen-
dente, no parece que pudiera admitirse como funcidn,
pues no cae dentro de la definicidén dada; por otra
parte esta misma funcidén podria definirse mediante 1la
expresidén (ganalitica?)

60



f(x)= lim 2(n+1)+1°g(x2)+1

N> o0 2n
X +1

2.3. En lo que resta me ocuparé Gnicamente
de la disertacidn de Euler titulada: De usu functionum
discontinuarum in Analysi (Sobre el uso de las funciones
discontinuas en el Anélisis)[en Novi Commentarii Acade-
miae Scientiarum Petropolitanae 11 (1765), 1767, pp.67-
102 con un resumen en las pp.5-7. También en Opera
Omnia, (1), 23, pp.74-91, que es el texto que citaré}.
La disertacidn va precedida de un Resumen, cuyo autor
es probablemente el editor de los Novi Commentarii; el
autor no es Euler, pues figura en tercera persona,
mientras que en el texto de la disertacidén escribe
en primera persona.

» Este escrito de Euler es sin duda la obra
de un matematico maduro , estd cuidadosamente redactado
y contiene una tesis bien definida y bien defendida:

En el Analisis deben admitirse las funciones disconti-
nuas, que representan una generalizacidn de las funcio-
nes continuas, {inicas admitidas hasta entonces. Euler
tuvo la disertacién el afio 1765 (?), o sea mds de doce
afios después del momento algido de la polémica sobre

la ecuacidén de ondas entre D'Alembert, Euler y Daniel
Bernouilli; asi Euler se refiere a la sentencia expresa-
da por D*Alembert “poco después" (Cf. 2.32) de que
Euler hubiese publicado su solucidn en 1748 y 1753. La
tesis de Euler en esta disertacidn estd estrechamente
vinculada y parece que se origina precisamente a pro-
pdsito de la controversia sobre la ecuacidn de ondas.

La disertacidn de Euler puede dividirse en
seis secciones, que paso a resefiar.

2.3.1. En la primera seccidn {nn. 1-3) de-
fine muy sucintamente las funciones que habia ya de-
finido prolijamente en la Introductio in Analysin In-
finitorum, como hemos visto; s6lo que ahora las llama
funciones "continuas" y en la terminologia actual pa-
rece que todas ellas serian funciones analiticas (n.1.).
Luego explica su continuidad (n.2). Luego define las
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funciones discontinuas (n.3).

He aqui algunos textos tomados de esta Seccidn:

“"l. Lo que en Andlisis se suele tratar sobre
las funciones, o sea cantidades determinadas por una va-
riable, se restringe a aquellas funciones que llamamos
continuas y cuya formacién se rige por una ley deter-
minada. Esto se ilustra muy bien mediante la teoria
de lineas curvas, donde las ordenadas en cuanto son
determinadas por las abscisas, se comportan como fun-
ciones, de modo que la indole de todas las funciones
puede representarse aptisimamente mediante lineas
curvas. (...) También reciprocamente, dada una linea
curva cualquiera, sus ordenadas representan determina<
das funciones, cuya naturaleza estd contenida en la
naturaleza misma de la linea curva..."

» "2, Ahora bien, es bien sabido que en la
Geometria superior no se suelen considerar otras curvas
que aquellas cuya naturaleza se defina por una deter-
minada relacidn entre las coordenadas, expresada por
alguna ecuacidén, de modo que todos sus puntos se de-
terminen por una misma ecuacibén como ley. Puesto que
se estima que esta ley contiene en si el principio de
continuidad, pues por ella todas las partes de la cur-
va estan ligadas entre si por un vinculo estrechisimo
de modo que en ellas salvando el nexo de continuidad
no puede darse mutacién alguna, por esta razdn estas
lineas curvas se llaman continuas; y no importa si la
ecuacidén que contiene su naturaleza sea algebraica o
transcendente, conocida o incluso desconocida, con
tal que entendamos que hay una ecuacidn que expresa
la naturaleza de tales lineas curvas. Aqui no se mira
la continuidad del trazo a lo largo del cual las
ramas de la curva se prolongan; asi las dos ramas con-
jugadas de una hipérbola constituyen una linea curva
continua igual que una parédbola o elipse, a pesar de
que las dos ramas estén completamente separadas. Pre-
cisamente la causa por la que se atribuye continuidad
a las dos ramas de la hipérbola es que ambas estén
contenidas en una misma ecuacidn, a partir de la cual
se pueden construir'.

Esta nocidn de continuidad, que supongo se
remonta a Leibniz, es vaga y tiene un caracter global,
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y ahora se nos hace extrafila; este caricter global se
parece al que tienen las actuales funciones analiticas.

"3, Establecido el criterio de continuidad
es obvio lo que es una funcidn discontinua o carente
de ley de continuidad. Asi aquellas lineas curvas que
no estén determinadas por ecuacién alguna, como las
que suelen dibujarse por un trazo libre de la mano,
procuran tales funciones discontinuas, ya que en ellas
no se pueden definir mediante ley alguna los valores
de las ordenadas por las abscisas. Tales lineas curvas,
en cuanto contradicen al superior género de continuidad
definido por ley, se llaman vulgarmente mecénicas, pero
més propiamente discontinuas, o sea carentes de ley de
continuidad, y ello no porgue sus partes no estén liga-—
das entre si, sino porque no estién determinadas por
ecuacibn alguna. Asi, cualesquiera trazos dibujados
libremente con la mano sobre el papel, aunque prosi-
gan con continuidad, segin esta definicidén deben ser
considerados como discontinuos,  ya gue ciertamente
nunca sucederi que tales trazos estén contenidos en
una determinada ecuacibén. También es conveniente in-
cluir aqui las lineas llamadas vulgarmente mixtas,
[obtenidas] cuando se unen partes tomadas de diversas
lineas curvas o también cuando se unen de otro modo
diversas partes de una misma linea. Asi el perimetro
de un poligono..." » S

2.3.2.Hasta aqui, en los tres primeros nime-
ros, Euler ha definido funcidn continua, continuidad
y funcidn discontinua. Ahora da la razdén por la que
D'Alembert rechaza las funciones discontinuas, que a su
vez s la razdén por la que rechaza la solucidn general
de la ecuacidn de ondas, dada por Euler mediante las dos
funciones arbitrarias que determinan la posicidn y
velocidad iniciales (n.4). Naturalmente, esta discre-
pancia planteauna cuestidn gravisima sobre log conteni-
dos del Andlisis y Buler enuncia su solucidn y las
razones de la misma (nn. 5y 6).

"4, Ahora bien, es manifiesto que tales 1i-
neas y funciones discontinuas no encuentran su lugar en
el Anadlisis, pues toda esta especulacién se ocupa en in-
vestigar las propiedades de las curvas que se consideran,
la cual ocupacidn no puede asumirse a menos que la na-
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turaleza de estas lineas esté determinada por algu-
na ley y ecuacién. De ahi que la mayor parte de los
gedmetras, llevados por esta razén, no hayan dudadoc
en proscribir enteramente tanto de la Geometria como
de todo el Andlisis todas las lineas y funciones
discontinuas, y colocar éstas entre los objetos de
los que el Analisis se aparta. No hay duda de que

el Celeb. |érrimo| D'Alembert ha defendido abierta-
mente esta sentencia, cuando yo habia determinado el
movimiento de las cuerdas vibrantes de modo tan ge-
neral, que la solucidn se adaptaba a todos los movi-
mientos [velocidades] y figuras [posicién] que
hubiesen sido impresas a la cuerda en el moménto:t:
inicial. Pues, poco después, este Vardén excelenti-
simo me objetd que no podia definirse ningin movi-
miento a menos que la figura [posicién] impresa a la
cuerda en el instante inicial fuese continua y com-
'prendida por una ley determinada, y que si por el con-
trario sucedia que la figura de la cuerda fuera ini-
cialmente discontinua, entonces la determinacidn del
movimiento que tenia que seguirse de ninguna manera
pertenecia al Anadlisis, y era por ello ilicito querer
investigarla. A cuya objecidn cierto respondi sufi-
cientemente, y hace poco €l Cel.[ébérrimd] La Grange
en las Actas Taurinicenses propugndé tan sblidamente
mi solucibén que ya a nadie le puede guedar duda'.

La objecidn de D'Alembert recuerda a la
que se puso a la definicidn de funcidén dada por Dirich-
let en 1829. Este dijo que una funcién era una variable
(dependiente) que dependia de otra variable (indepen-
diente), y que la dependencia podia fijarse de una ma-
nera totalmente arbitraria. A esta definicidn se obje-
t6, que era inatil,pues supuesta tal arbitrariedad
nada podria decirse de las funciones. La actitud de
D'Alembert ha sido frecuente en la historia de las mate-
maticas, pero también lo ha sido la de Euler superando
tales actitudes. La actitud de D'Alembert de aferrar-
se a un concepto restringido es correcta, si mo queda
compensada la introduccién de un concepto generalizado,
es decir, si la generalizacidén carece de .aplicaciones
o de interés. Por esc la tarea de Euler serid mostrar
que efectivamente encuentra aplicaciones interesantes
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para este nuevo concepto mas general de funcidn.

Euler prosigue:

"5.Aquil surge, pues, una cuestidn muy
importante: ;Cémo hay que juzgar de las funciones dis-
continuas,..., y puede concedérseles un lugar en el
Andlisis y cudl?" Arguye Euler gue en el problema de
la ecuacidén de ondas ciertamente tiene sentido hablar
de funciones discontinuas; y que su solucidn pertenece
al An2lisis y a la ciencia del movimiento, tanto si sa-
bemos resolverla como en caso contrario. En todo caso
el problema es siempre digno de nuestra atencidn; ni
importa aqui, hasta dénde llegue nuestra sagacidad,
pues apenas habra Gedmetra gue no haya trabajado dura-
mente en problemas gue superaban sus fuerzas. Con todo,
Euler reconoce que el problema de la ecuacidn de ondas
pertenece a una parte del Anadlisis que hasta ahora ha
sido poco estudiado.

"6.En orden a resolver este litigio ob-
servo que las funciones discontinuas no pueden admi-
tirse ni en el Algebra ni en aquella parte del Analisis
que todavia ahora se trata principalmente. Pero el Anéli-
sis es mucho mas extenso y hay que estimar gque incluye
partes, que no s6lo no excluyen las funciones discon-
tinuas, sino que hasta tal punto por su misma naturaleza
las exigen, que ningGn problema que les pertenezca puede
considerarse debidamente resuelto, si no se introducen
en su solucidn funciones completamente arbitrarias, y
por tanto también las discontinuas. Cierto que estas
partes del AnAlisis todavia ahora son poco cultivadas...."

En lo que resta de su disertacidn Euler
justificara la existencia de tales partes del Andlisis
y de cbmo en efecto exigen un concepto més general de
funcidn.

2.3.3. Euler dedica la tercera Seccidn de
su disertacién (nn.7-9) a la divisidén del Andlisis. Lo
divide partiendo del concepto de funcidén y por tanto en
dos partes:ylaque se ocupa de funciones de una sola va-
riable independiente y la que se ocupa de funciones de
dos o méas variables independientes.

En la Seccibén cuarta {(nn.10-14) se ocupa de
la Primera Parte del Analisis o sea de las funciones de
una variable independiente y en primer lugar (nn.10-12)
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establece los fundamentos del cilculo diferencial, "“de
modo que todas las controversias,que en otro tiempo tu-
vieron lugar acerca de las diferenciales de todos los
6rdenes y de su naturaleza, espontaneamente se derrum-
ban". A continuacién (nn.13-14) define el calculo in-
tegral,que incluye la resolucidén de ecuaciones diferen-
ciales, y pone de manifiesto que la integracidon com—
pletamente satisfactoria de una ecuacidén de orden n

ha de contener n constantes arbitrarias.

En la quinta Seccidén se ocupa de la Segunda
Parte del AnAlisis (nn.15-19) o sea de las funciones de
dos o mas variables independientes. Muestra cbémo la fun-
damentacidén de los conceptos de diferencial y de deriva-
da parcial se reducen al caso de una variable indepen-
diente (nn.15-16). A continuacidén se ocupa del Calculo
integral cuando hay derivadas parciales. Dice que difie-
re notablemente del C&lculo integral en el caso de una
variable independiente y que esta parte del Analisis
ha sido todavia poco estudiada "hasta tal punto que
apenas sus primeros elementos han sido suficientemente
desarrollados" (n.17).

2.3.4. E1 Calculo integral concerniente a
funciones de varias variables independientes incluye
o se identifica con la resolucidn de ecuaciones en de-
rivadas parciales. Este es el tema al que evidentemente
Euler queria llegar. La Secciones tercera, cuarta y
primera mitad de esta quinta estaban orientadas al tema
de la resolucidén de Ecuaciones en derivadas parciales.
Aqui encuentra Euler la justificacidn, la necesidad de
admitir las funciones discontinuas y consiguientemente
también la justificacidén de su solucidn general de la
ecuacidén de ondas en términos de dos funciones arbi-
trarias, y por tanto posiblemente discontinuas, que re-
presentan los datos iniciales.

He aqui algunos textos de Euler:

"18. E1 vigor y el casi propio caracter de
este nuevo Calculo [integral] hasta ahora ha sido mini-
mamente considerado. Asi como el vigor del célculo in-
tegral corriente consiste en que en cualqguier integracién
se introduzca una cantidad constante a nuestro arbitrio;
asi en esta parte que se ocupa de funciones de dos varia-
bles, en cada integracidén entra en el cédlculo no sélo
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una nueva constante, sino una nueva funcidn de alguna
variable, funcidn completamente indeterminada, gque de
tal manera depende de nuestro arbitrio, gue en su lugar
también las funciones discontinuas pueden ser asumidas.
Por tanto el usc de las funciones discontinuas, en este
casi nuevo género del cédlculo, no sdlo no se excluye,
sino que hay que estimar que pertenece casi esencialmen—
te a su naturaleza; y ninguna integracidén en este Calcu-—
lo debe ser considerada como completa y perfecta, si en
la ecuacidn integral no se introduce tal funcidn abso-—
lutamente arbitraria”."Y cuando se trata de funciones

de tres variables, toda integracidn introduce en el Cal-
culo una funcidn arbitraria de dos variables".

Y estas afirmaciones no son mera especulacidn
o pedanteria, '"sino gque mas bien tienen su méximo funda-
mento en la naturaleza de las cosas y son bellisimamente
coherentes con la concatenacién de las verdades" (n.19).

Fuler no deja de repetir también aqui que
"un eximio ejemplo de ello se manifiesta en el problema
de las cuerdas vibrantes".

2.3.5. Por si todo lo dicho no fuera bastan-
te, Euler, en una sexta y Gltima Seccidn, quiere rema-
char su tesis con la resolucidn de una ecuacidn no li-
neal en derivadas parciales de primer orden, '"para que
no guede ninguna duda" (n.20).

En efecto, en esta sexta Seccién (nn.20 hasta
el Gltimo 23) Euler se plantea y resuelve el problema de
hallar todas las superficies tales que las normales en
todos sus puntos sean iguales a una cantidad a.

Sea z=z(x,y) una solucién. Es obvio que una
solucidén muy particular es la esfera de radioc a y centro
en un punto del plano de las variables x, y. Otra solucidn
més general es un cilindro de revolucidén de radio a y
cuyo eje sea una linea recta que yace en el plano x,y.
Pero la solucidn més general seréd, dice Euler de manera
intuitiva, aquella superficie que se obtenga trazando en
el plano X,y "una curva cualgquiera sea continua o dis-
continua" (n.20) y tal que sus secciones por un plano
ortogonal a la curva sean semicirculos de radioc a con
centro en la misma curva. i

Después de esta introduccidén intuitiva (n.20),
Fuler plantea la ecuacidn de tales superficies, que es
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1
z(1+p2+q2)4=a,

¥y la resuelve matematicamente por un elegante método,

y demuestra asi que la solucidn matemética coincide

con la que intuitivamente habia previsto.

Lo importante aqui es lo siguiente: que
suponer una curva arbitraria dada en el plano x,y es
completamente natural y absolutamente necesario para
dar una solucidén general. Euler da ademds un método
geométrico para construir, partiendo de la curva dada,
la superficie solucidén correspondiente a esta curva
dada, la cual obviamente puede ser tanto continua co-
mo discontinua. _

En realidad, es casi una repeticién del
mismo argumento dado ya para la solucidén de la ecua-
cidén de ondas, pero asi muestra Euler con otro ejem-
plo su caracter general.

Euler termina su disertacidén repitiendo
gue las funciones discontinuas en el Andlisis superior
"de tal modo hay que considerar que pertenecen a la
esencia del Calculo, que ninguna integracidn puede te-
nerse por completa y perfecta, si al mismo tiempo
no se introduce en el calculo una funcidén méxime
indefinida, y por tanto también discontinua'.

. 3. Voy a terminar con unas consideraciones
gue intentan resumir y esclarecer la contribucién
de Euler al concepto de funcibén. Ya hemos dado una
idea general de la evolucién de este concepto desde el
siglo XIV hasta nuestros dias (Cf. 2.1.) para que, jun-
tamente con la descripcién que nos ha hecho Guzman en
su discurso, podamos situar convenientemente la apor-
tacidén de Euler.

_ 3.1. La razbén principal y exclusiva de

Euler es gque las funciones discontinuas son necesarias
para la resolucidén completa de las ecuaciones en de-
rivadas parciales;y aduce como ejemplo la misma ecua-
cién de ondas en litigio y la ecuacidn de las super-
ficies cuya normal sea constante. Es notable que esta
razdn se basa en una aplicacién de la existencia global
de las funciones discontinuas, y'no en lo interesante
gque podria ser el mismo estudio de las funciones dis-
continuas y de sus propiedades. Es mas, parece que el
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mismo Euler, cediendo a la critica de D'Alembert, ex-—
cluye este posible interés por las funciones disconti-
nuas, pues las excluye del Analisis de las funciones
de una sola variable independiente. E1 interés de
Euler por las funciones discontinuas no radica en
ellas por si mismas, sino en cuanto son globalmente
necesarias para resolver otro problema.

Pese a las numerosas objeciones de D'Alem-
bert (Véase por ejemplo en Lagrange:Oeuvres, (1867),
I, pp.158~180 y 319-331 de 1760-1761), la razdn de
Euler me parece suficientemente valida, como confir-
ma Lagrange en el texto que acabamos de citar. El
rechazo de la introduccidén de las funciones discon-
tinuas en bloque por parte de D'Alembert no esté
Jjustificado.

3ﬁ2.Actualmente hablamos de las funciones
de clase n, C (£2), para significar el conjuntc de fun-
ciones con n derivadas continuas en §2, donde '"continua"
tiene el significado moderno y no el derivado de la ley
de continuidad de Leibniz. Me parece que es Cauchy el
primero que habla de la clase de las funciones conti-
nuas en el sentido moderno de esta palabra '"continua',
y en el sentido moderno introducido por Dirichlet de
la palabra "funcidn". Ademds, hoy tenemos muchos teo—
remas que caracterizan propiedades de estas clases
funcionales con independencia de sus aplicaciones. jHas-
ta qué punto puede decirse que Euler se% un precursor
de este concepto de espacio funcional C ()2

Me parece obvio que Euler supone que sus
funciones discontinuas son continuas en el sentido mo-
derno. Mas aln: me parece que técitamente supone que
estas funciones discontinuas tienen todas las deriva-
das continuas que hagan falta para que puedan ser con-
sideradas soluciones con pleno sentido de las ecuacio-
nes en derivadas parciales que resuelven; y en este
sentido hay una objecién de D'Alembert que intenta
ser contestada por Lagrange. Con todo, me parece gque
hay que decirnque a Euler se le escapa esta tematica
de la clase C (£2). A lo sumo cabria distinguir en Euler
las funciones discontinuas llamadas vulgarmente mixtas,
que si podrian ser consideradas formando una clase y
las funciones de trazo continuo que carecen de ecuacidn
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que las determine (Cf.n.3 en 2.31). Hablando desde un
punto de vista moderno, a Euler se le escapa que 1lo
importante para el concepto de funcién no es la ecua-
cidén que determina la correspondencia entre variable
independiente y variable dependiente, sino la corres-
pondencia misma; y que ésta queda establecida cuando
se traza una curva en el plano, aunque no pueda ex—.
presarse por una ecuacién o "expresidn analitica" en
términos de ciertas limitadas operaciones admitidas.

3.3. Merece observarse finalmente que
esta generalizacidn euleriana del concepto de fun-
cién tuvo una importancia extraordinaria para el de-
sarrollo del Analisis Matemético. Las nuevas funcio-
nes discontinuas, definitivamente confirmadas por
Lagrange, plantean variados e interesantes nuevos
problemas de integracién, de sumacidn de series, del
caracter local de las funciones, y otros.

Todo esto esté bellamente expuesto por
el recipiendario en su discurso a propésito de la
contribucibén extraordinaria de Fourier al concepto
de funcidn y a la creacidn del Analisis armdnico.
Guzman nos habla de diversas razones profundas, por
ejemplo la simplicidad de las funciones trigonométri-
cas; y luego de nuevo otras razones mas profundas,
como €l hecho de que sean autofunciones, etc..Todo
ello con una concatenacidén de ideas, fluida y 16gica,
gue suscita la admiracién.

No me resta, sino dar de nuevo a Miguel de
Guzmén la bienvenida a esta Corporacién, que desde hoy
se honra de contarle entre sus miebros. He dicho.
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