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DISCURSO

DEL
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LA ABSTRACCION MATEMATICA

SERORAS, SRES. ACADEMICOS, SENORES:

La Real Academia de (Ciencias me ha hecho el honor de
elegirme y he aceptado el puesto sin analisis ni vacilacion.
Pero profundamente agradecido.

iQué dificil va a ser llenar la vacante de un hombre de tan
extraordinaria actividad como D. José Maria Torroja y mucho
mas para quien carece de tan envidiable cualidad!

Eminencias de mucha categoria y mejor pluma han rendi-
do el homenaje merecido a la memoria del que fué veinte afios
Secretario de esta Real Academia. Poco podriamos decir que
no hayan expresado ya quienes vieron de cerca su labor.

Nuestro trato con D. José Maria fué siempre de subordi-
nado a superior. Desempefidbamos nosotros una catedra de
la Fundacién Conde de Cartagena y él era el Secretario de
esta Real Academia. Sin embargo, nunca me hizo esperar.
D. José Maria Torroja tenia respeto por el tiempo ajeno. Quiza
porque sabia administrar el suyo con eficacia y oportunidad
admirables.

Mi desconocimiento de la Fotogrametria, especialidad cien-
tifica mas y mejor cultivada por él, impide que comente sus
trabajos con testimonio propio. Hemos recurrido por esto al
ajeno, y hemos elegido el de los extranjeros, por lo que se le
prefiere casi siempre, por considerarlo mas imparcial, y tal vez
un poco porque, como tantos espanoles, no sabemos escapar
todavia a un mito_frecuentemente,injustificado.
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Su primer trabajo, Los fundamentos tedricos de la Folfotopo-
grafia, fué una amplia Memoria publicada en la Revista de
esta Real Academia (t. VI, 1907), al que siguié otro, Le pro-
bléme général de la Phologramétrie et de la Perspective en co-
ordonnées projectives, en el que se hace un bello estudio ted-
rico. En ambas Memorias se ocupa de los trabajos del General
de Brigada espariol A. Terrero, Profesor de Astronomia y
Geodesia en la Escuela de Guerra del Estado Mayor, el cual,
ya en 1862, habia recomendado el método que en 1883 publi-
c6 von Hauck sobre identificacion de puntos en los fotogramas.
Asi lo reconocen los austriacos, de acuerdo con Torroja, en
su articulo Sur une gquestion de priorité a propos du Théoréme
de Hauck, interesante para la historia de los principios de
Fotogrametria, segiin la misma opinién de los austriacos, en
su trabajo Notes kistoriques sur la Photogramétrie en Espagne;
el cual contiene un resumen de la Memoria presentada por el
coronel A. Laussedad a esta Real Academia en 1863. En estas
notas demuestra Torroja que Espafia comparte con Francia
la prioridad del primer empleo practico de la Fotogrametria.
Y esto fué asi gracias a él.

En el articulo necroldgico publicado en la Revista del Ins-
tituto Geografico austriaco, de donde hemos extraido las opi-
niones mencionadas se dice: «En él pierde Espafia un fa-
moso cientifico internacional y su mas significado represen-
tante en el sector de la Fotogrametria». «Deseemos que la
actividad fotogramétrica en Espaiia alcance rapida y nueva-
mente la altura correspondiente a su decoroso pasado, y que
una Sociedad Espafiola de Fotogrametria, nuevamente creada,
mantenga el contacto con las otras naciones en el marco de la
Sociedad Internacional, dentro de la cual y en conmemoracion
de su primer fundador podria llevar el nombre de «Seccidén
Torrojax.
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Entre agotar la bibliografia sobre un tema de la especiali-
dad o presentar a la Real Academia unas observaciones sobre
los procesos de abstraccion en la Matematica, hemos optado
por esto, no por creerlo mas interesante, sino porque las deci-
siones de nuestro libre albedrio no son tan libres como qui-
sieran los fetichistas de la libertad, sino consecuencias mas o
menos conscientes del estado circunstancial de nuestra propia
personalidad.

Hay dos procesos intelectuales opuestos llamados absérac-
cion y especulacion (¥). La abstraccidn consiste en apreciar ana-
logias prescindiendo de las diferencias, y la especulacion en lo
contrario: en apreciar las diferencias prescindiendo de las
analogias. En la primera se apoya la Ciencia, y en la segunda,
el Comercio, seglin la opinion de un autor inglés, cuyo nom-
bre conocia Terradas; pero que, como tantas otras cosas que el
coloso sabia, se hundieron con él en el sepulcro; porque ni en-
tre todos sus discipulos juntos fuimos capaces de aprenderlas.
Segun el profesor inglés, cuando ante dos objetos un hombre
reacciona apreciando sus analogias, tiene aptitud para la Cien-
cia; pero si percibe antes las diferencias, debe dedicarse al
Comercio. Quiza por esto los cientificos sean malos comer-
ciantes.

La abstraccion se presenta en la Matematica, como todos
sabemos, desde la nocién de numero entero y positivo. El
proceso es indudablemente inconsciente, porque el concep-
to de numero natural es primitivo en el hombre civilizado,
y, desde luego, previo a toda nocién matematica, pese a
la subversidon historica y psicologica de la colosal obra de
N. Bourbaki £/ éments de mathématique. (Paris. Hermann), que
no los introduce hasta el final del vol. I. La cosa cambia, al

(*) No damos a esta palabra el significado pevorativo usual, ni el de especulacio-
nes cientificas, ni ningun otro, sino sélo el definido en el texto. Se podria usar discri-
minacién,; pero preferimos conservar la nomenclatura que nos dié Terradas verbalmente.
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parecer, en el hombre salvaje. En algunas tribus del Amazonas
saben contar solo hasta dos; probablemente padre y madre,
pero confundiendo en la vaga expresién de «muchos» a todos
los nimeros mayores. Esto lo cuenta E. T. Bell en su Historia
de las Matemdticas, indicando de paso que estos salvajes estan
tan adelantados en Matematicas como una gata que no protesté
cuando se le quitaron dos de sus seis gatitos, pero se enfureci6
al privarla de tres. Seria interesante estudiar la nocién de na-
mero que puedan tener los perros, monos y otros animales
superiores, para ver si la abstraccion es especifica de la raza
humana.

Del calculo con numeros se pasa al calculo con letras que
representan indistintamente cualquier nimero. Esto, que hoy
conocen los chicos del colegio, se llamé abstraccion de
abstracciones. jQué lejos estaba quien lo calificé tan pomposa-
mente de sospechar donde habia de Ilevar la carrera empren-
dida! Con letras y nimeros se forman las expresiones alge-
braicas, cuando s6lo se emplean las operaciones aritméticas y
sus inversas. Pero si se introduce el paso al limite, se llega al
concepto general de funcion como correspondencia entre con-
juntos numéricos, segtn explicé sugestivamente por primera
vez en Espafia nuestro maestro Rey Pastor en sus conferencias
del Ateneo el afio 1916. Nueva abstraccion es esta, en que se
ha prescindido de la expresion algoritmica de la corresponden-
cia. Expresion que ya no se emplea en las demostraciones
generales, sino que se basan éstas en condiciones intrinsecas
impuestas a la correspondencia. El campo de las variables
sigue, sin embargo, siendo aun numérico. Es a principios de
este siglo cuando Fréchet, en una transcendental Nota brevi-
sima presentada a la Academia de Ciencias de Paris en el afio
1902, sefala la posibilidad de considerar variables que repre-
senten entes cualesquiera sometidas a ciertas relaciones, habil-
mente elegidas, para que las propiedades esenciales de las fun-
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ciones puedan demostrarse con la misma o mayor sencillez
que cuando se trataba de conjuntos numéricos. Nuevamente
se ha desechado lo superfluo, para conservar lo esencial en ge-
nial abstraccion. Las funciones de linea o funcionales de Volte-
rra, por ejemplo, pierden su intrincada notacion, porque es
innecesaria, y se manejan con la misma sencillez que las viejas
funciones de variable real. El campo de la variable es un espa-
cio métrico o topoldgico segun la indole de las conclusiones; y
al estudiar la magistral obra de Hahn, Reellen Funktionen
(Leipzig, 1932), donde se desarrolla sistematicamente esta bella
Teoria de funciones, uno llega a olvidarse de la enorme gene-
ralidad de las conclusiones obtenidas con elegancia suma y sin
prolijos calculos. Alun puede variar la funcién en un espacio
abstracto y se tienen las «aplicaciones» con la terminologia de
Bourbaki, que por su depurada seleccion acabard imponién-
dose en todo el Mundo.

Volvamos, sin embargo, después de esta incursion fugaz
en el campo analitico, al origen de los entes abstractos; es
decir, a los criterios de equivalencia o igualdad. Cada igualdad,
o sea, cada relacion idéntica, reciproca y transitiva, da origen
a un concepto abstracto, cuando se prescinde de lo que no es
comun a los entes iguales. Esto, que lo aprendimos en el Ana-
lisis algebraico de Rey Pastor, es la clave de todo proceso de
abstraccion. Por otra parte, cada grupo de transformaciones o
correspondencias define una igualdad de cada objeto y sus
transformados. Los tres postulados del grupo no son ni mas ni
menos que los tres caracteres de la igualdad. Y reciprocamen-
te, cada igualdad define un grupo de transformaciones o co-
rrespondencias asignando a un objeto otro de sus iguales. Los
entes nacidos del criterio de igualdad son los invariantes en
las transformaciones del grupo. Una ciencia puede asi definir-
se como el estudio de los entes nacidos de un criterio de
igualdad o de los invariantes en las operaciones de un grupo.
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Asi definié Klein la Geometria del espacio intuitivo. Cuanto
mas amplio sea el criterio de igualdad; esto es, cuanto menos
exija a los entes iguales, mas abstracta es la ciencia, y cuanto
mas restringido aquél, mas concreto el sistema, mds préximo
a la realidad. El grupo mas sencillo es el formado por la ope-
racion unidad. El criterio de equivalencia es la igualdad abso-
luta o identidad entre una cosa y ella misma. Invariantes son
todos los atributos del individuo. La ciencia es entonces el
estudio especifico integral del ser elegido, como entidad indi-
visible. Es el que el buen clinico hace del enfermo. Este caso
limite para un espacio no es el estudio de sus figuras que
Klein propuso en su definicion de Geometria, sino el del espa-
cio total, de su métrica o su topologia, sin sumergimientos; es
justamente el que Klein no podia considerar, porque, cuando
dié su famoso Programa de Erlangen, no se conocian atn los
espacios abstractos, sino solamente el espacio intuitivo (eucli-
diano o no) y el estudio de éste como entidad indivisible per-
tenece a la Filosofia y no a la Geometria.

En Matematicas, el mas amplio criterio de igualdad es la
correspondencia biunivoca entre conjuntos, que da origen a
conceptos, de numero para los finitos y de potencia para los
infinitos. Por esto la Aritmética finita o transfinita es la mas
abstracta de las Matematicas.

Sigue el isomorfismo o igualdad algebraica, corresponden-
cia que conserva ciertas relaciones u operaciones, o sea que al
resultado de una operacion entre algunos elementos de un
conjunto hace corresponder el resultado de la misma entre sus
homologos. El isomorfismo mas sencillo es la semejanza de
conjuntos ordenados, que define los niimeros ordinales finitos
o infinitos. En cambio, la clasica correspondencia biunivoca
de Cantor, entre los puntos de un segmento y un cuadrado, es
biunivoca, pero no isomérfica; es aritmética, pero no alge-
braica; y menos, naturalmente, topologica o continua.
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Los teoremas de unicidad del Algebra se enuncian asi, sal-
vo isomorfismo, pues desde el punto de vista algebraico dos
sistemas isomorfos son equivalentes, y, a fuerza de manejar
esta equivalencia, se identifican los elementos homologos en
el isomorfismo.

Por esto H. Weyl, que era profesor de Analisis, decia que
vector z-dimensional es un conjunto ordenado de » numeros
y los fisicos opinaban algunas veces que Weyl era oscuro.

Los criterios de igualdad en la Fisica son, en efecto, mas
restringidos que el isomorfismo y agregan al concepto numé-
rico indicado de vector cualidades, abstractas todavia, pero
extrafias a la nocion algebraica de Weyl, o a la mas amplia de
elemento de un espacio E, sobre un anillo. Sin embargo, estos
mismos fisicos que repudiaban por abstracta tan elemental
nocién, no se paraban frente a identificaciones mucho mas
atrevidas; por ejemplo, la de gravedad con curvatura de un
espacio, cuando éste no es sino un diagrama genialmente ade-
cuado,; es decir, un modelo geométrico isomorfo de la realidad.

Hemos subrayado genialmente adecuado, porque ni la
ecuacion (#* +3° + 2' = £), que expresa la independencia
de la velocidad ¢ de la luz respecto del sistema coordenado de
referencia, ni otras de mayor peso, conducen inevitablemente al
sistema apropiado. Es la oportunidad en la eleccidn; es el sa-
ber siempre dénde van; es el llegar con métodos imperfectos a
resultados verdaderos; todo ello revela un talento en los fisicos
que suple con ventaja el retraso de los algoritmos matematicos;
es como el ojo clinico de los médicos, que no podran suplir
jamas los datos del laboratorio, por numerosos y minuciosos
que éstos sean. Por muchas coordenadas que se acumulen, el
fendmeno bioldgico necesita mas y un proceso humano mas
aun. Solamente los métodos de la Estadistica y el Calculo de
probabilidades seran capaces de suministrar soluciones en me-
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dida con olvido del caso individual, y a esta renunciacion hace
ya tiempo que se llegé en Fisica.

Los criterios de igualdad de la Fisica dan origen a las
magnitudes, cuando ademas se define la suma. Con la aritme
tizacion del Analisis dejaron de nombrarse las magnitudes y
s6lo se manejaron nameros; Unicamente en alguna literatura,
particularmente en la francesa, se conserva la denominacion
por elegancia; pero sobrentendiendo que ha de referirse siem-
pre a las medidas. Nueva abstraccion hizo prescindir de los
numeros, para considerar entes cualesquiera que cumplan cier-
tas condiciones, y las magnitudes vuelven a aparecer, pero
con otro nombre. Son los elementos de un grupo aditivo abe-
liano, normado y completo. La caracterizacion dentro de éstos
de las magnitudes absolutas escalares continuas, o sea, medi-
bles mediante los niimeros reales, exige condiciones mas restrin-
gidas que presenta en forma sencilla el Analisis algebraico de
Rey Pastor y con terminologia abstracta el Bourbaki (Libro III,
Cap. V. § 2). No es mal ejercicio para los fanaticos de la abs-
traccion a ultranza sopesar de vez en cuando la generalidad
lograda y ver si el plato que desecharon en el comienzo del
festin, no se lo ha servido de nuevo un habil cocinero, con
apetitosa guarnicion, para que se lo traguen deslumbrados por
brillante rdtulo.

La teoria de las clases de restos con que Kronecker logré
la descomposicion factorial de un polinomio, sin axiomas de
continuidad ni la adjuncién explicita de la unidad imaginaria
i=V =1, noes en el fondo sino una generalizacion de la
desechada teoria de los nimeros complejos, donde literalmente
se decia que dos expresiones complejas se consideraban como
equivalentes cuando diferian en un multiplo de 7? 4 1. La ad-
juncion de la raiz de 7*+ 1=o0 quedaba asi hecha, y la con-
tinuidad o discontinuidad era la que tuviese el campo de los
coeficientes.



-— 13 -

Otro ejemplo sencillo. La moderna teoria de las ecuaciones
lineales sobre pseudo-cuerpos, no conmutativos, que ha de
excluir, por tanto, el empleo de los determinantes, no es sino
el método clasico de resolucion de sistemas por sustitucién, y
el procedimiento para obtener las formas lineales independien-
tes es el injustamente desechado de las constantes indetermi-
nadas. Precisamente el teorema central de la independencia
sobre un pseudo-cuerpo ha tomado el nombre de teorema de
sustitucién de Steinitz, por su método de demostracién. Opor-
tuna generalizacion es, en cambio, no deducir las conclusiones
de la definicidn clasica de la independencia lineal, sino de tres
lemas claramente serialados en la ya clasica obra de van der
Waerden, Moderne Algebra, porque estos lemas y no aquella
definicion son verificados por los elementos algebraicos res-
pecto de un cuerpo, a los que asi pueden aplicarse sin reparos
las conclusiones de este fundamental capitulo del Algebra
abstracta.

La nocién de clases de restos parece que procede de Gauss,
que introdujo la notacién a = 4 (mod »). Como prueba de la
importancia que puede tener una adecuada notacion, se han
atribuido a esta de Gauss virtudes heuristicas, incluso para el
descubrimiento de los sistemas de caracteristica p, donde las
ecuaciones de congruencia (mod p) son ecuaciones ordinarias.
Mas bien seria al contrario: que Gauss tuviese clara idea de la
analogia entre ambos tipos de ecuaciones y eligiese por esto la
notacion.

En Matematicas, como en Mdsica, el simbolismo es funda-
mental, pero mejor para exponer que para descubrir. El compo-
positor concibe la melodia por inspiracién y después la escribe
en el pentagrama para que el instrumentista pueda reprodu-
cirla. Los conceptos y relaciones de la Matematica se conciben
generalmente antes de expresarlos en calculos; precisamente
esta labor resulta casi siempre desagradable, aunque altamente
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provechosa, por los errores que permite descubrir y que des-
-graciadamente subsisten muchas veces, incluso después de la
completa redaccion. La lectura exige la traduccién inversa,
casi tan molesta como la directa, hasta el punto de que lecto-
res con fuerza creadora prefieren muchas veces hacerse por
su cuenta las demostraciones.

Prescindir de esta traduccién en la lectura, pero por con-
fundir las Matematicas con el simbolismo de los libros, es el
error de malos profesores, que son los responsables de la re-
pulsién y el desprecio que el gran publico siente en general
por la Aritmética y el Algebra; atenuado, en cambio, para la
Geometria por el auxilio de las figuras. Esas exposiciones bri-
lantes en que el alumno pasa los términos de un miembro a
otro, quita los denominadores y despeja la incdgnita, incluso
deriva e integra impecablemente, sin equivocaciéon y sin sa-
berse formulas de memoria, son, sin embargo, tan esttpidas
como un examen de piano en que se recitasen una a una y
por sus propios nombres las notas y silencios del pentagrama.

Hay casos naturalmente en que la notacion desempeiia
papel esencial. Uno de ellos es el de las matrices y el calculo
tensorial; pero, aun aqui, la distincién entre matrices y tenso-
res solo se logra cuando no se olvida impunemente el signifi-
¢ado geométrico de los elementos y su comportamiento espe-
cial en las transformaciones de coordenadas. Y la profundidad
de los métodos de Elie Cartan, que alin siguen siendo fuente
inspiradora de matematicos actuales, se debe precisamente a
que atendié siempre en sus creaciones mas al hondo sentido
geometrico que al enmaranado simbolismo.

El teorema de Kronecker, mencionado antes incidental-
mente, logra la descomposicién en factores lineales de un po-
linomio irreducible dado en el cuerpo ampliado con las clases
de restos respecto del mismo. Konig llega al mismo resultado
con método isomorfo, naturalmente, mediante hipercomplejos
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de 2= componentes, que pueden considerarse como los coefi-
cientes del polinomio representante de cada clase. Pero un
teorema que sustituya al llamado teorema fundamental del
Algebra, demostrado por Gauss, exige mucho mas: que no
so6lo uno, sino todo polinomio con coeficientes del cuerpo
dado, admita descomposicion en factores lineales en un cuerpo
ampliado de aquél; o dicho brevemente, que todo cuerpo pue-
da ser ampliado hasta convertirse en otro resoluble mediante
la adjuncién de nuevos entes algebraicamente definidos. Esto
fué logrado por Steinitz en su transcendental Memoria Erwerte-
rung der algebraischen Korper («Teubner», 1910). El Algebra
quedd asi emancipada del Analisis. Pero, desgraciadamente, en
la demostracion de este preciso aserto, se utiliza la induccion
transfinita, y, por ende, el postulado de Zermelo, para probar
que el cuerpo dado esta bien ordenado. Y podemos repetir que
si los algebristas han conseguido con ideas geniales hacer el
Algebra independiente del Analisis, ha sido a costa de recur-
sos mas sospechosos que las cortaduras y las sucesiones del
Continuo.

El gran mérito de la Memoria de Steinitz no se limita
evidentemente a la demostracion de este discutible teorema.
La trascendencia de esta obra es que contiene el primer estu-
dio exhaustivo de los cuerpos abstractos y sus ampliaciones
algebraicas y trascendentes, con el proposito consciente, carac-
teristico de la Matematica del siglo xx, de alcanzar la maxima
generalidad aquilatando el minimo de los postulados. No va-
mos a intentar aqui, naturalmente, el bosquejo siquiera del
imponente desarrollo del Algebra moderna. Hay colegas espa-
fioles que pueden hacerlo con plena autoridad. Nos limitare-
mos a citar como magistral exposicion del estado actual del
Algebra los tomos 1V, VI y VII de Bourbaki, y sefialaremos
solamente, fieles a nuestro objeto, algunos jalones esenciales
en el proceso de abstraccion creciente.
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Steinitz partié de la teoria de las magnitudes algebraicas,
que Kronecker desarrollé en campos numéricos. A partir de
1920, matematicos de primera fila, E. Noether, Krull, Artin
Hasse, Brand, etc., han ampliado a los anillos y cuerpos abs-
tractos las teorias de ideales de nimeros algebraicos de Dede-
kind y la teoria de Galois sobre cuerpos de numeros. Por otro
lado, Cayley, Speiser, Deuring, etc., han creado la teoria de gru-
pos abstractos, partiendo de los grupos finitos de sustituciones
y de los grupos continuos de Lie. E. Noether, Hasse, Chevaley,
Deuring, etc., estudian los cuerpos de clases, ampliando las
leyes de reciprocidad, el teorema del género, etc.; Wedderburn,
Albert, Brouwer, Witt, etc., han analizado exhaustivamente las
algebras de division con coordenadas de cuerpos abstractos.

El Algebra del siglo xx aparece asi como el resultado de un
proceso de abstraccion sobre teorias del siglo xix, identificadas
por isomorfismo y ampliadas al maximo compatible con un
aquilatado minimo de postulados. De tal identificacion por
isomorfismo surge la nocidén de estructura algebraica, que
G. Birkhoff y A. Ore han ampliado con nueva abstraccién al
observar que las analogias de teorias diversas surgen cuando
se prescinde de los elementos y se consideran sélo las relacio-
nes entre subconjuntos privilegiados, como los ideales de los
anillos, los subgrupos invariantes, los moédulos caracteristicos
de los sistemas modulares, etc.

Actualmente se denomina esfrucfura a todo sistema de en-
tes con relaciones u operaciones definidas mediante axiomas,
Yy, por esto, la denominacion de estructural parece la mas ade-
cuada para la Matematica moderna. La nocién general de
estructura suministra una solucién al viejo problema de la
unidad de la Matematica con recursos exclusivamente mate-
maticos, sin ligarse a ningun sistema filosofico, como en las
tentativas desde Platén, Descartes, Leibniz, Kant, etc., hasta
los logisticos del siglo x1x; y sin partir de ideas a priori sobre
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las relaciones de la Matematica con el doble Universo del
mundo real y del pensamiento.

Hay en primer lugar tres estructuras madres o simples:
Las algebraicas definidas por operaciones de composicion:
grupos, anillos, cuerpos, etc. Las de orden, donde se define la
relacion de posterior, sin que necesariamente dos elementos
tengan que ser comparables; es decir, necesariamente uno
posterior al otro; cuando esto sucede se llama el conjunto to-
talmente ordenado, y bien ordenado, cuando todo subconjunto
tiene un primer elemento (no posterior a ningGn otro del mis-
mo). Las estructuras topoldgicas, en que se define la nocién
de vecindad, aproximacion o entorno. Estas estructuras ma-
dres se combinan y producen las estructuras muitiples: Topolo-
gia algebraica (estructura topoldgica con leyes de composicion);
Algebra topoldgica (estructura algebraica de operaciones con-
tinuas con la topologia admitida); la combinacién de una
estructura algebraica con otra de orden da origen, por una
parte, a las teorias de divisibilidad y de ideales, y por otra, a
la integracion y a la teoria espectral de operadores, etc. Este
ha sido el soberbio criterio organizador de la gran obra de
N. Bourbaki.

Quedan, sin embargo, problemas importantes del Algebra
clasica que todavia no ha resuelto el Algebra moderna con su
exuberante desarrollo. La existencia en el cuerpo de los nume-
ros racionales de ecuaciones sin afecto; esto es, cuyo grupo de
Galois sea el simétrico, fué demostrada en 1892 por Hilbert
con recursos transcendentes. Posteriormente, Schur (J. D. M.V,
1920), Furtwingler (M. A., 1922), Bauer (M. Z., 1923) y Ore
(M. Z., 1024), dieron diversos métodos puramente algebraicos
para la construccion de ecuaciones con coeficientes racionales
y sin afecto en el cuerpo de éstos o en otros mas amplios. En
un cuerpo abstracto que sea ampliacion por cociente de un
dominio de integridad con elemento unidad y teorema de uni-
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cidad de la descomposicion factorial en ideales primos se
pueden construir ecuaciones sin afecto, como puede verse en
la obra de van der Waerden Moderne Algebra (T. I, 2.7 edi-
cién, pag. 200). Pero ni aun limitandose a coeficientes raciona-
les, la generalizacion para un grupo cualquiera; es decir, la
existencia de ecuaciones con grupo de Galois prefijado es un
problema no resuelto conocido con el nombre de problema
de Noether, que lo propuso el afio 1917 en Mathematische
Annalen (T. 78). Lo que hace mas dificil e interesante el pro-
blema general este que cada solucién para el grupo simétrico
tiene un método particular y todas utilizan propiedades espe-
cificas de este grupo simétrico. Probablemente serd necesario
un estudio profundo de cada grupo de sustituciones, que para
el simétrico se hizo con motivo de la demostracién de los teo-
remas de Ruffini y Abel sobre la irresolubilidad por radicales.

Este problema clasico, no resuelto, de la estructura de los
grupos finitos ha adquirido nuevamente interés al introducirse
éstos en la Mecanica cuantica poco después de 1930.

La aritmetizacion del Analisis, mencionada antes acciden-
talmente, aclaré conceptos y precisé ideas con maravillosa
exactitud; pero produjo, en cambio, serias perturbaciones en
algunos capitulos de esta ciencia. La nocidn euleriana de suma
de una serie se sustituyd por la convergencia puntual en que la
funcion suma de una serie funcional se forma con las sumas
de las series numéricas (convergentes o no) en los distintos pun-
tos del campo. Sugestiva definicién es ésta por su generalidad
y sencillez, pero que no acarrea pocas dificultades incluso pa-
ra las series convergentes. l.a teoria de las series trigonométri-
cas, por ejemplo, llena de excepciones y prolijos teoremas,
solo se torna armonica y sencilla cuando la convergencia
puntual se sustituye por la convergencia en media cuadratica
o mediante distancia en el espacio de Hilbert.

Esta asociacion (de tipo euleriano en el fondo) de una fun-
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cion en bloque a una serie con la intervencién simultdnea de
todos sus valores, como en el caso indicado de las trigonomé-
tricas (o de funciones ortogonales en general) y en el de las
asintdticas o adherentes, segliin sean potenciales o de Dirichlet,
se considera hoy mas natural que Ja sumacion punto por pun-
to. Cada tipo de serie funcional tiene asi su nocioén natural de
convergencia, que podrad enunciarse en ciertos casos mediante
una oportuna métrica o topologia. La coincidencia de tal fun-
cién con la obtenida mediante la sumaciéon puntual pasa a ser
una ley formal, que como cualquiera otra puede subsistir solo
en parte en la generalizacion al transponer la convergencia
ordinaria.

En repetidas ocasiones hemos expuesto nuestra opinién de
que si Poincaré, con su autoridad, hubiese establecido la deter-
minacién de la funcién y la derivacion de sus series asintéticas
en el campo complejo, en vez de comprobar lo contrario en el
campo real mediante sencillos contraejemplos, hubiese sido la
convergencia asintética y no la puntual la que hubiese preva-
lecido en el Analisis matematico para las series de potencias y
sus generalizaciones.

La determinacién de la funcién se consiguié después para
funciones holomorfas en campos adecuados mediante una ma-
yor adherencia o aproximacion de la funcion a las secciones o
sumas parciales sucesivas de la serie, y la derivacion no fué
dificil restablecerla, incluso conservando aquélla. El genio mas
grande de la Matematica en la primera mitad del siglo actual,
segln opinion de Hadamard, dejd, pues, en esta modesta teo-
ria tan profunda huella como en todas las ramas de la Ciencia
donde trabajé.

Una de las mas solidas conquistas de la aritmetizacion del
Analisis, terminada por Weicrstrass, es la definicion rigu-
rosa del Continuo mediante cortaduras, sucesiones o cualquicr
otro proceso equivalente. Asi quedaron resueltas las dificulta-
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des que encontraban los creadores del Calculo infinitesimal al
definif el paso al limite. Sin embargo, este paso al limite es in-
suficiente para nociones fisicas elementales e incluso para la
nocién de integral. Sirven, en cambio, los llamados limites di-
rigidos, que G. D. Birkhoff di6 en el congreso de Oslo de 1936,
por necesidades de la Topologia y del Algebra moderna, y que
ya han pasado a los libros de texto. La sencilla aplicacién a la
nocién de densidad de un flaido, por ejemplo, evita la aparien-
cia artificiosa de la acertada definicién de Prandlt, la cual aco-
ta inferiormente los volumenes elementales para que éstos
contengan suficiente nimero de moléculas, siendo a la vez
suficientemente pequefios dentro del orden de aproximacion
admitido.

Este es un caso tipico, y como tal lo hemos traido aqui, de
una nocién mas general y abstracta que ha servido simulté-
neamente en la mas pura Matematica y en la Fisica elemental.
La idea del limite dirigido, pareja de la de estructuras de Ore,
no es en el fondo, sino una afortunada abstraccion del sencillo
artificio de la tercera subdivision, que ya empled Cauchy en su
definicion elemental de la integral de una funcién continua,
para comprobar la independencia del limite respecto de la ley
de particiones y subdivisiones sucesivas del intervalo.

El mismo concepto del rigor que parecidé definitivo e in-
conmovible a raiz de la célebre conferencia de Poincaré sobre
la aritmetizacion del Analisis, ha perdido ya su pedantesco
absolutismo; y los matematicos se conforman ahora con que
sus demostraciones sean rigurosas en el estado actual del rigor,
ajustandose al credo intuicionista o al zermelista, segun la in-
dole de las conclusiones, o sea, en definitiva, a los postulados
elegidos, sean de la Logica o de la Matematica.

Hasta la nocién general de funcién de Dirichlet, que quedd
establecida en forma al parecer definitiva, por lo menos para
variables numeéricas, ha tenido que ser modificada por necesi-
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dades de teorias fisicas y matematicas. Mediante ampliaciones
por un lado y restricciones por otro se trata de alcanzar a to-
das las aplicaciones y a la vez suprimir las excepciones que
pusieron de manifiesto los contraejemplos de Riemann, Weiers-
trass, Cantor, Koch, etc., que caen dentro del tipo de los que
Borel calificé irénicamente de malintencionadamente prepara-
dos. Tales ejemplos cumplieron ya su trascendental misién cri-
tica; pero perduraran probablemente los profundos métodos
empleados para construirlos: principio de condensacién de sin-
gularidades, proceso diagonal, expresiones decimales de base
tres, etc., etc.

Por un lado, los intuicionistas de la escuela mas exigente
restringen tanto la nocion con sus austeros postulados, que
toda funcidn resulta uniformemente continua en un intervalo,
y toda sucesion convergente en cada punto de éste es unifor-
memente convergente en él. Esto ya es demasiado.

Mas éxito ha tenido, por otro lado, la modificacion de Lo-
renzo Schwartz. La teoria de las distribuciones es un modelo
de abstraccion oportuna y fecunda. Ha sabido extraer el subs-
tractum comun a conceptos aparentemente tan dispares como la
funcion de Dirac, las soluciones discontinuas de las ecuacio-
nes hiperbdlicas de la Aerodinamica supersonica y las partes
finitas de Hadamard en las integrales divergentes, para no
citar eruditamente otras mas complicadas, aunque no de me-
nor interés. Se consigue esto mediante la regularizacion, o, si
se nos permite, la naturalizacion, que produce una integracion
oportuna.

Cada funcién sumable Lebesgue define una masa, o, si se
quiere, una medida de Radd, absolutamente continua, que es el
valor de su integral en el intervalo; y reciprocamente. Cada
masa define a su vez un funcional lineal en el espacio C de las
funciones continuas en (— o, + %) y nulas fuera de un inter-
valo finito cerrado, o, mas general, con soporte compacto en
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E,; y reciprocamente, segtin un conocido teorema de F. Riesz.
Se tiene asi una representacion de las funciones sumables Le-
besgue por los funcionales de este espacio C definidos por
masas absolutamente continuas. La cual es biunivoca si se
identifican entre si las funciones que sélo difieren en un con-
junto de medida nula; y esto constituye ya un primer paso de
abstraccion con el que se eliminan diferencias antinaturales
que hasta ahora exigen para su construccion el axioma de Zer-
melo. Pero es que, ademds, tal representacion puede ampliarse,
incluyendo las masas que no son absolutamente continuas; es
decir, que no se obtienen como integrales de Lebesgue, entre
las que se cuenta como la mas sencilla la de Dirac. Y como
dicha representacion es un isomorfismo respecto de las opera-
ciones lineales y el paso al limite con la topologia especifica
del espacio C, se identifica la masa con el funcional que defi-
ne sobre C. La nocién de funcion queda asi ampliada por un
lado con la inclusion de masas discontinuas y restringida por
otro con la exclusion de las funciones no sumables Lebesgue y
de las diferencias entre éstas sobre conjuntos de medida nula.

Si el espacio C de las funciones continuas se sustituye
ahora por el mas restringido D de las funciones indefinida-
mente derivables y también con soporte compacto en E,, el
espacio dual formado por los funcionales lineales en®l se am-
plia. Estos funcionales lineales en D son las distribuciones.
Constituyen una nueva generalizacion de las funciones que
permite incluir conceptos fisicos, ccmo los de doblete o dipo-
lo, no alcanzados con la ampliacion anterior. Y, ademas, tienen
las propiedades sencillas de las antiguas funciones, que se per-
dieron con Riemann y Dirichlet: nunca carecen de derivadas
sucesivas y éstas son independientes del orden de derivacion,
no exigen distincion entre series trigonométricas y de Fourier,
dan las soluciones discontintas de las mencionadas ecuaciones
hiperbolicas de la Aerodinamica supersénica y de otros impor-
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tantes capitulos de la Fisica matematica, tienenﬁaplicaciones en
la Topologia algebraica y en muchas otras teorias que de dia
en dia van encontrando escuelas enteras de matematicos con-
temporaneos dedicados a esta fructifera labor.

Saliendo al paso de posibles objeciones a la teoria de
Schwartz, advertiremos que la identificacién indicada de sen-
cillas nociones fisicas, como la elementalisima de dipolo, con
funcionales lineales en D, no es mas atrevida que la ya men-
cionada, corriente en la Relatividad, entre fendémenos tangibles
de la Naturaleza con invariantes de espacios no euclidianos, y
tantas otras usadas en la Mecanica ondulatoria y en toda la Fi-
sica matematica.

La célebre pseudo-funcion de Dirac es un ejemplo tipico de
esa intuicion de los fisicos, que nos admira y antes comenta-
bamos, de llegar a buen término por caminos dudosos. Dirac
sabia que no manejaba una funcién, en el sentido que le daban
entonces los rigurosos matematicos, sino una generalizacion
para el continuo del simbolo de Kronecker, usual en las matri-
ces 4,, =0 para m+ny o, =1 para m = n. Sin embargo
la manejaba; y no se equivoco. Después se han hecho muchos
ensayos rigurosos, mas o menos afortunados en cuanto a natu-
ralidad y sencillez, para encajar la nocidon de Dirac en una u
otra teoria matematica; pero todos han sido para comprobar
las conclusiones, ninguno para rectificarlas. La superioridad en
este punto de la teoria de Schwartz no esta en su sencillez, que
para este objeto especifico puede indudablemente superarse,
sino en obtener la ¢ de Dirac como derivada de la funcion de
Heaviside del calculo operacional, dandole el puesto que le co-
rresponde dentro del Analisis matematico: el de un ejemplo sen-
cillo, importante en Fisica, de una teoria en general. El lenguaje
empleado en ésta nos podra resultar desagradable a los apegados
a la Matematica clasica; pero no es menor la dificultad de leer
libros en un idioma mal conocido, y cuando hace falta, se leen.
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En el articulo que publicd Schwartz en la Revista francesa de
Telecomunicacion, cuando todavia ocupaba un oscuro puesto
en la Facultad de Ciencias de Nancy, se ve el origen de la teo-
ria sin bagaje abstracto.

En Geometria, la abstraccién se remonta a los griegos al
menos. Las figuras de Euclides son abstracciones de cuerpos
materiales y el espacio intuitivo de su Geometria es una abs-
traccion del espacio real. El primer paso hacia la concepcién
de un espacio abstracto es indudablemente la Geometria no
euclidiana, donde, al prescindir de un postulado de intuitiva
evidencia, se rompe con la concepcion de Platén y se emanci-
pa la Matematica de las ideas filosoficas de Kant. El matema-
tico dejé de ser el biografo de vidas reales para convertirse en
el novelista que crea tipos con su fantasia. Pero esta fantasia,
inherente a toda creacién del espiritu, tiene aqui un restringi-
do limite, impuesto por las relaciones con otras teorias, por el
contacto con el fenomeno matematico natural.

Frente al matematico de tipo técnico que, ceiiido ddcil-
mente a una técnica bien aprendida, resuelve los problemas
abordables con ésta; frente a este tipo Util pero de inferior cali-
dad, esta el matematico naturalista, si el equivoco cabe, que se
enfrenta sin perjuicios con el problema. y, observando el fenome-
no matematico como un experimentador que interroga a la Na-
turaleza aplica o crea, cuando aiin no existe, el artificio técni-
co adecuado a su resolucion. Es el caso de Newton, que inven-
ta el Calculo infinitesimal para aplicar sus leyes universales y
fundar la Mecanica Celeste; el de Einstein, que acopla y per-
fecciona el Calculo diferencial absoluto (creado por Ricci y
Levi Civita) para formular sus conceptos de la Relatividad; el
de Descartes, Fourier y Lagrange, con sus métodos analiticos;
el de Laplace, al iniciar el Calculo de Probabilidades; los de Hil-
bert y Poincaré, en todo el curso de sus colosales creaciones.
Es el caso de Stieltjes, el astronomo, que inventa una nocion
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de integral para manejar mejor el valor de las fracciones con-
tinuas convergentes equivalentes formalmente a sus series
potenciales de radio nulo. El de Cantor, con su teoria de con-
juntos. Son Jordan y N. Bohr, que introducen las nociones de
variacion acotada y cuasiperiodicidad para dar soluciones ele-
gantes a los respectivos problemas de la rectificacion de curvas
y de la representacion por series de Dirichlet. Del mismo tipo
son Borel, Lebesgue, Denjoy y Carleman, en cuyas Memorias
se ven manar las ideas con sorprendente naturalidad, y Frechet,
que para abordar un problema ergddico crea las funciones
vectoriales asint6ticamente cuasiperiddicas, y tantos otros que
harian interminable esta pesada enumeracion.

Otras veces, en cambio, se procedi6 a la inversa. El calcu-
lo infinitesimal se aplico a problemas geométricos, porque ya
estaba hecho; y hasta mucho mas tarde no se analizd su insu-
ficiencia, que bien patente puso de manifiesto la conocida anéc-
dota del papel arrugado de Lebesgue, que nos recordaba fre-
cuentemente nuestro maestro D. José¢ Alvarez Ude en su clase
de Geometria Descriptiva, como ejemplo palpable de superficie
desarrollable no incluida en los tratados aparentemente exhaus-
tivos del pasado siglo; porque desde luego no tiene las deriva-
das parciales exigidas en estos libros. Del mismo modo en
nuestro siglo, deslumbrados por los ¢xitos de topdlogos y alge-
bristas de primera fila, matematicos mediocres, pero trabajado-
res a destajo, han creado espacios abstractos a voleo, sin otro
criterio en la eleccion de postulados que el comodo fluir de las
demostraciones. Magnifica cantera de tesis doctorales no ex-
plotada por fortuna en Espafa. Parece, sin embargo, que la fie-
bre ha pasado; y ya, cuando se introduce un nuevo espacio, se
cuida el autor de indicar sus aplicaciones (tedricas, naturalmen-
te) incluso en el titulo de la publicacién. También se trato al
parecer, por Menger y sus discipulos, de remediar la insufi-
ciencia del Calculo infinitesimal con los llamados métodos di-
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rectos de la Geometria diferencial, pero desconocemos el éxito
alcanzado por estas investigaciones.

Un ejemplo tipico sencillo de problema naturalista y no
técnico: ¢por qué son los valores principales de las integrales
los que dan la interpretacion correcta del fenémeno fisico de
acuerdo con ulteriores comprobaciones experimentales? Tal
acontece en las formulas de Poincaré para el calculo de las
velocidades en funcion de los torbellinos o, si se prefiere del
campo eléctrico mediante el magnético. También es valor
principal el que figura en la ecuacion integro-diferencial de
Prandlt en la teoria del ala de envergadura finita, y tantos
otros que se podrian citar. '

Segun nos dijo Terradas, hay mas de cien métodos (seiial
de que ninguno es dptimo) para resolver aproximadamente es-
ta ecuacion clasica de la ya vieja Aerodinamica subsoénica; es
decir, para calcular la circulacion en funcién de la velocidad
horizontal, la envergadura y la profundidad del perfil. Quien
conozca esta ecuacion vera inmediatamente que la integral de
valor principal es la suma de Stieltjes de una serie en poten-
cias negativas de la variable con coeficientes iguales a los mo-
mentos de ordenes sucesivos de dicha circulacion. Como ésta
figura en el primer miembro, se tiene asi un desarrollo formal
en serie de potencias negativas de la circulacion buscada, que
da, como es sabido, la forma de la planta del ala. Tomando un
numero finito de momentos resulta asi una expresion aproxi-
mada de la planta. La cuestién experimental interesante es in-
terpretar fisicamente estos momentos sucesivos; ver como in-
fluyen en el comportamiento del ala, probablemente en su
movilidad, en la variacién de esta movilidad, etc. Las balanzas
aerodinamicas que vimos cuando teniamos contacto con estas
cuestiones, solo registraban los tres momentos clasicos (guifa-
do, picado y balanceo) de primer orden. Desde entonces los
progresos de la Aerodinamica han sido grandes. Para quien
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los ha seguido de cerca indicamos este procedimiento de deter-
minar la planta del ala en funcién de las caracteristicas que se
esperen de ella, segin los momentos de drdenes crecientes; en
vez de proceder al revés, como se hacia en los ciento y pico
métodos mencionados.

Puesto ya a especular, porque no todo va a ser abstraer,
sobre tipologia de los matematicos, merece senalarse quiza la
diferencia entre el que se enfrenta con un problema previo y
hasta que lo resuelve suspende toda otra publicacion personal,
y el otro, mas sensato, que investiga sin meta prefijada y pu-
blica los resultados que va obteniendo buenamente, a veces
orientado por sugerencias provechosas de lecturas en Memorias
ajenas. Aparte de la gallardia que supone siempre un desafio,
el primer sistema no es tan infecundo como a primera vista
parece; el afinamiento de los métodos ante un problema con
dificultades serias lleva normalmente a conclusiones mas fe-
cundas que la comoda aplicacion a problemas mas doéciles de
los métodos consagrados. El resultado alcanzado es con fre-
cuencia una solucién cortita; a veces, un ejemplo; pero no im-
porta, que ya vendran los generalizadores a recoger el fruto y
a escribir muchas paginas, olvidando, con ceguera optimista o
catatimia, que entre los resultados generalizables y las genera-
lizaciones rara vez la eleccion es dudosa.

Para citar un solo ejemplo concluyente: los ideales. Nacio
la teoria de ideales de los esfuerzos znutiles de Kummer para de-
mostrar el ultimo teorema de Fermat, los cuales indujeron a
Dedekind a generalizar la divisibilidad para los numeros alge-
braicos enteros. Hoy, bien organizada por Noether, Krull, etc.,
la teoria de ideales ocupa una posicién central en el Algebra
abstracta y en la moderna Geometria algebraica.

Incidentalmente hemos tratado antes peyorativamente el
afan de generalizar por generalizar. [.a generalizacion es fe-
cunda, creadora, cuando es abstraccion de detalles inutiles,
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conservando el método, la estructura esencial. Generalizacién
del teorema de Gauss sobre los poligonos regulares construi-
bles con regla y compas es el teorema fundamental de Galois
sobre ecuaciones resolubles por radicales, y de éste, la teoria
general mediante adjuncion de resolventes cualesquiera, bind-
micas o no. Del sencillo problema del péndulo surgieron las
integrales elipticas; su inversion did las funciones holomorfas
doblemente periddicas, y como generalizacion de éstas cred
Poincaré las funciones automorfas. Abstraccién genial es el
espacio de Hilbert, donde se identifican por isomorfismo las
matrices de Heissenberg y los operadores de Schriodinger de
la Mecanica ondulatoria, segin ha demostrado von Neumann.
Afortunada generalizacion de aquél es el espacio de Banach,
en el cual subsiste gran parte del Analisis clasico. Toda la
historia de la Matematica es una cadena de tales abstracciones,
porque las otras, las generalizaciones banales, mueren al na-
cer, sin dejar recuerdo.

El descubrimiento mencionado de Gauss a los diecisiete
afios; la introduccidn de las raices imaginarias de las ecuaciones
de congruencia por Galois a los dieciocho; su célebre manus-
crito a los veinte, la vispera de su muerte en un duelo sin im-
portancia; las Memorias de Abel y de Stieltjes, que murieron
jovenes (veintisiete y veintinueve afios, respectivamente); la
famosa tesis doctoral de Lebesgue y tantas otras de mejor cali-
dad que los ulteriores trabajos del mismo autor; todo ello se ha
venido esgrimiendo como pruebas con valor estadistico de la
precocidad de los matematicos, s6lo superada por los musicos.
Si se quiere buscar una explicacion, en lo poco que tienen de
explicable las creaciones originales, cuando todavia la investi-
gacion no era una profesion remunerada, tal vez se encuentre
en que el descubrimiento matematico por su misma abstraccion
no necesita los afios de experiencia que la adquisicion de un
sentido fisico, estadistico o clinico. La férmula esquematica
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seria: a mayor abstraccién, menor experiencia. Prudente es,
sin embargo, poner en cuarentena conclusiones que ni aun un
minucioso examen de la Historia podria establecer; y mejor
aun, tomarlas como comodin para descansar a gusto una tem-
porada, totalmente apartados de la Matematica, con la alegre
esperanza de que al retorno se habrd recuperado algo de la
juventud que se fué.

A las inspiraciones juveniles ha de seguir el reposado y
tenaz trabajo de la madurez. El mismo Gauss, segin confe-
sion propia, empled unos cincuenta afios en desarrollar las
inspiraciones que tuvo antes de los veintiuno, y muchas
quedaron sin publicar. Parece ser que Einstein trato duran-
te toda su vida de perfeccionar con la teoria del campo
unico sus profundos descubrimientos hechos antes de los
veintiséis. Pero no se puede tomar como norma lo que ha
sucedido a los genios. Solamente, a lo sumo, recordar como
estimulo que incluso a los mejores matematicos les costa-
ron grandes esfuerzos demostrar sus teoremas, y que, por
tanto, sin una gran tenacidad verdaderamente obsesiva, no
debe esperarse alcanzar nada que merezca la pena de ser publi-
cado. Pretender cosechar grandes frutos con pequerio esfuerzo,
saltando agilmente de una teoria a otra recién inventada, es
como querer enriquecerse jugando en las rifas.

De entre las numerosas propiedades del espacio de Hilbert
que llenan densas monografias hemos destacado antes la que
demostré von Neumann en su Mecanica de los cuantos, medio
siglo después de ser inventado el espacio, por su analogia con
la recalcada aplicacion que encontraron las cdnicas en el tra-
bajoso descubrimiento de Kepler de las trayectorias de los as-
tros, y con la mas genial de los espacios de Riemann a la Re-
latividad, o con la de las formas hermitianas en Fisica cuantica
y otras muchas que se podrian rebuscar. Pero no para hacer
la apologia de las creaciones puras de la Matematica con olvi-
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do o desprecio de sus aplicaciones mas o menos tedricas, sino
al contrario, para sefalar el talento, la intuicion que hace
falta para idear teorias abstractas ttiles a la posterioridad. Es,
en definitiva, la dificil facultad de elegir, que, segin San Agus-
tin y Poincaré, constituyen la clave de la invencién y quién
sabe si incluso de la felicidad. En opinién de Hadamard, son
la belleza y la armonia que, actuando sobre el subsconsciente,
inspiran tales elecciones.

Una parte de la impresionante obra de Hilbert contiene ya
el germen de la Matematica del siglo xx. Su definicién de los
nimeros como entes cualesquiera sometidos a las leyes forma-
les del calculo es, salvo retoques inesenciales, una tipica defini-
cién del Algebra actual. En sus fundamentos de la Geometria,
Hilbert did el salto decisivo del espacio intuitivo a un espacio
abstracto formado por entes cualesquiera que verifiquen los
axiomas, y los primeros espacios no intuitivos (salvo, natural-
mente, los de las Geometrias no euclidianas) son los sistemas
numericos que alli propuso para comprobar la condicion esen-
cial de compatibilidad y la conveniente de la independencia re-
ciproca de los axiomas. Se planted asi la no contradiccion de
la Aritmética, que un siglo después demostré Godel que es
indecidible. Pero no sdlo en estas cuestiones de los fundamen-
tos; en las conferencias que dié el americano Moore, cuatro
afnos después de la comunicaciéon de Frechet ya mencionada,
se sefialan las funciones de infinitas variables y el espacio de
Hilbert como precursores del paso decisivo que di6 la Matema-
tica al comienzo del siglo. Otro tanto podria decirse de su pre-
cioso método de demostracion del teorema de la base en los
sistemas de invariantes y sizygias.

Frechet, sin embargo, procedié con absoluta originalidad.
Su célebre comunicacién de 1902 contiene una modesta gene-
ralizacion del teorema de Bolzano-Weierstrasse sobre el maxi-
mo de una funcién continua en un conjunto de los que él
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llamé compactos. Nada al parecer. Habia prescindido de la
condicién innecesaria de la acotacion del campo de la variable
para quedarse con la unica esencial: la existencia de un punto
de acumulacién en todo subconjunto infinito. Y aqui viene la
trascendental abstraccion: esta acumulacién puede definirse para
entes cualesquiera, aunque no sean puntos con coordenadas nu-
méricas. Después, en su libro Les espaces abstraits, introdujo la
nocién de distancia y clasifico los diversos tipos de vecindad
o acumulacion, e incluso dié un ensayo sobre el concepto de
dimensién para conjuntos cualesquiera. Habia fundado asi la
teoria de los espacios abstractos. Las contribuciones posterio-
res de Urysohn y Haussdorf, con sus mas afortunadas defini-
ciones de entorno, son perfeccionamientos de trascendental
interés y que, como tantas veces sucede en la Historia de la
Matematica, dejan grabados sus nombres en sustitucion del
propio del iniciador. La teoria de la dimension fué luego he-
cha por Menger y Brouwer con orientacion original totalmente
distinta de la de Fréchet.

La nocién elemental de proporcionalidad expresada en la
vieja ecuacion funcional de Cauchy conduce en los espacios
abstractos vectoriales, normados y completos o de Banach, a
la bella teoria de los funcionales lineales, donde con suma ele-
gancia se obtienen profundos resultados sobre sistemas de
ecuaciones lineales con infinitas incognitas, ecuaciones integra-
les, problema de los momentos, algoritmos de sumacidn, etc.
Los teoremas de F. Riesz, Steinhaus y Fréchet sobre la expre-
sién general de un funcional lineal en el respectivo espacio C,
Ly L (» > 1) mediante una integral de Stieltjes o Lebesgue,
a los que se llegd por etapas sucesivas a través de traba-
josas contribuciones originales de Volterra y Hadamard, se ven
ahora como la generalizacion natural de la ecuacion de la rec-
tay=Crolay=cx +cqx,+ ... +¢,x, del plano, que
resuelven la ecuacion funcional de Cauchy en el campo real o
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en el espacio euclideo E,, respectivamente. L.a inversién de
ciertas transformaciones integrales (Laplace, Fourier, Watson
Hankel, etc.) aparecen como generalizacién natural de la ele-
mental regla de Cramer de los sistemas lineales, y se tiene asi
una explicacion de la analogia de los nucleos en las transfor-
maciones directas e inversas. L.a idea de las distribuciones es,
en definitiva, la sustituciéon del sistema continuo o discontinuo
de coeficientes por la forma lineal completa que caracterizan.

Hay que suponer siempre, naturalmente, la continuidad o
la acotacién de las soluciones de dicha ecuacién de Cauchy,
que, como en el caso de variable real, son equivalentes. Las so-
luciones discontinuas en el campo real fueron obtenidas por
Hamel apoyandose en el axioma de Zermelo, y tal vez fuese
interesante la formacién de una base de Hamel en un espacio
abstracto; por ejemplo, de Banach o de Hilbert al menos, la
cual permitiria formar funcionales lineales no acotados.

Antes de terminar, quizd merezca sefialarse que la genera-
lidad de las hipdtesis, propias de los espacios abstractos, re-
percute inevitablemente en debilidad de las conclusiones, como
Klein advirtié a propésito de la Geometria proyectiva; y asi,
reduciendo la escala, sucedié que en toda la brillante y exten-
sa literatura sobre la integral de Fourier no encontramos un
solo teorema sobre su convergencia uniforme, el cual necesi-
tabamos para demostrar una solucion al llamado problema de
la representacion de la transformacion de Laplace. Cierto que
no fué dificil obtenerlo en unién de otros con la colaboracion
de Rodriguez Salinas, y al final logramos eludir su aplicacion.
Pero valga como un ejemplo mas no rebuscado. En la obra de
Bourbaki esta muy bien atendido el suministro de resultados
y teoremas particulares, expuestos en letra pequeiia con aplica-
cion de las teorias abstractas generales, y es que sus autores
son cultivadores entusiastas de la Matematica moderna, pero
no porque desconozcan y desprecien la clasica.



Toda la Matematica moderna, es decir, la del siglo xx, ha
nacido con el calificativo de abstracta. No somos quien noso-
tros para desautorizar un adjetivo que viene empleandose hace
cincuenta afios. Pero si podemos repetir (aunque suene a tau-
tologia) que abstracta es toda la Matematica. En la abstraccién,
como en la emocién y en la velocidad, no son los valores abso-
lutos, sino sus incrementos los que el hombre percibe. Y desde
luego, por grandes que resulten los actuales progresos de la
generalidad, no fué menor el enorme golpe de abstracciéon ne-
cesario para descubrir en el siglo xvii que la caida de una
manzana y el girar de la Luna sean efectos de una misma
fuerza universal.

Después de escrito este discurso; después de releido todas
esas veces que exige la impresién y que terminan por hacer-
nos odiosas nuestras propias publicaciones; después de todo
eso, nos asalta una duda; la misma que al principio; no es la
falsa modestia; sino, por el contrario, una duda orgullosa: si
nuestro deber no hubiera sido exponer lo que creyésemos el es-
tado actual de una teoria concreta, que desconociésemos menos.
Ya no tiene remedio. Ante el entuerto consumado, sélo cabe
afrontar la responsabilidad. En descargo podemos alegar que el
aburrimiento hubiese resultado entonces todavia mayor.
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SERORAS Y SENORES:

Una soleada mafana invernal, hace treinta afios, me depa-
ré inolvidable satisfaccién al subir muy pausadamente por la
calle de San Bernardo, después de cumplir mi tarea universi-
taria. La lentitud no era debida al empinado repecho, de cuya
existencia no me enteré hasta muchos aiios después, cuando
aflojaron mis energias; sino porque al andar iba corrigiendo
pruebas de imprenta; delicada tarea que exige parsimonia. Al
notar que alguien seguia discretamente mis huellas, me volvi,
sin reconocer al joven seguidor, que muy respetuosamente se
presenté como alumno mio de primer curso, pidiéndome hora
para hacerme consultas. Recordando que el reglamento de
nuestras gloriosas universidades medievales imponia a todo
profesor la obligacion de estar «media hora al poste» después
de cada clase, servicio que hoy seria mas necesario que nunca
para aclarar las dudas suscitadas, le invité a la confesion in-
mediata, y pronto se entablé un largo dialogo de preguntas y
respuestas que durd varias horas hasta llegar a mi casa, por el
camino mas largo posible, y con maxima lentitud, porque de
vez en cuando era preciso ilustrar el tema con algun croquis,
sobre la pared mas cercana.

Pronto vi que era un estudiante singular; ni una de sus
preguntas era ingenuidad de principiante, y algunas, mas que
dudas obtusas, eran criticas agudas. Trabajo me costd respon-
der a todas; y a una tuve que decirle: no puede usted entender
bien esa demostracion porque no es absolutamente rigurosa,
como usted las exige, y habré de mejorarla en otra edicion.



_38_.

Aquella manana venturosa quedd inscrita entre mis dias
felices. jPor fin —dije para mi— entre tantas centenas de alum-
nos, un discipulo!

Nacié Ricardo San Juan en Toledo, en vez de nacer en
cualquier otro paraje espariol; y en este sencillo hecho aleatorio
radica quizas su predestinacién para la creacién matematica.
Porque si bien era nula para todo parvulo inscrito en el bachi-
llerato de cualquier Instituto espafiol la probabilidad de oir de
algin profesor una frase de encomio de la investigacién o al
menos una alusion a la posibilidad de que en esta tierra de
misticos, dramaturgos y pintores, un rebelde a esta ley que
parecia racial se pusiera a ser creador matematico, esta proba-
bilidad existia estudiando en Toledo, donde tenia catedra el
Unico matematico espafiol de aquella época no comulgante en
la filosofia carlyleana, que asignaba a pocos semidioses el di-
vino don de la creacidn; con la fatalidad de que esos héroes o
semidioses nacian siempre al norte del Pirineo, como si nues-
tra Peninsula estuviera dejada de la mano de Dios, a pesar de
su religiosidad inveterada.

D. Ventura de los Reyes y Prosper, hombre de vastisima
cultura idiomatica, naturalista y arqueolégica, conocedor como
nadie de su Toledo, casi piedra a piedra, y autor de importan-
tes investigaciones sobre moluscos, sobre pajaros y sobre fosi-
les, que le valieron prestigio europeo, no era ciertamente el
unico matematico espariol de su tiempo que tenia ideas origi-
nales; pero D. Eduardo Torroja y D. Miguel Vegas las interca-
laban en sus textos impresos; y el mejor de mis maestros, que
aqui goza oyéndonos, las ocultaba timidamente entre sus pa-
peles; por el contrario, D. Ventura tenia la inmodestia y el
coraje de comunicarlas a sabios alemanes y rusos, con quienes
correspondia, de viajar para consultarles, y hasta de publicar
algunas en exoticas revistas; porque habia vencido el complejo
de inferioridad que acobardaba a casi todos los espaiioles, y
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porque ademas tenia cosas interesantes que decir en los varia-
dos sectores de su sabiduria.

La generosa exuberancia hispanica, disculpable por la pa-
triotica sed que todos sufrimos de compatriotas famosos, se
apresurard a calificar de genzo a este matematico precursor;
calificativo que haria sonreir a cualquier profesor ultrapirenai-
co al medir friamente el valor absoluto de las ingeniosas notas
elementales firmadas por nuestro colega toledano; pero mal
juez sera siempre ei que interprete en abstracto los hechos del
frio sumario escrito, sin interesarse por el caso concreto del
encausado, con todo su entorno de circunstancias vitales; y asi
resulta en este caso: que quien seria friamente calificado como
profesor corriente y normal, juzgado fuera de aqui, es en ver-
dad genzal, precisamente por ser zormal afuera y por tanto ex-
cepcional aqui dentro; por ser distinto de todos sus colegas; y
por parecerse a los hombres de otro mundo mas que a los del
propio.

Es claro que la accidon catalitica de D. Ventura habria si-
do estéril con otro muchacho; miles de ellos pasaron por el
aula del bondadoso maestro y no tenemos noticia de ningtn
otro matematico toledano; pero quizas tenia razon la desacre-
ditada Astrologia al hacer depender los grandes sucesos huma-
nos de una conjuncion feliz de dos o mas astros en el momen-
to de nacer; y las dos coyunturas favorables que presidieron
la venida a este mundo del segundo matematico toledano fue-
ron: la presencia de Reyes Prdsper, que lo inicié en la Mate-
matica elemental, y el cambio radical que se habia operado
hacia 1915 en la Universidad de Madrid, con la introduccion
de teorias y métodos modernos en la Matematica superior.

Al surgir en 1916 como por arte de magia varios trabajos
originales que, a pesar de su modestia, fueran acogidos muy be-
névolamente por la critica extranjera, quedd deshecho el male-
ficio que parecia pesar sobre el intelecto espaiiol, no solamente
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en opinion del bando llamado izguierdista, desde Echegaray
hasta Galdeano, sino también en la intima conviccion de Me-
néndez Pelayo, que al ensalzar el altisimo valor de la Ciencia
espafola en todos sus sectores, excluia prudentemente, como
excepcion inexplicable, la ciencia exacta, resignandose ante
nuestra incapacidad racial, piadosamente atenuada: «quiza la
genialidad esparfiola no tira tanto por ese camino» (¥).

Ese primer ensayo madrilefio hizo clasificar como paparru-
chas las absurdas, cuando no ridiculas, explicaciones de socid-
loges y filésofos, sobre la incapacidad hispanica para las mate-
maticas; y poco después qued6 demostrado que esa consoladora
realidad se extendia a los retofios ultramarinos, cuando repiti6
la hazana un grupo de muchachos argentinos que se presen-
taron en globo al Congreso Internacional de 1928 con sendos
trabajos, muy diversos, de Matematica superior, no sélo admi-
tidos y publicados integramente en las actas del Congreso, sino
favorablemente comentados por la critica, y frecuentemente
citados en memorias de famosos matematicos. Desde entonces
menudean en revistas extranjeras y actas de sociedades presti-
giosas, comunicaciones firmadas por aquellos nombres que
Echegaray echaba de menos en los siglos pasados y «que labios
espanoles pueden pronunciar sin esfuerzo». Pero estos éxitos,
ya vulgares de puro repetidos, dejaban todavia en el aire como
dudosa la posibilidad de que pudiera surgir un matematico
espafiol de categoria mundial, autor de memorias extensas y
profundas; y entonces se planteaba un problema estadistico: si
para producir un buen poeta hacen falta, segun la formula de

(® «Confieso de buen grado la inferioridad en esta parte: no lo da Dios todo a
todos». Ciencia Espafiola. 2.2 ed. p. 22.

«En el siglo xvi decaen los estudios matematicos y astronémicos». (Idem, p. 276).

«En todas las ciencias que en el siglo xvi estaban adultas y formadas tuvimes hom-
bres de primer orden... ;Qué nos falté, pues? Astrénomos y matemdticos, es decir, lo
que habiamos tenido en la Edad Media» (loc. cit. Nota).
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Girardin (*), cien poetas malos, ¢cuantos matematicos medio-
cres o discretos debemos producir para que surja uno bueno,
que no solo sea admitido, sino estimado, elogiado y tenido en
cuenta en el mas alto plano internacional de esta ciencia?

Ese acontecimiento se ha realizado ya desde hace algunos
afios, y no e€s nuestro nuevo compaiiero el Unico que ha esca-
lado ese alto peldaiio, antes considerado inaccesible para hom-
bres de nuestra sangre. Pero hoy debemos hablar de él, sin
digresiones.

Los primeros trabajos de San Juan fueron prolongacion de
los mios sobre el problema de las series divergentes, donde
con irreverente independencia de criterio contra la autoridad
de Borel, Pringsheim y Knopp, sali en defensa del concepto
euleriano de serie, convenientemente modificado. El apoyo
entusiasta del joven discipulo me animé a sostener ese punto
de vista en el Congreso de Bolonia, donde se impuso al fin, y
por eso escribe la frase «definitivamente rebatida», cada vez
que alude a la famosa objecion antieuleriana (**).

Afios después demostré su adhesiéon generosa trenzandose
en polémica con el prestigioso matematico suizo Ostrowski,
que habiendo sido precedido varios afios por San Juan en la
resolucion completa, rigurosa y mucho mas sencilla, del pro-
blema de Graffe sobre las ecuaciones algebraicas, no encontrd
mejor defensa que atacar mi sencillo lema inserto en las
«Lecciones de Algebra», en que San Juan apoyaba su teoria;
y en vista de la terca negativa del suizo a entender la recta
traduccion que San Juan le explicaba, éste le hizo exhibir en

¥y M. Menéndez Pelayo, Critica filoséfica. { pag. 22.

(**} «La cldsica objecion de Borel, Knopp, Pringsheim, ha quedado definitivamente
rebatida por Rey Pastor mediante una modificacién de la definicion de Eulers (Trab. I,,
pag. 123).

«Borel, Knopp, Pringsheim,... han rechazado rotundamente esta definicion de ori-
gen euleriano, presentando una ya cldsica pretendida paradoja; v es Rey Pastor quien
claramente la explica,...» (loc. cit, Nota).
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los amplios folios de «Acta Mathematica» (una de las mas
prestigiosas revistas del mundo) el discutido parrafo de mi
modestisimo libro de texto, con su traduccion alemana, redu-
ciendo a silencio al polemista.

Al exhumar hoy de pasada aquel lejano incidente, por ser
la primera ocasion en que puedo expresarle publicamente
gratitud, mi ruta me lleva a sefialar la importancia de ese cri-
terio demostrado por San Juan hace veinte afios, (cinco antes
que la complicada teoria de Ostrowski) criterio que agota y
clausura el problema de Graffe, como puede verse en la tltima
edicion de mi Algebra, donde no cupo imprimir el desarrollo
de la demostracion; pero ésta tuvo cabida en el mas volumi-
noso tratado del prestigioso profesor Vicente Goncalves, que
para incluirla tuvo que deshacer unas paginas de composicién
tipografica, donde habia desarrollado una solucién deficiente.
Y también puede verse extractada en la reciente memoria del
matematico hungaro Paul Turan (¥*).

Retrocediendo a los primeros trabajos, ¢l tema de tesis que
le propuse versaba sobre el apasionante problema de las series
divergentes de radio nulo. Que en el siglo xix ideara Weiers-
trass la prolongacion analitica de una serie, fuera de su circu-
lo de convergencia, dandole-sentido en todo el plano o al
menos en la estrella que después se llamé de Mittag-Leffler,
fué obra ingeniosa que podriamos decir humana; pero lograr
esto mismo partiendo de la nada, sin disponer de un dominio
de existencia, por minimo que fuese, como hizo Borel, es
creacion ex ntkilo, que podriamos decir cuasi divina.

(*) Paunl Turdn (Budapest): On approximative solution of algebraic aguations.—
Publicationes Mathematicae Debrecen. 1951-52, pigs. 26~42.

Sobre el método de Griffe (Ziirich 1837) después de citar el primer ensayo de Polva
en 1913 para darle alguna base tetrica dice: «The books ‘Lehrbuch der Algebra’ of
Fricke (1924) and ‘Vorlesungen iiber Algebra’ of Bauer-Bieberbach (1929) showec no
progress what so ever. After the result of Rey Pastor incorporated in his ‘Lecciones de
Algebra’ (I1 edition, 1932) the results of R. San Juan (1935) meant the first essential pro-
gress. His idea was found independently and cleary by A. Ostrowski in 1940,. ...



Por aquellos afios, en que conoci a San Juan, me ocupaba
yo de este problema, esbozando una teoria que llamé de pro-
longacion semtanalitica; pero el avance realizado por el joven
doctorando fué decisivo; pues, mediante una ingeniosa gene-
ralizacion del algoritmo de Stieltjes, resolvio satisfactoriamente
el problema propuesto. Pero la cosecha mas abundante la ob-
tuvo cuando vid que esta creacién de una funcion partiendo
de una serie de coeficientes cualesquiera, es decir, la conver-
sion de un algoritmo formal en algo tan visible y tangible
como es una funcién, aunque sea en el campo complejo (que
también es real, pero bidimensional), tiene su raigambre en la
teoria de la convergencia asintética de Poincaré, modificada
por Watson.

Calladamente, modestamente, casi clandestinamente, fué
ganando altura en la teoria de las funciones cuasianaliticas, y
en pocos arios el aguila se remontd hasta perderse de vista.
Nadie reconoceria el parentesco entre las funciones semianaliti-
cas que introduje hace treinta afios en el Congreso de Bolonia
para designar a las que estin determinadas por sus derivadas
angulares en un punto, y las clases que €l llama semzanaliticas
con significacion precisa y mucho mas compleja. Tan com-
pleja y erizada de tecnicismos, que explicarlo aqui seria cruel-
dad intolerable, no s6lo para el ptublico que ingenuamente nos
ha honrado con su asistencia, sabedor del nivel medio que
suelen alcanzar estas solemnidades, sino también para los pro-
fesionales no especializados en tales problemas. Quien se inte-
rese por ellos podra satisfacer su curiosidad en el Apéndice de
este discurso, donde explico sus repetidos analisis del intrin-
cado problema, hasta descubrir la imposibilidad de llegar a la
ansiada soluciéon de maxima generalidad, por veinte afios
perseguida.

Como compensacion halagiiefia, consiguio demostrar la
necesidad de la condicion de Watson; y expondré también en



— 44 —

ese capitulo adjunto otras producciones de San Juan, que lejos

~de indicar inconstancia o versatilidad, como es frecuente en
muchos investigadores, confirman la incorruptible fidelidad de
este enamorado a su musa de la divergencia. Fs media vida
consagrada a un problema central y a los problemas adventi-
cios relacionados con él, que se le han ido enzarzando en su
camino; en ese camino recto que se trazd hace seis lustros, y
de cuya eleccion entre infinitos otros posibles, no me declaro
inocente.

Desde que se consagroé al problema de Watson lo admiré,
pero ya no lo segui; celebré sus éxitos, pero dejé de interesar-
me directamente en sus problemas; y ésto por razones estéti-
cas. Hermosa cipula del Analisis moderno es sin duda la
teoria de las funciones cuasianaliticas; pero tal como ha sido
edificada por Carleman, estara siempre afeada por ese anda-
miaje de cotas y recintos inseparables de la construccion, que
ocultan la intrinseca armonia de sus conceptos. Después del
reciente esclarecimiento sobre la imposibilidad, que no permite
hacerse grandes ilusiones, me atraerd menos aun el problema;
pero de lejos seguiré admirando a este caballero del ideal, ca-
llado y solitario, que prosigue imperturbable su camino recti-
lineo, dejando de lado las actividades infecundas con que otros
llenan sus vidas, y desoyendo las mil incitaciones de un am-
biente adverso.

Esta consagraciéon exclusiva a un capitulo de la ciencia
habria sido imposible cuando San Juan iniciaba sus estudios,
y urgia a la vez preparar libros de Analisis moderno y pro-
poner temas de trabajo personal, abarcando el mas amplio
horizonte de vocaciones posibles. La dispersién de fuerzas era
fatal, para ocupar tantas disciplinas como habia vacantes; y
mayor aun lo fué en el tiempo de Echegaray, cuando ademas
de la Matematica y de la Fisica los mismos hombres debian
hacer ingenieria. Injusticia irritante seria pesar en la misma
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balanza la produccidon de los matematicos espaiioles anteriores
a San Juan, latifundistas por obligacion, con la de sus con-
temporaneos extranjeros que so6lo labraban a fondo su huerto;
o comparar a los concertistas virtuosos de un instrumento, fin
y plenitud de su vida, con nuestros habilidosos hombres-
orquestas.

Hoy tenemos ya matematicos creadores, fatalmente espe-
cialistas; y los hay, no sélo aqui, sino también en los dos paises
del Plata; y los hay, en Méjico y Pert por irradiacién del colo-
so norteamericano que generosamente les envia sus mejores
profesores (*). El maleficio hispanico ha sido deshecho; y muy
duradero y cerril habra de ser un gobierno inculto, para que
deje perecer en su pais esa vegetacion intelectual que ya se
propaga, y se perpetuard por si misma, si se cuida y estimula.

En todos estos paises de nuestra lengua, que significa de
nuestro mismo espiritu, ha encontrado la juventud la mas
adecuada palestra donde lucir sus destrezas y fomentar sus
optimistas esperanzas, en el doble escenario de la Topologia y
del Algebra, cuya estructuracion axiomatica y abstracta ha
sido realizada por un grupo valiosisimo de jovenes y semijo-
venes matematicos franceses rebeldes a la tradicion, bajo la
égida, no caprina sino humoristica (**) de Nicolas Bourbaki,
que encabeza como autor la colosal obra de esta colaboracion
singular, que se llama «Elementos de Matematicass.

Estos «Elementos», que vienen a sustituir a los de Eucli-

(*) Ademds de los jovenes y muy valiosos investigadores enviados frecuentemente
a ellos y al Brasil, como fermento de su juventnd, que después se traslada a EE. UU.,
han ejercido eficaz proselitismo, con sus viajes frecuentes. las figuras seiteras de
George Birkhoff v Marshall Stone.

(**) Para orientaci6n de quienes hayan oido repetir ese nombre en el discurso de
San Juan debo informarle que ese personaje, inexistente hoy, fué general famoso en la
desastrosa guerra franco-prusiana: famoso por su hazafia de salvar indemne a su ejéreito.
sin un sélo rasgufio prusiano, gracias a la original maniobra de atravesar los Alpes e

internarlo en Suiza.
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des, despiertan entusiasmo en la juventud, por ser ultramo-
dernos y revolucionarios, por esa pincelada de humorismo
juvenil que ostenta en la portada (aunque su contenido denso
y dificil no es para sonreir) y también precisamente por su
retorcida exposicién pedante, que se complace en complicar y
abstraer todos los conceptos; pues como lo expuesto son los
elementos, es decir, los conceptos primeros de la Matematica,
inteligibles sin cadena ninguna de conocimientos anteriores,
una vez captados por el principiante con cierto esfuerzo, los
considera tesoro suyo, y muy valioso, porque mas se estima
lo que mas cuesta; y ese derecho de propiedad se afirma al
saberlo defendido de ajenas asechanzas por el dragon del es-
pinoso tecnicismo. El estudioso del Bourbaki se transforma
asi en zaiciado, y el estudio en religion.

Agréguese la facilidad, para el menos inspirado, de formar
nuevas combinaciones de axiomas, felices o infecundas, y de-
ducir muchos teoremas, valgan lo que valieren; y la posibili-
dad de inventar nombres, mas o menos superfluos, pero siem-
pre altisonantes para cada peldafio, impresionando a los no
iniciados y autosugestionandose con la entrevisiéon de la in-
mortalidad, y se comprendera cuanto fascina a la juventud de
todos los paises esa nueva secta religiosa que se llama bourba-
kismo. Religion de iluminados y recitadores ad (itteram del
nuevo Coran (sin osar entenderlo, porque seria irreverencia),
que no debe confundirse con el estudio critico de lo mucho y
bueno que contiene esta nueva Swumma, debida al esfuerzo

conjunto de toda una valiosa generacién francesa (*); de igual

(*)» Como acontecié con el cantorismo, también habra de moderar ciertos excesos la
Summa de Bourbaki, cuya antipatia a la obra de Frechet le hace desechar y silenciar et
concepto de espacio compacto, que, en la forma amplia adoptada por éste, es indispensa-
ble en Ia moderna matematica. Baste citar 1a Teoria de las familias compacias de fun-
ciones (inexpresivamente llamadas normalcs) y 1a Teoria de las distribuciones del genial
Schwartz, quien necesitando de esa topologia amplia de Frechet excluida de la axioma-
tica adoptada en los «Elementos», se ve obligado a adoptarla hetercdoxamente, con el
nombre de pseudotopologia.



modo que no debe confundirse el canforismo, mistica finisecu-
lar que aspiré a la demolicién de la Geometria, con la Zeoria
de conjuntos del inmortal Canfor, que una vez moderada en sus
desorbitadas ambiciones, sigue y seguird siendo potente ins-
trumento del Analisis Matematico.

Quien conozca a San Juan sabe cual es su ecuanimidad,
alejada de todo extremismo, y sospechara cual sera su posicion
equilibrada en el actual cisma que divide a los matematicos en
cldstcos 'y modernistas; clasificaciéon que, si es radical, resulta
peyorativa para los dos bandos. Pues por clasica que sea la
formacién de un veterano préfesor, ya al borde final de la vida,
sera indigno de seguir ocupando la cdtedra si se cierra al espi-
ritu de los tiempos, si no respira el Zeitgeist y vuelto hacia el
ocaso, da la espalda a la juventud, que mira esperanzada hacia
el oriente, adorando al nuevo sol.

Criterio de verdad para el pragmatismo es el éxito; y sin
ponerme a discutir extramuros de la ciencia, quienes moramos
dentro nos regimos por esa norma de verdad cientifica en la
empirica Filosofia natural, que también (mudando lo mudade-
ro) es aplicable a la especulacién matematica abstracta. Si la
verdad la sefiala el éxito, y éste pertenece a la juventud, como
dueria que es del porvenir, buen rumbo es para el viejo aliarse
con los jovenes en las peripecias de la vida. Mis colegas coeta-
neos me censuraron siempre el preferir en mis cursos la mate-
matica dernier crt (*); y consecuente con tal criterio incurable,
introduje el Bourbaki, apenas inicié su aparicién; pero habria
sido imperdonable ingenuidad de pazguato el copiarlo con to-
das sus exageraciones y apasionamientos juveniles, que no
perduraran.

(*) Esta era en 1916 la Matemdtica cantoriana-zermeliana, y la Topologia de Fre-
chet; en 1930 era la boubarkista. Mi censor mds autorizado fué siempre Hugo Bropgi,
querido amigo v excelente analista cldsico. M4s riguroso todavia es el prestigioso ana-
lista Beppo Levi, que repudia de plano toda la matemdtica moderna.
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También en esta conyuntura estoy de acuerdo con San
Juan que, en la mitad del camino de la vida, no se deja sedu-
cir por la sirena; y del ramillete ofrecido sabe elegir las flores,
despreciando el follaje.

Nos ha declarado que no es algebrista, y nadie lo encasilla
en esa secta, pues ya tiene tarea bastante con las aproximacio-
nes asintéticas; pero cuando algo quiero saber o aclarar en la
actual marafia algebraica, a él recurro en consulta, seguro de
que ha visto lo esencial, y que la plétora de nombres que él
ignore, no valen la pena de estudiarlos.

Cuando en 1953 nos honrd con su visita Krull, autoridad
maxima del Algebra moderna, la ingénita timidez de San Juan,
que se exacerba hasta el rubor ante los extranjeros que labo-
ran feudos distintos del suyo, le hizo esconderse en su celda,
sin exhibirse nunca en las conferencias, que no le interesaban;
pero Krull sabia de é! y habia leido una nota suya, de pocas
lineas, inserta en mis Lecciones de Algebra, donde ponia el de-
do en la llaga de que adolece la usual definicion de grupo de
Galois; estas pocas lineas dieron pie al famoso algebrista a ela-
borar extensa Memoria, que redacté aqui en Madrid y publi-
cd en la Revista de esta Academia, agotando con todo lujo de
técnica el tema que San Juan habia suscitado. Y tampoco es-
caparon al perspicaz sabio aleman las innovaciones algebraicas
contenidas en la «Teoria de las magnitudes», tema candente
y muy discutido, al que nuestro compaiiero aportd esenciales
progresos.

Algo de esto explicaré en el Apéndice; pero todo ello que-
da al margen de la ocupacién y preocupacion central de su
vida: la batalla sin tregua contra esa fortaleza que parece inex-
pugnable. Dicho qued6 cuan tenaces han sido sus asaltos y
cuan definitivos sus esclarecimientos, hasta demostrar que esim-
posible la sofiada generalidad maxima; solucién negativa al es-
tilo de la que tuvieron muchos problemas famosos.
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El timido estudiante rigorista, que sometia dudas al joven
profesor hace seis lustros, mientras repechaban la cuesta de
San Bernardo, continuando después el didlogo a través del
Atlantico, es ya un matematico de alta jerarquia y no un espe-
cialista de via estrecha; un analista capaz de atacar los mas
variados problemas, sean clasicos o modernistas, que sucesiva-
mente va disolviendo en claras conclusiones, esparcidas en
prestigiosas revistas, hasta acopiar en muchos afios de ejemplar
dedicacion reconcentrada, la valiosa cosecha con que hoy acu-
de al llamamiento de la Academia, que nunca solicito.

Repasando la lista de sus publicaciones se comprende que,
si el autor fuera otro, se habria hinchado de vanidad con su
avanzar constante en la planicie infinita del misterio, y habria
declamado con el romancero: se va ensanchando Castilla de-
lante de mi caballo; pero la simplicidad casi esquematica de su
caracter le impidid siempre usar frases altisonantes y menos
para si mismo. Y, sin embargo, es instructiva la imagen; pues
el éxito negativo de su ultima Memoria nos invita a la reflexién:
cuando el caballo se empaca, lo prudente es buscar otra ruta o
cambiar de cabalgadura; y como este segundo expediente no
ofrece mejores perspectivas, pues el método de las cotas y re-
cintos ha dado ya todo su rendimiento, ¢no seria preferible
buscar otra ruta de acceso al problema de Borel, tras desandar
lo andado por tantos analistas? Mucha vida tiene por delante
para intentar esta hazaiia.

Para seguir la pauta de toda biografia, deberiamos men-
cionar todavia las calificaciones obtenidas en su carrera y los
premios ganados después, las Catedras de Matematica pura y
aplicada que ha desempenado, las Comisiones y Centros a que
pertenece y los Congresos extranjeros a que ha concurrido.
Luzca toda esa honorifica farfolla quien no tenga cosa de mas
substancia que exhibir; pero ni él ni yo concederiamos gran
valor a estos lauros, un tanto aleatorios, si no fuera por una
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circunstancia que los bidgrafos suelen omitir; no asistié6 como
turista a los Congresos internacionales, liviano y placentero
deporte a expensas del Estado; sino como colaborador activo,
aportando trabajos originales, que fueron discutidos y tomados
muy en cuenta.

En tales are6pagos y fuera de ellos se relaciond con el sue-
co Carleman, que le abrié las paginas de Acta Mathemdtica;
con Doetsch que lo ha hecho conocer en Alemania; con el
polaco Mandelbrojt, que le dedica amplias citas al proscguir
los trabajos de nuestro compatriota; con el llorado Valiron,
gran propulsor de las funciones enteras; con el danés Bang,
profesor en Copenhague; con el hdngaro Horvath; ... Con
ellos y con muchos mas, de sélido prestigio, discute de igual a
igual; y, cuando lo hace, es porque esta seguro de su razon,
que demuestra con ejemplos y contraejemplos incontroverti-
bles, hasta lograr la conformidad del adversario.

Gran suerte es operar sobre esa tierra firme, sin fisuras ni
tremedales, que es la Matematica moderna, donde toda contra-
diccion se resuelve a favor de una de las partes, sin apelacion
posible; mientras en las ciencias empiricas, ante resultados
contradictorios igualmente fidedignos, la discrepancia suele en-
contrar explicacion plausible, terminando en tablas la partida;
a no ser que la disparidad persista en varias direcciones, pre-
sagio de crisis total, cuya ulterior resolucién no deja vencedo-
res ni vencidos; y en cuanto a la Filosofia, tales polémicas son
irresolubles, prolongandose indefinidamente, porque los con-
trincantes hablan lenguas distintas. Solo dexéro de la palestra
matematica (es decir, sin tocar el contorno de problemas colin-
dantes con la Gnoseologia) la contradiccion es lucha a muerte,
con vencido y vencedor; y nunca mejor recordado, para expre-
sar la alegria del maestro, que se siente coparticipe de tales
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victorias, el viejo romance de Bernardo: «Si no venci reyes
moros, engendré quien los venciera».

Vocacién inexplicable para el vulgo es la de encauzar
nuestras vidas entre dos orillas, nada atractivas para el hom-
bre comun: la derrofa y el fracaso, que €l interpreta asi: la
humillacion o 1a muerte.

Todo maestro teme al fracaso, porque la produccién escri-
ta tiene vida efimera, y sin discipulos que prolonguen la vida
espiritual, Unica que vale, el fracaso pedagdgico es sindnimo
de muerte. Es, por el contrario, motivo de satisfaccion, porque
lo es de esperanza —la Unica que nuestro ministerio nos depa-
ra, en compensacion de tantas ingratitudes y pedanterias jac-
tanciosas— el ser superado por algin discipulo; porque en su
obra revivira una porcilincula de nuestro ser. Fencer a sus
discipulos significa morir, ser vencido por ellos es a la vez revi-
vir y renacer.

Con filial admiracion nos ha recordado San Juan que el
inolvidable Terradas superéd a sus mas adictos discipulos;
esta victoria pirrica significa que su memoria durara mientras
vivan quienes lo conocieron y admiraron, quienes oyeron sus
cursos o vieron construir sus grandes obras de ingenieria.
Mayor fortuna es la de ser vencido por discipulos de la jerar-
quia cientifica y moral de San Juan o Santald, que temprana-
mente volaron por cielos mas altos, sin engreirse, porque co-
nocen la ley evolutiva de la Ciencia y la duracion efimera de
cada hallazgo afortunado, pronto sustituido por otro que lo
supera.

El generoso proselitismo de ambos y de otros varios inves-
tigadores de nuestra misma raza, va incorporados a la comu-
nion internacional de la Ciencia exacta, lograra formar sin
duda nuevos y mejores discipulos, que al superarse mas y
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mas, en generaciones sucesivas, aseguraran la continuidad de la
ya vigorosa Matematica hispanica, saldando asi la deuda de
honor que teniamos contraida con la cultura universal, desde
el siglo de Alfonso el Sabio (*). .

He picuo

(*) Deber de exactitud es glorificar a los matemaéticos del Siglo de Oro que aporta-
ron ideas originales: el dominico Fr. Juan Ortega y los portugueses Alvaro Tomis v
Pedro Nunes; y en la misma 6rbita filoséfica que Toma4s, se ocupé el dominico Soto dei
mavimiento acelerado, que esclarecié como nadie; pero la matemdtica moderna era er-
tonces el Afzebra, que los espaifioles (salvo Nunes) dejaron de lado.

En el siglo xvit produjo Omerique una obra muy ingeniosa anti-cartesiana; cuando
precisamente la Matematica moderna era y siguié siendo la cartesiana.

En la centura siguiente no surge matemdtico creador ninguno, y debemos conformgr-
nos con la introduccién por Jorge Juan det Célculo infinitesimal, con un siglo de retraso,
perdiendo asi la tercera oportunidad en que se abre una gran puerta de acceso a la
Matemdtica moderna.

A fines del siglo xix damos un salto gigante con la introduccién de Staudt, mas estu-
diado aqui que en Alemania; pero la Geometria se enderezd por el rumbo analitico, y
tanto Cremona como Torroja y quienes lo seguiamos, quedamos una vez mds fuera del
cauce,



APENDICE
DE ADICIONES Y ESCLARECIMIENTOS

I. EL proBLEMA DE BOREL- WaATSON

La teoria de una clase de series no convergentes en el sentido de
Cauchy fué organizada inicialmente por Cesaro mediante las sumas
iteradas, generalizando asi el clasico concepto de walor de una serie
como limite de sumas parciales; pero con ser importaniisimo ese
avance, creador de muy copiosa bibliografia, abrié mas amplias pers-
pectivas al Analisis la generalizacién de Borel de raiz euleriana,
que asigna sentido funcional a una serie de potencias aun en casos
que por tener radio nulo de convergencia, no es aplicable la pro-
longacién analitica. E inmediatamente surgen problemas por do-
quier: ;qué operaciones entre series son couservadas por las fun-
ciones creadas por el algoritmo de Borel o por cualquier otro? ;Las
derivadas en el origen de la funcidén suma de una serie potencial
son precisamente los coeficientes, como acontecia en el caso de ra-
dio no nulo?

La primera pregunta encuentra pronto solucidon, pues por muy
parcos que seamos en exigencias, caemos en la aproximacion llama-
da asintdtica por Poincaré; pero ésta no determina una funcion,
sino infinitas funciones y ademas no subsiste la derivaciéon término
a término, como su creador hizo notar, no sobrepasando el campo
real, discrepancias que desvanecen la armoniosa sencillez a que es-
tibamos acostumbrados. Era preciso, pues, para reconquistar un
trozo del «paraiso perdido» modificar la definicion de Poincaré, im-
poniéndole condiciones restrictivas, como hizo Watson, a fin de lo-
grar unicidad.

Estas condiciones de Watson (1), perfeccionadas por el joven fin-
landés F. Nevanlinna en su tesis doctoral (2), eran suficientes, pero

(1) Philosophical Transactions R. Soc., Londres. Serie A, t. 211, pigs. 273-313.
(2) Zur theorie der asymptotischen Potencrethen. Akademische Abhandlung,
Helsingfors, 1918,
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excesivas; y el proximo avance fué logrado por el sueco Carleman,
que con los méis poderosos recursos analiticos, y ampliando un pro-
fundo teorema de Den]oy, logré dar en su hbro famoso (3) su cuadro
de condiciones necesarias y suficientes una vez admitida una escala
de cotas, que en su método juegan papel esencial. .

Fué éste el punto vulnerable donde San Juan concentro su ata-
que en el Congreso de Oslo de 1936, demostrando mediante contra-
ejemplos que, en realidad, lo resuelto por Carleman era un problema
de interpolacion en sentido amplio (denominacion de Borel), donde
la funcion no queda determinada por la serie solamente, sino por
ésta mas la sucesion de las cotas del desarrollo asintotico, como con-
dicion complementaria de la interpolacién; en efecto, dié San Juan
dos funciones distintas con el mismo desarrollo asintotico y cotas
distintas, que verifican separadamente la condicién de Carleman.

La traduccidén del problema de series asintdticas a la teoria de
funciones cuasianaliticas es una cuestién que San Juan se encontré
planteada en la ya citada monografia de Carleman, Fonctions quasi-
analytigues, Paris, 1926 (pag. 77), como una de las dos cuestiones
interesantes que quedaban por resolver en esta teoria y que tuvo la
fortuna de zanjar diez afios después de ser propuesta y sin ningin
precursor. La construccién de estas funciones se logra por un mé-
todo de descomposicién que, como indicaba su autor en «Acta Mathe-
matica», t. 75, pag. 247, se aplica a todo algoritmo (serie o inte-
gral) con generatriz, y que Mandelbrojt aplicé (a la vista de los
originales de San Juan conocidos en 1938 a través de Gorny) a una
serie de polinomios de Chebichev, y Bang usé posteriormente (1946)
con absoluta originalidad en las transformadas de Fourier genera-
lizadas.

Donde se ve todo el alcance del método de San Juan es en su
trabajo Les fondements d'une théorie générale de séries divergen-
tes, presentado al Congreso de Harvard (1950), donde lo aplica a
masas de Radd y obtiene teoremas de descomposicion que compren-
den como caso muy particular al indicado de Mandelbrojt y que no
estan incluidos en los de Bang, a pesar de que éstos dan condicio-
nes necesarias y suficientes para el intervalo (— . + o), porque
alcanzan a las clases cuasianaliticas de orden y tipo prefijados, intro-
ducidas por necesidades ineludibles en el campo complejo de los
desarrollos asintéticos, quedando las clases de Denjoy-Carleman
clasificadas como de tipo y orden iguales a 1.

Comenzé asi San Juan el proceso de la descomposicion de fun-

(8) Les fonctions quasinanalytigues. (Coleccion Borel)



ciones, con éxito tal, que hoy forma todo un capitulo obligado en
la teoria de las funciones cuasianaliticas, incluido en muchas publi-
caciones de los autores mas famosos. Asi, por ejemplo, la mono-
grafia de Mandelbrojt de 1942 (4) le dedica ocho paginas; y en la
de Bang de 1946 (5) ocupa mas de 20 de las 100 que tiene esta ori-
ginal tesis doctoral.

Este progreso esencial ha patentizado la necesidad de modificar
las clasicas condiciones de Carleman, de manera que resuelvan el
problema inicial. Exito del mismo San Juan, logrado en su fltima
Memoria premiada (I 23), ha sido el de lograr esa necesaria modifi-
cacién, y lo ha conseguido gracias a su original método de descom-
posicion, perfeccionado por la moderna técnica del joven matemati-
co danés Thoger Bang, que nos ha honrado en el afio pasado con
un denso y valioso curso de conferencias.

Para la resolucién del dificil problema introduce San Juan en su
comunicaciéon al Congreso de Amsterdam de 1954 las clases semi-
analiticas de desarrollos asintéticos, analogas a las de funciones
cuasianaliticas de Denjoy-Carleman, y con su poderoso recurso de
la descomposicion resuelve el viejo problema de las series divergen-
tes, pero en sentido negativo, como acontecié antafio con otros
problemas que fueron clasicos.

Demostrada, mediante las cotas y recintos, la imposibilidad de
edificar una teoria de series divergentes que englobe todas las demas.
queda clausurada la teoria de Carleman y habri que buscar otro
plan para atacar al obsesionante problema de Borel.

(4) Analytic functions and classes of Infinitely Differentiable Functions. Rice
Inst., Pamphlet, t. XXIV, 1942, pigs. 92-100.

He aqui la extensa cita que Mandelbrojt repite reiteradamente en los «Comp-
tes Rendus» ; en «Acta Mathematica», t. 72, pig. 26; en «Rice Insttute Pamphletn,
v 29, pag. 100:

«M. Carleman a posé dans son livre sur lev fonctions quasi analytiques, un
probléme intéressant qui, avec la terminologie que nous avons adoptée dans lin-
troduction, peut se formuler a‘nsi: peut-on affirmer que deux fonctions du type
fortement quasi analytique, dans un intervalle fermé, dont toutes les dérivées (ainsi
que les fonctions elles mémes) coincident en un point, sont identiques?

M. San Juan a donné a cette question une réponse négative (Cong. Oslo, 1926).»

Continia con un resumen de esta comunicacién al Congreso de Oslo.

(5) Om quasianalytiske funktioner. Kjobenhavn, 1%46, pigs. 3351 y T6-82.

En pag. 63, nota al pie, cita los trabajos de Mandelbrojt y San Juan.
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II. LA APROXIMACION ASINTOTICA OPTIMA

La funcién determinada por la serie de radio nulo con indepen-
dencia de la sucesidén de cotas de Carleman ha sido denominada por
San Juan aproximmacidn asintdtica Sptima, para expresar su mayor
adherencia o aproximacion asintotica a la serie. El problema cen-
tral tratado en esta Memoria ultima, titulada El problema de Wat-
son y las clases semianaliticas (premio «Francisco Franco 1954»), es
el de saber si la condicién inicialmente introducida por Watson es
necesaria v suficient¢ para que una clase semianalitica esté formada
exclusivamente por aproximaciones Optimas. La suficiencia de esta
condicién fué ya demostrada en la Memoria Sumacion de series di-
vergentes ¥y aproximacion asintdtica dptima, premiada por la Real
Academia en 1935, La escasa difusién de esta Memoria y la nece-
sidad de aplicarlo en otras Notas, indujo a reproducir este resultado
en una Nota publicada en los «Comptes Rendus» (t. 235, 1952, pagi-
nas 118-119); y no era infundada la sospecha de esta falta de difu-
si6n, porque la recensién de esa Nota hecha por PRoas en el «Math
Review» lo daba como una demostracion brevisima de un resultado
conocido contenido en la tesis doctoral de Bang Om quasi-analytis-
ke funktioner (1946). Pero al conocer ulteriormente Boas en 1934
la Memoria de 1935 de San Juan, hizo la recensién de ésta (a pesar
de los afios transcurridos) en la misma revista «Math Review», re-
conociendo que ya contenia el resultado atribuido por error a
Bang. Esto sirvi6 a San Juan para iniciar el estudio de la impor-
tante tesis doctoral de Bang, que se hizo traducir del danés para
su estudio a fondo y establecer contacto estrecho con su autor, que
culminé en un curso de dos meses (enero y febrero de 1935) expli-
cado por Bang en Madrid.

Mucha més importancia y dificultad tenia la demostracion de la
necesidad de dicha condicién. Durante mucho tiempo traté San
Juan de responder negativamente a esta pregunta medjante contra-
ejemplos. Para su construccién perfeccioné un método de la Vallée-
Pousin para la resolucion de un sistema de infinitas ecuaciones li-
neales, método que publicd en los «Comptes Rendusy, t. 236 (1953),
pags. 1841-1843. Otro de los recursos ensayados fué la existencia
de funciones holomorfas en un semiplano cuyos momentos de Stielt-
jes sobre las semirrectas de éste creciesen mas rapidamente que n!.
El fracaso en la biisqueda de estas funciones le condujo a sospechar
su inexistencia, la cual demostré («C. R.», t. 236, 1953, pags. 1941-
1943) apoyandose en la Nota anterior, obtuvo asi un principio de



identidad de tipo totalmente distino a los clasicos de Pragmen-Lin-
delof que autilizan la acotacién de la funciéon mediante una exponen-
cial, el cual fué perfeccionado por Sunyer Balaguer (R. M. H. A,
1953) con independencia y casi simultineamente; después generali-
zado por Boas («Bull. A, M, S.», 1954), y mas recientemente por
Rodriguez Salinas en el tomo del «Journal de Math. pures et appl.»,
1935, de homenaje al profesor Denjoy con motivo de su jubileo,
donde da condiciones necesarias y suficientes.

En vez de construir los buscados contraejemplos que resultaron
inexistentes, consiguié al fin San Juan demostrar la necesidad de
esta condicion tras una larga cadena de teoremas contenidos en di-
cha Memoria, intitulada EI problema de Watson v las clases semi-
analiticas, que traducida al aleman aparecerid en «Acta Mathematica».

Quedaba entonces la duda de si la condicidon de Watson dejaria
de ser necesaria cuando sélo se exigiera que algunas (y no todas) de
las funciones de la clase semianalitica fuesen aproximaciones &pti-
mas, Esta fué resuelta mediante ejemplos incluidos en dicha Memo-
ria y que traducidos a las funciones cuasianaliticas fueron objeto de
otra nota en los «Comptes Rendus», t. 238 (1954), pags. 1185-1187.

Estos resultados de San Juan sobre las clases semianaliticas de
aproximaciones Optimas, al ser comparados con otros de Bang so-
bre la clase cuasianalitica de las funciones analiticas, muestran que
la aproximaciéon asintética de Watson desempefia para las series de
radio nulo el mismo papel que la prolongacion analitica ordinaria
para las series con circulo de convergencia, segiin se indica en las
pags. 61-62 de la publicacion espafiola de dicha Memoria, El pro-
blema de Watson..., hecha por el C. S, I. C. Constituye, pues, en
opinién de San Juan, la aproximacién de Watson la solucidén natu-
ral al problema de Borel sobre unicidad de las series de radio nulo.
aunque no sea la mas general, ya que ésta no puede lograrse me
diante las cotas.

El problema de la determinacion de la funcidn con independencia
del recinto de aproximacién asintética es ain mas duro que el de la
independencia de las cotas. En la Memoria mencionada, sobre Wat-
son, se da una solucién para las aproximaciones de Watson sin
pretensiones de maxima generalidad. Opinién de Frechet oida por
San Juan es que la nocion de swima lleva inherente la de recinfo v
que de la serie numérica sola se puede sacar muy poco.

La infructuosa busqueda de desarrollos asintéticos con cotas de
Carleman que no sean monotonas crecientes indujo a sospechar que
en toda clase cuasianalitica las cotas pueden elegirse crecientes, y
asi logro demostrarlo en «Comptes Rendus», t. 235 (1952), pags. 282
283); en cambio, no pueden elegirse convexas si no se trata de toda



la recta, segin habia demostrado anteriormente H. Cartan. Estos
dos resultados constituyen una especie de cotas inferior y superior
bastante proximas sobre la estructura de las cotas que definen cla-
ses cuasianaliticas.

Al tratar de trasplantar a recintos mas generales que el semipla
no los resultados de las clases cuasianaliticas, estudié San Juan am-
pliaciones de la transformacion de Laplace y dié teoremas generales
sustituyendo la exponencial por una funcién entera con adecuadas
condiciones. En la recensidon que hace R. Wilson en «Math. Review»
(16, pags. 352-358), de un trabajo de van der Corput, dice asi: «Re-
cientemente han sido dados por R. San Juan extensiones de la teo-
ria de Poincaré en relaciéon con los desarrollos asintdticos que sur-
gen de los problemas de momentos asociados con diferentes clases
de transformadasy y cita estos resultados.

No consiguié San Juan el proposito indicado de trasplantar los
resultados de las clases cuasianaliticas a recintos mas generales por
la dificultad en el manejo-de la transformacion inversa; y por esto
en la dltima Memoria citada, El problema de Watson..., abord6 el
estudio directo de las clases semianaliticas. Pero los resultados ob-
tenidos sobre tales transformaciones y publicados en la Revista de la
Real Academia de Ciencias de Madrid, tuvieron aplicacion para es-
tudiar el problema de Watson en las soluciones asintdticas de las
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes polinémicos, cuyas
conclusiones fueron expuestas en una nota de los «Comptes Ren-
dus», t. 234 (1952), pags. 1338-1339, y que Rodriguez Salinas tratu
de extender a tipos muy amplios de ecuaciones lineales.

La inclusiéon de dos series de Hardy en la T'eoria gencral de se-
ries divergentes, que viene publicando San Juan en la Revista de esta
Real Academia, le exigié demostrar un teorema sobre funciones en-
teras de orden infinito y crecimiento regular no incluido en los teo-
remas conocidos (Boletin de Darboux) del tipo que di6 Lindelof
sin demostraciones completas en 1903. Tuvo que perfeccionar para
esto un método de Valiron que le permiti6 demostrar ademas de
modo automatico los de Lindeléf y hacer una clasificacion de las
funciones enteras de orden infinito de crecimiento regular. Esta Me-
moria, titulada Funciones enteras de crecimiento regular, obtuvo el
premio «Francisco Francon de 1949,

La aplicacién de este método a series de radio finito y al orden
precisado en las funciones enteras de orden infinito fueron objeto de
las tesis doctorales de J. Martinez Ugartemendia y A. Gil Azpeitia,
respectivamente. La generalizacién para integrales de Laplace y se-
ries de Dirichlet fué hecha por Rodriguez Salinas en una Memoria
que recibio el premio «Alfonso el Sabion da 1931.



III. DERIVACION DE SERIES ASINTOTICAS

La respuesta afirmativa a la segunda pregunta formulada antes
(Nota 1) viene dada también mediante la misma definicion de apro-
ximacién asintdtica para la derivada primera, y para las restantes
cuando se demuestra la regla de derivacién término a término, en-
tendiendo, naturalmente, que las derivadas se definen para - ->0
dentro del recinto, las cuales se denominan derivadas angulares,
aunque el campo no contenga ningiin angulo de vértice O.

La derivacién de series asintdticas ha sido estudiada bajo condi-
ciones de generalidad creciente por J. F. Ritt («Bull. A. M. S.»,
1918), F. Nevanlinna («Ann. Acad. Sci. Fennicae», 1919) y R. San
Juan («Revista de la Univ. de Madrid», 1942, v «Collectanea Math.»,
1952). En esta altima Memoria se imponen condiciones que conser-
van las de Carleman para las derivadas sucesivas,

Casi huelga recordar que la importancia de esta ley es que sin
ella cesa la mas trascendental aplicacién de las series de radio nulo:
la integracion de ecuaciones diferenciales.

las ecuaciones de monogeneidad para derivadas angulares, pu-
blicadas en la «R. M. H. A.» (1930) por San Juan, fueron obtenidas
un afio mis tarde por el especialista ruso en estas cuestiones, profe-
sor Menchoff: Sur les fonctions monogénes, «Bulletin de la Société
Mathématique de France», t. 59 (1931), pag. 181.

Al lado del problema de la unicidad, y méis importante quizid que
éste, se presenta el problema de la existencia, que es el origen de los
algoritmos de sumacion.

En el articulo de «Collectanean, Sobre la evistencia de una fun-
cidn holomorfa con desarrollo asintdtico dado v cotas prefijadas....
da San Juan un método de construir la funcién sirviéndose del teo-
rema de existencia de Fréchet del minimo de una funcional en un
conjunto compacto de un espacio abstracto, en vez de atacarlo con
los métodos clasicos del cilculo de variaciones, como hacia Carle-
man en su libro, donde daba condiciones necesarias y suficientes
equivocadas,

Se trata en realidad de un algoritmo de sumacién de nuevo tipo.
En cambio, entra en los moldes clasicos el publicado en la Unién
Matematica Argentina con el titulo Un método de sumacidn de se-
ries divergenies. El algoritmo es tan potente al menos como el de
Borel y valido en toda la estrella, aunque mas complicado que éste.
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IV. PROBLEMA DE LOS MOMENTOS Y TRANSFORMACION DE LAPLACE

En su tesis doctoral mencionada en el discurso se da una solu-
cion del problema de los momentos incluyendo generatrices com-
plejas como auxiliar para la aplicacion del algoritmo de Stieltjes ge-
neralizado, con el que obtuvo San Juan su primera contribucién al
problema de unicidad de la sumacion de series de radio nulo. La so-
lucién del problema de Stieltjes fué luego ampliada, publicando las
conclusiones en los «Comptes Rendus», t. 198 (1934), pag. 1838, y
el articulo completo en la «R. M. H. A.» (1934).

Otro problema que propuse a San Juan para tesis doctoral fué el
que entonces llamabamos inversidn de la transformacién de Laplace
y al que después Doetsch dedico el capitulo VII de su Handbuch der
Laplace Transformation, denominandolo problema de la representa-
cidn: obtener condiciones necesarias y suficientes para que una fun-
cion sea expresable mediante una integral de Laplace simplemente
convergente, No resolvi> San Juan este problema entonces, sino
que obtuvo una serie de teoremas tauberianos y otros de tipo Abel,
que no publicé.

Pasaron los aflos, y en la conferencia que di6 en esta Real Aca-
demia el profesor Doetsch el 19 de abril de 1952 (publicada en la
Revista de esta Academia, t. 46, 1952, pags 125-136), fué éste uno
de los dos problemas a que dedicé su disertacién, indicando algunas
soluciones parciales. Guiado, segiin manifestacion propia, por las
investigaciones de Widder sobre el problema relativo a la transfor-
macién de Laplace-Stieltjes, di6 San Juan una solucién que publico.
con la demostracién abreviada propia de tales Notas, en los «Comp-
tes Rendus», t. 238, pags. 451452, sesion del 2 de febrero de 1933.
Otra solucién y la demostracion completa de la anterior fueron pu-
blicadas en «Mathematische Nachrichten», t. 12 (1954), pags. 113-
118 bajo el titulo Charakterisierung der durch einfach konvergente
Laplace Integrale. El profesor Doetsch, que tuvo la atencion de pre-
sentar el articulo en dicha Revista y traducirlo él mismo al aleman,
al hacer su resefia en el «Zentralblatt fir Mathematik», dice literal-
mente, después de resumir las conclusiones de San Juan: «Die Be-
dingungen sind die allgemeinsten bisher bekannten unter denjeni-
gen, die bei ihrer Formulierung das komplexe integral
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De indole totalmente distinta y mucho mas sencillo que el an-
terior es el problema de la caracterizacion de la transformacion de
Laplace como funcional lineal de win espacio. Este tipo de caracteriza-
ciones fué iniciado por E, Levi («Atti. Accademia Naz. dei Lincei» (6),
24, pags. 422-426 (1937) para la integral en intervalo finito. Siguiendo
el método de Ievi, entre 1941 y 1952 publicé San Juan una serie de
articulos en «Portugaliae Math.» (1950, 1951, 1952) y «R. M. H. A
(1952) dando la caracterizacién completa cn los espacios L? (p > 1)
v U mediante la leyv de composiciéon o regla de la Faltung, lo cual
demuestra que es la transformacion de Laplace la Ginica apta para la
interpretacion de los fendmenos fisicos de la eclectrotecnia tratables
mediante el llamado calculo operacional.

. En 1951 public6 Doetsch en «3ath. Nachr.», 5, pags. 219-230,
sirviéndose de la ley de derivacion usada por E. Levi y equivalente
a la de composicion, la caracterizacion para el espacio 1.? con mé-
todo distinto del empleado por T.evi y San Juan. Posteriormente, en
«Rendiconti R. Accademia dei Lincei» (1934), el Prof. Doetsch ha ge-
neralizado su método para alcanzar con €l los resultados anteriores de
San Juan en sus cinco trabajos sobre caracterizaciones en I.” (p » 1)
v U, que alli son resumidos.

El articulo publicado en colaboracién con B. R. Salinas en la
revista de esta Real Academia contiene tres teoremas nuevos sobre
convergencia uniforme de la integral de Fourier en intervalos com-
pactos, finitos o infinitos.

La conclusién de que ¢l integrando tiende a cero cuando su deri-
vada es acotada {demostrada en las «Lecciones de Analisis matema-
ticon, 2.° curso, de San Juan) tuvo que ser generalizada como lema
para la resolucién del problema de la representaciéon de la integral
de Laplace, sustituyendo la acotacion por el orden exponencial del
integrando. Bajo condiciones muy generales se puede sustituir a su
vez la exponencial por otra funcién, y se obtiene el teorema publi-
cado en «R. M. H. A, t. XIV  del tipo de los que di6 Hardy en
los Procc. de Londres el afio 1913.

V. TeoRia DE £AS MAGNITUDES FISICAS

Mucha falta hacia un estudio sistemitico de esta debatida cues-
tién, en que se entreverdn puntos de vista irreconciliables. El propio
Krull habia pensado hacer un libro sobre el tema, pues siempre con-
sideré necesario un estudio previo analitico riguroso de la homoge-
reidad ; pero, a la vista del libro de San Juan, anuncié que desistia
de su proyecto.
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Las funciones homogéneas generalizadas fueron introducidas por
Ehrenfest. 'Ya en los textos de Mecénica de la Vallée-Poussin y de
Levi-Civita se consideraban funciones homogéneas respecto de di-
versos grupos de variables, porque las clasicas de los cursos de Ana-
lisis son las propias de la Geometria, en que sélo hay una magnitud
primitiva: la longitud. Enrenfest di6 en «Mat, Ann.» las funciones
homogéneas generalizadas para su aplicacién fisica, pero en realidad
quedaban desligadas de ésta. Era necesario demostrar que las tmicas
funciones aptas para definir magnitudes derivadas eran las homogé-
neas generalizadas, y la condicion para eso es que permitan definir
una igualdad v una suma invariantes en los cambios de unidades. El
que la funcidén resulte homogénea generalizada de Ehrenfest es un
teorema nada inmediato, que se da en ¢l libro de San Juan. Tal vez
exigiendo la derivabilidad sea facil, pero la demostracion general exige
el estudio de la ecuacién funcional de Cauchy f(xr + y) = f(») + f(v)
sin continuidad ni acotacién. Este estudio contenido en el libro de
San Juan fu¢ incluido como articulo en la publicacién de la Univer-
sidad del Litoral (R. Arg)), titulada «Homenaje al profesor Julio
Rey Pastor».

Se hace en dicho libro una aplicacién, teérica naturalmente, del
principio de Klein a la sistematizacion de las teorias fisicas, toman-
do como grupo el formado por los cambios de unidades acordes. Los
sistemas fundamentales de sizygias se interpretan como las formulas
bases de cada teoria. Las dimensiones forman grupos abelianos mul-
tiplicativos, que son espacios vectoriales sobre el anillo de los expo-
nentes.

Las magnitudes no forman grupos, sino una generalizacion de
esta nocion, que San Juan lamoé sistemas, donde hay propiedad aso-
ciativa, pero la multiplicacién y division no son uniformes. Subsiste,
sin embargo, el llamado teorema fundamental del meroformismo en
que las clases de antihomélogos forman grupo. Esto es lo que Krull
sefiald como novedad al advertirle su autor, cuando le ofrecid el
libro, que so6lo contenia, salvo retoques inesenciales, lo ya conocido
de la obra de van der Waerden. Los sistemas de magnitudes son
meromorfos con los grupos de dimensiones. La representacion de
las dimensiones como vectores parece ser que resulta 1til, pero no
sabemos si es en este libro donde se ha dado por primera vez. Deci-
siva novedad ofrece, en cambio, la interpretacion vectorial que hay
en el articulo titulado Una aplicacidn de los espacios wvectoriales a
la regla de las fases de la Termodindmica, Aqui se aclara un caso
singular de la regla de Volterra, que no se lograba mediante la ca-
racteristica de la matriz.

La Teoria de magnitudes contiene una aplicacién de los limites



dirigidos a la definicion de densidad de un fitido, que puede ser
norma para otras magnitudes ; densidad eléctrica, por ejemplo. La
cosa es sdlo expositiva, pues Prandlt ya sefialé los inconvenientes
del paso al limite ordinario; pero la forma que lo daba en su Me-
canica de fliidos resultaba poco natural.

En la parte de homogeneidad y semejanza se da una definicion
de sistemas fisicamente semejantes (generalizacion de las figuras se-
mejantes de Geometria) y una demostracion rigurosa del teorema
de =. Creemos que la primera sin hipétesis complementarias, sino
sblo sirviéndose del teorema esencial mencionado antes v de la de-
finicién de sistemas fisicamente semejantes.

/El libro de J. Palacios sobre Andlisis dimensional tiene numero-
sas citas a esta monografia.

Seglin confesién propia, por despolarizarse de la especialidad y
algo por probar la enorme diferencia de dificultades entre los duros
problemas de la Matematica pura clasica y las sencillas aplicaciones,
se ocupd San Juan en la primavera de 1933 de problemas de la Pro-
gramacion lineal, que cae dentro de la llamada Investigaciéon opera-
tiva, de moda desde la uiltima guerra mundial,

Publicé en la revista «Ciencia aplicadan un articulo, con alguna
parte expositiva, titulado E!l método del simplex de la programa-
cidn lineal. Las novedades son unas demostraciones geométricas de
los teoremas de existencia y una simplificacién del método practico
de calculo numérico de la solucidn méxima factible, que permite
ahorrar horas de trabajo en cada aplicacidn.

El Dr. Gil Azpeitia, discipulo de San Juan, actualmente contra-
tado en Estados Unidos, prosigue alli las investigaciones sobre este
tema iniciadas en el articulo mencionado, que ha sido traducido por
encargo de la Brown University.
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