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Prefacio

Excelentisima Sra. Presidenta de la Real Academia de Ciencias,
Excelentisimos Sres. Académicos,
Familiares, Amigos, Colegas, Sefioras y Sefiores:

Es para mi un inmenso honor y motivo de profunda alegria comparecer hoy ante esta ilustre
corporacién como nuevo académico numerario, tras haber tenido el privilegio de servir a la Real
Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales como académico correspondiente desde 2010.
Quiero expresar mi mas sincero agradecimiento a la Academia por la confianza que deposita en mi
al elegirme para formar parte de su claustro de numerarios, consciente de la responsabilidad y el
compromiso que ello implica. Asumo esta distincion con gratitud y humildad, y con el firme propésito
de contribuir al fomento, la investigacion y la difusion de las ciencias, en sintonia con los nobles fines

que inspiran la historia y el quehacer de esta Real Academia.



Agradecimientos
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por haber aceptado escribir el discurso de contestacion en mi ingreso en la Real Academia. Para mi
es un honor inmenso contar con la participacion de una de las figuras mds relevantes y reconocidas
internacionalmente en el campo de la informacién y la computacion cudnticas, director de la division
teérica del Instituto Max Planck de Optica Cudntica en Garching y galardonado con los més prestigiosos
premios de la ciencia, como el Principe de Asturias y el Wolf, entre muchos.

Tuve el privilegio de trabajar junto a Cirac entre 2003 y 2006 en varios articulos publicados en
Physical Review Letters, que abrieron nuevos caminos en la aplicacion de la informacion cudntica
a sistemas cudnticos fuertemente correlacionados, y que recibieron una excelente acogida en la
comunidad cientifica. Nuestra colaboracién fue para mi un impulso decisivo, abriéndome puertas y
oportunidades, y marcando una de las lineas de investigacion con las que mas me he identificado y en
la que mds he trabajado en las dos ultimas décadas. Ademads, he tenido la fortuna de ser investigador
invitado en numerosas ocasiones en su division del Instituto Max Planck, donde siempre he encontrado
un ambiente de excelencia, creatividad y estimulo intelectual.

Mi encuentro con Juan Ignacio Cirac supuso un punto singular en mi carrera cientifica. Agradezco
profundamente no solo su generosidad y apoyo, sino también la inspiracion, la vision y la confianza
que siempre ha depositado en mi, y que han sido determinantes en los inicios de mi trayectoria en la
computacion cudntica. Compartir este momento con €l es, sin duda, uno de los mayores honores de
mi vida académica.

Quisiera expresar mi mds sincero agradecimiento a los excelentisimos sefiores académicos don
Arturo Romero Salvador, don Jon Marcaide Osoro y don Juan Ignacio Cirac Sasturain, quienes
han tenido la generosidad y la confianza de proponer mi candidatura para formar parte de esta
Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Su confianza y apoyo representan para mi
un estimulo y una responsabilidad afadida, y me siento profundamente honrado de contar con el
respaldo de tres figuras de referencia en el ambito de la ciencia, cuyo magisterio y trayectoria admiro
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y su inestimable respaldo, hoy no estaria aqui recibiendo este alto honor. Le debo, por tanto, una
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como profesor ayudante en sus asignaturas de Mecédnica Cuantica y Gravitacion y Cosmologia. Desde
entonces, nuestra relacion ha sido una fuente inagotable de aprendizaje, inspiracion y amistad. En
el afio 2000 comenzamos una fructifera colaboracion cientifica que dio lugar a dos articulos pione-
ros, entre ellos uno en Reviews of Modern Physics sobre informacién y computacion cudntica, hoy
considerado un clasico, y el primer algoritmo cuantico desarrollado en Espana en el 2000. Gracias a
su impulso y apoyo, en 2004 creé el master de Informacion y Computaciéon Cudntica en la Facultad
de Ciencias Fisicas de la UCM, el primero oficial en Madrid y, probablemente, en Espafia, donde el
profesor Galindo ha seguido compartiendo su magisterio y experiencia hasta hace apenas tres afos.
Ademas, fue €l quien, en 2010, tuvo la generosidad de nominarme como académico correspondiente
de esta Real Academia, abriéndome las puertas a este camino que hoy culmina. Siento por Alberto
Galindo una profunda admiracién y respeto; su ejemplo de rigor, pasion por la ciencia y dedicacién
a la docencia han marcado de manera indeleble la trayectoria de numerosas generaciones de fisicos
tedricos en Espana. Siempre he buscado y valorado su opinién, y le debo un significativo desarrollo
en mi camino como cientifico y docente. Asi mismo, agradezco a los académicos que avalaron mi
candidatura como Académico Correspondiente, D. Carlos Sanchez del Rio, D. Alberto Galindo y D.
Antonio Hernando.

Quisiera dedicar un agradecimiento muy especial al profesor don German Sierra Rodero, cuya
generosidad y vision cientifica marcaron un punto de inflexion en mi carrera a mi regreso de la
Universidad de Princeton en 1994, tras abandonar la teoria de cuerdas. German, que también habia
decidido reorientar su investigacion, me brindé la oportunidad de iniciar junto a él una nueva y
apasionante linea de trabajo en el estudio de sistemas cudnticos fuertemente correlacionados. Mi
actividad cientifica recibié un impulso decisivo. Juntos trabajamos en el grupo de renormalizacion
de la matriz densidad y los estados de producto de matrices. Nuestra colaboracion pionera en Europa
durante la década de los noventa abrié caminos en un campo que entonces apenas comenzaba a
desarrollarse y que hoy es fundamental en la fisica tedrica. Gracias a su apoyo y entusiasmo, recuperé
la ilusién por investigar y afrontar nuevos retos cientificos en una etapa en la que estos temas no
formaban parte de la corriente principal investigadora. Siempre le estaré agradecido por su confianza,
su inspiracion y por haber compartido conmigo una etapa tan fructifera y estimulante de investigacion
conjunta.

Quiero expresar mi mas profundo agradecimiento al profesor don Juan Ramirez Mittelbrunn,
quien me acepté como estudiante de doctorado en una €poca en la que resultaba especialmente
dificil encontrar direccion para una tesis en fisica tedrica. Su confianza y generosidad al brindarme
esa oportunidad marcaron el inicio de mi carrera investigadora y fueron decisivas para mi desarrollo
cientifico y personal. Bajo su tutela, no solo recibi una formacion rigurosa y un valioso acompanamiento
académico, sino también el estimulo y el apoyo necesarios para afrontar los retos de la investigacion en

un campo tan exigente. Siempre le estaré agradecido por su dedicacion, su paciencia y su compromiso



con la formacion de nuevas generaciones de fisicos tedricos.

Quisiera aprovechar este momento solemne para expresar mi mds sincero agradecimiento a los
investigadores principales y a todos los miembros del consorcio QUITEMAD (Quantum Information
Technologies Madrid), cuyo esfuerzo y dedicacién han sido fundamentales para el desarrollo de las
tecnologias cuanticas en la Comunidad de Madrid. Desde su creacién en 2010, QUITEMAD ha
aunado el talento y la excelencia de siete nodos distribuidos entre universidades y centros del CSIC de
Madrid, consolidando una red de colaboracién cientifica que ha situado a nuestra regioén en el mapa
europeo de las tecnologias cudnticas.

Gracias al trabajo colectivo de sus integrantes, QUITEMAD ha impulsado avances en compu-
tacion cudntica, criptografia cudntica, simulacion y optimizacion, sensores y metrologia cudntica, asi
como en la formacién de capital humano altamente cualificado, con la lectura de numerosas tesis
doctorales y la colaboracién con empresas lideres del sector. La labor de QUITEMAD ha sido un
verdadero motor de innovacion, generando sinergias entre instituciones publicas y privadas, y contri-
buyendo decisivamente a la captacion de fondos competitivos nacionales e internacionales, lo que ha
permitido consolidar una infraestructura cientifica de referencia. Este espiritu de cooperacion y exce-
lencia ha sido clave para que Madrid figure hoy entre las regiones punteras de Europa en el &mbito de
las tecnologias cudnticas. Me enorgullece haber sido coordinador durante estos aios. A todos los que
han formado parte de este esfuerzo colectivo, mi gratitud y reconocimiento. El éxito de QUITEMAD
es, ante todo, el reflejo del compromiso con la ciencia y la innovacion, y un ejemplo inspirador de lo
que puede lograrse cuando el talento y la colaboracién se ponen al servicio de un objetivo comun.

Mi mas sincero agradecimiento al Centro Espafiol de Metrologia (CEM) y a su director, don
José Angel Robles Carbonell, por haberme abierto generosamente las puertas de su centro e iniciar en
2016 una colaboracion que ha sido especialmente enriquecedora para mi. Gracias a esta oportunidad,
he podido descubrir de primera mano la importancia y el alcance de la metrologia, auténtica base y
garantia de rigor en las ciencias fisicas y laingenieria. Mi paso por el CEM me ha permitido comprender
el papel fundamental que desempefia la metrologia en el desarrollo cientifico y tecnoldgico, asi como
valorar la excelencia y el compromiso de quienes la hacen posible.

Recibo este reconocimiento a mi labor cientifica plenamente consciente de que es el reflejo de
un trabajo colectivo que se ha forjado a lo largo de casi cuarenta anos dedicados a la investigacion.
Quiero compartir este honor con numerosos colaboradores, asi como con los estudiantes de doctorado
y postdoctorales que me han acompafiado en este largo recorrido. Su entusiasmo, talento y dedicacion
han sido fundamentales en cada uno de los proyectos emprendidos y en cada avance logrado. A todos
ellos les debo una parte esencial de este reconocimiento, y les expreso mi més sincero agradecimiento
por su compromiso, su esfuerzo y por haber enriquecido mi vida cientifica y personal.

Al final solo importan las cosas del principio. Y en el principio fueron mis padres. De mi padre
Teofilo heredé la creatividad y la curiosidad; de mi madre Justa, la sensatez. Estos y otros valores
y principios de mi educacidon son su mejor herencia. Agradezco su apoyo y confianza durante mis
largos estudios. Mis hermanas, Dolores y Susana, y mi cufiado, José Ignacio, continuaron ayuddndome
siempre como una verdadera familia.

Reservo la mencion especial de gratitud para mi compaiera, Tina, que me hace feliz dia a dia y



es mi mejor apoyo para seguir adelante.



Medalla 37

Quiero continuar mi intervencion expresando mi mas sincero agradecimiento y reconocimiento
a quien me ha precedido en la medalla numero 37 de esta Real Academia, el profesor don Manuel
Aguilar Benitez de Lugo. Es para mi un honor ocupar el lugar que durante tantos anos ha dignificado
con su magisterio, su rigor cientifico y su entrega a la investigacion.

Manuel Aguilar Benitez de Lugo, nacido en Madrid en 1943, es una de las figuras mas destacadas
de lafisica de particulas en Espafia y Europa. Licenciado y doctor en Ciencias Fisicas por la Universidad
Complutense de Madrid, desarroll6 una brillante carrera investigadora vinculada al CIEMAT y a los
principales laboratorios internacionales, como el CERN, el Laboratorio Nacional de Brookhaven
y el College de France. Su contribucién a experimentos fundamentales en fisica de altas energias
—desde las camaras de burbujas del CERN y Brookhaven, hasta el detector .3 del LEP y el CMS del
LHC— ha sido decisiva en el avance del conocimiento de la estructura dltima de la materia. Dirigi6é
la participacion espanola en el Espectrometro Magnético Alpha (AMS) para la Estacion Espacial
Internacional, contribuyendo al descubrimiento de fendémenos astrofisicos de gran relevancia.

A lo largo de su trayectoria, el profesor Aguilar Benitez de Lugo ha ocupado puestos de liderazgo
cientificoy de gestion, como director del Departamento de Fusion y Fisica de Particulas Elementales del
CIEMAT (1998-2004) y, posteriormente, Director del Departamento de Investigacion Basica (2004-
2012). Ha sido vicepresidente del CERN y delegado cientifico de Espafia en el Consejo de dicho
organismo. Ha sido miembro de comités internacionales, fundador y organizador del International
Meeting on Fundamental Physics, y primer presidente del Grupo Especializado de Fisica de Altas
Energias de la Real Sociedad Espafiola de Fisica. Su labor ha sido reconocida con numerosos premios,
entre ellos el Premio Nacional de la Real Sociedad Espafiola de Fisica, la Medalla de la RSEF, el
Premio de la Real Academia de Ciencias y el Premio CEOE a las Ciencias.

La figura de Manuel Aguilar Benitez de Lugo representa una contribucién excepcional al desarro-
llo y consolidacion del Particle Data Group (PDG) como referencia mundial indispensable en fisica de
particulas. Durante més de dos décadas (1981-2005), fue uno de los fisicos responsables de la edicién
de la prestigiosa Review of Particle Physics y del “Particle Physics Booklet”, publicaciones que se han
convertido en la “biblia”de la fisica de particulas y que han sido citadas en més de 30 000 articulos
cientificos. Su labor de coordinacion y evaluacion cientifica en el PDG contribuy6 decisivamente a
establecer los estandares internacionales para la compilacion, andlisis y divulgacion de las propiedades
fundamentales de las particulas elementales.

Su compromiso con la excelencia cientifica se ha manifestado también a través de su dilatada
colaboracion con la Fundacién Ramoén Areces desde 2010, donde desde 2017 ejerce como miembro
del Consejo Cientifico de Ciencias de la Vida y de la Materia. Esta vinculacion le ha permitido
contribuir de manera decisiva al prestigio cientifico de la institucidn, facilitando la participacion de
veintitin Premios Nobel, una Medalla Fields y un Premio Abel en las conferencias de la Fundacién
durante el periodo 2004-2016. Su gestion ha sido instrumental en el crecimiento del apoyo econdémico

a la investigacion, elevando las subvenciones desde 25 000 euros en 2020 hasta los 100 000 euros



previstos para 2025, consolidando asi el papel de la Fundaciéon como referente en el fomento de la
investigacion cientifica de excelencia en Espafa.

Con méas de 700 publicaciones cientificas, la direccién de numerosas tesis doctorales y una
incansable labor de divulgacién y formacién, don Manuel Aguilar Benitez de Lugo ha dejado una
huella imborrable en la fisica espafiola y en esta Academia. Su ejemplo y legado constituyen un
estimulo y una responsabilidad para quienes seguimos sus pasos.

Asi mismo, quiero rendir homenaje a don Joaquin Catald de Alemany, quien ostent6 la medalla
ndmero 37 precediendo a don Manuel Aguilar Benitez de Lugo. Su figura representa uno de los pilares
fundamentales en la historia de la fisica en Espafa, y su legado sigue siendo fuente de inspiracion
para las generaciones presentes y futuras.

Joaquin Catald de Alemany (Manresa, 1911 — Madrid, 2009) fue fisico, meteordlogo, catedratico
y académico, pionero de la fisica de particulas en nuestro pais. Tras licenciarse en Ciencias Fisicas en
la Universidad de Barcelona y doctorarse en la Universidad de Madrid en 1943, inici6é una brillante
carrera académica y cientifica. Ocup6 la Catedra de Fisica Tedrica y Experimental en la Universidad
de Valencia, donde, tras una estancia de investigacion en la Universidad de Bristol en 1949, fundé6 en
1950 el primer grupo de investigacion dedicado a la fisica de particulas en Espafia que dio lugar al
IFIC, introduciendo técnicas experimentales innovadoras y promoviendo la colaboracién internacional
en tiempos dificiles para la ciencia espafola.

Posteriormente, ejercié la catedra de Fisica del Aire en la Universidad Complutense de Madrid
y fue elegido académico numerario de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales,
ocupando la medalla 37 desde 1981 hasta 2000. Su labor fue reconocida con la primera Medalla de
la Real Sociedad de Fisica y Quimica en 1958, asi como con los premios nacionales Alfonso X el
Sabio y Juan March, entre otros. El profesor Catala no solo impulsé la investigacién experimental en
fisica nuclear y de particulas, sino que instaur6 una nueva forma de entender y organizar la ciencia en
Espaia, basada en el trabajo en equipo, la internacionalizacion y la excelencia, sentando las bases de

una tradicion investigadora que perdura hasta nuestros dias.

Topologia en la RAC

He podido encontrar un buen nimero de discursos de ingreso en la RAC donde se trata la
topologia desde varios puntos de vista y en varias disciplinas: matematicas, fisica, quimica etc. En la
seccion de Matematicas enumero los siguientes:

1. D.Ricardo San Juan Llosa. “La abstraccion matemética’(1955). El discurso menciona explicita-
mente las estructuras topoldgicas, la topologia algebraica asi como la importancia de la topologia
en el desarrollo matemético moderno.

2. D. Baltasar Rodriguez-Salinas Palero. “Medidas en espacios topoldgicos”(1975). El titulo y el
contenido del discurso giran en torno a la topologia, especialmente en relacion con la teoria de
la medida en espacios topolégicos.

3. D. Manuel Valdivia Urena. “Recientes aspectos del anélisis funcional”(1977). El discurso trata

sobre la topologia localmente convexa, la topologia tonelada, y otros conceptos topoldgicos en



andlisis funcional.

4. D. José Maria Montesinos Amilibia. “Nudos, cristales y nimeros: aspectos de la topologia de
baja dimension”(1990). El tema central es la topologia de baja dimensidn, la teoria de nudos y
las variedades tridimensionales.

5. D. Fernando Bombal Gordon. “Paradojas y rigor. La historia interminable”(2006). La Topologia
aparece vinculada a las paradojas historicas de la teoria de conjuntos y del andlisis funcional,
como la paradoja de Banach-Tarski y los espacios topoldgicos. Se destaca como los proble-
mas y paradojas en espacios topoldgicos impulsaron el desarrollo del rigor matematico y la
axiomatizacion moderna.

6. D.José Francisco Duato Marin. “Aportaciones al control de congestion en redes de interconexion
de alta velocidad”(2019). Aborda aspectos clave de la topologia de redes de interconexion en el
contexto del control de congestion en sistemas de alta velocidad y redes de comunicaciones.

La nocién de topologia que usaré en este discurso vinculada a la computacion cudntica esta
relacionada mas con la geometria que con el andlisis funcional, de modo que es el discurso de D. José
Maria Montesinos el que més cercano estd de los desarrollos que expondré en este manuscrito.

En la seccion de Fisica y Quimica de la RAC, quien mds ha hablado de topologia en la fisica y las
matematicas en sus discursos ha sido D. Alberto Galindo Tixaire. Lo hizo en su discurso de ingreso
en 1980, y en todas las contestaciones a los discursos de ingreso donde dio la réplica, salvo en el de
D. Juan Ignacio Cirac Sasturain:

1. D. Alberto Galindo Tixaire. Discurso de ingreso “No-linealidad en las ciencias de la natura-
leza”(1980). Se destaca la importancia de la topologia en el estudio de sistemas no lineales,
especialmente en la comprension de la estabilidad, el caos y la dindmica de sistemas complejos.
Subraya como la topologia algebraica y la estructura de los espacios funcionales son herramien-
tas clave para modelar fendmenos fisicos y emergentes. Asi, la topologia se presenta como un
lenguaje fundamental en la ciencia moderna para abordar la no-linealidad.

2. Ibidem. Discurso de contestacién a D. Francisco J. Yndurdin Mufioz, Se destaca la profunda
relacion entre fisica y topologia, subrayando como los avances en teorias fisicas modernas
—como las teorias de campos, cuerdas y la geometria no conmutativa— han revolucionado
la topologia de variedades de baja dimensién y han generado nuevos invariantes topoldgicos,
mostrando que la estructura del espacio-tiempo y de la materia requiere herramientas topoldgicas
y geométricas avanzadas para ser comprendida plenamente.

3. Ibidem. Discurso de contestacion a Juan Maria Marcaide Osoro, “Explosiones cosmicas”(2007).
Se discute el papel de la topologia en la forma global de nuestro universo y se pregunta. ;Es la
topologia del cosmos observable?

4. Ibidem. Discurso de contestacion a D. Pedro Miguel Echenique Landiribar, “Dindmica de iones
y electrones en solidos y superficies y pequenas pinceladas sobre ciencia”(2017). Se destaca el
papel de los campos Yang-Mills y su aplicacién a problemas de topologia en baja dimension,
obtencién de nuevos invariantes de nudos, hallazgo de estructuras diferenciales exéticas en R*,
la variedad topoldgica de los nudos en el espacio 3D y los materiales exdticos con proteccion

topoldgica.



El profesor Alberto Galindo Tixaire (Zaidin, Huesca, 1934) es una de las figuras més destacadas de
la fisica tedrica espafiola y un referente indiscutible en la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas
y Naturales. Su vinculacién con la Academia se remonta a 1969 como Académico Correspondiente,
alcanzando la condicién de Electo en 1977 y de Académico Numerario en 1980. Ejercid la presidencia
de la institucion entre 2005 y 2009, y de nuevo desde 2012 a 20135, siendo actualmente Presidente de
Honor. Galindo ha sido pionero en la modernizacion de la ensenanza de la fisica en Espafia, impulsando
nuevas disciplinas y métodos didacticos desde sus citedras en Zaragoza y Madrid. Cofundador y primer
director del Grupo Interuniversitario de Fisica Tedrica (GIFT), su labor ha sido fundamental para el
desarrollo de la investigacion y la formacion de generaciones de fisicos tedricos en Espaia.

En la Real Academia, su magisterio y liderazgo han dejado una huella profunda. Destaca por su
rigor intelectual, integridad y generosidad, valores que ha transmitido tanto en el &mbito académico
como en el institucional. Bajo su presidencia, la Academia reforz6 su papel como foro de excelencia
cientifica y de didlogo interdisciplinar, abriéndose a los retos de la ciencia contemporanea. Ha con-
tribuido de manera decisiva al avance del conocimiento y a la proyeccion internacional de la ciencia
espanola. La figura de Alberto Galindo Tixaire en la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales es la de un maestro insigne y un presidente ejemplar, cuyo legado sigue inspirando a la

comunidad cientifica y académica.



Capitulo 1 Introduccion

Sumario

' Computacion Cuantica 1 Computacion Cuantica Topologica
'd Correccion Cuantica de Errores 1 Codigos Topologicos de Color

J Topologia

La topologia® es una de las ramas mads recientes de las matemadticas y ha profundizado en la rama
mas moderna de la fisica tedrica: la computacion cudntica. En este discurso, haré un planteamiento
elemental del papel que juega la topologia en la fisica cudntica y sus implicaciones en los estados
exéticos de la materia cudntica. La topologia ayuda a resolver el problema esencial de la computaciéon
cudntica: combatir su fragilidad para poder beneficiarnos de su enorme potencial. Tras mostrar los
codigos topoldgicos de color y su realizacion experimental, abordaré los desafios futuros mediante
modelos de fractones que suponen el descubrimiento de nuevas fases cudnticas de la materia, mas alla
de las fases topoldgicas conocidas, que fueron reconocidas con el Premio Nobel de Fisica en 2016.

El titulo de este discurso me fue inspirado por las palabras de un investigador americano, Andrew
Landahl, quien fue de los primeros en investigar las propiedades de los codigos de color topoldgicos.
Cuando comenzo6 a dar conferencias sobre el tema, hacia una presentacion de este tipo: “Sefores,
hasta ahora hemos trabajado con los c6digos de Kitaev, eso es como la television en blanco y negro.
Ahora hay que estudiar los codigos de color, pues son la television en color”.

La computacién cudntica allana el camino para dominar los fendmenos cuanticos de una manera
sin precedentes, constituyendo una de las predicciones mds destacadas de las tltimas décadas en la
teoria cudntica [1, 2]. Existen diversas vias para alcanzar este objetivo, como la miniaturizacion de
componentes electronicos [3], que se orienta hacia la creacion de dispositivos cudnticos escalables.
Sin embargo, para que esto se materialice, es esencial aprender a superar la decoherencia. Tedrica
y experimentalmente, hay esperanzas de que esto pueda lograrse [4-11], y que eventualmente se
convierta en un desafio de ingenieria en la practica.

Antes de que esto suceda, los conceptos de computacién e informacién cudntica han demos-
trado ser extraordinariamente fructiferos en diversas disciplinas, como la fisica, la informaética, las
matematicas y la ingenieria. Un ejemplo notable es la incorporacion de la topologia en la computacion
cudntica, utilizada para abordar el problema de la decoherencia, dando lugar a la computacion cuantica
topoldgica (CCT) [12-17]. Al mismo tiempo, una computadora cudntica no deja de ser un sistema
fisico; si es topoldgica, requerird un tipo especifico de sustrato material o fase cudntica de la materia.
Esto conecta la CCT con sistemas fuertemente correlacionados en la materia condensada, conocidos
como Ordenes topologicos (OT) [18-22], que son candidatos naturales para la construccion de tales
computadoras cuanticas.

La correccion de errores cudnticos (CCE) es un método que busca eliminar activamente los

'Este manuscrito no es una obra definitiva, es mi testimonio de casi cuarenta afios de investigacion, de los cuales mas de 25
los he dedicado a la computacién cuéntica.



errores en el sistema cudntico, resultantes del ruido externo o de operaciones cudnticas imperfectas
[23-27]. Esta estrategia se basa en la aceptacion de que los errores son inevitables; por lo tanto,
debemos enfrentarnos a ellos mediante la deteccion y correccion. Esta serd la estrategia predominante
en gran parte de este discurso.

Inicialmente, se pensaba que la CCE era imposible. Surgieron diversos problemas fundamentales
que parecian insuperables, tales como: 1) la imposibilidad de la redundancia cuantica debido al teorema
de no clonacidn; ii) la existencia de errores de fase en los cubits que son peculiares del mundo cuéntico,
junto con errores de inversion del cubit; y iii) la restriccion de leer el estado del cubit codificado,
ya que esto provocaria decoherencia en el sistema logico. Asi, la deteccidn y correccion de errores
deben llevarse a cabo sin conocer el estado del cubit. Todos estos retos aparentemente irremediables se
desvanecieron con la introduccion de los primeros codigos de CCE. Este desarrollo sugiere que muchas
de las cuestiones abiertas y problemas actuales relacionados con la decoherencia podrian encontrar
soluciones en el futuro cercano, posicionando la topologia cudntica como un enfoque alternativo para
proteger los sistemas cuanticos.

Las técnicas de CCE son adecuadas para construir memorias cudnticas o enviar mensajes a través
de canales cudnticos ruidosos. Sin embargo, para lograr una computadora cudntica completamente
funcional, es necesario ir mas alla y adoptar técnicas de computacion cudntica tolerante a fallos. La
nocion de tolerancia a fallos se origina en el reconocimiento de que el propio proceso de correccion es
susceptible a errores: podemos introducir fallos durante la codificacion, en la medicién del sindrome
o durante la decodificacion. Los errores, en este contexto, se convierten en dindmicos, en lugar de
ser estaticos, como se considera en la CCE. Las técnicas tolerantes a fallos [28-30], [31-34] estan
disenadas para gestionar errores de manera oportuna, manteniéndolos por debajo de un umbral critico
y permitiendo la realizacion de una computacion cudntica precisa y prolongada. Esta afirmacion se
respalda con el teorema del umbral, que establece las condiciones necesarias para la computacion
cudntica tolerante a fallos.

Podemos establecer una analogia entre la correccion de errores cuanticos (CCE) y la computacion
cuantica tolerante a fallos, por un lado, y la medicina, por el otro. La nocion de sindrome de error pro-
viene de la terminologia médica, donde también contamos con doctores de verdad, no solo académicos.
En este contexto, los errores en una computadora cuéntica se asemejan a enfermedades que requieren
tratamiento médico. La deteccidn de errores puede ser vista como equivalente al diagndstico, mientras
que la recuperacion de errores se asemeja a la administracion de medicamentos para sanar la afeccion.
Sin embargo, la computacion cudntica presenta desafios tinicos: no podemos interactuar directamente
con el estado cudntico para llevar a cabo la deteccion de errores. En medicina, se permite auscultar
un cuerpo sin causar dafio, pero en una computadora cudntica, tal interaccion destruiria la coherencia
necesaria para su funcionamiento éptimo. Por ello, necesitamos algo mas que medicina; podria consi-
derarse como la necesidad de algun tipo de “magia”para sortear estos obstaculos. La fisica cudntica, a
menudo percibida como magica y engainosa, nos ofrece estrategias ingeniosas, como el uso de cubits
ancila, que permiten recuperar informacion sin interactuar directamente con los cubits codificados.
Este enfoque asegura que ni el entorno ni el proceso de decodificacion obtengan informacién sobre el

estado codificado. A lo largo de este discurso, volveré a esta analogia, como en el capitulo 6 y para



explorar la nocidén de computacién cuantica autoprotectora en el capitulo 10.

Al igual que cualquier computadora convencional, una computadora cudntica requiere un sistema
fisico especifico para llevar a cabo sus operaciones. Si se basa en la topologia cudntica, es probable
que necesitemos un nuevo tipo de fase cuantica de la materia para estabilizar su funcionamiento. Estos
potenciales candidatos se conocen como ordenes topologicos (OT), los cuales fueron introducidos en la
materia condensada como nuevos paradigmas de sistemas fuertemente correlacionados, que presentan
propiedades mas alld del modelo estdndar de la materia condensada. Este modelo estd basado en la
Teoria de Liquidos de Fermi (TLF) desarrollada por Landau, complementada por un mecanismo de
ruptura espontanea de simetria (RSS), como el que da origen a la superconductividad BCS, ademas
de andlisis de grupos de renormalizacion (GR) en las transiciones de fase cudntica [18].

En resumen, existe una relacion significativa entre los cédigos cudnticos topoldgicos y los érdenes
topoldgicos: 1) los cddigos topoldgicos en informacion cudntica son ejemplos de érdenes topoldgicos,
y la busqueda de estos 6rdenes en la materia condensada resultard ttil para el desarrollo de cédigos
topoldgicos; ii) las herramientas de informacion cuantica, como el formalismo del estabilizador, son
valiosas para detectar y caracterizar érdenes topoldgicos.

De este modo, es evidente que la topologia cudantica representa otro ejemplo del enriquecedor
didlogo entre la computacion cudntica y los sistemas fuertemente correlacionados en la materia
condensada, asi como en la mecanica estadistica y la fisica de particulas. Esta interaccion no solo abre
nuevas vias de investigacion, sino que también subraya la importancia de abordar desafios complejos
mediante enfoques interdisciplinarios, fomentando un avance significativo en nuestro entendimiento

y aplicacién de la computacion cudntica.



Capitulo 2 Perspectivas sobre Computadores
Cuanticos en un Futuro Cercano

Sumario
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La historia de la aviacion es muy ilustrativa para entender como pequefios pasos dados de forma
continuada y sostenida producen un resultado revolucionario al cabo de unas pocas décadas. En la
figura 12.4 podemos ver una secuencia representativa de estos avances. Si tomamos como referencia el
primer vuelo de los hermanos Wright, que ocurri6 el 17 de diciembre de 1903, éste dur6 12 segundos
y recorrid una distancia aproximada de entre 36 y 37 metros. Este historico vuelo fue pilotado por
Orville Wright en Kitty Hawk, Carolina del Norte, y la aeronave se elevo a aproximadamente 3 metros
sobre el suelo. Estas cifras son pirricas, pero suficientes para demostrar que un vuelo en un planeador
se podia realizar de forma sostenible. Y tanto fue asi que, en menos de 25 anos, Charles Lindbergh
cruzo el océano Atlantico sin escalas entre el 20 y el 21 de mayo de 1927 (con importantes precedentes
espanoles). Este vuelo dur6 aproximadamente 33 horas y media, cubriendo una distancia cercana a los
5.800 kilémetros desde Nueva York hasta Paris. A partir de entonces, se pudo desarrollar la aviacion
comercial y las transacciones comerciales por todo el globo terrdqueo. La aviacién habia demostrado
una ventaja logistica frente al resto de los medios de transporte conocidos. Algo similar se busca con
la computacion cudntica y la consecucion de una ventaja cudntica sobre los computadores cladsicos
tradicionales, con la esperanza de que dé lugar a una revolucidn cuédntica que nos proporcione nuevos
desarrollos y mejoras tecnoldgicas. En este sentido, la evolucién que conocemos hasta ahora de los
computadores cudnticos se asemeja mucho a la evolucién de la aviacion, y esperemos que el futuro

también sea tan exitoso.

Figura 2.1: Algunos de los hitos de la historia de la aviacién que sirven de guia para entender por
analogia la evolucién de la computacion cuéntica.
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Figura 2.2: Parametros bdsicos para caracterizar la bondad de un circuito cuédntico hecho de cubits
(vertical) y puertas légicas (horizontal). A medida que se degradan las propiedades cudnticas del

circuito se produce una transiciéon del mundo cuéntico al mundo clasico en la direccién horizontal
donde avanza el tiempo de ejecucion del circuito.

Hasta ahora ha sido habitual evaluar la potencia de los computadores cuédnticos actuales mediante
el nimero de cubits disponibles en su plataforma para ejecutar procesos cudnticos. Sin embargo,
esta medida resulta poco ttil para determinar la verdadera ventaja cudntica que puede ofrecer un
computador. Los cuibits que suelen anunciarse en los medios de comunicacién con el lanzamiento de

estos dispositivos por parte de las grandes compafiias como Google, IBM, etc. son cubits fisicos, es

decir, sistemas cuanticos basicos con dos niveles claramente diferenciados.

Definicion 2.1 (Cubit Fisico)

Un cubit fisico es un sistema cuantico de dos niveles que puede estar en una superposicion
lineal de dos estados base, tipicamente denotados como |0) y |1). Representa la unidad minima

de informacion en computacion cuantica. &

Este tipo de cubit se implementa fisicamente mediante diversas tecnologias, como:

o lones atrapados [2, 9, 35].

o Pares de Cooper en circuitos superconductores [36-38].

o Atomos neutros en redes Opticas [39, 40].
De igual manera, destacan otras plataformas como los cubits de espin en silicio, cubits fotonicos,
electrones individuales en diamante (centros de vacantes de nitrogeno), cibits de espin en moléculas,
entre otras. Los cubits fisicos son altamente sensibles al ruido y a las perturbaciones del entorno, lo
que los hace propensos a perder sus propiedades cuédnticas debido a la decoherencia. En todos estos
casos, se trata de sistemas cudnticos sin proteccion frente al ruido externo proveniente del entorno que
los rodea; es decir, son computadores cudnticos “desnudos”. Incrementar el niimero de cubits fisicos
desprotegidos hasta cantidades suficientemente grandes no ha resultado ser una estrategia efectiva.
Esto se debe principalmente a que el ruido externo termina dominando el sistema, destruyendo sus

propiedades esenciales de coherencia cudntica. La correccién cudntica de errores nos ensefia que



la figura adecuada para evaluar la calidad real de un computador cudantico es el concepto de “cubit

l6gico”.

Definicion 2.2 (Cubit Loégico)

Un cubit logico es una abstraccion construida mediante la codificacion de informacion cuantica
en un conjunto de cubits fisicos entrelazados. Este conjunto sigue un patrén definido por un

codigo corrector de errores cuantico, que protege al cubit logico frente a errores y ruido externo. &

Un ejemplo tipico de codigo corrector de errores son los codigos CSS (Calderbank-Shor-Steane)
[41, 42]. La redundancia introducida en esta codificaciéon permite recuperar la informacion légica
incluso si algunos de los cubits fisicos sufren perturbaciones. Los ctbits 16gicos son esenciales para
construir computadores cudnticos tolerantes a fallos. Sin embargo, el nimero de cubits 16gicos por si
solo tampoco es suficiente para caracterizar adecuadamente la calidad o robustez de un computador
cuantico tolerante a fallos. Es necesario considerar también otro pardmetro esencial: la profundidad
del circuito.

Cuando representamos graficamente un circuito cuantico, ubicamos los cubits en direccion ver-
tical y las puertas légicas aplicadas en direccién horizontal (temporal) (ver figura 2.2). En esta

representacion:

Definicion 2.3 (Anchura)

La anchura de un circuito cudntico se define como el niimero total de ciibits fisicos involucrados

en el circuito. &

En una representacion gréfica, esto corresponde al nimero de cubits dispuestos a lo largo del eje
vertical. La anchura proporciona una medida de los recursos cudnticos necesarios para el circuito, ya

que determina cudntos cubits se utilizan simultdneamente durante la computacion.

Definicion 2.4 (Profundidad)

La profundidad del circuito cudntico se define como la longitud del camino dirigido mas largo
desde un cubit de entrada hasta un cubit de salida, avanzando en el tiempo a lo largo de los

cables de los cubits. &

Alternativamente, puede entenderse como el nimero total de pasos temporales necesarios para
ejecutar todas las puertas en el circuito, donde las puertas que actiian sobre conjuntos disjuntos de
cubits pueden aplicarse en paralelo durante un solo paso temporal. La profundidad mide la comple-
jidad secuencial del circuito e indica cudntas capas de operaciones son necesarias para completar
la computacion. La profundidad no es necesariamente igual al ndmero total de puertas, ya que las
puertas que actiian sobre cubits independientes pueden ejecutarse simultdneamente. Tanto la anchura
como la profundidad son parametros criticos para evaluar los circuitos cuanticos, ya que influyen en
los requisitos de recursos y en la viabilidad computacional dentro de los limites impuestos por el
tiempo de coherencia. Por tanto, para evaluar correctamente la potencia real y la capacidad practica
de un computador cudntico es necesario considerar tanto el nimero efectivo de cubits 16gicos como

la profundidad méaxima del circuito que puede ejecutarse antes de perder coherencia debido al ruido
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ambiental.

Para ilustrar de forma muy directa el estado de los computadores cudnticos ruidosos actuales
suelo compararlos con un coche Ferrari. Como el Ferrari, el computador cuéntico es tedricamente una
maquina extraordinariamente potente. La gran paradoja es que son a la vez potentes y fragiles. Un
computador cudntico actual es como un Ferrari que arranca con su poderoso motor pero que cuando
se pone a andar pronto se queda sin gasolina y se para. Esta analogia ilustra los dos pardmetros en la
figura 2.2: anchura como medida de la potencia y profundidad como medida del tiempo de calculo
(que se corresponde con el camino que puede recorrer el Ferrari actualmente si tuviera suficiente
gasolina).
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Capitulo 3 La Necesidad de la Correccion Cuantica
de Errores

Sumario
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d Propagacion de Errores d Computacion Tolerante a Fallos
'd Correccion Cuantica de Errores 4 Teorema del Umbral

3.1 De los Cédigos Clasicos de Repeticion a los Codigos

Cuanticos

Expondré brevemente la base de la correccién de errores cldsicos mediante los cddigos de
repeticion, para luego apreciar la magnitud de la revolucion que supuso la llegada de los codigos
cudanticos y, en particular, de los cédigos topoldgicos y de color. El método més simple para corregir
errores es el codigo de repeticion cldsico. Se basa en la idea de que repitiendo la informacién de un
mensaje se pueden detectar facilmente los errores, como hacemos cuando tenemos un movil ruidoso

y necesitamos pedir ayuda.

3.1.1 El Numero 37 y los Codigos de Repeticion

Haré una breve digresion para compartir una curiosidad numérica que conecta con los cédigos
de repeticion. La medalla que recibo con gratitud de la RAC lleva por numero el 37, que es uno de los
numeros distinguidos de las matematicas por ser el duodécimo niimero primo, solo divisible por 1y
por si mismo. Ademads, el 37 es un nimero primo irregular, un primo cubano, un primo de la suerte,
un primo sexy, un primo permutable y un primo de Padovan, lo que le anade un carécter tnico. El 37
es la mediana de los segundos factores primos de todos los nimeros enteros. Esta afirmacion significa
que aproximadamente la mitad de todos los ndmeros tienen un segundo factor primo menor o igual a
37, mientras que la otra mitad tiene un segundo factor primo mayor que 37. Pero, ademads, tiene otra
propiedad que lo relaciona con los cdigos de repeticién usados en la correccion cldsica de errores: Si
tomamos cualquier nimero de tres cifras iguales (repetidas), como 111, 222, 333, ... 999, todos son
multiplos de 37. Por ejemplo, 111 =37 x 3,222 =37 x 6,333 =37 x 9, y asi sucesivamente hasta 999
=37 x 27. El 37 es el generador de los ndmeros de 3 cifras con digitos repetidos como en los cddigos
clasicosconel 000 y el 111.

3.1.2 Telémeros como Codigos de Repeticion Biologicos.

Un ejemplo bioldgico natural de cédigos de repeticion son los telomeros, estructuras protectoras

ubicadas en los extremos de los cromosomas, que salvaguardan la integridad de la informacién



3.2 Los Codigos Cuanticos: de la Repeticion al Entrelazamiento.

genética. Los telomeros contienen la secuencia de bases TTAGGG repetida cientos o miles de veces,
actuando como una memoria intermedia protectora que absorbe el dafio celular sin afectar los genes
importantes. Cada division celular elimina entre 100 y 200 pares de bases teloméricas, pero no genes
funcionales, y la enzima telomerasa restaura las repeticiones perdidas en células madre y germinales.
Esto es de facto una correccion clasica de errores. De manera andloga, en la correccion cuantica de

errores, los cubits fisicos absorben errores sin corromper el cubit l6gico.

3.2 Los Coédigos Cuanticos: de la Repeticion al Entrelazamiento.

Los c6digos cudnticos de correccion de errores representan una generalizacion revolucionaria
donde el entrelazamiento cudntico sustituye a la repeticion cldsica como mecanismo de proteccion
de la informacién. Este cambio de paradigma es lo que permite superar las limitaciones inherentes
a los cddigos clasicos y abrir la puerta a una computacion cuantica verdaderamente robusta. Para
comprender la esencia de esta revolucion, consideremos un desafio fundamental. Imaginen que tienen
un mensaje muy importante que quieren proteger. En el mundo digital clasico, la solucion es simple:
hacer copias. Si escriben “HOLA” en tres papeles diferentes, aunque uno se rompa o se manche,
siempre podran recuperar el mensaje completo eligiendo la version que aparezca mas veces. Pero
en el mundo cudntico, esta estrategia aparentemente obvia se enfrenta a una barrera infranqueable.
La naturaleza cudntica impone una regla férrea: no se pueden hacer copias exactas de informacién
cuantica desconocida y arbitraria. Es como si tuvieran una carta secreta escrita con tinta invisible
que se desvanece en el momento en que intentan fotocopiarla. Esto sucede porque la informacion
cudantica existe en superposicion - puede ser multiples cosas a la vez. El acto mismo de intentar “leer”
esta informacion para copiarla la destruye, colapsdndola a un solo estado. Es un callejon sin salida
fundamental. Ante este desafio, en computacion cudntica se tuvo una revelacion extraordinaria: si no
puedes copiar, entrelaza. En lugar de crear multiples copias independientes, creamos correlaciones
cuanticas fortisimas entre particulas separadas. Estas particulas quedan “entrelazadas” - conectadas
de forma tan profunda que conocer el estado de una te dice instantineamente algo sobre las demads,

sin importar la distancia que las separe.

3.3 Correccion Cuantica de Errores

Los circuitos cudnticos son extremadamente susceptibles a errores debido a la naturaleza fragil
de los cubits, que estan influidos por el ruido ambiental, la decoherencia y las imperfecciones en las
operaciones de las puertas 1ogicas aplicadas en los circuitos. A diferencia de los errores clasicos, los
errores cuanticos pueden propagarse a lo largo del circuito, amplificando su impacto y comprometiendo
la computacion. Dos tipos comunes de propagacion de errores son los errores X hacia adelante (errores
de inversidn de cubit que se propagan hacia arriba, ver figura 3.1) y los errores Z hacia atras (errores
de inversion de fase que se propagan hacia abajo), que ocurren principalmente en circuitos con puertas

de entrelazamiento como la CNOT. Son varias las razones por las que ocurre la propagacion de errores:
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Bloque .
Cubits Légicos . _ﬁk

Cubit
Ancila i ‘_ﬁx i
Figura 3.1: Propagacidon de errores en un circuito cudntico. En este caso, son errores de tipo inversion

de cubit (|0) <> |1)) representados por la matriz X de Pauli. Un error X en el ctibit ancila (abajo) se
propaga al cubit de control en el bloque 16gico (arriba).

o Entrelazamiento y acoplamiento entre puertas: En los circuitos cudnticos, las puertas como
la CNOT crean entrelazamiento entre cubits. Este acoplamiento permite que los errores se
propaguen de un cubit a otro. Por ejemplo:

o Un error X (inversion de bit) en un cubit de control (ancila) de abajo se propaga hacia
arriba al cubit objetivo (bloque 16gico o c6dgo) durante una operacion CNOT.

« Un error Z (inversion de fase) en un cubit objetivo (bloque 16gico o c6digo) se propaga
hacia abajo al cubit de control (ancila).

o Superposicion e interferencia: Los estados cudnticos de los cubits existen en superposicion,
lo que los hace sensibles incluso a pequenas perturbaciones. Cuando los errores se propagan,
pueden interferir con otras operaciones, causando fallos en cascada a lo largo del circuito.

La propagacion de errores aumenta significativamente la probabilidad de errores en multiples cubits,
que son mas dificiles de detectar y corregir. Sin estrategias efectivas para mitigar estos problemas,
las computaciones cudnticas pueden volverse rapidamente poco fiables, haciendo inttiles incluso
algoritmos simples.

La correccion de errores cuanticos (CCE) es esencial para abordar la propagacion de errores y
garantizar computaciones cudnticas robustas. La CCE funciona codificando ctbits 16gicos en multiples
cubits fisicos utilizando redundancia cuéntica en la forma de entrelazamiento cudntico y cddigos
especificos disefiados para detectar y corregir errores segun las siguientes operaciones:

o Deteccion de errores sin colapsar los estados: La CCE utiliza cubits auxiliares y verificaciones
de paridad para identificar discrepancias causadas por errores propagados sin medir directamente
los fragiles estados cuénticos. Esta es la “magia”de la que hablaba en el capitulo 2.

o Correccion de errores: Una vez que se detecta un error (por ejemplo, mediante mediciones del
sindrome), se aplican operaciones correctoras como puertas Pauli (X, Y, Z) para restaurar el
estado 16gico.

Por ejemplo, en el cddigo Steane [24] (un c6digo CCE basado en 7 cubits), un error X que se propaga
hacia arriba a través de puertas CNOT puede identificarse mediante la medicion de cubits auxiliares.
Esta medicion, llamada sindrome, revela la ubicacion del error, permitiendo aplicar operaciones
correctoras.
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Definicion 3.1 (Sindrome)

Un sindrome es un patron de resultados obtenido mediante mediciones especificas en ciibits
auxiliares (ancila), que indica la presencia, tipo y ubicacion de errores en los citbits codificados

sin revelar ni alterar la informacion cuantica almacenada. &

Estas mediciones se realizan mediante operaciones de estabilizadores, que son operadores cuanti-
cos que comparan estados entrelazados de los cubits fisicos. El sindrome actia como un “diagnoésti-
co”’que permite identificar si ha ocurrido un error de bit-flip (inversion de bit), phase-flip (inversion
de fase) o una combinacién de ambos, como mostraré en el capitulo 7. La clave del sindrome es
que no mide directamente el estado 16gico del cubit, preservando asi la superposicion cudntica y el
entrelazamiento. Esta técnica es esencial para implementar correcciones sin destruir la informacion,
un requisito fundamental en computacion cudntica tolerante a fallos.

La computacién cudntica tolerante a fallos se basa en la CCE asegurdandose de que el proceso
mismo de correccién de errores no introduzca a su vez nuevos errores, ni permita que estos se
propaguen atin mds. Esto requiere varios ingredientes, entre los que se incluyen:

o Puertas transversales: Estas puertas minimizan la propagacion de errores al restringir las inter-
acciones entre cubits correspondientes en diferentes bloques de datos codificados (ver figura 6.2
y capitulo 7).

o Umbrales para tolerancia a fallos: Los protocolos tolerantes a fallos solo tienen éxito si las
tasas de error fisico estdn por debajo de un cierto umbral, garantizando que los errores 16gicos
disminuyan conforme se anaden mas recursos.

El fenémeno de propagacién de errores destaca la vulnerabilidad inherente de los circuitos cudnticos y
subraya la necesidad de disefios robustos con CCE y tolerancia a fallos. Al mitigar tanto los errores X
hacia arriba como los errores Z hacia abajo, estas técnicas aseguran que las computadoras cudnticas
puedan realizar calculos robustos incluso cuando los sistemas escalen hasta millones de cubits. Sin
ellas, la computacion cudntica no puede cumplir su promesa de resolver problemas complejos més

alla de las capacidades clésicas.

Un computador cuantico puede realizar calculos arbitrariamente largos y confiables, incluso
en presencia de ruido y operaciones imperfectas, siempre que la tasa de error fisico por puerta,

medicion o inicializacion de los cibits esté por debajo de un cierto valor umbral p..

Mediante la aplicacién de esquemas de correccion de errores cudnticos y protocolos tolerantes
a fallos, la tasa de error 16gico puede reducirse a niveles arbitrariamente bajos con solo un aumento
polindmico en los recursos necesarios. Este resultado tiene una serie de implicaciones:
o Umbral de Tasa de Error (p.):
& Si la tasa de error fisico p satisface p < p., entonces es posible realizar computacién
cudntica tolerante a fallos.
« El valor del umbral p. depende del codigo especifico de correccion de errores y del modelo

de ruido. Por ejemplo:
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o Los c6digos concatenados suelen tener umbrales alrededor de 10~% a 1075,
o Los cddigos topoldgicos pueden alcanzar umbrales tan altos como 1% bajo ciertas
condiciones.

o Supresion de Errores: Por debajo del umbral, los errores se corrigen mas rapido de lo que
se acumulan. Los errores l6gicos disminuyen exponencialmente con el nimero de capas de
codificacion o niveles de concatenacion.

o Sobrecarga de Recursos: Lograr tolerancia a fallos requiere codificar cubits 16gicos en multi-
ples cubits fisicos utilizando cédigos de correccion de errores cudnticos. La sobrecarga crece
polindmicamente con el tamafo del calculo y logaritmicamente con la precision deseada.

o Suposiciones: Para poder obtener estos resultados analiticamente es necesario asumir un cierto
modelo de errores que es una simplificacion de las condiciones reales, pero es la misma estrategia
seguida en la computacion clasica, entre las que se encuentran:

« Los errores son independientes y no estan correlacionados ni en el espacio ni en el tiempo.
No hay errores correlacionados a gran escala.
« Existe suficiente paralelismo con computadores cldsicos para implementar protocolos
tolerantes a fallos.
« Se dispone de cubits auxiliares frescos (ancilas) durante la computacion.
El teorema demuestra que la computacion cudntica robusta es tedricamente posible, incluso con
hardware ruidoso, siempre que las tasas de error sean suficientemente bajas. Este resultado forma
la base para la escalabilidad en computacién cudntica, permitiendo implementaciones pricticas de
algoritmos complejos como el algoritmo de factorizacién de Shor [43], el algoritmo de bisqueda de
Grover [44] o de simulaciones cuanticas de Hamiltonianos [45, 46] de interés para la fisica, la quimica
etc.

Los investigadores que han contribuido al desarrollo del Teorema del Umbral en computacién
cudntica tolerante a fallos incluyen a Peter Shor que introdujo los primeros protocolos de correccion
de errores cudnticos y estableci6 las bases para la tolerancia a fallos (1996) [28]. Dorit Aharonov y
Michael Ben-Or que probaron una version del teorema del umbral para modelos de ruido especificos,
estableciendo formalmente la posibilidad de computacion cudntica tolerante a fallos (1997) [47]. Ema-
nuel Knill, Raymond Laflamme y Wojciech Zurek que contribuyeron con pruebas independientes del
teorema y desarrollaron métodos practicos para la correccidn de errores cudnticos (1996) [48]. Alexei
Kitaev que extendio el teorema al marco de cddigos topoldgicos, como el codigo térico, y explord
su aplicacion en computacion cudntica topologica (1996-2001) [12]. Daniel Gottesman desarrollé
herramientas fundamentales como los cédigos estabilizadores y protocolos para la implementacion
practica de la tolerancia a fallos [49] o John Preskill que contribuy¢ al andlisis teérico de los umbrales
y la implementacion préactica en sistemas fisicos realistas [50]. Estos investigadores han trabajado tan-
to en los fundamentos tedricos como en las aplicaciones practicas del teorema, permitiendo avances
significativos en la escalabilidad de los computadores cuanticos.

En un cddigo de correccidon de errores cudnticos concatenado, el nimero de cubits fisicos
necesarios aumenta exponencialmente con el nivel de concatenacion. Si n representa el nimero de

cubits fisicos utilizados por el c6digo base (nivel 0), y L es el nivel de concatenacion, el numero total
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de cubits fisicos necesarios para el cédigo concatenado esta dado por la formula:
Nfl’sicos ~ nL- (31)
Para derivar esta relacion, se consideran dos ingredientes fundamentales:
o Codigo base (Nivel 0): El c6digo base requiere n cubits fisicos para codificar un cubit 16gico.
o Concatenacion: A cada nivel de concatenacion, cada cubit 16gico del nivel anterior se codifica
usando n cubits fisicos. Este proceso recursivo provoca un crecimiento exponencial en el nimero
total de cubits fisicos.
El aumento en el ndmero de cubits fisicos en un cédigo concatenado es exponencial tanto respecto
al nivel de concatenacién como al nimero de cubits fisicos necesarios. Esto se debe a que en cada
nivel de concatenacion, se utilizan n cubits fisicos para codificar cada cubit 16gico del nivel anterior,
aplicando este proceso de manera recursiva.

En este momento hay que hacer una observacion crucial: el Teorema del Umbral es un teorema
constructivo, se basa en el método de la concatenacion de cédigos el cual conduce a tasas de error
extraordinariamente pequefnas y a recursos exponencialmente altos. A mi me gusta mds llamarlo
directamente una construccion en vez de un teorema, pero es demasiado tarde. Esta observacion me
resulto esencial cuando empecé a estudiar correccion de errores cudnticos alld por 2003-04 y consideré
la posibilidad de salirse de esa via concatenada y buscar alternativas. Cuando profundicé en el campo
comprobé que tal camino habia sido ya considerado por Kitaev en 1997 con sus cddigos topoldgicos.
Como mostraré mds adelante (capitulo 7), justamente los codigos cudnticos topoldgicos permiten

resolver las malas noticias que nos trae el Teorema del Umbral original.
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Capitulo 4 El Porqué de la Topologia en la Fisica
Cuantica

Sumario

Jd Topologia J Interferencia y Coherencia Cuanticas

d Principio de Superposicion d Entrelazamiento Cuantico

4.1 Nociones Elementales de Topologia

El adjetivo topoldgico tiene un significado de globalidad frente a detalles locales de un objeto.
Este adjetivo ilustra el hecho de que una deformacién continua (no abrupta) de un objeto material deja
sus propiedades globales inalteradas. Etimol6gicamente, topologia viene del griego: Tomog, ‘lugar’, y

Aoyos, ‘estudio’.

Definicion 4.1 (Topologia)

La Topologia es una rama de la Geometria que se ocupa del estudio de las propiedades globales

que son invariantes bajo transformaciones continuas. &

La Topologia es la Geometria sin medidas, sin una métrica. En la Topologia, las nociones de
distancia, dngulos etc. no existen. La Topologia sélo se interesa por las formas, por la Geometria como
un todo, en su globalidad.

La Topologia es una de las pocas disciplinas de las Matematicas que no fueron inventadas por los
antiguos griegos (como la Geometria, Aritmética, Teorfa de Ntimeros etc.) o los drabes (el Algebra).
La invencion y desarrollo de la topologia como disciplina matematica se atribuye a varios matematicos
a lo largo de los siglos. Algunas de las figuras clave son las siguientes:

o Leonhard Euler (1707—-1783): Euler es frecuentemente reconocido por sentar las bases de la
topologia a través de su trabajo sobre el problema de los Siete Puentes de Konigsberg en
1736. Este trabajo introdujo conceptos fundamentales como la conectividad y los invariantes
topoldgicos. Ademds, formul6 la famosa férmula para poliedros:

V—-E+F=2, 4.1

que relaciona vértices V, aristas E'y caras ' de los poliedros.

o Johann Benedict Listing (1808—1882): Listing introdujo el término “topologia” en 1847, aunque
ya lo habia utilizado en correspondencia desde la década de 1830. Su trabajo ayudo a formalizar
ideas topoldgicas, distinguiéndolas de la geometria clasica.

o Bernhard Riemann (1826—1866): Riemann extendi6 la topologia a dimensiones superiores e
introdujo el concepto de variedades, que se convirtié en una base fundamental para la topologia
moderna.
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o Felix Klein (1849-1925) realizé importantes contribuciones a la topologia, destacando la in-
troduccién de la botella de Klein en 1882, una superficie no orientable con propiedades unicas
que desafian la intuicion geométrica. Este objeto es clave en el estudio de espacios topoldgicos
y simboliza su enfoque innovador en matematicas.

o Enrico Betti (1823-1892) realiz6 contribuciones fundamentales a la topologia como su “Er-
langen Program”(1872). Es conocido por introducir los nimeros de Betti [51], que miden la
conectividad de una variedad y son esenciales en la teoria de homologia. Su trabajo senté las
bases para el desarrollo posterior de la topologia algebraica, influyendo en matematicos como
Henri Poincaré.

o Henri Poincaré (1854—1912): Poincaré es considerado uno de los fundadores de la topologia
moderna. Su obra Analysis Situs (1895)[52] introdujo conceptos clave como homotopia y
homologia, que son esenciales en la topologia algebraica. También formaliz6 muchas ideas
previas dentro de un marco coherente.

Estos matematicos contribuyeron colectivamente a transformar la topologia desde sus inicios en
tiempos de Euler hasta su forma moderna a finales del siglo XIX y principios del siglo XX.

John L. Kelley describié humoristicamente a un topélogo como “alguien que no sabe la diferencia
entre una taza de café y un dénut”[53]. Esta afirmacion refleja la idea fundamental en la topologia
de que los objetos se consideran equivalentes si pueden transformarse uno en otro mediante defor-
maciones continuas, como estiramientos o doblados, sin romper ni pegar. Esto ilustra el concepto de
homeomorfismo, que es central en la topologia. De esta manera, se representa a un topélogo como
una especie de persona ignorante que no puede distinguir entre una taza y un chupete, cuando in-
cluso un nifio podria hacerlo. Pero un top6logo sabe mucho sobre el entrelazamiento de superficies
toroidales. Esto se pone bien de manifiesto con el desafio representado en la Fig. 4.1, conocido como
una “paradoja toroidal”’[54]. Aqui vemos una posicion inicial con un toro de género 2 entrelazado a
un toro de género 1. Parece imposible alcanzar la otra situacioén en la que el 2-toro ha sido parcial-
mente desenredado del 1-toro . Es decir, utilizando las reglas de la topologia basadas tinicamente en
transformaciones suaves de los objetos, que no los cortan en piezas y los vuelven a pegar, parece que

este problema es irresoluble!. Sin embargo, un top6logo con su “ignorancia’puede hacer el trabajo en

)

Figura 4.1: Un ejemplo de una paradoja toroidal. Partiendo de los toros entrelazados a la izquierda,
parece imposible que la situacion a la derecha pueda alcanzarse utilizando solo las reglas de la
topologia (ver Fig. 4.2).

varios pasos sin violar las reglas de la topologia, como se muestra en la Fig. 4.2. Asi, “la ignorancia

tAlejandro Magno hubiese resuelto este problema con su espada como hizo cortando el nudo gordiano pero esto viola las
reglas de la topologia y nuestro topdlogo tiene una solucién mejor.
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puede ser una fuente de conocimiento”,... al menos en manos de un top6logo. Cabe mencionar que la
nocién de entrelazamiento, que ahora estd tan ligada a la mecanica cudntica, tiene un origen clasico
muy relacionado con el entrelazamiento de toros, hebras u objetos deformables similares que hemos
descrito en estas imagenes. Como veremos, lo interesante de emplear la topologia a nivel cudntico
es que la nocion resultante de entrelazamiento topologico de alguna manera unifica ambas nociones
de entrelazamiento, clasico y cuéntico. Un ejemplo de este hecho es la descripcion de los estados
fundamentales topolégicos como una superposicion cudntica coherente de estados representados por
una malla o red de estados de cuerdas, entrelazados entre si como si estuvieran en el espacio real

(capitulo 7. (7.49)). Lo que este ejemplo nos ensefa es que las propiedades globales permanecen

DOOS

Figura 4.2: Explicacion paso a paso de las transformaciones continuas compatibles con las reglas de
la topologia para desentrelazar los toros en la Fig. 4.1.

inalteradas bajo cambios estructurales locales siempre que no introduzcamos operaciones de corte.
Esto es bien conocido en topologia. Ahora el desafio es utilizar esta idea para proteger la informacion

cudntica. Para esto necesitamos los siguientes requisitos:

Proposicion 4.1 (Requisito 1)

Implementar la topologia a nivel cudntico, es decir, no en el espacio real R* como hicimos en la

paradoja toroidal, sino en el espacio de Hilbert de los cubits fisicos donde queremos almacenar

nuestra informacion. o

Proposicion 4.2 (Requisito 2)

Codificar cubits logicos en propiedades globales de la superficie de manera que puedan ser

inmunes a errores, siempre que sean operaciones externas locales. A

Como es habitual en computacién cldsica, no podemos prevenir que el sistema sufra de tipos
arbitrarios de errores, y si resultan ser también errores globales, entonces ciertamente causaran dafios
irreparables a la memoria cudntica topoldgica. Sin embargo, al ser errores globales, también serdn
muy poco probables en un modelo de error estindar donde los errores son no correlacionados en el
espacio y el tiempo (errores estocdsticos): si la tasa de error de un cubit es, digamos, p, entonces la
probabilidad de error serd

P(E) =p™, (4.2)
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siendo NV, el nimero de cubits en error y este nimero es tipicamente grande para un error global,
asumiendo que estamos por debajo de un umbral de error p.. También sucede 1o mismo con los errores
en computacion cudntica y se trata de construir plataformas en los que los errores globales sean tan
improbables que sean los errores locales los que juegan el papel dominante. Este es el escenario que

consideraré en el capitulo 7.

b)

Figura 4.3: a) Propagacion de una particula cldsica entre dos puntos A y B del espacio siguiendo
el principio de Accidn estacionaria. b) Propagacion de una particula cudntica seguin todas las trayec-
torias cldsicas posibles entre los citados puntos. Cada trayectoria aparece pesada con la fase cuantica
construida con la Accidn clasica segtn la prescripciéon de Feynman.

4.2 Topologia en Fisica Cuantica

Es natural preguntarse porqué los efectos topologicos son mds probables en la fisica cuantica
que en la mecdnica clasica. Una forma intuitiva de ver las posibilidades de que la fisica cuantica
proporcione efectos topoldgicos resulta de considerar la formulacién de Feynman de la integral de
caminos para calcular la amplitud de probabilidad de ir de un punto inicial A a otro final B como se
ilustra en la figura 4.3. La formulacion de Feynman de la mecanica cuédntica no es otra cosa que expresar
el experimento de la doble rendija en terminos de la superposicién de todas las trayectorias posibles
entre dos puntos. Ademas, hay que pesar cada trayectoria con un factor de fase que se construye con el
funcional Accion S que lleva la informacién de la fisica (interacciones) del sistema y la constante de
Planck h. Por el contrario, en la mecdnica cldsica no hay tal superposicion de trayectorias y solo aparece
la trayectoria que hace estacionaria a la Accion. De este modo, es aparente que la mecédnica cuantica
con sus superposiciones permite la exploracion de la globalidad del espacio de estados del sistema y
esto potencialmente puede conducir a efectos topoldgicos, aunque por si solo no estd garantizado: no
todo fenémeno cuéntico es topoldgico.

Segtin el principio de superposicién de la mecdnica cudntica, la funcién de onda |¥(¢)) se expresa
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como una suma sobre una base discreta de estados |x;) [55]:
¥ (1) = Z%b(l“z‘,t)m% (4.3)

donde |z;) son los autoestados del operador posicion X y i(x;, t) = (z;|W(t)) representa la amplitud
de probabilidad en la representacion discreta de posiciones. De manera similar, la funcién de onda

|W(t)) se puede expresar como una suma sobre una base discreta de estados |p;):

U (t)) = Z ¢(pj 1) |p;), (4.4)

donde |p;) son los autoestados del operador momento Py ¢(p;,t) = (p;|¥(t)) representa la amplitud
de probabilidad en la representacion discreta de momentos. Y asi podriamos continuar con otras su-
perposiciones que pueden incluir estados internos del sistema no necesariamente espacio-temporales.
Los efectos topoldgicos son mas probables y naturales en la fisica cudntica que en la mecénica
clasica debido a diferencias fundamentales como el principio de superposicion, pero hay mas razones
principales. Aqui enuncio algunas de las mds relevantes:
1. Funcién de Onda y Principio de Superposicion.
En la mecénica cudntica, las particulas se describen mediante funciones de onda, que codifican
tanto la amplitud como la informacién de fase (4.3), (4.4). Esta sensibilidad a la fase permite
que los sistemas cudnticos exhiban efectos de interferencia que dependen de la topologia del
espacio por el que se mueve la particula. Por ejemplo, el efecto Aharonov-Bohm demuestra
cOmo una particula cargada adquiere un cambio de fase al atravesar una region con un potencial
vectorial electromagnético, incluso si no pasa por una regién con un campo fisico. Este efecto
es inherentemente topolégico porque depende de las propiedades globales del camino tomado
por la particula, en lugar de las propiedades locales del campo. En el capitulo 10 mostraré como
usar estas fases topologicas para hacer computacion cuantica topoldgica por medio de anyones
no-abelianos (ver figuras 10.2, 10.3). En contraste, la mecdnica cldsica carece de cantidades
sensibles a la fase como las funciones de onda, por lo que los efectos topoldgicos como la
interferencia estan ausentes.
2. No-Localidad y Potenciales de Gauge.
La mecanica cudntica incorpora potenciales gauge (por ejemplo, potenciales electromagnéticos)
como entidades fisicamente significativas, incluso cuando no son directamente observables.
Estos potenciales influyen globalmente en la fase de los estados cudnticos, habilitando fenémenos
como invariantes topoldgicos y fases de Berry. Por otro lado, la mecénica clasica solo considera
las intensidades locales de los campos (por ejemplo, campos eléctricos y magnéticos), que no
exhiben efectos topoldgicos porque dependen inicamente de propiedades locales.
3. Coherencia Cuantica y Entrelazamiento.
La coherencia cudntica y el entrelazamiento permiten que los sistemas cudnticos exploren
topologias no triviales en el espacio de Hilbert, dando lugar a fendmenos como las estadisticas
no abelianas en los anyones (cuasiparticulas utilizadas en computaciéon cuéntica topoldgica).
Estos efectos dependen del principio de superposiciéon y del entrelazamiento, que no tienen

contrapartes en la mecdnica clasica.
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Los efectos topoldgicos surgen naturalmente en la fisica cudntica debido a su dependencia en
funciones de onda, potenciales gauge no-localidad e invariantes globales; caracteristicas ausentes en
la mecénica clésica. Estos efectos tienen profundas implicaciones para entender fendmenos cuanticos
como las fases topoldgicas de la materia, estados de borde robustos y efectos de interferencia, todos

ellos criticos para tecnologias avanzadas como la computacion cudntica y la espintronica.

4.3 Origenes

Al introducir la paradoja toroidal, figura 4.1 he querido rendir homenaje a mis estudios de
topologia que inicié durante mi tesis doctoral sobre teoria de cuerdas (1987-1991) [56] bajo la
direccion del Prof. Juan Ramirez Mittelbrunn. Durante aquellos afios estudié muchisimos libros de
topologia y de superficies de Riemann para sus aplicaciones en teoria de cuerdas. Pero también estudié
teorias cudnticas de campos topoldgicas. Estas tenian una propiedad que las diferenciaba notoriamente
de las teorias cudnticas de campos habituales que habia estudado durante mi licenciatura, como los
campos escalares o la electrodindmica cudntica. En las teorias topoldgicas todo se podia calcular
analiticamente y las funciones de correlacion (amplitudes de colision entre estados de particulas) se
expresaban como invariantes topoldgicos. Estos a su vez, eran nimeros de interseccion de invariantes
de nudos que aparecian en la teoria. Lo ventajoso de estas teorias es que se podian calcular efectos
no-perturbativos de forma cerrada: un suefio de la teoria cudntica hecho realidad. Por el contrario, al
final todos los resultados fisicos se reducian a puros nimeros. Poca fisica quedaba para analizar. En
particular, no habia efectos radiativos como en la electrodinamica cudntica que tantos efectos fisicos

nos proporciona. En definitiva, esta topologia cudntica conducia a “nuestro gozo en un pozo’.
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Capitulo 5 La Topologia como una Solucion a la
Computacion Cuantica

Sumario

d Decoherencia y Errores J Una Solucion Topolégica

5.1 El Problema de la Computacion Cuantica

El problema esencial de la computacion cuéntica es la decoherencia, el ruido externo, los errores
en las operaciones. Los sistemas cudnticos son muy fragiles pues tienden a acoplarse al entorno que les
rodea perdiendo sus propiedades de coherencia cudntica expresadas en el principo de superposicion
cudntica (4.3), (4.4). El gran problema es encontrar métodos que hagan robusta la computacién cudntica
como aparece en el enunciado del Teorema del Umbral 3.1. Consideremos un ejemplo sencillo para
ilustrar el problema de la decoherencia. En un sistema de cubits de iones atrapados como el de la
figura 5.1 hay que ser capaces de mantener a cada cibit en una superposicion de los estados electronicos
suficientemente estables {|0), |1) } formando un estado puro. Para un solo ciibit tendremos un estado
|U) = |ap|e'#°]|0) + |aq]e¥*|1). Sin embargo, el acaoplo inevitable del sistema de iones al entorno
hace que efectos de campos residuales, como campos magnéticos, produzcan un efecto de desfasaje
y se pierdan las fases cudnticas ¢y, p; dando lugar a un estado mezcla p = |ag|?0)(0] + |aq [2[1)(1].

Este representa una mezcla estadistica cldsica donde la informacion cudntica se ha perdido.

[¥) = @0|0) + aa|1)

Figura 5.1: Tres iones de un cierto elemento, como el C'a™, en una memoria cudntica de iones
atrapados. Cada uno de ellos es un cubit con dos niveles electronicos suficientemente estables para
implementar los estados de la base computacional {|0), |1)} del cubit.

En la correccién de errores cuanticos, cualquier error arbitrario producido por el entorno en un
solo cubit, como en el caso anterior, puede descomponerse matemdticamente en una combinacién
lineal de la identidad y las tres matrices de Pauli XY, Z. Especificamente, un operador de error
arbitrario en un solo cubit £ puede expresarse como:

E = C[I+CXX+CyY+C2Z, (51)

donde [ es el operador identidad y X, Y, Z son las matrices de Pauli. Los coeficientes cy, cx, ¢y, cz

son nimeros complejos determinados al proyectar el operador de error sobre la base de Pauli. Esta
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descomposicion se ilustra graficamente por medio de 3 canales de error independientes en la figura
5.2. Esta descomposicion es fundamental para la correccion de errores cuanticos porque permite que
los errores sean discretizados: medir un sistema ancila apropiado colapsa el conjunto continuo de
posibles errores en un conjunto discreto de errores de Pauli. Esta medicion auxiliar se denomina
el “sindrome”de la definicion 3.1. Después de esta medicion, el sistema se encuentra efectivamente
en uno de estos estados de error discretos, que luego pueden ser corregidos aplicando la operacion
inversa de Pauli correspondiente. Las matrices de Pauli en computacion cudntica se definen de la

forma habitual:
01 0 — 1 0
X = N S . (5.2)
10 v 0 0 -1
La descomposicion en estas matrices aprovecha sus propiedades como una base ortogonal completa
para operadores de un solo cubit bajo el producto interno de Hilbert-Schmidt. Este enfoque se generaliza

de manera sencilla a errores en multiples cubits utilizando productos tensoriales de matrices de Pauli.

X Y
0) —igE— I» o) —#g— [0) o) —ilfE—-11)
a) b) 0)
) —igE— 10 n —iE— - ) —iE— 0
X Y

Figura 5.2: Un error arbitrario sobre un ctbit se puede descomponer en 3 canales de error indepen-
dientes. a) Error de tipo inversion de cubit X . b) Error de tipo cambio de fase Z. c) Error combinacion
de inversion de cubit y de fase Y.

Rolf Landauer es conocido por su escepticismo hacia la computacion cudntica y por enfatizar
los desafios que representan los errores y el ruido en los sistemas cuanticos. Landauer destacé que
pequenos errores en las computaciones cudnticas podrian acumularse y hacer que la computacion falle,
como se menciona en su comentario de 1995 titulado “Is quantum mechanics useful?’[57]. Ademas,
sus preocupaciones generales sobre la viabilidad de la computacion cudntica debido a la acumulacién
de ruido y errores son frecuentemente referenciadas en discusiones sobre la correccion de errores
cudnticos y la tolerancia a fallos en los primeros dias de esta drea. Shor se tomé muy en serio esta
critica y se puso manos a la obra para disefiar el primer c6digo corrector de errores cuanticos [23] que
abria la puerta a la computacion cudntica tolerante a fallos. Obsérvese que la computacion cudntica es
mas proclive a los errores que la computacion clésica porque mientras que la primera tiene 3 canales
de error para atacarla, la segunda s6lo tiene un canal de error (el error de inversion de bit equivalente a
X). Si se consigue un método eficiente de combatir los errores cudnticos, entonces su mayor potencial

de célculo serd mas ventajoso que la computacion clésica.

5.2 Una Solucion al Problema de la Computacion Cuantica

El final del capitulo 4.1 ha sido desalentador. En otras palabras, las teorias cuanticas topologicas
y similares eran muy aburridas ya que en su virtud de calcular todo exactamente, estaba tambien su

defecto al no proporcionar efectos fisicos de interés. Y sin embargo, hay que reconocer que esas teorias
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tienen propiedades maravillosas. Algunos incluso podrian afirmar que son teorias bellas. Para mi la
nocion de belleza! en fisica es diferente. Me atrevo a proponer la siguiente definicién que estd basada
en la idea de que la Naturaleza es bella:

Definicion 5.1 (Belleza en Fisica)

Una teoria (modelo) es bella si, y solo si, describe a la Naturaleza. &

La ventaja de esta definicion de belleza sobre otras es que es objetiva, no subjetiva. Asi evitamos
que cada uno tenga una nocién de belleza particular en cuanto a la fisica se refiere. No en vano,
la fisica es una ciencia natural objetiva. No todo lo natural es bello, pero todo lo bello es natural.
Por ejemplo, el principio gauge de las interacciones fundamentales en el modelo estandard de las
particulas elementales es una teoria bella porque describe la naturaleza y el comportamiento fisico
de esas particulas. Por otro lado, las simulaciones cudnticas [58, 59] tienen el potencial de producir
teorias bellas a partir de modelos que no lo son. Son una fébrica de belleza.

Con esta guia volvamos a tratar de hacer fisica con la topologia cuantica. La clave para ello va a
estar en lanocion de aburrimiento que he comentado anteriormente. ; Habra alguna manera de sacar una
ventaja a ese aburrimiento de las teorias cudnticas topoldgicas? El lema que suelo utilizar para ilustrar
la bisqueda de una salida para esta situacion es “emocionarse siendo aburrido”. Se trata de sacar algo
emocionante de algo que es aburrido de por si. Esta situacion recuerda a la obra de Pirandello, pero en
este caso reformulada como “una solucién en busca de un problema”. ;Qué problema fisico podemos
resolver con las propiedades aburridas de las teorias topoldgicas? Precisamente el problema central de
la computacion cudntica: la decoherencia, su propension a los errores. Para ello necesitamos combinar
la topologia con un ingrediente mas: la discretizacion. Recordemos que las teorias cudnticas de campo
topoldgicas aparecieron inicialmente definidas en el continuo del espacio-tiempo. Sin embargo, en
la computacion cudntica tenemos sistemas cudnticos discretos formados por conjuntos de cubits. La
manera de combinar topologia y discretizacion es mediante redes o reticulos de cubits que tengan
propiedades topoldgicas. Con esta combinacion podemos conseguir que la siguiente identificacion:

( Aburrimiento = Robustez )

Y de esta manera sacar partido de las aburridas teorias topoldgicas para conseguir la robustez necesaria
para hacer computacion cudntica tolerante a fallos.

La manera concreta de combinar topologia y discretizacion se ilustra en la figura 5.3. En la
parte a) se muestra como caracteristicas globales o topoldgicas como la forma de una taza o dénut
son robustas, invariantes bajo cambios o perturbaciones locales. En este caso, la perturbacion local
consiste en una deformacién continua del objeto. En la parte b) se muestra una red de cibits embutidos

en un 2-toro. En este caso la deformacion toma la forma de ruido que se supone actiia localmente en

ISobre la belleza en la ciencia podemos encontrar una magnifica contribucién en el discurso de contestacién de D. Alberto
Galindo al ingreso de D. Pedro Echenique titulado “Ciencia y Belleza”(RAC 2017). El mismo D. Pedro Echenique ha
disertado en numerosas ocasiones sobre este tema como en su excelente conferencia invitada titulada “Science. Beauty.
Future” (“Ciencia. Belleza. Futuro”) en la sesién ceremonial del congreso anual de la Deutsche Physikalische Gesellschaft
(DPG) en Berlin, el martes 19 de marzo de 2024, de 14:30 a 17:00, en el auditorio principal H 0105 (Audimax) de la
Technische Universitit Berlin.
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un reducido nimero de cubits. En estas condiciones, la estrategia topoldgica consiste en guardar la

informacion cudntica en un ciclo (1azo) no trivial que rodea a una de las asas del 2-toro.

Figura 5.3: a) Deformacion topoldgica para transformar suavemente una taza en un donut. b)
Combinacién de topologia (2-toro) y discretizacion (reticulo de cubits embutidos en el 2-toro). La
accion del ruido es local porque s6lo afecta a una pequiia zona del 2-toro (sombreada en azul) relativa a
su tamafio global. La informacién légica se almacena en un ciclo homolégicamente no trivial (en rojo)
que se enrosca en una de las asas del 2-toro: la deformacién local no cambia la propiedad topoldgica
del ciclo ni sus propiedades cudnticas.

Esta es la idea genial que tuvo A. Kitaev [12]: almacenar la informacién cudntica distribuida
globalmente para protegerla contra el ruido local (débil). En efecto, un ruido local actuando sobre
los cubits del 2-toro de la figura 5.3 b) produce una deformacion local del ciclo homoldgicamente no
trivial (en rojo) que estd anidado en uno de los agujeros del 2-toro. Esa pequefia deformacion continua
del ciclo no cambia sus propiedades topoldgicas, y por ende, no cambia la informacién 16gica que
almacena. Esto dejaria de ser cierto si el ruido fuera muy brusco y afectara globalmente al reticulo
de cubits. Es razonable suponer que los ruidos muy extensos e intensos se han evitado al construir
nuestra plataforma de computacion cudntica como ya comenté en el capitulo 5, (4.2), de lo contrario
es mejor buscar otra plataforma alternativa. Lo mismo sucede con los computadores cldsicos que han
sido construidos con la tecnologia del silicio por muy buenas razones para hacerlos robustos.

Con la siguiente analogia podemos comparar la proteccion topoldgica de la informacion cudntica
en la figura 5.3 b) con un cubit fisico en ausencia de proteccion. Pensemos en una pelicula del Oeste
con buenos y malos. El cubit fisico (el bueno) se enfrenta a un pistolero (el malo) que le apunta para
ejecutarlo. Como es un blanco fijo, al pistolero le resulta muy fécil apuntar y disparar provocando
su muerte. Sin embargo, si el cubit fuera un cubit 16gico con la proteccién topologica del ciclo
homoldgicamente no trivial, para el malvado pistolero ya no seria un blanco fijo. Por el contrario,
el blanco estaria deslocalizado por todo el reticulo y provocaria el fallo del asesino. A no ser que el
pistolero pudiera disparar sobre todos los cubits fisicos a la vez. Pero ya he dicho que suponemos que
nuestra plataforma solo tiene ruido local para que tenga mas posibilidades de éxito y sobrevivir al
malvado ruido.

Uno de los corolarios del Teorema del Umbral 3.1 en el capitulo 3 eran las malas noticias para
los valores del umbral tan extremadamente bajos. Las buenas noticias de la construccion topoldgica
tolerante a fallos es que hay una mejora sustancial de unos 3 6 4 6rdenes de magnitud, tipicamente
p. ~ 1071, 1072, Esto supone una ganancia enorme y un gran respaldo para la computacién topoldgica
[60-63]. Como bonus extra, también se arregla el problema de la necesidad exponencialmente creciente
de los cubits fisicos en los c6digos concatenados.

El nimero de cubits fisicos necesarios para los cédigos topoldgicos crece cuadriaticamente con la
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distancia del cédigo, d, que es una medida de la tolerancia a errores del c6digo de correccion cudntica
[64]. Geométricamente, esta distancia es una medida del tamafio del cédigo (su reticulo). El niimero
de cubits fisicos n requeridos escala con el cuadrado de la distancia d:

n ~ O(d?). (5.3)

Esto se debe a la disposicion bidimensional del cédigo topoldgico, donde la distancia d corresponde

al tamafio del bloque de correccion de errores.
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Capitulo 6 Taxonomia de la Computacion Cuantica
Topologica (CCT)

Sumario

J Codigos Topologicos 1 Puertas Logicas sin Trenzado

J Codigos No-Autocorrectores d Puertas Logicas Transversales

Cuando era un adolescente de unos 11-12 afios me entusiasmé por el estudio de los insectos, la
entomologia. Aprovechaba mi condicién de boy scout para en las salidas al campo, cazar insectos
muy variados. Lo complementaba con busquedas en zonas verdes cerca de mi casa. Aprendi a
disecar escarabajos (coledpteros), mariposas (lepidopteros) e incluso orugas. Una procesionaria me
causO mds de un disgusto. Cada orden de insectos requeria una técnica apropiada. Cuando estaban
disecados y en cajas apropidadas, visitaba el Museo de Ciencias Naturales de Madrid que tenia una
magnifica coleccion y los clasicaba segin su 6rden, familia y especie. Con los métodos de combatir la
decoherencia de un computador cudntico también se puede establecer una taxonomia de las diversas
alternativas para conseguirlo.

Existen diversos caminos hacia la computacion cudntica topoldgica, es decir, hacia métodos para
combatir la decoherencia de manera eficiente. En este contexto, podemos enmarcar nuestro enfoque
de informacién cudntica topoldgica utilizando un arbol de clasificacién que organiza las posibles
alternativas para implementar la computacion cudntica tolerante a fallos. Este esquema se presenta en
la Fig. 6.1. La utilidad de esta vision global radica en destacar la importancia de explorar soluciones
creativas contra la decoherencia. Cabe mencionar que la decoherencia no siempre es perjudicial; de
hecho, como seres humanos, nuestra existencia es resultado de ella. Durante el proceso evolutivo,
la decoherencia nos ha permitido diferenciarnos unos de otros, evitando que seamos una ‘“‘sopa
cudantica”’de individuos u “ondas de materia”. Sin embargo, el objetivo actual del computador cudntico
es tener un alto grado de control cuantico sobre los estados para transmitir y procesar informacion de
manera eficiente.

Comenzaré describiendo el arbol de decisiones presentado en la Fig. 6.1 y luego exploraré
alternativas adicionales. En el primer nivel del arbol, debemos elegir entre dos rutas principales: la
computacion cudntica topoldgica o la no topoldgica. Esta segunda es la forma original de hacer compu-
tacion cudntica tolerante a fallos utilizando cddigos concatenados que ya expliqué en el capitulo 3.
Una caracteristica esencial de la concatenacion de cédigos es que produce esquemas de operaciones
l6gicas que son no-locales y esto dificulta su implementacion experimental, ademas de los otros males
ya comentados (muy bajos umbrales de error y alta demanda de recursos cuénticos). En cambio, la
ruta topoldgica nos ofrece operaciones logicas que son locales en la superficie del codigo y los hacen
muy atractivos para su desarrollo experimental, juntos con sus mejoras en los umbrales de error y
menores requisitos de cubits fisicos (ver seccion 5.2).

La siguiente disyuntiva es si optar por codigos autocorrectores o no. Los c6digos no autocorrec-
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Figura 6.1: El arbol de taxonomia para la computacion cudntica tolerante a fallos dentro de un
marco topoldgico. En cada nodo del arbol se abre una posible manera de hacer computacion cudntica
dependiendo de diferentes elecciones posibles. Ademds, es posible combinar diferentes hojas para
producir mds alternativas.

tores son aquellos que necesitan una correccion activa de los errores mediante operaciones externas
como ya he explicado. La correccion cudntica de errores externa (no autocorrectora) tiene muchos
puntos de similitud con la medicina como he explicado en el capitulo 1. De hecho, la palabra sindrome
3.1 se utiliza en ambas disciplinas. En esta comparacion, los errores en los computadores cudnticos
juegan el papel de las enfermedades de un paciente en medicina. La deteccién de los errores y su
representacion mediante un sindrome (patrén) se corresponde con el diagnéstico médico de la enfer-
medad cuyos sintomas se recogen también en un sindrome. La curacion externa o recuperacion del
computador de los errores que ha sufrido se corresponde con las medicinas proporcionadas por el
médico al paciente para que se recupere de su enfermedad. Sin embargo, hay una diferencia esencial
entre ambas disciplinas. En medicina se puede auscultar al paciente directamente, tocandolo con sus
manos o con sus aparatos. En cambio, en un computador cuantico no se pueden detectar los errores
mediante una medida directa (proyectiva de von Neumann) ya que esa medida destruiria la informacion
l6gica almacenada en el c6digo cudntico. La forma de proceder para evitar este problema es mediante
el uso de cubits auxiliares o ancila, los cuales sirven para interrogar al sistema cudntico mediante
puertas l6gicas condicionales con base en la ancila y con objetivo en el cddigo cuantico. Los cubits
ancila proporcionan la “magia cuantica’para evitar destruir las correlaciones cudnticas que protegen
la informacion légica en el cédigo cudntico.

Podemos pensar en los c6digos autocorrectores siguiendo con el simil de la medicina. Son como
seres genéticamente (intrinsecamente) robustos que pueden con las enfermedades sin necesidad de
tomar medicinas. No cabe duda de que esta idea es muy atractiva y en el capitulo 10 mostraré varias

alternativas para formularlas Siguiendo con el arbol de la taxonomia de la correccion de errores, la
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Figura 6.2: Accion transversal de una puerta 16gica monaria (izquierda) en un solo cédigo y binaria
(derecha) entre dos codigos.

siguiente alternativa consiste en si realizar puertas cudntica mediante el trenzado de cuasiparticulas
o no. El primer caso conduce a un candidato para realizar computacién cudntica autocorrectora que
explicaré en el capitulo 10. La mayor parte de mis estudios se han centrado en la otra alternativa que
no utiliza propiedades de trenzado de las excitaciones o cuasiparticulas (tipicamente anyones), Sino
que por el contrario, utiliza las propiedades topoldgicas del estado fundamental de un Hamiltoniano
topoldgico que es degenerado. Esta degeneracion coincide precisamente con el nimero de estados
l6gicos del codigo topoldgico y es una propiedad robusta frente al ruido externo local y poco intenso.
En este caso, tanto la codificacion de estados 16gicos como la accién de las puertas 16gicas se realiza
sobre el estado fundamental y las excitaciones de cuasiparticulas, aunque son anyones, corresponden
a errores sobre computador cudntico. De hecho, los anyones en este caso son abelianos y no pueden

realizar puertas ldgicas interesantes (no triviales).

or

Cada registro es

. . una placa
Operaclol_nes d.e 1-qubit topolégicamente
v 2-qubit uniformes

*

protegida
Pila de Registros

Figura 6.3: Diagrama conceptual de un computador cuéntico topoldgico. A la izquierda se observa
una estructura de multiples capas, donde cada nivel codifica un cubit 16gico con proteccion topoldgica.
Cada placa representa un cubit codificado en un cédigo topoldgico, como uno de Kitaev o un cédigo de
color. La seccion central muestra cémo las operaciones de uno y dos cubits se aplican uniformemente,
en contraste con los métodos selectivos empleados en los cddigos de superficie descritos en la seccion
7.2. A la derecha se presenta una capa individual de cubits fisicos que almacena un cubit 16gico
topolégicamente protegido.

Ladltima disyuntiva que consideraré dentro de los c6digos topoldgicos correspondientes a estados
fundamentales de Hamiltonianos topoldgicos es si las puertas 16gicas que pueden aplicarse sobre el

c6digo son transverales o no. Algunos codigos estabilizadores estdn especialmente disefiados para la
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computacion cuantica. Son los que permiten realizar operaciones légicas (puertas, medidas, etc.) de
forma transversal y uniforme sobre todos los ctbits fisicos, como puede verse en la fig.6.2. Actian de
forma independiente sobre los cubits, ctbit a cibit. Mateméticamente, las puertas transversales son
producto tensorial de la puerta fisica que se quiere implementar a nivel 16gico del cédigo.

La accidn transversal de las puertas y medidas evita la propagacion de errores entre codigos,
y por tanto es util para implementar la computacion tolerante a fallos. Ejemplos de cddigos con
puertas transversales son los c6digos topoldgicos de color [65-68], mientras que los codigos toricos
originales de Kitaev no pueden implementar el importante grupo de Clifford de puertas l6gicas de
forma transversal.

Para terminar, daré una imagen intuitiva de una version de computador topoldgico represenada por
la figura 6.3. Se trata de una pila de capas u obleas, unas sobre otras, en las que cada capa representa
un coédigo topoldgico cudntico bidimensional: un reticulo de cubits organizados para albergar el
estado fundamental de un Hamiltoniano topolégico, como por ejemplo un cédigo térico de Kitaev
o los cddigos topoldgicos de color. Mediante operaciones externas, como laseres, u otra técnica
dependiendo de la realizacion experimental concreta, se pueden ejecutar puertas cudnticas a nivel
l6gico de modo que cada capa representa un cubit 16gico en si mismo. No deja de resultar curioso la
similitud de esta arquitectura con la disposicion de la pila de Volta [69].

La estructura que aparece en la figura 6.3 es una de las posibles configuraciones para un compu-
tador topoldgico basado en la propiedades de los codigos topoldgicos o en el estado fundamental de
Hamiltonianos cudnticos topoldgicos. Sin embargo, se pueden conseguir plataformas mas sofisticadas
que eliminen la necesidad de tener apiladas las capas de los cubits topoldgicos. En particular conse-
guimos disefiar [70] un computador topoldgico con una sola capa y utilizando reconfiguraciones de
estructuras de bordes que representan movimientos de los bordes implementando puertas logicas, co-
mo explicaré en el capitulo 11. También lo hemos conseguido extender al caso de érdenes topolégicos

no-abelianos [71, 72] para implementar computacion cudntica universal.
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Capitulo 7 Computacion Cuantica Topologica
Basada en el Estado Fundamental

Sumario

J Cédigos Estabilizadores Topologicos J Codigos de Color en 3D
J Codigos de Color en 2D d Computacion Cuantica Universal
d Grupo de Clifford Transversal 1 Branyones

7.1 Introduccion

La correccion cuantica de errores representa uno de los avances fundamentales en el desarrollo
de la teoria de informacién y la computacién en entornos cudnticos. Esta técnica esencial garantiza,
por ejemplo, que las transmisiones de informacién cudntica a través de canales afectados por ruido no
estén condenadas a fallar. Podemos afirmar que, sin mecanismos de tolerancia a fallos, la computacion
cudntica permaneceria tnicamente como un paradigma tedrico: aunque conceptualmente revolucio-
nario y potente, careceria de viabilidad para su implementacion efectiva en aplicaciones del mundo
real.

Ya he comentado en la seccién 5.1 que Landauer [57, 73, 74] destacé tempranamente la gravedad
del problema de los errores en sistemas cuanticos, subrayando que estos son considerablemente mas
perjudiciales que los errores presentes en sistemas cldsicos. Por su parte, Unruh también sefial6 los
efectos adversos de la decoherencia [75].

Proposicion 7.1 (Origen Errores)

Los errores cudnticos tienen al menos tres origenes principales:

1. La decoherencia, que ocurre debido al acoplamiento no deseado entre los datos cuanticos
y el entorno que los rodea.
2. Las imperfecciones en las operaciones realizadas por puertas logicas cuanticas.

3. Las imperfecciones en las mediciones llevadas a cabo durante la ejecucion de un algoritmo

cuantico especifico. a

El desafio de la correccién cudntica de errores inicialmente parecia insuperable, ya que las
estrategias clasicas de correccion de errores, basadas en conceptos como la redundancia y la repeticion,
parecian entrar en conflicto con el teorema cuédntico de no-clonacion. Ademads, los errores relacionados
con la fase no tienen un equivalente en los sistemas clésicos, lo que implicaba la ausencia de una base
tedrica previa para abordar estos problemas.

Afortunadamente, las incertidumbres iniciales fueron resueltas con la introduccién del primer
codigo de correccion de errores cudnticos, presentado por Shor [23] y, de manera independiente, por
Steane [24]. Ambos demostraron explicitamente como abordar y superar las dificultades asociadas.
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Posteriormente, se desarrollaron codigos cuanticos mas generales, conocidos como codigos CSS [25,
26], los cuales estdn basados en la cuantizacion de cédigos cldsicos. Estos codigos son especialmente
précticos porque permiten separar el tratamiento de los errores de tipo bit-flip (inversion de bit) de los
errores de tipo phase-flip (cambio de fase). Ademas, los cédigos CSS han demostrado ser herramientas
valiosas en otros campos, como en la validacion de la seguridad de protocolos de criptografia cuéntica,
sin necesidad de recurrir a computadoras cudnticas [76].

Los cédigos estabilizadores, introducidos por Gottesman [27], constituyen una clase mas amplia
que incluye a los cédigos CSS. En este enfoque, la construccién de cédigos cudnticos se formula como
un problema dentro de la teoria de grupos finitos. La tarea principal consiste en identificar subgrupos
abelianos dentro del grupo de Pauli que preserven invariante un subespacio especifico del espacio de
Hilbert asociado a los estados fisicos. Este subespacio representa los estados 16gicos o codificados del
codigo cuéntico.

El grupo de Pauli esta formado por las matrices de Pauli y sus productos tensoriales, aplicados
sobre un conjunto de n cubits fisicos. Estas matrices generan las operaciones necesarias para definir
la estructura del c6digo cudntico y su capacidad para corregir errores.

Aunque actualmente contamos con una teoria general sobre la correccion de errores cudnticos,
es igualmente crucial disponer de implementaciones concretas de codigos cudnticos para su uso en
aplicaciones pricticas. En este contexto, la relacidn entre el nimero de cubits codificados &, conocidos
como cubits 16gicos, y el nimero total de cuibits fisicos n, donde n > k, resulta fundamental. Los
primeros codigos desarrollados por Shor y Steane presentan ratios de 1:9 y 1:7, respectivamente.
Ademas, se ha demostrado que la mejor relacion posible para corregir un tnico error arbitrario es 1:5
[77, 78]. Estos resultados subrayan la importancia de optimizar los recursos fisicos necesarios para
implementar codigos cudnticos eficaces en sistemas reales.

Un enfoque alternativo para la correccion de errores cudnticos fue introducido por Kitaev [12],
conocido como los cddigos cudnticos topoldgicos. De manera independiente, Freedman también
exploré la idea de computacion cudntica topoldgica [13]. Este método permite diseiar memorias
cuanticas basadas en principios topoldgicos, las cuales son altamente resistentes frente a errores
locales y proporcionan una proteccion eficaz para los datos cuanticos almacenados [14-17].

Para comprender el concepto de cédigo topoldgico, es importante recordar primero que la estra-
tegia comun en la correccion de errores cudnticos consiste en proteger los cubits 16gicos o codificados
distribuyéndolos en un conjunto més amplio de cubits fisicos (n > k). Este enfoque se inspira en laidea
de redundancia utilizada en los c6digos clasicos. En el caso de los cddigos cuanticos topoldgicos, este
principio se lleva atin més lejos al codificar los estados cudnticos en los grados de libertad no-locales
de sistemas cudnticos altamente correlacionados que presentan orden topolégico. Ejemplos de estos
sistemas incluyen ciertas teorias gauge definidas en redes [12, 79-81], asi como sistemas de materia
condensada [82-84], [20-22]. En este contexto, la identificacion de 6rdenes topoldgicos resulta ser un
aspecto clave [85, 86].

Gracias a la codificacion no-local, los estados cuanticos codificadas son inherentemente resisten-
tes frente a los efectos perturbadores del ruido, siempre que dicho ruido sea de naturaleza local y no

afecte las propiedades globales (topoldgicas) del sistema. El estado fundamental de los hamiltonianos
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asociados a estos sistemas presenta un tipo de orden topoldgico, cuya caracteristica distintiva es la
existencia de una degeneracion en el estado fundamental que se mantiene estable frente a perturba-
ciones locales. Esto es posible gracias a la presencia de una brecha (gap) de energia que separa el
estado fundamental del resto de los estados excitados en el espectro del hamiltoniano. Ademas, esta
degeneracion depende directamente de la topologia de la red sobre la cual se define el hamiltoniano
del sistema cuantico fuertemente correlacionado. Debido a este orden topoldgico, dichos estados
exhiben propiedades de entrelazamiento cudntico (entanglement) que son especialmente relevantes
[87, 88]. De manera intuitiva, el orden topoldgico puede interpretarse como una forma particular de
entrelazamiento de largo alcance que se manifiesta tanto en los estados fundamentales como en los
excitados de ciertos sistemas cuanticos.

Proposicion 7.2 (Propiedades)

Los codigos cuanticos topologicos poseen otras caracteristicas que los hacen especialmente

interesantes:
1. Forman parte de la clase de los codigos estabilizadores.
2. Los términos de interaccion en los hamiltonianos que describen fisicamente estos sistemas

son locales, es decir, implican uinicamente interacciones entre cubits que son vecinos

cercanos. ‘

La propiedad de localidad mencionada en 2. es crucial, ya que simplifica significativamente
la implementacion prictica de estos sistemas en redes fisicas. Estas interacciones locales son de
naturaleza geométrica, por ejemplo, involugran plaquetas del reticulo donde se definen los cddigos
topoldgicos. En contraste, los c6digos estabilizadores no-topoldgicos suelen ser no-locales en general.
Se han propuesto diversas implementaciones practicas para los cédigos topoldgicos utilizando redes
opticas [89-91], las cuales simulan interacciones entre espines en redes hexagonales [82].

Hasta este punto he discutido ampliamente sobre los c6digos cudnticos. En esencia, una memoria
cuantica puede entenderse como un cédigo cudntico. Sin embargo, para construir un computador
cudantico funcional es necesario ir mas alld de este concepto basico. La computacién cudntica topoldgica
[12, 92-95] se presenta como un ejemplo destacado dentro del dmbito de la computacién cudntica
tolerante a fallos [28-34]. Este enfoque esta profundamente vinculado a los codigos cuanticos y sus
principios fundamentales. En la seccion 7.4 introduciré una propuesta innovadora para implementar
una computacion cudntica que sea tanto universal como topoldgica. Este modelo busca aprovechar
las propiedades de los sistemas topoldgicos para garantizar la robustez y fiabilidad necesarias en el
procesamiento de informacion cudntica.

Nuestros modelos de sistemas topoldgicos [65-67] estan disefiados utilizando spines con S = %
que se ubican en los sitios (nodos) de redes o reticulos especificos. El nimero de coordinacion, también
conocido como valencia, de estos reticulos depende tanto de la dimensién D del espacio en el que se
encuentra inmersa la red como de la propiedad de ser coloreable. Esta ultima sera explicada en detalle

en la seccion 7.2.
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7.2 Cédigos Estabilizadores Topologicos

Una forma de comprender como un orden topoldgico puede ser util para proteger informacion
cudntica es mediante una comparacion con la robustez que presentan los sistemas clasicos de alma-
cenamiento de informacion. Consideremos un modelo idealizado de disco duro compuesto por un
conjunto de spines, todos alineados hacia arriba en un estado ferromagnético. Este sistema puede
interpretarse como un codigo clasico simple de repeticién de errores, donde el conjunto de spines
codifica un estado de informacién clasica. En este modelo, los spines interactian entre si de manera
que el estado de minima energia corresponde a la alineacion ferromagnética completa. Sin embargo,
debido a fluctuaciones ambientales, podria ocurrir que uno de los espines se invierta y adopte una
orientacion opuesta a la de sus vecinos. Este evento representa un error en el cddigo clasico. No
obstante, esta configuracion es energéticamente desfavorable, y la interaccién con los espines circun-
dantes induce que el spin afectado regrese a su posicidn original (ver fig.7.1). Este proceso constituye
una implementacion natural del principio de la regla de la mayoria en un cddigo cldsico basado en

repeticion.

tittttitttttt —  ttettttittetet

Figura 7.1: Ejemplo ilustrativo de una memoria cldsica basada en spines con interacciéon ferro-
magnética. A la izquierda se observa un error de tipo cambio de bit (bit-flip), mientras que a la derecha
el error ha sido corregido automaticamente gracias a la interaccion con los spines vecinos.

Este ejemplo pone de manifiesto que los sistemas cldsicos poseen mecanismos internos que les
permiten proteger la informacion de manera autonoma: son sistemas autoprotegidos (ver capitulo 10).
En particular, los ordenadores cldsicos son altamente robustos, ya que la correccion de errores se
realiza directamente a nivel de hardware, sin necesidad de depender de procesos externos basados en
software. Sus componentes fisicos estan disefiados para corregir errores automaticamente, sin requerir
un procedimiento adicional de deteccion y reparacion.

En el caso de los computadores cudnticos, seria muy beneficioso contar con un mecanismo
similar para mitigar los efectos de la decoherencia. Una forma de implementar este tipo de proteccion
es mediante el uso de orden topoldgico, donde el estado fundamental de un hamiltoniano cuéntico
con degeneracion topoldgica puede emplearse para construir una memoria cudntica en un computador

(ver capitulo 10). Esto se puede entender a través de la siguiente correspondencia:

Hamiltoniano con Orden Topolégico Computacion Cudntica
Estado Fundamental +— Codigo Cuantico Corrector de Errores
Excitaciones — Errores
Brecha (Gap) de Energia — Correccion de Errores

Para avanzar mas alld del concepto de memoria cudntica y construir un computador cudntico
completo, es necesario realizar tareas adicionales ademds del almacenamiento de informacién. Entre
estas tareas se encuentra la implementacion de un conjunto universal de puertas l6gicas cudnticas

de manera tolerante a fallos. Mas adelante, analizaremos cOmo estas exigencias provenientes de la
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teoria de la informacién cudntica imponen restricciones significativas sobre los drdenes topoldgicos
que pueden ser utilizados, destacando asi la importancia de identificar estos 6rdenes en sistemas
fuertemente correlacionados.

7.2.1 Cédigos Estabilizadores

Un cddigo topoldgico representa un caso particular dentro de la categoria de los codigos estabi-
lizadores. Para comprender esta idea, haré una breve revision de este concepto.

Definicion 7.1 (Cédigo Estabilizador)

Un codigo estabilizador C de longitud n corresponde a un subespacio del espacio de Hilbert
asociado a un conjunto de n cubits. Este subespacio se define mediante el grupo estabilizador

S, compuesto por operadores de Pauli, es decir, productos tensoriales de las matrices de Pauli:

|y € C — YOeS§ Oly) =|v). (7.1)*

El grupo estabilizador garantiza que los estados cudnticos pertenecientes al c6digo permanezcan
invariantes bajo su accioén. Para caracterizar completamente el cédigo, basta con especificar los

generadores del grupo S. Por ejemplo:
S={ZXXZI,IZXXZ ZIZXX,XZIZX}, (7.2)

donde las matrices de Pauli se definen como:

X = (0 1>,Y:: (0 _i>,Z:: (1 0). (7.3)
10 i 0 0 —1

Definicion 7.2 (Normalizador)

Los operadores O, que pertenecen al normalizador N (S) del grupo S, satisfacen la siguiente
propiedad:
O e N(S) — OS = S0, (7.4)&

Estos operadores dejan invariante el espacio del cédigo C. Sin embargo, si no forman parte del
grupo estabilizador, entonces actian de manera no trivial sobre el codigo.

Un estado cudntico que forma parte del cédigo puede verse afectado por errores. Para corregirlos,
se procede a medir un conjunto de generadores de S. El resultado obtenido de estas mediciones
se denomina sindrome del error 3.1. Los errores son corregibles siempre que el sindrome permita
distinguir entre las diferentes posibilidades de error. Dado que los errores corregibles forman un

espacio vectorial, basta con considerar operadores de Pauli como base.

Definicion 7.3 (Error Indetectable)

Un error Pauli e se considera indetectable si pertenece al conjunto N'(S) — S. En este caso, el

sindrome no proporciona informacion itil:

VseS sely) = e s'|Y) = |¥). (7.5)‘.

47



7.2 Codigos Estabilizadores Topologicos

Definicion 7.4 (Error Corregible)

Un conjunto de errores Pauli E se clasifica como corregible si, y solo si:

E'ENN(S) e S. (7.6)

Algunos codigos estabilizadores estan disefiados especificamente para facilitar la implementa-
cion de computacion cudntica. Estos cddigos permiten realizar operaciones logicas (como puertas
y mediciones) de manera transversal y uniforme sobre todos los cubits fisicos, como ilustré en la
figura 6.2. La transversalidad en la aplicaciéon de puertas y mediciones es clave, ya que previene la
propagacién de errores entre los cubits del codigo. Por ello, esta caracteristica es especialmente ttil

para implementar computacion cudntica tolerante a fallos.

Definicién 7.5 (Grupo de Clifford)

El Grupo de Clifford C,, en computacion cuantica se define como el conjunto de operadores
unitarios que normalizan al grupo de Pauli P, . Formalmente, para un sistema de n cibits, se
expresa como:

C,={UecU@2") |URU'=PB,},

donde:

o P, es el grupo de Pauli de n cubits, generado por los operadores tensoriales de Pauli
(X,Y, Z) e identidad (I).

o U(2™) denota el grupo de matrices unitarias de dimension 2" x 2". &

Los generadores de este grupo pueden definirse mediante las siguientes puertas l6gicas funda-

1 (11 (10 (L 0
H_\/§<1 —1)’ S_<o i)’ A_<0 X)’ .7

donde H corresponde a la puerta de Hadamard, S es conocida como la puerta /4, y A representa la

mentales:

puerta CNOT. El Grupo de Clifford actia de manera que un conjunto de cubits puede ser preparado
en un estado cudntico usando solo puertas del grupo, lo que lo hace vital en algoritmos de correccion
de errores y en la computacion cudntica en general.

Dado un conjunto de n cubits, el grupo de Clifford estd formado por operaciones unitarias
que preservan la estructura de los operadores de Pauli bajo conjugacion. Estas transformaciones se

describen mediante las siguientes relaciones:
HXH'=7 SXS'=iX_Z,
AIX)ANT=1X, AXDAT=XX.
HZH'=X, SzS'=2,
NIZ)N' =22, ANZIAT = Z1I.

(7.8)

(7.9)
En estas expresiones, las operaciones del grupo de Clifford actian sobre los operadores de Pauli de

manera que preservan su estructura algebraica bajo conjugacion. Las relaciones anteriores ejemplifican
cémo las puertas 16gicas como Hadamard (H), 7/4 (S), y CNOT (A) transforman los operadores de
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Pauli dentro del marco del grupo Clifford. En particular, estas relaciones representan matematicamente
la propgacidn de errores entre los cubits ancila y los cubits 16gicos (ver capitulo 3).

Las operaciones del grupo de Clifford son fundamentales para diversas tareas importantes en
informacién cudntica, tales como la destilacion de entrelazamiento cudntico, la teleportacidon cuantica
y la codificacion densa. Estas operaciones forman la base de muchas aplicaciones practicas en el
ambito de la computacion cudntica. Por otro lado, los cddigos cuédnticos Reed-Muller destacan por su
capacidad para permitir la implementacién de computacion universal mediante puertas transversales.

Entre estas puertas se encuentran la puerta 7"y la CNOT:

r=si= (10, a=(2 Y, (7.10)
0 iz 0 X

asi como mediciones transversales de los operadores de Pauli X y Z. La puerta 7' es conocida como la
puerta 7/8, y suimplementacion transversal es clave para garantizar la computacién cudntica universal

con tolerancia a fallos en sistemas cuanticos.
Mas adelante exploraré como tanto el grupo de Clifford como las operaciones asociadas a
los cédigos cudnticos Reed-Muller pueden implementarse de manera transversal utilizando cédigos
topoldgicos especificos. Estos codigos, que son de tipo c6digos de color, estan disefiados para sistemas

cuanticos fuertemente correlacionados en dos dimensiones espaciales (2D) y tres dimensiones (3D),

Estabilizadores . @

Figura 7.2: Representacion de un 2-toro con una red o reticulo que se supone embutido en el
toro. A la izquierda se muestra un ejemplo de accion local de los operadores estabilizadores del
codigo topoldgico, mientras que a la derecha se observa la accion de operadores de error globales
(topoldgicamente no triviales) que generan errores no detectables.

respectivamente.

Errores
No-Detectables

7.2.2 Codigos Topologicos

El objetivo a continuacién es desarrollar codigos topoldgicos que posean la propiedad de transver-
salidad. Esta caracteristica es clave, ya que permite realizar operaciones cudnticas de manera uniforme
en todos los cubits fisicos, sin necesidad de operar sobre ctbits individuales, sino aplicando la misma
operacion a todos simultdneamente. Esto se ilustra en la figura 6.2.

Para introducir el concepto de cédigo topoldgico, comenzaremos localizando los cubits sobre
una red embutida en una superficie con topologia no trivial, como la de un g-toro, donde g representa

el género de la superficie (ver fig.7.2).
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Definicién 7.6 (Codigo Topolégivo)

Un codigo topologico puede definirse como un tipo particular de codigo estabilizador cuyos
generadores son operadores locales y cuyos errores no detectables (u operadores codificados)

son topologicamente no triviales. &

La nocién de operador local hace referencia a aquellos operadores construidos a partir de cubits

que son vecinos cercanos en la red.

Operadores Operadores
Plaqueta Vértice

1 1
2{34 2-0—I—04
3 3

1 qubit por enlace VAV YA X1 XoXaX4

Figura 7.3: Representacion de un c6digo tdrico (izquierda) junto con sus operadores estabilizadores:
de plaqueta (centro) y de vértice (derecha).

Errores
No-Detectables

Figura 7.4: Ciclos de homologia no triviales asociados a un codigo torico con género 1.

Los primeros ejemplos de cédigos topoldgicos desarrollados son los denominados cédigos de
superficie, los cuales estdn basados en la homologia y cohomologia (con coeficientes en el grupo
abeliano Zs) de una superficie. Un caso representativo de codigo de superficie es el conocido codigo
toroidal de Kitaev (ver figuras 7.3, 7.4).

1-coborde
L L

1-borde __

e

|
|

Lt LLLL LS
H

Figura 7.5: Ejemplo ilustrativo de un 1-borde y un 1-coborde en un c6digo toroidal.

El estabilizador S de un cédigo toroidal estd compuesto por los 1-bordes de la red cuadrada

directa y los 1-cobordes de la red dual (ver fig.7.5). Por otro lado, el normalizador A/ (S) incluye los
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1-ciclos y los 1-cociclos. Los operadores 16gicos que pueden codificarse en este tipo de codigo son

X1, Xy y Zy, Z,, como se muestra en la fig.7.6.
X1

==I Z
XPD Z 1
Figura7.6: Ejemplo de un cédigo toroidal que permite codificar dos cubits 16gicos. Los operadores X

y Z asociados se representan tanto en la red directa (linea s6lida) como en la red dual (linea punteada)
de una red cuadrada inmersa en un toro de género 1.

La puerta CNOT A puede implementarse transversalmente en los codigos de superficie. Para
entender esto, primero observamos que la accién bajo conjugacion de la puerta CNOT estéd descrita
por las ecuaciones (7.8) y (7.9). Por lo tanto, la accion transversal de la puerta CNOT sobre los
operadores de un cédigo de superficie consiste simplemente en replicar cadenas de operadores hacia
adelante y co-cadenas hacia atras (ver fig.7.7), de manera similar a como ocurre la propagacion de

errores entre ancilas y cubits l6gicos.

Source surface

Target surface

Figura 7.7: Accioén transversal A de una puerta CNOT aplicada a dos cédigos téricos. Uno de ellos
actia como fuente (source), mientras que el otro se utiliza como objetivo (target). Por ejemplo, un
1-borde en el codigo fuente se transmite al codigo objetivo mediante A, ya que esta construido con
operadores tipo Z sobre los cubits fisicos, segin las ecuaciones (7.8) y (7.9).

Para analizar la accidn transversal de la puerta CNOT sobre el cédigo, es necesario seleccionar
una base de operadores de Pauli para los cubits codificados o 16gicos. En el caso més sencillo, se
considera un tnico ctbit almacenado en una superficie cuadrada con bordes adecuados (ver fig.7.8). La
accion de una puerta CNOT transversal en los cddigos de superficie también corresponde a una puerta
CNOT que opera sobre los cubits 16gicos o codificados. Sin embargo, esta operacion es esencialmente
lainica que puede implementarse en este tipo de codigos de superficie. Con estos c6digos no es posible
realizar computacion cudntica universal, ni siquiera acceder al grupo de Clifford completo. Para lograr
implementar puertas mas generales y avanzar mads all4 de las limitaciones impuestas por este tipo de
homologias, es necesario explorar alternativas mas avanzadas como los c6digos topolégicos de color
[65-67].

Dado un cddigo estabilizador topologico, es posible disefiar un sistema fisico que exhiba orden

topoldgico, el cual constituye un ejemplo de sistema fuertemente correlacionado. El hamiltoniano de
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AXIAT=XX

Figura 7.8: A la izquierda se muestra un cddigo de superficie plano con los operadores de cuerda
X y Z asociados al ctbit l1égico, que estan definidos en una red cuadrada inmersa en el plano (no
representada). Los bordes punteados indican terminaciones de enlaces en la red, mientras que los
bordes continuos representan enlaces completos. A la derecha se ilustra la accién transversal por
conjugacion de la puerta global A sobre un operador X que cumple con la relacién (7.8).

dicho sistema se define a partir de los generadores del cédigo de la siguiente manera:

H=-) 0=-Y7,-> X, (7.11)

oes peP veV
Py V representan el conjunto de plaquetas (caras) y vértices (nodos), respectivamente.

Proposicion 7.3 (Propiedades Hamiltoniano Topolégico)

Las propiedades mas relevantes de este hamiltoniano topolégico son las siguientes:
1. Es local, ya que las interacciones involucradas se producen unicamente entre ciibits
vecinos.
2. Su estado fundamental es degenerado y corresponde al codigo estabilizador.
3. La degeneracion del estado fundamental depende directamente de la topologia de la
superficie sobre la cual esta definido (ej. niitmeros de Betti).

4. Existe una brecha (gap) energética en su espectro, que separa el estado fundamental del

resto de los estados excitados. Py

7.3 2-Colexes: Implementacion Topoldgica del Grupo de Clifford

de Operaciones Unitarias

La fig.6.3 ilustra un concepto potencial de computador cudntico basado en cédigos topoldgicos.
Este disefio consta de una serie de capas bidimensionales superpuestas, cada una funcionando como
un registro cuantico protegido por un orden topoldgico. Una caracteristica distintiva de este enfoque
es que las operaciones l6gicas sobre los ctbits codificados se realizan de manera homogénea, es decir,
sin necesidad de seleccionar subconjuntos especificos de cubits fisicos en cada capa.

Llamamos un 2-colex a un cierto tipo especial de red con la cual construimos nuevos codigos
topologicos que llamaremos cédigos de color.

Definicion 7.7 (2-Colex)

Un 2-colex es una red bidimensional (2D espacial) trivalente que es 3-coloreable mediante 3
etiquetas o colores que tomaremos como: rojo (r), verde (v) y azul (a). La trivalencia quiere

decir que en cada vertice se encuentran tres aristas (ver figura 7.9). &
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La propiedad de 3-coloreabilidad implica una disposicion especifica de los colores: cada cara de
un color determinado estd rodeada exclusivamente por caras de los otros dos colores. Por ejemplo,
una cara roja estard adyacente Unicamente a caras verdes y azules, sin compartir aristas con otras
caras rojas. Este principio se aplica de manera andloga a las caras verdes y azules (véase figura 7.9).

Una definicion alternativa de un 2-colex puede obtenerse requiriendo que las aristas de la red sean

Figura 7.9: Tlustracién de un 2-colex: red bidimensional (2D espacial) que exhibe la propiedad de
3-coloreabilidad, utilizando los colores rojo (r), verde (v) y azul (a).

3-coloreables. Esto implica que de cada vértice emergen tres aristas, cada una de un color distinto.
La correspondencia entre este coloreado de aristas y el coloreado de caras previamente mencionado
se establece estipulando que las aristas de un color determinado solo conecten caras del mismo color,

y este principio se aplica de manera andloga para los otros colores. El término 2-colex se deriva

Figura 7.10: Representacion de elementos basicos de un 2-colex. A la izquierda se muestra un vértice
tipico que representa un cubit. A la derecha se ilustra una plaqueta hexagonal. Los operadores del
estabilizador topoldgico, todos de tipo plaqueta, estan definidos por la ecuacion (7.12).

de la abreviacién de “color complex”, que representa la estructura matemadtica fundamental de esta
construccion. Esta nomenclatura puede extenderse a dimensiones superiores, dando lugar a D-colexes

en espacios de dimension arbitraria.

Proposicion 7.4 (Caracterizacion D-Colex)

La caracteristica esencial de un D-colex es que toda su informacion topologica esta codificada
en dos elementos clave:

1. Su 1-esqueleto (es decir, la red formada por sus aristas).

2. La asignacion de colores a dichas aristas o enlaces. a

Estas propiedades permiten una representacion completa y eficiente de la estructura D-colex,

basada tinicamente en estos dos componentes.

W
W
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Para generar un cddigo topoldgico de color basado en un 2-colex, se asigna un cubit a cada
vértice de la red coloreada. El estabilizador asociado S se define exclusivamente mediante operadores
de plaqueta, prescindiendo de operadores de vértice. Estos operadores de plaqueta se clasifican en dos
categorias, Bj)f y Bf , para cada plaqueta f. En el caso particular de una red hexagonal (ilustrada en

la figura 7.10), estos operadores se expresan como:

6
X .
BY = H X,
o (7.12)
Z ._
BZ =[] 2.
fi=1

Donde X; y Z; representan las matrices de Pauli X y Z actuando sobre el i-ésimo cubit de la plaqueta
hexagonal. Para entender los cddigos de color en dos dimensiones, es fundamental introducir el
concepto de operadores de cuerda. Estas cuerdas poseen propiedades topoldgicas. De manera similar
a los cddigos de superficie, la homologia se define sobre Z,, lo cual es coherente con la naturaleza
binaria de los sistemas cudnticos de dos niveles (cubits). Sin embargo, estos c6digos incorporan un
elemento adicional: el color. A modo de ilustracién, una cuerda azul se define como un conjunto

de enlaces (lados) azules en una red 2-colex (véase figura 7.11). Los operadores de cuerda pueden

Figura 7.11: Representacién de un operador cuerda azul (7.13) en un 2-colex genérico. La cuerda
topoldgica estd compuesta por aristas azules, mientras que las lineas discontinuas atraviesan caras
azules. Estas lineas se incluyen para mantener la continuidad en la red directa, pero se omitirdn en la
red reducida auxiliar.

clasificarse en dos tipos principales, andlogos a los operadores de plaqueta: tipo X y tipo Z. Estos se

pueden representar de la siguiente manera:

(7.13)

donde el producto se extiende sobre los ctbits a lo largo de la cuerda ~y. Las cuerdas pueden ser abiertas
o cerradas. En el caso de cuerdas abiertas, sus extremos (puntos finales o bordes) se ubican en caras
del mismo color que la cuerda. Es importante notar que cuando una cuerda tiene puntos finales, el
operador de cuerda correspondiente no conmuta con los operadores de plaqueta en esos puntos. Una
propiedad fundamental de estos operadores es que pertenecen al normalizador del estabilizador ' (S)
si y solo si la cuerda es cerrada, es decir, no tiene puntos finales. Esta caracteristica tiene implicaciones
importantes para la estructura del cdigo y la manipulacion de la informacion cudntica codificada.

Es importante notar que estas cuerdas coloreadas tienen una definicién precisa en ciertas redes
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auxiliares asociadas a las redes coloreadas de tipo 2-colex. Estas estructuras auxiliares, que denomi-
namos redes reducidas o estrujadas, se obtienen al contraer un conjunto especifico de plaquetas de
la red original. Por ejemplo, una red rojo-reducida se genera al comprimir las caras rojas de la red
2-colex hasta convertirlas en puntos, a través de los cuales pasa una cuerda roja (véase figura 7.12).

El proceso de compresion o simplificacion de un 2-colex puede describirse mediante la siguiente

7\

(a) ®)

Figura7.12: (a) Representacion de un cédigo de color tipo 2-colex en un toro de género 1. Cada vértice
corresponde a un cubit, mientras que cada plaqueta representa un generador del cédigo estabilizador
S. Lalinea roja discontinua ilustra la red rojo-reducida o estrujada. Las lineas roja y azul representan
operadores de cuerda que actian sobre los vértices que atraviesan. La linea punteada verde muestra un
operador de cuerda resultante de la combinacion de los operadores de las cuerdas roja y azul. (b) Se
muestran dos métodos para modificar la forma de un operador de cuerda rojo: mediante deformaciones
homolégicamente equivalentes del mismo color, o a través de ramificaciones con los otros dos colores
complementarios.

correspondencia entre los elementos de la red original y la red resultante después de la reduccion:

Estructura original (2-colex) = Red rojo-reducida
Plaquetas rojas = Nodos (7.14)
Enlaces rojos = Conexiones
Plaquetas verdes y azules =- Regiones

Los cddigos de color presentan una caracteristica distintiva adicional: los operadores de cuerda
no solo pueden ser deformados de manera topolégicamente equivalente, sino que también pueden
experimentar una ramificacion cromética. Este proceso permite que una cuerda de un color determinado
se divida en dos cuerdas de los colores complementarios, manteniendo la equivalencia operacional
antes y después de dicha bifurcacién (véase figura 7.13).

La estructura homoldgica de cada color en estos codigos es andloga a las propiedades homologicas
de un codigo de superficie sin atributos crométicos. Sin embargo, la innovacion radica en la capacidad
de combinar operadores de cuerda homoélogos de colores azul y rojo para generar un operador de cuerda
verde equivalente. Dado que solo dos de los tres colores posibles son linealmente independientes, el
nimero de cubits 16gicos o codificados en estos sistemas debe ser el doble que en un cédigo de
superficie convencional. Esta afirmacion puede verificarse de manera explicita.

Consideremos una superficie cerrada y apliquemos la féormula de Euler-Poincaré a cualquiera de
las redes reducidas, una por cada color:

Y=V -E+F (7.15)

W
(9]
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Figura 7.13: Ilustracién de las transformaciones posibles en operadores de cuerda. A la izquierda se
muestra una deformacion topolégicamente equivalente de una cuerda azul. A la derecha se ejemplifica
una ramificacion equivalente utilizando los colores complementarios rojo y verde.

a
X ,Z’/

..-()-.jji:. ]

1]
Figura 7.14: Interseccion de operadores de cuerda de colores distintos. La anticonmutacién (7.19)
se produce cuando el nimero de cruces es impar.

donde V representa el nimero de vértices, £ el nimero de aristas, y F' el nimero de caras o plaquetas

en la red reducida.

Figura 7.15: Representacion de una superficie de tipo 2-toro que aloja un cédigo 2-colex (no
representado). Se muestran los operadores coloreados independientes de tipo X y Z, construidos a
partir de los ciclos de homologia independientes y dos de los tres colores posibles. Estos operadores
de la base actian sobre los cubits 16gicos codificados en el cédigo.

Los operadores asociados a las plaquetas o caras no son completamente independientes, sino que
estdn relacionados por las siguientes ligaduras:
g __ o __ o
1157 =1157 =115 (7.16)
feeo fe fee
Estas restricciones implican que el nimero total de generadores independientes del c6digo, denotado

por (G, se puede expresar como:
G=2(V+F-2). (7.17)
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La cantidad de cubits fisicos, representada por n, es igual al doble del nimero de aristas, es decir,
n = 2F. Como consecuencia, el nimero de cubits 16gicos o codificados, k, estd relacionado con el
primer nimero de Betti /; de la superficie de la siguiente manera:

k=n—G=4—2x=2hy, (7.18)
Esta cantidad constituye un invariante topolégico de la superficie.

Para construir una base de operadores de Pauli que actien sobre los cubits 16gicos o codificados,
es posible utilizar operadores de cuerda no homdlogos a cero, de manera anédloga a los cddigos
de superficie. Este enfoque requiere comprender las relaciones de conmutacién entre los distintos
operadores de cuerda. Es evidente que los operadores de cuerda del mismo tipo (ya sea X o %)
siempre conmutan entre si. Esto se debe a que una cuerda estd compuesta por aristas, cada una de las
cuales conecta dos vértices. Como consecuencia, dos operadores de cuerda del mismo color siempre
comparten un nimero par de cubits, lo que garantiza su conmutacion.

La anticonmutacién solo puede ocurrir entre operadores de cuerda de colores diferentes, y

especificamente cuando estos se intersectan un nimero impar de veces (véase figura 7.14):
X oZ
{Si, 8,1 =0. (7.19)
Podemos ahora proceder a la construccion de la base de operadores que actian sobre los cubits

codificados. Tomando como ejemplo un 2-toro (ilustrado en la figura 7.15), una posible eleccion de

esta base seria: N
Sf ~ X; SgZ < Zl,

SIX o X, S o 7,

7.20
S o Xy S o Zs, (7.20)

Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacion:
XiZ; = (-1 Z;X;, 0,5 =1,2,...,2h,. (7.21)

La aplicacion transversal de una puerta Hadamard H a un cédigo construido en un 2-toro no
resulta en una puerta H légica codificada. Esto se debe a que para un operador de cuerda S, no se
cumple la relacién de anticonmutacion:

{5%,87} #0. (7.22)
Para superar esta limitacion, es posible utilizar superficies con bordes, particularmente planas. Este
enfoque se puede lograr partiendo de una esfera (que no codifica cubits) y eliminando sistematicamente
caras o plaquetas. Al eliminar una cara especifica, el borde resultante debe tener asignado su propio
color. Ademads, solo los operadores de cuerda de ese color particular pueden terminar en dicho borde
(véase figura 7.16).

Es posible codificar un tnico cubit eliminando la necesidad de crear agujeros en redes 2-colex
planas. Este proceso se logra partiendo de un 2-colex sobre una esfera y eliminando un vértice, sus
aristas adyacentes y las caras circundantes. El resultado es lo que denominamos un cédigo topolégico
triangular (véase figura 7.17). Es posible generar codigos triangulares de dimensiones variables. Para

garantizar que la puerta l6gica S sea un elemento del normalizador del estabilizador N/ (S), es necesario
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2 qubits 2 qubits

Figura 7.16: Ilustracion de cédigos de color basados en 2-colexes planos. A pesar de sus diferencias
topoldgicas, ambos ejemplos codifican la misma cantidad de cubits, en este caso 2.

8
;
n
:
« 2
0°° °°O

Figura 7.17: Representacion de un cédigo triangular plano derivado de un 2-colex, que codifica un
cubit 16gico. A la izquierda se muestra el proceso de construccion, iniciando con un 2-colex esférico
y eliminando un vértice, sus enlaces adyacentes y caras vecinas. En el centro se observa el codigo
triangular coloreado resultante y su operador ramificado (string-net) asociado. A la derecha se ilustra
la version mas simple del cédigo triangular, que utiliza 7 cubits fisicos.

que las caras contengan un niimero de sitios igual a 4/, donde j = 1,2, .. .. Se puede demostrar [65]
la viabilidad de construir cédigos triangulares en los que cada cara o plaqueta estd compuesta por 4 u
8 vértices (véase figura 7.18).

° @
o° e,
o® .

Figura 7.18: Representacion de un codigo coloreado de geometria triangular (red 4.8.8) con tamaiio
variable, capaz de implementar la puerta l6gica 7/4, denotada como S.

La aplicacion transversal de la puerta Hadamard H tiene un efecto equivalente a una puerta
Hadamard H actuando sobre los ctbits 16gicos o codificados. Esta correspondencia se puede expresar

de la siguiente manera:
X = Z . TX = TZ
H H: (7.23)
Z = X T? — TX
La puerta légica S también presenta un comportamiento similar, gracias a la existencia de los
denominados operadores de ramificacion (string-net) 7' (ilustrados en la fig.7.19). Estos operadores

son una extension de los operadores de cuerda, pero incluyen un punto de ramificacion. Su existencia
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Figura 7.19: Representacion de un operador ramificado (string-net) en un cédigo topolégico plano y
triangular. Al deformar este operador, se puede observar que sus versiones X y Z deben anticonmutar.
Esto se debe a que la string-net se interseca con su version deformada en un dnico punto, involucrando
colores diferentes.

estd asegurada por la estructura de los cédigos triangulares, que incorporan bordes de los tres colores
posibles. Los operadores de ramificacion (string-net) siguen reglas de anticonmutacion andlogas a las
de los operadores de Pauli X y Z (véase figura 7.20):

LT

Figura 7.20: Representacion de operadores en un codigo topoldgico plano y triangular. A la izquierda,
un operador de ramificacion (string-net), cuya existencia se debe a la presencia de tres bordes de colores
distintos. A la derecha, los operadores equivalentes de tipo X y Z.

{TX, 7%} =0. (7.24)
Estas propiedades de anticonmutacion de los operadores 7', que implican su accién sobre un nimero
impar de cubits, conducen a las siguientes relaciones para la puerta Sy su version transversal S:
X — iXZ, g.TX —  HTXTZ,
7 — Z, T — T,

Como consecuencia, los codigos triangulares permiten la implementacién transversal del grupo de

(7.25)

Clifford. Resulta muy util introducir la presentacién rotada a 45° del cédigo térico de Kitaev como
hicimos para realizar un estudio comparativo de las capacidades de los codigos de Kitaev y los de
color [96] (ver figura 7.21. En la version rotada, se reemplaza los estabilizadores originales de vértice
y plaqueta con dos tipos de operadores de plaqueta (negros y blancos) mediante una transformacién
geométrica de la red y una redefinicién de los generadores de estabilizadores. La red rotada a 45°
introduce un bicoloreado de las plaquetas (negro/blanco) en lugar de distinguir entre vértices y
plaquetas. Se rota la red cuadrada 45°, creando un patron de tablero de ajedrez de plaquetas negras y
blancas. Los ctbits ahora residen en las intersecciones de la red rotada (efectivamente en los vértices
de la red rotada). Los estabilizadores se redefinen para plaquetas negras con productos de X en sus
bordes y similarmente para las plaquetas blancas con productos de Z.

La analogia con el ajedrez de esta comparativa va mas alla del tablero. Los operadores de cuerda

en la version rotada son también de dos colores, blancos y negros. Estos siguen el producto de
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Y

>

(c) (d)
Figura 7.21: Comparativa de c6digos regulares en el toro con distancia d = 4. Se muestran algunas
cuerdas no triviales de longitud minima. (a) En el c6digo de superficie de Kitaev, los plaquetas son
cuadrados y el nimero de cubits fisicos es n = 32. (b) Para el cédigo de color [65], las plaquetas son
hexdgonos y n = 24. (c¢) Un cédigo de superficie regular 6ptimo reduce el nimero de cubits an = 16.
(d) Un cédigo de color regular 6ptimo con n = 18.

operadores de Pauli segtin el patrén de los dos alfiles de color, blancos y negros, del juego tradicional.
Lo curioso es que el ajedrez se puede definir también en una red hexagonal (ver figura 7.22) donde el
nimero de alfiles es ahora 3, porque es una red tripartita. Estos alfiles de color se corresponden con
los operadores de cuerda de 3 colores en los cddigos de color como muestro en la figura 7.211.

Figura 7.22: Comparativa de alfiles y sus colores en el juego del ajedrez. A la izquierda, en el tablero
cuadrado estdndar con casillas blancas y negras, donde hay 2 tipos de alfiles: de casillas blancas y
de casillas negras. A la derecha, el juego de ajedrez se puede definir también en una red hexagonal
con el mismo tipo de piezas. La sorpresa surge con los alfiles: ahora existen 3 tipos de alfiles que
corresponden a los tres colores del 2-colex hexagonal correspondiente como en la figura 7.21 b), d).

Recapitularé los resultados obtenidos hasta ahora. En primer lugar, se ha logrado representar los

operadores fundamentales de Pauli X y Z, que actian sobre los cubits 16gicos del cddigo, mediante

Lo que afiade de nuevo el cédigo de color 2-colex es que uno de los alfiles es dependiente de los otros dos.
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una operacion global que afecta a todos los cubits fisicos 7, sin necesidad de seleccionar subconjuntos

especificos:

xX=1]x. z= ﬁ Z;, {Z,X}=0. (7.26)
] =1

Esta caracteristica representa una mejora significativa respecto a los codigos toricos de Kitaev. Ademas,
estos operadores globales satisfacen relaciones de conmutacion con los generadores del estabilizador

del cédigo triangular, especificamente con los operadores de plaqueta:

[X,B?]=0, [Z,Bf]=0. (7.27)

Proposicion 7.5 (Grupo de Clifford Transversal)

El grupo de Clifford puede ser implementado en un codigo de color mediante la aplicacion de

operadores globales, definidos de la siguiente manera transversal:

ﬁl:ﬁﬂi, S:ﬁsi, f\:ﬁAi. (7.28)
=1 =i\ =1

@

Estas puertas ldgicas, al ser aplicadas por conjugacion, satisfacen las siguientes relaciones:
HXH' =7,  SXSt=+iX7Z,

T T S 7.29
HZH =X, S78t =7, (7:29)
AIXAt =X, AXTAT = XX,
o T L S (7.30)
ANZA =727, AZIAt = Z1.

Estas transformaciones demuestran cémo los operadores globales actian sobre los operadores de

. .o
gt
e

Figura 7.23: Representacion de un 2-colex basado en una red hexagonal. Se ilustra un operador de
cuerda S, de tipo Z que genera un par de cuasiparticulas en sus extremos, localizadas en los centros
de las plaquetas correspondientes. Asimismo, un operador de tipo ramificado (string-net) S de tipo
X crea un trio de cuasiparticulas.

..0' .@
®umo .
O==0

Pauli codificados, preservando la estructura del grupo de Clifford. Ademas, su accion sobre los
estabilizadores tipo plaqueta del codigo triangular también concuerda:
HBXH'=B%, ~ SB¥S'=BYBZ,

. N . . 7.31
ABZIT = BY,  $BZSt = B, 73D
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A XAt X ARXTAT _ RpX npX
AMIBfAT = IBf, AB{IA' = B Bf,

o o (7.32)
ZAt _ pZnpZ ZTAt _ pZ
AIBZA' = BZBZ, ABZIA' = BZ1I.

Al analizar el sistema de cubits como un conjunto fuertemente correlacionado de spines %,
podemos describir su comportamiento mediante el siguiente hamiltoniano del cédigo de color:
Hee = — Y (Bf + BY). (7.33)
f
Este hamiltoniano posee un estado fundamental |GS) que exhibe orden topoldgico, caracterizado por

una degeneracion cuyo origen es de naturaleza topoldgica. Este estado fundamental es equivalente
al cédigo topoldgico que hemos desarrollado. Ademas del estado fundamental, el sistema presenta
estados excitados. Estas excitaciones, también denominadas cuasiparticulas, pueden generarse a partir
del estado fundamental mediante la aplicacion de operadores de cuerda previamente estudiados (véase
figura 7.23):

S%ZS%|GS). (7.34)

Cada extremo o punto final de un operador de cuerda representa una cuasiparticula, que se manifiesta
como una alteracion de la condicion de plaqueta en el estado fundamental.

Las cuasiparticulas que pueblan este sistema exhiben propiedades de anyones abelianos. Consi-
deremos, por ejemplo, una excitacion de tipo X verde (es decir, el extremo de una cuerda verde) que
realiza un circuito completo alrededor de una excitacion Z azul. Como resultado de esta operacion,
el estado cudntico del sistema experimenta un cambio de fase de 7, equivalente a una multiplicacién

por -1 (véase figura 7.24). Este comportamiento se puede expresar matematicamente mediante las

Sc
Sg

ooo®
Figura 7.24: Trayectoria de una cuasiparticula X verde alrededor de una cuasiparticula Z azul. Este
proceso, conocido como monodromia, resulta en la adquisicién de una fase 7 por parte del estado
cuantico del sistema (7.36).

siguientes relaciones:
{s3.5c}=0, (7.35)

SY(S4S%|GS)) = —S455|GS). (7.36)

Donde |GS) representa el estado fundamental del sistema.

Es importante destacar que en nuestro modelo computacional de cédigo topoldgico de color, las
excitaciones y su entrelazamiento no desempefian un papel relevante. Todas las operaciones l6gicas se
ejecutan sobre el estado fundamental del sistema, mientras que las excitaciones se consideran errores
que se disipan debido a la brecha (gap) energética de naturaleza topoldgica que protege dicho estado
fundamental.

Esta construccién nos ha permitido desarrollar una implementacién topoldgica del grupo de

62



7.4 3-Colexes: Computacion Cudntica Topoldgica Universal

Clifford de operaciones unitarias, que ademds posee la caracteristica de ser transversal [65]. Esta
propiedad de transversalidad es particularmente significativa en el contexto de la computacion cuantica
tolerante a fallos.

7.4 3-Colexes: Computacion Cuantica Topoldgica Universal

El objetivo ahora va a ser desarrollar cédigos topoldgicos capaces de ejecutar un conjunto
mas amplio de operaciones cudnticas que las proporcionadas por el grupo de Clifford, analizado
previamente. En particular, se trata de diseiar un cédigo de color que permita realizar computacion
cuantica universal de manera topoldgica y transversal simultineamente [66, 67]. Para lograr esto, es
necesario introducir el concepto de red tipo 3-colex, una extension tridimensional del 2-colex anterior
7.7.

Definicién 7.8 (3-Colex)

Las estructuras tridimensionales denominadas 3-colexes son redes tetravalentes, es decir, con

numero de coordinacion 4 (véase figura 7.25), que poseen propiedades especificas de colo-
racion. Sus 3-celdas (o voliimenes elementales) admiten una coloracion con 4 colores. Esta
caracteristica representa una generalizacion natural del caso bidimensional. Los 3-colexes
pueden generarse a partir de cualquier 3-variedad compacta sin borde. Sus aristas o enlaces

también son susceptibles de ser coloreados de manera coherente, de forma analoga al caso

bidimensional (véase figura 7.26). &

Figura 7.25: Representacion de un vértice tetravalente en una red 3-colex. Cada vértice esta conectado
a 4 vecinos inmediatos.

En este caso, los generadores del c6digo estabilizador topolégico S se componen de dos tipos de

operadores. Por un lado, tenemos operadores vinculados a las 3-celdas:

8
BX = [ x (7.37)
c3i=1
Y por otro lado, operadores asociados a las caras o plaquetas:

4
BY = 1] % (7.38)
fzi=1
Estos operadores se ilustran geométricamente en la figura 7.27.

63



7.4 3-Colexes: Computacion Cudntica Topoldgica Universal

|\

Figura 7.26: Tlustracion del 3-colex mds elemental en un espacio proyectivo tridimensional. Los
enlaces azules que intersectan la esfera estan identificados entre si.

Figura 7.27: Componentes fundamentales de un 3-colex: a la izquierda, un vértice con cuatro
conexiones; en el centro, una 3-celda de color azul; y a la derecha, una cara o plaqueta bicolor azul-
amarilla. En esta dltima, solo se visualiza el color amarillo en la superficie externa, mientras que el
azul corresponde a la cara interna no visible.

En esta construccion del 3-colex, nos encontramos con dos grupos de homologia distintos, a
diferencia del caso bidimensional. Uno para operadores de cuerda y otro para operadores de mem-
brana, como mostraré mds adelante. Sin embargo, es interesante notar que estos grupos resultan ser
equivalentes debido a la dualidad de Poincaré.

La cantidad de cubits codificados k en estos 3-colexes se expresa mediante la siguiente relacion:
k = 3hq, (7.39)

donde h, representa el primer nimero de Betti de la variedad tridimensional en la que se construye el
3-colex. Este nimero es un invariante topolégico de la variedad.

El sistema fisico fuertemente correlacionado asociado al 3-colex puede describirse mediante el

Hee =-Y BX =) BZ (7.40)
c !

Este hamiltoniano incorpora las contribuciones de los operadores de cara (f) y de 3-celda (c) que

siguiente hamiltoniano:

caracterizan la estructura del 3-colex.

Los operadores de cuerda en el contexto del 3-colex se construyen de manera similar al caso
bidimensional, pero con la particularidad de que ahora se utilizan cuatro colores: rojo (r), verde (g),
azul (b) y amarillo (y) (véase figura 7.28). Al igual que en el caso 2D, se mantiene la posibilidad de
ramificaciéon cromatica en las cuerdas.

7= 1] z (7.41)
i€ycuerda

Una caracteristica distintiva de las redes tridimensionales es la presencia de operadores de tipo
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Figura 7.28: Representacion de un operador de cuerda azul en la red 3-colex original (parte superior)
y en su correspondiente red reducida (parte inferior).

membrana:
M¥= I X (7.42)
i€ Mmembrana
Estas membranas también son coloreables, con cada una exhibiendo dos colores, uno por cada cara.
Esto resulta en seis posibles combinaciones cromaticas para las membranas (figura 7.29). Al igual que
los operadores de cuerda, las membranas pueden experimentar ramificaciones de color (figura 7.32).

Para facilitar la visualizacion de estas cuerdas y membranas, se emplean complejos reducidos (o

Figura 7.29: Ilustracion de un operador de membrana rojo-amarillo en la red 3-colex original
(izquierda) y en su correspondiente red reducida (derecha).

estrujados) especificos.

Para que los 3-colexes sean ttiles en aplicaciones pricticas de computacion cudntica, es necesario
considerar 3-variedades con fronteras. Esto se puede lograr de manera sencilla partiendo de una
variedad compacta y eliminando progresivamente celdas. De manera andloga al caso bidimensional,
las fronteras resultantes heredardn el color de la celda eliminada.

En este contexto tridimensional, el equivalente a los cddigos triangulares son los cddigos te-
traédricos. Estos se obtienen mediante la eliminacion de un vértice en una 3-esfera (véase figura 7.30).
A diferencia del caso bidimensional, donde la implementaciéon de la puerta transversal S 3 = T
presentaba dificultades, en un 3-colex es posible implementar esta puerta bajo ciertas condiciones
geométricas: las caras deben tener un nimero de vértices mdltiplo de 4, y las celdas deben contener
un nimero de vértices multiplo de 8.

Es factible disefiar un codigo tetraédrico que codifica un cubit 16gico utilizando 15 cubits fisicos.
Estos cdédigos tetraédricos poseen la notable caracteristica de permitir la implementacion transversal
de operaciones 16gicas fundamentales como la puerta Hadamard H, la puerta 7', y la puerta CNOT.

Esta capacidad, combinada con la posibilidad de realizar mediciones transversales de los operadores
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Simplest example

Figura 7.30: Representacion de las tnicas cuerdas ramificadas (string-net) y membranas ramificadas
(membrane-net) no triviales en un c6digo tetraédrico (izquierda y centro). Cada superficie estd asociada
a un color especifico, que determina qué tipos de cuerdas y membranas pueden terminar en ella. A la
derecha se muestra el codigo tetraédrico mads simple, compuesto por 15 cubits.

X'y Z, proporciona los elementos necesarios para lograr una computacion cudntica universal tolerante
a fallos de naturaleza topoldgica. Estas propiedades excepcionales confieren a los cédigos tetraédricos

un cardcter Unico y altamente relevante en el campo de la computacion cuantica

7.5 Ordenes Topologicos en D = 3: Brane-Nets y Branyones

En los capitulos previos he puesto de manifiesto que el concepto de orden topoldgico es funda-
mental para los cddigos cudnticos topoldgicos. A continuacion, profundizaré en este concepto desde
una perspectiva fisica, resaltando su relevancia en sistemas fuertemente correlacionados en materia
condensada y otros campos afines.

Enlafisica, labisqueda de fendmenos que se desvian de las teorias establecidas ha sido siempre un
foco de interés, impulsando el descubrimiento de nueva fisica. En el &mbito de la materia condensada,
el paradigma dominante ha sido la teoria de Landau de los liquidos cudnticos (liquido de Fermi),
complementada por el mecanismo de ruptura espontanea de simetria (RES) y el enfoque del grupo de
renormalizacion (GR) de Wilson [18, 97, 98].

En el marco de la teoria de Landau, el concepto de parametro de orden local es crucial para iden-
tificar y clasificar las fases cudnticas. Sin embargo, los érdenes topoldgicos escapan a esta descripcion
basada en parametros de orden locales. En su lugar, se requiere un conjunto diferente de nimeros
cuanticos para caracterizar estas nuevas fases, incluyendo aspectos como la degeneracion del estado
fundamental, las propiedades estadisticas del entrelazamiento de cuasiparticulas, los estados de borde
[20, 99, 100], y la entropia topoldgica [85, 86], entre otros.

La ruptura espontdnea de simetria (RES) tipicamente conlleva una degeneracién del estado
fundamental. En contraste, los sistemas con orden topolégico exhiben una degeneracion del estado
fundamental que no estd asociada a la ruptura de ninguna simetria, sino que tiene un origen puramente
topoldgico. Esta caracteristica distingue fundamentalmente a los 6rdenes topoldgicos de las fases
convencionales descritas por la teoria de Landau de la RES, sugiriendo que la naturaleza posee una
complejidad mayor de lo que se habia anticipado en el marco tedrico estandar. En el Ciclo Ciencia
para Todos 2017 de la RAC para celebrar el Premio Nobel de Fisica 2016 tuve oportunidad de disertar
sobre estos conceptos en extension [101].

Un ejemplo emblematico de orden topoldgico se encuentra en los liquidos cudnticos del efecto
Hall fraccionario (EHF). Estos sistemas presentan multiples fases cudnticas a temperatura cero, todas

ellas con idéntica simetria. Consecuentemente, estas fases no pueden diferenciarse mediante consi-
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deraciones de simetria, lo que hace inaplicable la teoria de Landau de la RES [20, 102-104]. Para
caracterizar los estados del EHF, es necesario recurrir a nimeros cuanticos alternativos. Un ejemplo
notable es la dependencia de la degeneracion del estado fundamental d, con respecto al género g de

la superficie en la que se confina el sistema electrénico. Especificamente, se demuestra que:
dy =m?, (7.43)

donde m esté relacionado con el factor de llenado de las bandas electrénicas v mediante la expresion
1

v= .

El fendmeno de orden topoldgico se manifiesta en diversos sistemas fisicos. Entre ellos, destacan
los modelos de enlaces de valencia resonantes (RVB) de corto alcance [105-109], asi como una
variedad de liquidos cudnticos de espines [99, 110-116]. En el contexto de la informacion cuantica,
el orden topoldgico puede interpretarse como una forma novedosa de entrelazamiento, caracterizada
por correlaciones cudnticas no locales especificas en los estados del sistema. Las transiciones de fase
topoldgicas implican transformaciones entre estados cudnticos que poseen diferentes tipos de orden
topolégico.

Para dimensiones espaciales D > 4, hemos desarrollado modelos tedricos precisos de hamil-
tonianos en redes que exhiben transiciones de fase topoldgicas [67]. Un caso particular en D = 4
demuestra una transicién de fase con modificacién de orden topoldgico al variar un pardmetro de
acoplamiento en el hamiltoniano [67]. Este hallazgo es significativo, ya que contrasta con el escenario
mas comun donde se observa un tnico punto topoldgico rodeado por fases cudnticas convencionales.

En el contexto bidimensional, una amplia gama de fases topoldgicas ha sido analizada y categori-
zada utilizando el marco matemaético de las categorias tensoriales [79]. El fenémeno fisico subyacente
a estos ordenes topoldgicos es la condensacion de cuerdas ramificadas (string-nets). Este proceso es
andlogo a la condensacion de particulas, que da lugar a la aparicion de fases ordenadas en la teoria de
Landau.

Las cuerdas ramificadas (string-nets) representan una estructura mds compleja que una simple
coleccion de cuerdas abiertas o cerradas. En estas cuerdas ramificadas, es posible que mudltiples
cuerdas converjan en un punto comtn, denominado nodo o punto de ramificacion, una caracteristica
ausente en las cuerdas convencionales, que tipicamente poseen como maximo dos extremos (véase
fig.7.31). Desde una perspectiva matemadtica, mientras que una cuerda se define como una variedad

unidimensional, una red de cuerdas trasciende esta definicion.

G0

(a) (b)

Figura 7.31: Representacion de cuasiparticulas como puntos terminales de operadores de cuerda. (a)
Extremos de una cuerda simple. (b) Extremos de una cuerda ramificada (string-net) con un punto de
ramificacion.

El estado fundamental de estos sistemas puede describirse mediante superposiciones de estados

caracterizados por cuerdas ramificadas (string-nets). Este fendmeno se debe a restricciones energéticas
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Figura 7.32: Representacion de una red de membranas con ramificacién cromética.

locales que provocan una reorganizacion efectiva de los grados de libertad microscopicos presentes
en el hamiltoniano original, dando lugar a estructuras extendidas en forma de cuerdas ramificadas.

La teorfa cudntica de la informacion y la computacidn ha abierto un nuevo campo de aplicaciones
para los 6rdenes topoldgicos [12-15]. En esencia, la computacidn cudntica consiste en manipular fases
cuanticas para codificar y procesar informacion. Una estrategia natural para proteger estas fases de la
decoherencia es utilizar estados cudnticos con orden topoldgico, que poseen un tipo de entrelazamiento
no local. En este contexto, la no localidad implica que el entrelazamiento cudntico estd distribuido
entre numerosas particulas de tal manera que no puede ser destruido por perturbaciones locales, 1o
que reduce significativamente la decoherencia.

Ademés, la informacion cudantica codificada en estados topoldgicos puede ser manipulada de
diversas formas. Por ejemplo, mediante el movimiento de excitaciones de cuasiparticulas entre si
o alrededor de otras, generando efectos de trenzado que se traducen en puertas cudnticas logicas
universales [12, 117-121], como mostraré en la secciéon 10.3. Alternativamente, existen esquemas
de computacidn cudntica topoldgica que se basan exclusivamente en las propiedades topologicas del
entrelazamiento del estado fundamental [16, 17, 65, 66] como he mostrado en este capitulo.

El conocimiento sobre los 6rdenes topoldgicos en dimension D = 3 es menos completo en
comparacion con dimensiones inferiores. Esta limitacién se debe, en parte, a la mayor complejidad
de las estructuras topoldgicas en el espacio tridimensional. Mientras que en dos dimensiones existe
una clasificacion exhaustiva de las diversas topologias, la situacion en D = 3 presenta desafios
significativamente mayores. La clasificacion completa de topologias tridimensionales ha sido un
problema abierto durante mucho tiempo, y solo recientemente se ha logrado un avance sustancial
con la demostracion de la conjetura de geometrizacién de Thurston [122]. Este resultado fundamental
engloba, como caso particular, la resolucion de la célebre conjetura de Poincaré [123-125].

Los estudios sobre 6rdenes topoldgicos en tres dimensiones han explorado modelos que presentan
condensacion de cuerdas ramificadas (string-nets) [79], utilizando estructuras trivalentes que son
generalizaciones de las empleadas en dos dimensiones. No obstante, surge una complicacion: al buscar
un hamiltoniano exactamente soluble que describa esta fase topoldgica tridimensional, se observa que
los operadores de flujo magnético (andlogos a (7.12)) dejan de conmutar entre si en D = 3. Una

posible resolucion de este desafio implica la imposicién de restricciones adicionales al mecanismo
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(©
Figura 7.33: Tlustracion de flujos y bordes de cuerdas, con capacidad de ramificacién segin su color.
(a) El borde de una membrana gy se manifiesta como un flujo gy. (b) Un flujo gy puede descomponerse
en flujos gb y by al atravesar una celda roja. (c) Microflujos alrededor de un vértice individual,
resultantes de la aplicacion de un operador X al estado fundamental en el cuibit correspondiente
situado en el vértice.

bidimensional, aunque esto conlleva una pérdida de claridad en la representacion geométrica del
modelo resultante, en comparacion con sus equivalentes bidimensionales [79].

Figura 7.34: Ilustracion del efecto de fase cuando una cuasiparticula de tipo verde (g-carga) se enrolla
alrededor de un flujo gy. Este proceso induce una fase global de -1 en el estado cuantico del sistema,
consecuencia de la anticonmutacion entre el operador de membrana asociado al flujo y el operador de
cuerda vinculado a la cuasiparticula en movimiento.

Los 3-colexes representan una nueva categoria de modelos con solucidn exacta en dimension
D = 3 que exhiben orden topoldgico [65, 67]. Estos modelos se basan en operadores de flujo
magnético de diversas clases que, a diferencia de casos anteriores, conmutan entre si. Esta propiedad
se logra mediante redes que satisfacen ciertos criterios geométricos especificos, sobre las cuales se
definen los hamiltonianos cudnticos correspondientes. Esta construccién permite un andalisis completo
del espectro de estos modelos, con especial énfasis en sus caracteristicas topologicas.

El estado fundamental de estos sistemas puede describirse como una condensacion de cuerdas
ramificadas (string-nets) o, alternativamente, como una condensacién de membranas ramificadas
(membrane-nets). Las membranas ramificadas generalizan el concepto de coleccion de membranas,
de manera andloga a cémo las cuerdas ramificadas extienden la nocién de cuerdas individuales. En
las membranas ramificadas, estas pueden unirse a lo largo de lineas de ramificacion, en contraste con

los puntos de union convencionales (véase fig.7.32).
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Proposicion 7.6 (Excitaciones de Cédigos de Color 3D)

Las excitaciones en estos sistemas se clasifican en dos categorias principales:
1. Cuasiparticulas que se manifiestan como extremos de cuerdas (fig.7.31).
2. Flujos que emergen como bordes de membranas (fig.7.33), constituyendo objetos de

naturaleza extensa. ‘

Un fenémeno interesante ocurre cuando una cuasiparticula realiza un circuito alrededor de uno
de estos flujos cerrados: el estado cudntico del sistema adquiere una fase no trivial (fig.7.34). Este
comportamiento es reminiscente de la interaccidn entre anyones en sistemas bidimensionales [126,
127], donde la funcién de onda del sistema adquiere un factor abeliano cuando un anyon completa
una revolucion alrededor de otro. Para describir estas cuasiparticulas que presentan caracteristicas de
anyones pero con una estructura extensa, introducimos el término “branyones”. Los modelos basados

en 3-colexes exhiben precisamente este tipo de branyones de naturaleza abeliana. Para comprender

Figura 7.35: Ilustracién de la anticonmutacién entre un operador de cuerda y un operador de
membrana cuando comparten un color y se intersectan.

la estructura del estado fundamental en estos nuevos modelos basados en 3-colexes, es necesario
considerar la condensacion de cuerdas ramificadas (string-nets) y membranas ramificadas (membrane-
nets). Segin hemos estudiado [67], estos modelos presentan tres colores independientes para los
operadores de cuerda, asi como tres combinaciones cromaticas independientes para los operadores
de membrana. Esta caracteristica se deriva de las relaciones de ligadura especificas que cumplen los

operadores de cuerda y membrana en un 3-colex [67]:

759888y ~ 1, (7.44)
MPAMPMP ~ 1, (7.45)

donde los simbolos o, p y g representan colores distintos. Como consecuencia de esta estructura, el
nimero total de cubits codificados k en estos sistemas se expresa como:

k = 3h, = 3hy, (7.46)

En esta expresion, hy y hy denotan respectivamente el primer y segundo nimeros de Betti de la

3-variedad sobre la cual se construye la red de tipo 3-colex.
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Los operadores de cuerda y de membrana generalmente conmutan entre si, con una excepcion
notable: cuando comparten el mismo color y la cuerda interseca la membrana un niimero impar de

veces (véase fig.7.35). Esta interaccion se expresa matematicamente como:

{S¢. My} =0. (7.47)
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Figura 7.36: Representacion de una base de Pauli para operadores de 3 cubits codificados en una
3-variedad de tipo S? x S*. (a) Se ilustra una base no trivial de operadores de cuerda cerrada. Existe
una cuarta cuerda (verde) que es combinacion lineal de las tres mostradas, segin (7.44). (b) De
manera similar, se presenta una base de operadores de membrana, eligiendo membranas gb-, gr- y
gy-. Existen otras tres membranas no triviales (tipos br-, by- y yr-) que son combinaciones lineales
de las mostradas, de acuerdo con (7.45).

El sistema cudntico fuertemente correlacionado que hemos desarrollado, basado en la estructura
del 3-colex, exhibe un orden topoldgico caracterizado por la condensacién simultinea de cuerdas
ramificadas (string-nets) y membranas ramfificadas (membrane-nets). Esta propiedad se ilustra en las
figuras 7.36 y 7.37.

Los operadores de cuerda con homologia no trivial, que actiian de manera global sobre el sistema
cudntico, son los tnicos capaces de modificar el estado fundamental mientras lo mantienen invariante.
Este fendmeno es caracteristico de un condensado de cuerdas [128].

Aunque podria ser tentador describir el estado fundamental del sistema utilizando el conjunto de

operadores de cuerda .5, de tipo borde:

Z RV
> B =), (7.48)
SESy
donde | —>>®W| representa el estado cuantico con todos los espines o cubits orientados en la direccion

positiva del eje x, esta descripcidon no es vélida. En realidad, el sistema presenta un condensado
de cuerdas ramificadas (string-nets), como se evidencia en las relaciones (7.44), donde se observan
puntos de ramificacién en los que convergen cuerdas de diferentes colores formando nodos. Esta
configuracion particular del sistema permite una rica estructura topolégica que combina elementos
unidimensionales (cuerdas) y bidimensionales (membranas) en un espacio tridimensional, dando lugar
a propiedades emergentes tnicas.

Por lo tanto, el estado fundamental consiste en una superposicion de todas las posibles confi-
guraciones de operadores de cuerda (ver figura7.37). Una representaciéon mas adecuada del estado
fundamental es la siguiente:

[[a+BAH =)= > BZ =)=V (7.49)

feF s string-nets
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N\

Figura 7.37: Representacion de un condensado de redes de cuerdas con ramificacion cromatica en
un 3-Toro. La imagen muestra un estado representativo de la superposicion descrita en la ecuacién
(7.49).

Esta formulacion refleja de manera mds precisa la naturaleza del condensado de redes de cuerdas
presente en el sistema.

Existe una descripcion alternativa que emplea membranas en lugar de cuerdas, denominada
condensados de redes de membranas (membrane-nets). Es notable que, a diferencia de otros érdenes
topolégicos en dimension 3 basados en cddigos téricos que no presentan este fendmeno [128], los
3-colexes si exhiben condensacion de redes de membranas [67].

La formacion de un condensado de membranas se debe a que tnicamente las membranas con
homologia no trivial pueden actuar de manera significativa sobre el estado fundamental. La estructura
de membranas ramificadas surge porque, como indican las relaciones (7.45), es posible combinar
membranas de diferentes tipos (por ejemplo, gr-, gb- y br-) a lo largo de una linea comun (véase

fig.7.32). Si representamos por | T)®|V|

el estado con todos los espines (cubits) orientados hacia
arriba, podemos expresar un ejemplo de estado fundamental en la representacion de membranas de la

siguiente manera:

[Ta+BHHM= > BYH. (7.50)

ceC m membrane-nets
Esta formulacién captura la esencia del condensado de redes de membranas caracteristico de los
3-colexes.

Nuestros modelos pueden extenderse a dimensiones superiores, permitiendo el calculo preciso
del estado fundamental y su degeneracion en funcion de los nimeros de Betti de las variedades que
albergan los D-colexes [67]. Esta capacidad nos permite diferenciar variedades con distintas carac-
teristicas homoldgicas mediante el uso de hamiltonianos cuénticos. En estas dimensiones superiores,
emergen estructuras extendidas generalizadas que denominamos branas, junto con un mecanismo de
condensacion asociado que llamamos branas ramificadas (brane-nets).

Para dimensiones DD > 3, se pueden obtener diversos condensados de branas ramificadas. Para
cada par de enteros (p,q) que cumplan p+q=D, podemos definir un hamiltoniano en el que los operado-
res de (p+1)-celda y (q+1)-celda actiian como estabilizadores de un cédigo cudntico. Especificamente,
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hemos propuesto el siguiente hamiltoniano [67]:
H,,=- Y BZ- > BX (7.51)
c€Cpi1 c€Cqy1
Este sistema tiene solucion exacta, y su estado fundamental corresponde a un cédigo cudntico co-
rrector de errores cuyo grupo estabilizador estd formado por el conjunto de operadores de celda. La
degeneracion del estado fundamental viene dada por k = (]; ) hy, = (/3 ) hg, donde D representa la
dimension del espacio y h,, h, son nimeros de Betti de la D-variedad.

Las excitaciones en este sistema son objetos extendidos de dimensiones p-1 y g-1. Estas excita-
ciones pueden entrelazarse entre si, dando lugar a fases globales en los estados cudnticos del sistema.
Denominamos “branyones.? estos anyones de tipo brana, reflejando su naturaleza extendida y sus
propiedades topoldgicas.

En dimensiones D > 4, emerge un fendmeno novedoso en comparacion con el caso tridimen-
sional. En estos espacios de mayor dimension, es posible obtener diversas combinaciones de los
pardmetros (p, q), cada una de las cuales genera 6rdenes topoldgicos distintos. Esta diversidad abre la
posibilidad de transiciones cuanticas entre estos diferentes ordenes topoldgicos.

Un ejemplo ilustrativo de este fendmeno se presenta en D = 4, donde podemos considerar el
siguiente hamiltoniano:

H = H 3+ \Hyp, (7.52)

Este sistema experimenta una transicion de fase topoldgica al modificar el valor del pardmetro de
acoplamiento A. Es importante notar que, aunque (1 3) y H2) son individualmente resolubles de
manera exacta por construccion, el hamiltoniano completo (7.52) no admite una solucién exacta. Esta
caracteristica se debe a que los operadores de cara o plaqueta Bf y los operadores de celda BX
correspondientes al tipo (1,3) no conmutan con sus contrapartes de tipo (2,2).

El hamiltoniano H no exhibe un orden topoldgico exacto para valores arbitrarios del pardmetro
de acoplamiento \. El orden topoldgico se manifiesta inicamente en los regimenes de acoplamiento
débil (A < 1) o fuerte (A > 1), presentando caracteristicas distintas en cada caso. Al modificar
el valor de )\, es posible establecer una conexion entre dos fases topoldgicas diferentes, aunque no
necesariamente toda la trayectoria paramétrica en \ corresponde a un estado topoldgico.

Habiendo analizado el mecanismo de transiciones de fase cudnticas y topoldgicas en colexes para
el caso mas simple de D = 4, podemos generalizar este concepto a dimensiones arbitrarias D > 4
mediante la introduccion de los siguientes hamiltonianos:

Hp= Y AgHpg (7.53)

p.¢p+q=D
donde los hamiltonianos H, , estan definidos segun la ecuacion (7.51). Al variar las constantes de

acoplamiento )\, , y alcanzar los puntos topoldgicos caracterizados por A, , = 0,Vp, ¢ # pi, G, Aprgy =
1, se observan nuevamente ejemplos de transiciones de fase con cambios en los 6rdenes topoldgicos

correspondientes [67].
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7.6 Conclusiones

Desde la perspectiva de la teoria de la informacién cudntica, los estados fundamentales con
orden topolégico que hemos desarrollado utilizando D-colexes [65-67] ofrecen una implementacion
concreta de memorias y procesadores cuanticos con proteccion topoldgica. Estos sistemas comprenden
un conjunto de estados cudnticos y operaciones logicas que poseen una resistencia intrinseca a la
decoherencia, gracias a la codificacion de la informacién cudntica en las caracteristicas topoldgicas
del sistema.

Los D-colexes son estructuras reticulares especificas con un nimero de coordinacion igual a la
dimension espacial D + 1, que ademds presentan ciertas propiedades de coloracion. Estos colexes
permiten la construccidn de codigos cudnticos topoldgicos de color, que exhiben una estructura mas
sofisticada que los cédigos de superficie previamente conocidos, tanto en términos de su potencial
para la computacién cudntica como por la novedad de los 6érdenes topoldgicos que manifiestan [67].
En particular, los 2-colexes facilitan la implementacion transversal de las operaciones unitarias del
grupo de Clifford, también conocidas como puertas 16gicas simplécticas [65]. Més aun, los 3-colexes
permiten la realizacién de un conjunto completo de operaciones logicas, habilitando asi la computacién
cudantica universal [66]. Este fendmeno puede interpretarse como la existencia de una dimension critica
D=3 para lograr la computacién universal mediante redes de tipo colex, analogo a como la dimension
critica para obtener transiciones de fase entre drdenes topoldgicos en colexes es D=4 [67].

A diferencia de lo que ocurre en dimension D = 2, no existe una clasificacién exhaustiva de
los 6rdenes topoldgicos en D = 3 dimensiones. Esto implica que no se ha identificado un orden
topolégico capaz de diferenciar entre todas las posibles configuraciones topoldgicas en variedades
tridimensionales. Hemos propuesto el concepto de clase topoldgicamente completa de hamiltonianos
(TCH) [67] para describir aquellos hamiltonianos cuénticos cuyo estado fundamental presenta una
degeneracion que varia en funcién de la topologia de la variedad sobre la que se define la red del
hamiltoniano.

Utilizando esta definicion, hemos desarrollado una familia de ordenes topoldgicos basados en
estructuras reticulares denominadas colexes. Estos modelos permiten distinguir entre 3-variedades
con distintas propiedades homoldgicas. Aunque la homologia constituye un invariante topolégico, no
es suficiente para diferenciar completamente todas las variedades topoldgicamente no equivalentes
en dimension D = 3. Un ejemplo clasico es la esfera de Poincaré, una 3-variedad que comparte las
mismas propiedades homologicas que la 3-esfera estdndar, pero difiere en su estructura topoldgica.
Poincaré demostré que el grupo fundamental (o primer grupo de homotopia) de esta nueva esfera tiene
orden 120, mientras que la 3-esfera estandar posee un grupo fundamental trivial.

Esta distincién abre la posibilidad de construir hamiltonianos cudnticos definidos en redes que
sean capaces de discriminar cualquier topologia tridimensional a través de la degeneracion de su
estado fundamental. Tal logro equivaldria a abordar la conjetura de Poincaré desde la perspectiva de

la mecanica cuantica.
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Capitulo 8 Experimentos con Codigos de Color
Topologicos

8.1 Introduccion

Sumario
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Los cédigos de color topoldgicos representan uno de los enfoques mas prometedores para lograr
la computacién cudntica tolerante a fallos. Desde su primera demostracion experimental en 2014
[129], estos codigos se han implementado en multiples plataformas de computacion cudntica, cada
una ofreciendo ventajas unicas para la correccion de errores cuanticos. Repasaré la evolucion de
las implementaciones de cddigos de color en sistemas de iones atrapados, &tomos neutros y cubits
superconductores, destacando el papel esencial que juegan estos codigos en la bisqueda de una

computacion cudntica prictica y tolerante a fallos.

C == »
a) p 4 cibits l6gicos |::> b) B 1 cibitidgico

Figura 8.1: De c6digos de color en el toro a cdigos de color planares. a) Codigo de color embutido en
un toro (no mostrado) codificando 4 cubits l6gicos. b) Cddigo de color planar que resulta de eliminar
un cubit fisico de un c6digo hexagonal de color en un esfera, junto con sus tres enlaces, y deformarlo
en un plano (ver figura 7.17). Los tres lados coloreados eliminados producen los lados del tridngulo
de colores rojo, azul y verde que codifican la homologia de color relativa al borde.

Los cddigos topoldgicos de color representan un enfoque de correccion de errores cuanticos
que opera a nivel abstracto de software, independientemente de la tecnologia fisica subyacente.
En pocas palabras, son plataforma-independientes. Su disefio se basa en propiedades topoldgicas y
matematicas que protegen la informacion cuantica mediante estructuras geométricas bidimensionales,
como el conocido modelo de color en reticulas hexagonales. Esta independencia de plataforma permite
implementarlos en diversos sistemas cudnticos, desde iones atrapados [129, 130], 4tomos neutros en

redes Opticas [131-135], cubits superconductores [136-138], hasta arquitecturas basadas en fermiones
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de Majorana, pasando por sistemas fotonicos o de espines La clave radica en que la proteccion
topoldgica se logra mediante las relaciones l6gicas entre ctbits en el c6digo, no por las propiedades
intrinsecas de los cubits fisicos. Estudios recientes demuestran su aplicabilidad en redes de cajas
de Cooper Majorana [139], uniones Josephson superconductores, e incluso proponen formulaciones
mediante modelos de Ising para su decodificacion eficiente, evidenciando su versatilidad tecnoldgica
[140]. Esta caracteristica los posiciona como candidatos ideales para la computacion cudntica universal,
donde la correccién robusta de errores debe integrarse con diferentes implementaciones de hardware.

8.2 Plataforma de iones atrapados para computacion cudntica

La tecnologia de iones atrapados representa una de las plataformas mds avanzadas para la
implementacién de computacioén cudntica. En estos sistemas, los cubits estdn codificados en los
estados electronicos de dtomos cargados (iones) que se mantienen suspendidos en el espacio mediante

campos electromagnéticos.

Dispsitivo Eperimental

-

Figura 8.2: Dispositivo eperrriéntal mostrando la tramp de i(ﬂ)ﬁésusad;en el experimento para
implementar el cédigo de colores topoldgico minimal [129, 130]. A la derecha, se aprecia el detalle
del tamafio de la trampa.

8.2.1 Principios basicos de operacion

Los sistemas de iones atrapados funcionan confinando iones mediante campos electromagnéticos
en camaras de ultra-alto vacio. Las operaciones cudnticas se realizan a través de pulsos laser preci-
samente controlados que manipulan los estados electrénicos de los iones. La tecnologia ofrece varias
ventajas fundamentales:

o Alta fidelidad: Los cubits de iones atrapados demuestran operaciones de alta precisién, con

fidelidades de puerta superiores al 99.9 Y.
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0000000

Figura 8.3: Representacion del cédigo de color minimal (7 cubits) en una trampa de iones atrapados.

o Largos tiempos de coherencia: Los estados cudnticos de los iones permanecen estables durante
periodos relativamente largos, facilitando operaciones cudnticas complejas.
o Conectividad total: Los iones pueden interactuar entre si independientemente de su ubicacion
fisica, permitiendo implementar una amplia gama de algoritmos.
Sin embargo, esta plataforma también enfrenta desafios significativos, principalmente relacionados con
la escalabilidad y la velocidad de operacion, ya que el movimiento fisico de los iones es relativamente

lento comparado con otras tecnologias cuanticas.

8.3 La Implementacion Pionera con Trampas de Iones

El primer experimento para realizar el c6digo de color minimal se realiz6 en 2014 fruto de
una colaboracién entre mi grupo tedérico (GICC de la Facultad de CC. Fisicas de la UCM) y el
grupo experimental del Prof. Rainer Blatt en la Universidad de Innsbruck (Austria) [129, 130]. El
experimento no solo demostré la codificacion de informacién cudntica en este espacio protegido, sino
que también implemento operaciones ldgicas sobre el cubit codificado. Por primera vez, conseguimos
proteger un bit cudntico expuesto a todo tipo de errores. Ademads realizamos computos sobre un cubit
protegido sin que se pierda la informacion. Este trabajo representé un hito fundamental en el campo
de la computacién cudntica por varias razones:

1. Fue la primera demostracion de un cibit completamente protegido contra errores arbitrarios.

2. Logro6 aplicar con éxito secuencias de operaciones 16gicas sobre el cubit protegido.

3. Produjo uno de los estados cudnticos mds complejos generados experimentalmente hasta ese
momento.

La implementacion del c6digo de color topolégico mas pequeiio (7 ctibits) en una trampa de iones
se basa en un esquema triangular 2D con tres plaquetas, utilizando técnicas de correccion cudntica
de errores (QEC). El cddigo topoldgico de color 2D mads pequeiio C' se implementa en un arreglo de
7 cubits fisicos (ver figura 8.4 a), organizados en una red triangular con tres plaquetas (roja, verde,
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Figura 8.4: El c6digo de color minimal. Estd hecho de n = 7 cubits fisicos y tiene 6 plaquetas
correspondientes a los s = 6 operadores estabilizadores. Almacena k£ = 1 cubits 16gicos.

azul). Cada plaqueta (cara) contiene 4 cubits y estd asociada a operadores estabilizadores:
S.(1) = X4 XoX3Xy, S.(1)= 217,757y,
S2(2) = XoX3X5Xg, S.(2) = 2223757, (8.1)
S:(3) = X3 XuXe X7, S.(3) = 232,767,
donde X;, Z; son matrices de Pauli. El espacio del cddigo se define como el subespacio comtn de
autovalores +1 de los 6 estabilizadores. Los estados 16gicos |0) y |1) 1, son autoestados del operador
l6gico Z;, definidos por:
7 = 7179737, 7576 77, X = X1XoX3X4X5X6X7. (8.2)
Estos operadores 16gicos reproducen el dlgebra de Pauli para los estados codificados a nivel 16gico.
Z|0) =10, 211 = —~IL). (8.3)
X[0) = 1), X[1) = [0).

8.3.1 Implementacion experimental con iones atrapados

La configuracién fisica se muestra en la figura 8.4 b) estd formada por 7 iones de “°Ca™ en
una trampa lineal de Paul, con los cubits fisicos codificados en estados electronicos metaestables
(S1/2 Yy Ds/2) que tienen tiempos de coherencia suficientemente largos. La “caja de herramientas”del
laboratorio de Innsbruck contiene las siguientes operaciones cudnticas:

o Rotaciones colectivas:
U(Q, ¢) _ e—ig >, (sin ¢Y;+-cos d)Xi)’ (84)

o Puertas entrelazantes de Mglmer-Sgrensen:
MS(0, 0) = ¢4 (Stsmoviseosox)

g 8.5)

o Desacoplamiento espectral: Técnica para aislar subconjuntos de cubits durante operaciones en
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plaquetas especificas.
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Figura 8.5: Codificacion del cubit 16gico del cédigo de color minimo en una trampa de iones. El
proceso de codificacion se realizaba mediante un circuito cudntico que transforma coherentemente
el estado de entrada [1010101) al estado 16gico |0). Esto se logra en tres pasos secuenciales: i/
Preparacion del sistema en un estado producto que satisfacia las condiciones S O = 41 y Zr = +1.1/
Aplicacién de operaciones de entrelazamiento por plaqueta para satisfacer las restricciones S = 41.

iii/ Creacion de entrelazamiento tipo GHZ entre los cuatro cubits de cada plaqueta con una fidelidad
de 88.8 %.

La preparacion del estado 16gico |0);, empieza con el estado inicial [1010101), que satisface
(S.(i)) = +1y (ZL) = +1. Después se van aplicando las condiciones de los otros estabilizadores de
plaqueta mediante el entrelazamiento plaqueta a plaqueta (ver figura 8.5):

o Se aplican puertas M .S(7w/2,0) a grupos de 4 ctbits por plaqueta, mientras los demds iones se
desacoplan espectralmente.

o Ejemplo: Para la plaqueta roja (cubits 1-2-3-4), se desacoplan los iones 5, 6, 7 y se aplica
MS(m/2,0), generando un estado GHZ:

1
11010101) — 7 (]1010101) +i[0101010)) . (8.6)

Para compensar las fases que aparecen se aplican pulsos de desplazamiento Stark Uy (i)(+7/2) para
corregir fases acumuladas.

La fidelidad del estado codificado obtenido es ' = 32,7(8) % para |0) 1, superando el umbral de
25 % para detectar entrelazamiento multipartito. El solapamiento con el espacio del cédigo es 34(1) %,
con fidelidad dentro del c6digo del 95(2) %. Las correlaciones topoldgicas se observan mediante la
ausencia de orden local (fidelidad 98,3(2) % con estados mezcla en submatrices de 2 ctbits) asi como
la presencia de correlaciones globales (7, Z,7Z;) = —0,46(6).
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8.3.2 Deteccion y correccion de errores

El c6digo de color minimal detecta errores individuales (bit-flip X, phase-flip Z;, o combinados
Y;) mediante violaciones de estabilizadores segtn se indica en la figura 8.6.

Figura 8.6: Efecto de errores en cubits 16gicos. (A) Estado 16gico inicial |0);, con estabilizadores
Sg(f/)z positivos. (B-C) Errores X (bit-flip) y Z (phase-flip) alteran estabilizadores adyacentes (plaquetas
grises) y operadores 16gicos Z;, /X . (D) Error Y (= X + Z) afecta multiples plaquetas, invirtiendo
todos los estabilizadores. (E-F) Errores dobles (ej: Z5 — Z»/Z3) generan sindromes ambiguos
idénticos a errores simples (Z; /Z,), induciendo errores 16gicos tras correccién. Dindmica topoldgica:
Las violaciones de estabilizadores migran (flechas blancas) entre plaquetas adyacentes o se dividen,
revelando el orden topoldgico del codigo.

El efecto de errores en cubits 16gicos puede ser visualizado a través de las violaciones que estos
errores causan en los estabilizadores del sistema. Cuando un error de tipo inversion de bit (bit-flip),
denotado como X, ocurre, provoca violaciones en los estabilizadores S, (j) que estdn asociados a las
plaquetas que incluyen el cubit 7. A su vez, un error de tipo inversion de fase (phase-flip), representado
por Z;, viola los estabilizadores S, (j) correspondientes. Es importante notar que los sindromes de
error resultantes son tnicos para cada cubit, como se muestra en la figura 8.6, lo que permite identificar
y corregir el error fisico presente.

La figura 8.6 ilustra como un error individual en un cubit fisico se manifiesta como una violacioén
especifica de los estabilizadores asociados. Por ejemplo, una inversion de bit, X;, afecta los estabili-
zadores S, (j) en las plaquetas que contienen el ctibit 7. Un caso ilustrativo es un error X5, que segin
se muestra en la figura 8.6B, invierte los signos de los estabilizadores S.(1) y S,(2), lo cual altera
también el operador 16gico Z . Por otro lado, una inversion de fase, Z;, origina violaciones en los

estabilizadores S,(7). Un ejemplo claro es cuando ocurre un error Z5; como se observa en la Figura
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2C, este error cambia el signo del estabilizador S, (2).

Ademds, un error combinado, denotado como Y; = i.X,Z;, genera violaciones simultdneas tanto
en S,(j) como en S (7). La figura 8.6D muestra que un error Y3 resulta en la inversién de los signos
de seis estabilizadores y del operador 16gico Z;..

Cada error produce un patron unico de sindromes, lo que se ve reflejado en la figura 8.6E-
F, permitiendo asi identificar el cubit fisico afectado mediante mediciones de estos estabilizadores.
Especificamente, el sindrome generado por cada error individual proporciona un patrén tnico de
violaciones; por ejemplo, un error X, resulta en S,(1) = —1y 5,(2) = —1. Sin embargo, también
existen limites en la correccion de errores. Cuando ocurren dos errores, como Z5 seguido de Z, se
generan sindromes indistinguibles de errores individuales, lo que puede llevar a errores 16gicos, como
se representa en la figura 8.6 E-F.

La dindmica topoldgica de los errores es otro aspecto que se puede considerar. Las violaciones
de los estabilizadores pueden desplazarse entre plaquetas adyacentes bajo la influencia de multiples
errores, reflejando asi la naturaleza no local del orden topoldgico, tal como se presenta en la figura 8.6E-

F. La relacion entre un error £'y los estabilizadores violados se puede modelar mediante la ecuacion:

Sj‘w>L = (_1>Cj|w>L7 ¢j € {07 1}7 (8.7
donde ¢; = 1 indica que el estabilizador correspondiente estd violado. Para cualquier error £ €
{Xi, Z,;,Y;}, los coeficientes c; se determinan por la interaccién superpuesta del error con los estabi-
lizadores.

La figura 8.6 demuestra que el cédigo de 7 cubits es eficaz en la deteccion de inversiones de
bit y de fase, asi como sus combinaciones, corroborando su capacidad para realizar correccion de
errores cuanticos. La implementacion practica de este esquema en sistemas de iones atrapados utiliza
técnicas de desacoplamiento espectral y operaciones colectivas, con los sindromes medibles a través

de protocolos de tomografia optimizados.

8.3.3 Operaciones logicas transversales

Las operaciones del grupo Clifford son fundamentales en la computacion cuantica y se imple-
mentan de manera transversal en un codigo de color como mostré en el capitulo 7, (proposicion 7.5),
lo cual es esencial para evitar la propagacion de errores en el sistema. Una vez que el cubit 16gico ha
sido codificado, se realiz6 experimentalmente el conjunto completo de operaciones de Clifford para
un solo cubit de forma transversal, aplicindose cubit a ctbit. Durante estos experimentos, logramos
fidelidades de operacién notables: un 95 % para el estado |0) 1, un 85 % para el estado |+) 1, y un 87 %
para otros estados. Estas métricas se consideran muy relevantes, ya que reflejan la capacidad de los
sistemas de operacion en cubits 16gicos bajo condiciones experimentales especificas.

Ademads, también ejecutamos calculos mas complejos, incluyendo hasta 10 operaciones conse-
cutivas de la puerta l6gica X de forma secuencial. Este resultado demuestra no solo la capacidad
computacional del cubit codificado, sino también la funcionalidad que se puede alcanzar en aplicacio-
nes practicas. Este experimento, sin duda, representa un paso crucial hacia la construccién de sistemas

de computacién cudntica que son tolerantes a fallos, utilizando cédigos topoldgicos.
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La figura 8.7 muestra un esquema detallado de la implementacion de las operaciones logicas
del grupo Clifford en un cubit codificado topoldgicamente. La descripcion técnica a continuacion

incluye formulas clave y referencias relevantes a la estructura experimental utilizada. Como se ilustra

Figura 8.7: Operaciones de puertas Clifford de un solo cubit aplicadas a un cubit 16gicamente
codificado. Comenzando desde el estado 16gico |0) ., se aplican secuencias de operaciones de puertas
Clifford 16gicas { X, Hp}en(A)y {Hy, K1, X1} en (B), de forma consecutiva y transversal (es decir,
bit a bit) para realizar los seis estados cardinales {|0) 1, 1)1, |—2) 1, |+2) L, |[+y) 1, |—y) 1} del espacio
16gico del cubit codificado topoldgicamente. La dindmica bajo las operaciones de la puerta aplicada
se ilustra mediante rotaciones del vector de Bloch (flecha roja) en la esfera de Bloch 16gica, asi como
por el diagrama de circuito de fondo. Cada uno de los estados 16gicos generados se caracteriza por
el patréon medido de los estabilizadores sS4 y Sg), asi como por el vector de Bloch légico, cuyas
tres componentes estan dadas por los valores esperados de los operadores 16gicos X, Y,y Z;. La
orientacion del vector de Bloch 16gico cambia como se esperaba bajo las operaciones de puertas
l6gicas.

en la figura 8.7A-B, se pueden identificar diferentes enfoques para la implementacién de las puertas
l6gicas. Primero, para la puerta X, se aplica un pulso global que se puede describir matematicamente
mediante la expresion:

Ulr,0) = e 2 2% (8.8)

donde U (7, 0) representa una rotacién colectiva sobre todos los cubits en la direccion del eje X del
horizonte cudntico. Ademads, la puerta Z;, se realiza mediante desplazamientos locales que se conocen

como desplazamientos Stark, representados matematicamente por:

H Uyz(i)(m). (8.9)

Esto asegura que cada cubit en el sistema experimenta un desplazamiento preciso y controlado,
permitiendo la correcta aplicacion de la puerta Z en cada uno de los cubits fisicos. Por otro lado, la

implementacion de la Hadamard 16gico, denotada como H, requiere una combinacién de rotaciones
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colectivas junto con fases especificas. Esta combinacion estd encapsulada en las siguientes expresiones:

U(-%, g> - HUZ@)(W). (8.10)

Esta forma de realizar la Hadamard 16gica es crucial para manipular el estado cudntico de los cubits
de tal manera que se obtengan los estados deseados.

Las secuencias de preparacion de estados también son significativas en este contexto. Por ejemplo,
para preparar el estado |1), se realiza la operacién X, sobre el estado base |0),. Asimismo, para
preparar el estado |+,) 1, se aplica H, sobre el estado |0) 1, y para el estado |+,) 1, se necesita primero

aplicar H;, y luego Sy, sobre |0), asi:
|+,)r = SLHL|0) . (8.11)

Es importante mencionar las fidelidades observadas dentro del espacio de cddigo. Las mediciones de
fidelidad para los distintos estados preparados son:

F(|0)r) =95(2) %, F(|42)r) =87(2)%, F(|+,)1) = 85(3) %. (8.12)
Estos valores revelan el desempefio del sistema en la generacion de estados 16gicos y son indicativos
de la calidad de las operaciones realizadas. Adicionalmente, se observo que los valores esperados
promedio de los estabilizadores, (S, (7)) y (S.(i)), se mantienen en niveles aceptables de 0,48(2)
después de la aplicacion de hasta tres puertas Clifford. Esto sugiere que la estabilidad del sistema se
conserva, lo que es esencial para cualquier implementacion de computacién cudntica robusta.

En conclusion, conseguimos demostrar que las operaciones del grupo Clifford pueden imple-
mentar un conjunto completo de operaciones cuanticas de manera segura y efectiva, lo que representa
un avance significativo en el desarrollo de computacion cudntica basada en cédigos topoldgicos,
mostrando asi el potencial de los sistemas de cubits en aplicaciones practicas.

8.3.4 Aplicacion Repetitiva de Puertas Logicas

En el capitulo 2.2 mostré como el papel nocivo de la decoherencia y ruido externo se traduce en
tiempos de operacién mas cortos para las puertas l6gicas que hacen que la profundidad del circuito
2.4 se reduzca sustancialmente en ausencia de herramientas correctoras del ruido (ver figura 2.2).
Nuestro experimento [129, 130] fue el primero en mostrar que la proteccion topologica frente al
ruido es beneficiosa para poder aplicar trenes de puertas seguidos durante varias veces antes de que
la decoherencia destruya las propiedades cudnticas del circuito. Anteriormente, lo normal era aplicar
una sola puerta cudntica, digamos una CNOT, y ya no se podian aplicar mas puertas pues el sistema
habia quedado inservible cudnticamente.

En nuestro estudio experimental, ampliamos el estudio de las capacidades computacionales del
cubit codificado mediante la ejecuciéon de un circuito cudntico extendido, compuesto por hasta 10
operaciones l6gicas X, aplicadas sobre el estado inicial |+,) ;, (figura 8.8A). Los resultados obtenidos
muestran claramente las transiciones esperadas entre autoestados de Y7, (figura 8.8B), evidenciadas
por las siguientes observaciones:

o Oscilaciones en (Y7).
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o Valores nulos en (X, )y (Z).

o Degradacién moderada de los estabilizadores: 3,8(5) % por operacion 16gica.
En un andlisis independiente de las propiedades de decoherencia (figura 8.84C), preparamos el estado
de superposicion |+, ), y medimos los siguientes pardmetros:

» Tiempo de coherencia l6gica: T)(l(égico) ~ 10710 puertas-

» Dindmica de decaimiento en (X)y (7).
Estos hallazgos indican que la limitacion principal en el rendimiento computacional no proviene de
la decoherencia intrinseca, sino de imperfecciones en la ejecucion de puertas Clifford 16gicas, cuyas
fidelidades concuerdan cuantitativamente con las operaciones locales individuales y colectivas del

sistema experimental.

Figura 8.8: Aplicacion repetitiva de operaciones de puertas cudnticas ldgicas. (A) Preparacion del
estado |—,); mediante la aplicacién de operaciones de puertas H, K y X sobre el cibit que
inicialmente se prepar6 en el estado |0),. (B) Posteriormente, se inducen cambios entre los estados
l6gicos |+,) 1 y |—y) 1 al aplicar consecutivamente operaciones de puertas légicas X, hasta 10 veces.
El cambio de signo en el valor esperado de Y}, (rombos rojos) después de cada paso sefiala de forma
clara los cambios inducidos en el vector de Bloch 16gico, mientras que los valores esperados de 7,
(cuadrados azules) y X (circulos negros) se mantienen cercanos a cero, como era de esperar (el
promedio de {(Z}), (X1)} da como resultado {0,01(1), —0,01(1)}. Los valores esperados promedios
de los estabilizadores S (en barras grises) y sS4 (en barras verdes) después de cada puerta X, se
muestran como barras grises y verdes, respectivamente. (C) Caracterizacion de la coherencia del ctibit
16gico, que se prepard inicialmente en el estado propio de X, |[+,) . Una medicion de la decadencia
del valor esperado de X, (circulos negros) en funcién del tiempo muestra un tiempo de 1/e de 3.6(6)
ms, mientras que el valor esperado de Z; (rombos azules) permanece en cero, como se esperaba
(promedio de 0.001(8)).

8.3.5 Desarrollos Experimentales Posteriores

Después del trabajo seminal sobre el experimento con los cédigos de color en trampas de iones
[129, 130], se ha abierto el camino para la realizaciéon de mas hitos en el camino de la computacién
cudntica tolerante a fallos usando estos cédigos de colores. A continuacién enumero algunos de los
m4s relevantes.

El grupo experimental de Innsbruck lograron implementar, en un procesador de iones atrapados
[141], un conjunto universal de puertas cudnticas l6gicas de manera tolerante a fallos, utilizando el
cddigo de color de siete ctbits (también conocido como el cédigo de Steane). La tolerancia a fallos se

consigue mediante la técnica de “flag fault tolerance”, que emplea cubits auxiliares (cubits bandera)
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para detectar la presencia de errores peligrosos durante las operaciones, permitiendo asi descartar y
repetir los procesos cuando se detectan fallos irreparables.

Entre sus principales logros experimentales destacan la realizacion de una puerta l6gica CNOT
transversal entre dos cubits l6gicos, la preparacion tolerante a fallos de un estado mégico 16gico y la
implementacion de la puerta l6gica 7' (no-Clifford) mediante la inyeccion de dicho estado mégico a
través de teleportacion. Estas operaciones constituyen un conjunto universal de puertas, esencial para
la computacién cudntica general. Los resultados muestran que la implementacién tolerante a fallos
supera en fidelidad a la version no tolerante, incluso considerando el aumento en la complejidad y el
numero de operaciones requeridas. Ademads, los resultados experimentales concuerdan bien con simu-
laciones numéricas basadas en modelos de ruido despolarizante, lo que valida la robustez del enfoque
experimental. Este trabajo representa un paso fundamental hacia la computacién cuéntica universal
y protegida contra errores, al demostrar que es posible realizar operaciones logicas universales de

manera tolerante a fallos en hardware real.

8.4 Implementacion de Quantinuum (Honeywell) con Trampas

de Iones

Quantinuum, anteriormente conocida como Honeywell Quantum Solutions, ha realizado avances
significativos en la implementacion de cédigos de color para computacion cudntica tolerante a fallos,
utilizando su arquitectura propietaria de iones atrapados [142-145]. La arquitectura utilizada por
Quantinuum en sus computadoras cudnticas de iones atrapados se basa en un disefio escalable que
combina movimientos controlados de iones con operaciones cudnticas de alta fidelidad. Estos son
sus componentes clave. El sistema H2 de Quantinuum, con 56 cubits, demuestra la escalabilidad
de esta arquitectura, logrando una fidelidad de puerta de dos cubits > 99,8 % y volumen cudntico
récord[ 144, 145]. La capacidad de realizar operaciones condicionales basadas en mediciones (como
en el algoritmo RCS con JPMorgan Chase) posiciona Quantinuum como una plataforma lider para
correccion de errores cuanticos|[ 143, 145].

Quantinuum ha realizado la implementacion experimental de un sumador de un bit de manera
tolerante a fallos utilizando el cédigo de color [[8,3,2]] (n = 8 cubits fisicos, k = 3 cubits 16gicos,
distancia d = 2) en un computador cudntico de iones atrapados. El trabajo aborda uno de los desafios
fundamentales de la computacion cudntica: la necesidad de reducir las tasas de error mediante la
correccion cudntica, especialmente cuando se requieren operaciones no-Clifford, esenciales para la
universalidad. Tradicionalmente, la implementacion de puertas no-Clifford de forma tolerante a fallos
implica elevados recursos, como la destilacion de estados magicos, lo que dificulta su ejecucion en
hardware cuéntico actual. En contraste, el cédigo de color [[8,3,2]] permite realizar la puerta CCZ
(no-Clifford) de manera transversal y, por tanto, tolerante a fallos, simplificando notablemente el
circuito y reduciendo la cantidad de puertas y mediciones necesarias [146].

Los autores logran implementar un circuito de suma de un bit con 24 puertas CNOT y 12 medicio-

nes, eliminando circuitos de correccion de errores innecesarios y empleando técnicas de preparacion y
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medicion de bajo costo. Al comparar el rendimiento de este circuito tolerante a fallos con su version no
codificada, se observa una reduccion significativa en la tasa de errores aritméticos: aproximadamente
0.11 % para el circuito tolerante a fallos frente a 0.95 % para el circuito sin codificacion, ejecutados
en el mismo hardware. Ademas, el estudio demuestra que la sobrecarga de recursos (en términos de
nimero de cubits y puertas) es mucho menor que la de implementaciones equivalentes basadas en
codigos de superficie, que requeririan més de diez veces la cantidad de cubits fisicos para lograr una
tasa de error comparable.

Entre sus logros principales del experimento destacan: la demostracién experimental de un
algoritmo aritmético elemental (suma de un bit) de manera tolerante a fallos con un cddigo de
color pequeno, la reduccion sustancial de la sobrecarga de recursos frente a otras arquitecturas de
correccion de errores, y la validacion de técnicas que combinan puertas transversales, preparacion
postseleccionada y omision selectiva de circuitos de correccion de errores. Estos avances no solo
acercan la ejecucion practica de algoritmos cudnticos ttiles en hardware actual, sino que también
sientan las bases para el disefio de circuitos mds eficientes y escalables en computacion cudntica
tolerante a fallos.

En otro experimento, Quantinuum ha presentado la primera demostracion experimental de tele-
transportacion cudntica de un cubit 16gico de manera tolerante a fallos utilizando el cédigo de color
topoldgico [[7,1,3]] [147] en un procesador cudntico de iones atrapados. Los autores implementan y
comparan diferentes variantes del protocolo de teletransportacion: a nivel fisico, a nivel 16gico median-
te puertas transversales y a nivel 16gico mediante cirugia de reticulo (lattice surgery) [148], empleando
hasta 30 cubits fisicos y correccidn de errores en tiempo real. El cddigo de color es fundamental en
este trabajo, ya que permite la codificacién y proteccion del ctibit 16gico contra errores, facilitando la
ejecucion de operaciones logicas tolerantes a fallos, como la teletransportacion y la manipulacion de
informacion cuéntica de manera robusta.

Entre los logros principales, destacan la obtencién de fidelidades de proceso elevadas para
los distintos esquemas: 0.9895 para la teletransportacién fisica, 0.975 para el circuito 16gico con
correccion de errores (CCE), y 0.851 para el circuito de cirugia de reticulo, ademas de una fidelidad
de 0.989 en el protocolo tipo Knill de correccion de errores. El uso del cédigo de color permitid, por
primera vez, la implementacion de cirugia de reticulo en un cddigo corrector de errores cudnticos
de distancia 3, mostrando la versatilidad del procesador y del enfoque experimental. El experimento
también discute las ventajas y desafios de cada método, subrayando que la cirugia de reticulo, aunque
actualmente tiene menor fidelidad que las puertas transversales, ofrece alternativas prometedoras
para arquitecturas cudnticas escalables y con restricciones de conectividad. Este trabajo representa
un avance significativo en la computacion cudntica tolerante a fallos, demostrando la viabilidad de la
teletransportacion légica y la cirugia de reticulo en c6digos de color. Los resultados sientan las bases
para futuras optimizaciones y para la comparacion directa entre diferentes paradigmas de correccion

de errores, acercando el objetivo de operaciones cudnticas fiables y escalables en hardware real.
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La plataforma de cddigos de color en procesadores cudnticos de dtomos neutros desarrollada
por QuEra Computing representa un avance significativo hacia la computacion cudntica universal
tolerante a fallos. Basada en investigaciones pioneras de la Universidad de Harvard y el MIT, esta
tecnologia utiliza 4tomos individuales de rubidio-87 (8"Rb) dispuestos en reticulos reconfigurables
mediante pinzas Opticas y controlados por pulsos laser de precision [149, 150]. En 2024, el equipo de
QuEra demostrd experimentalmente la destilacion de estados magicos 16gicos (MSD de Magic State
Distillation) en cédigos de color 2D, logrando fidelidades de hasta el 99.4 % en su procesador cuéntico
Gemini. Este hito subraya el potencial de los sistemas de &tomos neutros para implementar protocolos
complejos de correccion de errores con eficiencia superior a plataformas competidoras. A diferencia de
los cédigos de superficie de Kitaev, los codigos de color admiten estructuras poliédricas en geometrias
2D y 3D, facilitando la realizacién de puertas l6gicas universales sin requerir operaciones auxiliares
complejas. Su capacidad para codificar multiples cubits 16gicos en una sola capa topoldgica los hace
particularmente adecuados para arquitecturas cuanticas con restricciones de conectividad, como las
basadas en atomos neutros.

La destilacion de estados mégicos (MSD), propuesta por Bravyi y Kitaev en 2005, resuelve una
limitacién fundamental de la computacion cudntica tolerante a fallos: la imposibilidad de implementar
operaciones no-Clifford de manera directa [151]. Segtn el teorema de Gottesman-Knill, las opera-
ciones Clifford pueden simularse eficientemente en computadoras clasicas, por lo que los estados
magicos —recursos cudnticos que permiten realizar operaciones no-Clifford mediante teleportacion
cuantica— son esenciales para lograr ventaja cudntica [152, 153].

El protocolo de MSD implementado por QuEra sigue un esquema “5-a-1”, donde cinco estados
magicos de baja fidelidad se combinan para producir un unico estado de mayor calidad. Este proceso
aprovecha la supresion cuadrética de errores inherente a los cédigos de color de distancia 3 y 35,
donde la distancia del codigo determina el nimero maximo de errores corregibles. La eleccion de
codigos de color sobre codigos de superficie se justifica por su mayor eficiencia en la implementacion
transversal de operaciones logicas, reduciendo la sobrecarga computacional en un factor proporcional
a la distancia del codigo.

El procesador Gemini de QuEra integra 256 cubits fisicos de &tomos neutros en una arquitectura
Field-Programmable Quantum Array (FPQA), permitiendo reconfiguracién dindmica de la disposicién
atodmica con una precision de 4 pm. Esta flexibilidad espacial resulta critica para implementar codigos
de color 2D, que requieren patrones geométricos especificos de &tomos entrelazados. Las operaciones
se realizan mediante:

1. Bloqueo Rydberg: Interaccion dipolar que evita la excitacién simultdnea de dtomos adyacentes,
permitiendo la creacion de puertas CZ con fidelidades del 99.5 %.
2. Control laser global: Pulsos de microondas y laseres sintonizables que manipulan los estados

electronicos de los atomos sin necesidad de direccionamiento individual.
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En el experimento de MSD, se codificaron diez cubits 16gicos de distancia 3 y cinco de distancia
5, representando el codigo de color més grande implementado hasta la fecha. Cada cubit l6gico se
construy6 mediante el entrelazamiento de 7 (distancia 3) o 13 (distancia 5) cubits fisicos, aprovechando
la conectividad total de la plataforma. El protocolo de destilacién demostré una mejora cuantificable
en la fidelidad l6gica:

1. Codigos de distancia 3: Fidelidad de entrada del 95.1 % — Fidelidad de salida del 99.4 %.
2. Codigos de distancia 5: Fidelidad de entrada del 92.5 % — Fidelidad de salida del 98.6 %.
Estos resultados validaron la relacion tedrica,

Fouw =1=5(1 — F)® + O((1 = Fn)*), (8.13)
caracteristica de la supresion cuadrética de errores en esquemas de MSD. La fidelidad medida supero6 el
umbral del 99 % necesario para aplicaciones practicas, aunque adn se requieren mejoras para permitir
multiples rondas de destilacién consecutivas.

Los sistemas de atomos neutros ofrecen ventajas Unicas frente a plataformas competidoras como
superconductores o iones atrapados:

1. Cubits idénticos: Los dtomos de 8"Rb son indistinguibles cudnticamente, eliminando la necesidad
de calibracion individual.
2. Tiempos de coherencia prolongados: Hasta 10 segundos para estados hiperfinos, comparado
con ~100 us en cubits superconductores.
3. Operacion a temperatura ambiente: Reduce la complejidad criogénica y permite sistemas mds
compactos.
La reciente financiacion de 230 millones de ddlares liderado por Google Quantum Al y SoftBank
[150] respalda el potencial escalable de esta tecnologia, destinado a desarrollar sistemas con > 1000
cubits 16gicos para 2027. La arquitectura dual del procesador Gemini permite la integracion de modos
de trabajo analdgico-digitales, alternando entre ambos:
1. Modo analégico: Optimizado para simulaciones cudnticas y algoritmos de optimizacién, con
entrelazamiento masivo en tiempos <100 us.
2. Modo digital: Implementacion de circuitos cudnticos universales mediante puertas logicas de 1
y 2 cubits con fidelidades >99 %.
Esta dualidad posiciona a los procesadores de &tomos neutros como plataformas versatiles para abordar
problemas tanto de dindmica cudntica como de procesamiento de informacién convencional.

La reciente colaboracién entre QuEra y Google Quantum Al explora aplicaciones de MSD en al-
goritmos de aprendizaje automatico cuantico, donde los estados magicos podrian acelerar operaciones
de kernel en modelos de soporte vectorial cudntico. Esta sinergia podria reducir el costo de recursos
para problemas de clasificaciéon complejos en un 40 % segin simulaciones preliminares. A pesar de
todos estos logros, existen limitaciones actualmente y se ha propuesto una hoja de ruta que incluye los
siguientes principales desafios:

1. Tasas de error residuales: Errores SPAM (preparacion y medicion) del 1.5 % limitan la profun-
didad de circuitos tolerantes a fallos.
2. Escalabilidad 6ptica: El uso de moduladores espaciales de luz (SLM) para trampas atomicas

introduce cuellos de botella en la velocidad de reconfiguracion.

88



8.6 Implementacion con Cubits Superconductores de Google Quantum Al

Las mejoras proyectadas en la tecnologia FPQA apuntan a superar estas limitaciones mediante el uso
de inteligencia artificial para optimizar la disposicion atémica y algoritmos de compilacidon cudntica
adaptativos.

La plataforma de QuEra ha establecido un nuevo estidndar en la implementacion practica de
cddigos de color y protocolos de correccion de errores cudnticos. Al combinar las ventajas unicas de los
atomos neutros —escalabilidad, coherencia prolongada y reconfigurabilidad— con avances tedricos
en codigos topoldgicos, este enfoque acerca la computacion cuantica tolerante a fallos a la viabilidad
practica. Sin embargo, el camino hacia procesadores universales requiere avances coordinados en
fidelidad de operaciones, integracion de sistemas de control y desarrollo de algoritmos adaptados a las
peculiaridades hardware. La reciente inyeccion de capital y las colaboraciones industriales sugieren
que la préxima década podria presenciar la transicion definitiva de esta tecnologia desde laboratorios

de investigacion a aplicaciones comerciales criticas.

8.6 Implementacion con Cubits Superconductores de Google
Quantum Al

Los recientes avances en el chip cudntico Willow de Google representan un hito significativo
en la implementacién de cédigos de color topoldgicos para computacion cudntica tolerante a fallos.
Estas implementaciones no solo han demostrado la viabilidad de los cédigos de color en sistemas de
cubits superconductores, sino que también han revelado ventajas significativas frente a otros enfoques
de correccion de errores cudnticos.

Willow representa la tltima generacion de procesadores cudnticos superconductores desarrollados
por Google Quantum Al. Anunciado a finales de 2024, este chip de 105 cubits ha marcado dos logros
fundamentales: la reduccion exponencial de errores al aumentar el nimero de cubits y la realizacion
de calculos en minutos que tomarian miles de millones de anos a los supercomputadores cldsicos mas
potentes [154].

A diferencia de las implementaciones de cédigos de color anteriores, el trabajo de Google ha
abordado especificamente las propiedades de escalado del codigo, demostrando que el aumento de la
distancia del codigo de tres a cinco suprimi6 errores 16gicos por un factor de 1.56. Esta investigacion ha
mostrado que con mejoras modestas en el rendimiento de cubits fisicos, los cédigos de color podrian
potencialmente superar en eficiencia a los cédigos de superficie.

El equipo de Google también ha hecho avances significativos en operaciones logicas, logrando
puertas de Clifford transversales con un error aiadido muy bajo (solo 0.0027 por operacion). Realizaron
con éxito la inyeccion de estados magicos con fidelidades superiores al 99 % y demostraron la
teleportacion de estados 16gicos entre codigos de color de distancia tres utilizando cirugia de reticulo,
alcanzando fidelidades de teleportacién de hasta el 90.7 %.

El chip fue fabricado en la nueva instalacion de Google en Santa Barbara, California y representa
un avance significativo respecto a su predecesor Sycamore. Las mejoras en el disefio han permitido un

aumento de cinco veces en el tiempo de coherencia T1 (de 20 a 100 microsegundos) y aproximadamente
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el doble de fidelidad en las puertas ldgicas. Estas caracteristicas han convertido a Willow en una
plataforma ideal para implementar c6digos cudnticos de correccion de errores mas complejos y
exigentes, como los cédigos de color. La principal promesa de Willow radica en su capacidad para
demostrar operaciones “por debajo del umbral”’(ver teorema 3.1, lo que significa que los errores
disminuyen exponencialmente al aumentar el tamafio del codigo, un requisito fundamental para la
computacion cudntica a gran escala tolerante a fallos.

Los cddigos de color representan una familia de c6digos cudnticos topoldgicos prometedores
para la computacion tolerante a fallos. A diferencia de otros cddigos como el cédigo de superficie,
los codigos de color ofrecen ventajas significativas en términos de operaciones logicas y eficiencia de
recursos, aunque también presentan desafios en la implementacion practica.

Un aspecto crucial de los cédigos de color es su umbral de error, que determina la tasa de error
fisica por debajo de la cual la correccion de errores resulta efectiva. Investigaciones recientes han
establecido un umbral de aproximadamente 0.47 % para el cédigo de color triangular 6.6.6. bajo un
modelo de ruido a nivel de circuito, acercindose cada vez mds al rendimiento del codigo de superficie
de Kitaev [155].

La implementacién de cddigos de color en Willow representa uno de los experimentos mas
completos de correccidn de errores cudnticos realizados hasta la fecha. Los investigadores de Google
Quantum Al demostraron la supresion de errores logicos y la realizacion de operaciones logicas
utilizando el codigo de color [156]. La arquitectura experimental aprovecha la disposicion de los
105 cubits superconductores en Willow para implementar versiones escalables del cédigo de color
triangular. La configuracién permite medir los operadores estabilizadores necesarios para detectar y
corregir errores, a pesar de las limitaciones de conectividad inherentes a los procesadores cuanticos
planares como Willow.

Los resultados experimentales muestran una clara evidencia de escalabilidad ya que al aumentar la
distancia del codigo de 3 a 5, los errores 16gicos se suprimieron por un factor de aproximadamente 1.56.
Aunque este factor de mejora (A3/5) es algo menor que el 2.14 previamente reportado con el cédigo
de superficie de Kitaev en el mismo procesador, demuestra claramente que la implementacion esta
operando por debajo del umbral de error, lo que indica que el rendimiento mejoraria sistematicamente
con c6digos de mayor distancia. En el contexto de correccion de errores cuénticos, la expresion Az se
refiere a un factor de mejora en la supresion de errores al escalar c6digos de correccidn. Su definicién
es la siguiente:

Agjar =2, (8.14)
Eq
donde A5 es el factor de mejora al escalar la distancia de 3 a 5 en los cddigos, €3 es la tasa de
error 16gico con distancia 3 y €5 es la tasa de error 16gico con distancia 5. La interpretacion de estos
valores es la siguiente. Valores A > 1 indican una mejora al aumentar la distancia. Por ejemplo con
Ag5 = 1,56:
€5 = 1% = Reduccién del 56 %. (8.15)

La siguiente tabla muestra los resultados clave en el procesador Willow. Estos valores demuestran que
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Cuadro 8.1: Comparacion de factores de mejora A.

Tipo de Codigo Ags
Cddigo de Superficie 2.14
Cadigo de Color 1.56

ambos codigos operan por debajo del umbral de error, condicion necesaria para una correccion eficaz
de errores, la escalabilidad cuantica y para operaciones logicas estables.

Una de las ventajas mds significativas de los codigos de color es su capacidad para implementar
un conjunto més rico de operaciones logicas transversales, particularmente las puertas Clifford. El ex-
perimento en Willow demostro esta capacidad implementando con éxito puertas Clifford transversales
con un error adicional de solo 0.0027(3), sustancialmente menor que el error de un ciclo de correccién
de errores en estado inactivo. Este resultado es particularmente relevante porque las puertas Clifford
transversales representan una forma natural y eficiente de realizar operaciones ldgicas en codigos de
correccion de errores, minimizando la introduccién de nuevos errores durante la manipulacién de la
informacién cudntica.

Ademds de las puertas Clifford, el equipo logré inyectar estados magicos con fidelidades su-
periores al 99 % mediante post-seleccién (reteniendo aproximadamente el 75 % de los datos). Esta
capacidad es fundamental para la computacién cudntica universal, ya que los estados mégicos com-
plementan las puertas Clifford para permitir cualquier operacion cudntica arbitraria. Aqui es donde de
nuevo los cédigos topoldgicos de color muestran su bondad ya que hacen posible que la destilacion
de estados magicos se pueda hacer de forma completamente topoldgica, y por tanto, mas robusta.

Un logro particularmente notable ha sido la teleportacion de estados 16gicos entre c6digos de color
de distancia tres mediante cirugia de reticulo, logrando fidelidades de teleportacion entre 86.5(1) %
y 90.7(1) %. La cirugia de reticulo es una técnica clave para realizar operaciones entre cubits 16gicos
distintos sin necesidad de reorganizar fisicamente los cubits subyacentes, lo que resulta crucial para
arquitecturas planares como las de los procesadores superconductores. El experimento en Willow
proporciona evidencia empirica de las ventajas tedricas que los codigos de color ofrecen frente a otros
codigos topoldgicos, particularmente el codigo de superficie que ha sido el enfoque dominante en
implementaciones anteriores. La principal ventaja de los codigos de color radica en su capacidad para
implementar un conjunto mas completo de operaciones ldgicas de forma transversal.

Otra ventaja potencial identificada en las simulaciones es que, con mejoras modestas en el
hardware, el cédigo de color podria ser mas eficiente que el cédigo de superficie en términos del
nimero de cubits fisicos necesarios para lograr un nivel dado de proteccion légica.

A pesar de los avances significativos, la implementacion de cédigos de color en plataformas de
cubits superconductores todavia enfrenta varios desafios importantes. Los cddigos de color requie-
ren mediciones de estabilizadores mds complejas y técnicas de decodificacion mads sofisticadas en
comparacion con el cédigo de superficie. La decodificacion eficiente de los sindromes de error en
cddigos de color es un area activa de investigacion. Recientemente se han desarrollado varios deco-
dificadores adaptados especificamente para cddigos de color, incluyendo decodificadores basados en

redes neuronales, y algoritmos de paso de mensajes [157]. Otro desafio importante es la cirugia de
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reticulo en cédigos de color, que permite operaciones entre cubits 16gicos distintos. Investigaciones
recientes han abordado la decodificaciéon a nivel de circuito para la cirugia de reticulo del codigo
de color, proporcionando algoritmos eficientes que son cruciales para realizar operaciones logicas
en arquitecturas bidimensionales [155]. El futuro del desarrollo de cédigos de color en plataformas
superconductoras parece prometedor, con varios avances potenciales en el horizonte. Estos incluyen
esquemas de cirugia de reticulo para disefos hibridos 6.6.6-4.8.8 que ofrecen menor overhead de
recursos en comparacion con esquemas analogos de codigo de superficie, y circuitos de destilacion de
estados magicos de bajo overhead utilizando cubits bandera o cirugia de reticulo.

La implementacion exitosa de codigos de color en el procesador Willow de Google representa
un avance significativo hacia la computacion cudntica tolerante a fallos a gran escala. Los resultados
experimentales demuestran claramente que los c6digos de color no solo son tedricamente atractivos
sino también practicamente viables en plataformas de cubits superconductores actuales. Estos estudios
confirman que los c6digos de color representan no solo un fascinante ejemplo de fases de materia to-
poldgicamente ordenadas, sino también uno de los modelos candidatos mas prometedores para realizar
computacion cuantica tolerante a fallos con un overhead de recursos minimo. Esta implementacion en
cubits superconductores representa un desarrollo critico, ya que demuestra la viabilidad de los cédigos
de color en la plataforma de computacion cuantica comercial mas madura, potencialmente influyendo

en la direccion de la investigacion en computacion cuantica tolerante a fallos a través de la industria.

8.7 Ventajas de los Codigos de Color para la Computacion

Cuantica Tolerante a Fallos

En todas estas realizaciones experimentales, los cddigos de color han demostrado varias ventajas
clave que los posicionan como una alternativa convincente a otros cddigos de correccion de errores

cudnticos para la computacion cudntica tolerante a fallos:

8.7.1 Codificacion Eficiente

Los codigos de color pueden codificar cubits 16gicos con menos cubits fisicos que los codigos de
superficie comparables: se requieren aproximadamente un 25 % menos de ctbits fisicos. Esta eficiencia
de recursos se vuelve cada vez mds importante a medida que los sistemas cudnticos aumentan de escala

y las limitaciones de recursos se convierten en factores limitantes.

8.7.2 Operaciones Clifford Transversales

A diferencia de los cédigos de superficie, los cddigos de color permiten que todo el conjunto de
puertas de Clifford se implemente de forma transversal. Esta propiedad es particularmente valiosa,
ya que las operaciones transversales evitan que los errores se propaguen entre cubits, haciéndolos
intrinsecamente tolerantes a fallos.
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8.7.3 Operaciones Logicas Simplificadas

La estructura de los cédigos de color permite una implementacion més sencilla de ciertas ope-
raciones l6gicas que son un reto en otras familias de cédigos. Esta simplificacion puede llevar a una

menor sobrecarga en la implementacion de algoritmos cudnticos a nivel 16gico.

8.7.4 Mejora de los Umbrales de Error

Si bien tradicionalmente se ha considerado que los cédigos de color tienen umbrales de error
mds bajos que los cédigos de superficie, investigaciones recientes han reducido significativamente
esta brecha. El trabajo de Google demostro la supresion de errores 16gicos por debajo del umbral,
indicando que los c6digos de color se estdn volviendo cada vez mds practicos a medida que mejora el
hardware.

8.7.5 Potencial de Escalado Superior

Las simulaciones sugieren que con mejoras modestas en el rendimiento de los cubits fisicos, los
codigos de color podrian superar a los codigos de superficie en términos de eficiencia y requisitos
de recursos. Este comportamiento favorable de escalado los hace particularmente atractivos para

arquitecturas de computacion cudntica a largo plazo.

8.7.6 Computacion Cuantica Universal

En tres dimensiones, los cddigos de color pueden implementar un conjunto de puertas uni-
versales transversales sin la necesidad de un costoso proceso de destilacion de estados. Incluso en
implementaciones bidimensionales, el manejo eficiente de la destilacion de estados magicos hace que

la computacion cuéntica universal sea mas accesible.

8.8 El Futuro de los Codigos de Color en la Computacion

Cuantica

El viaje de los codigos de color desde concepto académico hasta realidad experimental a través
de multiples plataformas de computacion cudntica demuestra su versatilidad y potencial. Cada imple-
mentacion—desde el trabajo pionero en trampas de iones, pasando por las aplicaciones comerciales
de Quantinuum, las innovaciones de atomos neutros de QuEra, hasta la demostracion de cubits super-
conductores de Google—ha contribuido con conocimientos tnicos y ha avanzado el campo hacia la
computacion cudntica tolerante a fallos practica.

A medida que el hardware cudntico continda mejorando, las ventajas inherentes de los cddigos de
color—codificacion eficiente, operaciones transversales y escalado favorable—los posicionan como
un candidato lider para la arquitectura de correccion de errores de futuras computadoras cudnticas

tolerantes a fallos. El desarrollo continuo a través de plataformas diversas sugiere un futuro brillante
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para los codigos de color en el paisaje de la computacion cudntica. Si bien permanecen desafios
significativos para escalar estas implementaciones a los tamafios necesarios para una ventaja cudntica
préctica, el progreso constante a través de diversas plataformas indica que los cédigos de color

desempefiaran un papel central en la realizacién de la computacidn cudntica tolerante a fallos.
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Capitulo 9 Tecnologias Cuanticas con Cdodigos de
Color Topolégicos

Sumario

A Patentes de Color Codes [ PsiQuantum
J Amazon AWS d Teleportacion Cuantica Topologica
Jd IBM

9.1 Patentes Principales sobre Codigos de Color Topologicos

para Computacion Cuantica

En la siguiente lista detallo las patentes identificadas relacionadas con cédigos de color to-
poldgicos para computacion cudntica, con un enfoque particular en aquellas que involucran cirugia de
reticulo (lattice surgery) y correccion de errores cudnticos. En esta lista analizo el panorama actual
de las patentes en EE.UU. que involucran especificamente cddigos de color topoldgicos cudnticos,
identificando empresas clave, autores y el propdsito de cada patente. A continuacion presento descrip-
ciones detalladas de las patentes relevantes en este campo, con énfasis en las tecnologias relacionadas
con cddigos de color topoldgicos.

1. Patente: US11966817B1

Titulo: “Teleporting magic states from a color code to a surface code and decoding a merged
surface-color code”
Inventores: Noah John Shutty, Christopher Chamberland
Asignado a: Amazon Technologies Inc.
Fecha de solicitud: 14 de marzo de 2022
Fecha de publicacion: 23 de abril de 2024
Resumen: Esta patente detalla técnicas para teleportar estados cudnticos entre c6digos correctores de
errores, utilizando un proceso conocido como cirugia de reticulo. Facilita la computacion cudntica

tolerante a fallos al combinar las ventajas de cédigos de color y cédigos de superficie.

2. Patente: US20250068958

Titulo:*‘Fault-tolerant quantum computing using color code lattice surgery”.
Fecha de Presentacion: 5 de mayo de 2023
Propésito: Se centra en la correccion cudntica de errores mediante un método de agrupamiento con
una subrutina de paso de mensajes para codigos de color. Mejora la decodificacion eficiente.
Caracteristicas clave:
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o Método de correccion de errores en computadoras cuanticas.

o Uso de cubits de sindrome para agrupar vértices.

o Procedimiento de agrupamiento para identificar ctbits de datos.
Ventajas:

o Tolerancia a fallos.

o Implementacion en entornos criogénicos.

o Escalable y eficiente.

3. Patente: US11900221B1

Titulo: “Error correction decoding techniques for lattice surgery”.
Inventores: Christopher Chamberland, Earl Terence Campbell
Fecha de solicitud: 8 de diciembre de 2021
Fecha de publicacion: 13 de febrero de 2024
Resumen: Propone técnicas para decodificacion de errores durante la cirugia de reticulo, incluyendo

métodos que mejoran las operaciones logicas en computacion cudntica tolerante a fallos.

4. Patente: US12165006B1

Titulo: “Lattice surgery techniques without using twists”.
Inventores: Christopher Chamberland, Earl Terence Campbell
Fecha de solicitud: 8 de diciembre de 2021
Fecha de publicacion: 22 de agosto de 2023
Resumen: Métodos de cirugia de reticulo sin giros, que optimizan la implementacién de computacién

cudntica mediante el uso de cddigos correctores de errores y técnicas de decodificacion.

5. Patente: US12007835B1

Titulo: “Temporally encoded lattice surgery protocols for hybrid error detection and correction
schemes”.
Inventores: Christopher Chamberland, Prithviraj Prabhu
Fecha de solicitud: 12 de diciembre de 2022
Fecha de publicacion: 11 de junio de 2024
Resumen: Introduce protocolos de cirugia de reticulo que reducen los costos en la correccion de

errores cudnticos mediante un enfoque hibrido de deteccion y correccion.

6. Patente: US11455207B2

Titulo: “Using flag qubits for fault-tolerant implementations of topological codes with reduced
frequency collisions”.
Inventores: Jay M. Gambetta, Sergey Bravyi, David C. McKay, Antonio D. Cércoles et al.

Asignado a: International Business Machines Corporation (IBM).
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Proposito: Reducir colisiones de frecuencias en mediciones de sindromes mediante cubits auxiliares.
Estos principios son aplicables a cualquier cddigo topoldgico, incluyendo los color codes, que también
requieren mediciones de estabilizadores multi-ctbit. Utiliza cibits de bandera para mejorar la deco-
dificacion en codigos de color, lo que aborda problemas de colisiones de frecuencia en computacion
cuantica.

Asignado a: Fenner Investments, Ltd.

7. Patentes Relacionadas

US20190080256A1

Titulo: “Topological Quantum Computing, Apparatus, System and Method”.

Inventores: David L. Fenner

Proposito: Esta patente describe un ordenador cuédntico que utiliza material de cuasicristal para
cubits en un sistema cuéntico topoldgico, con un enfoque en un formalismo de red de espines topologi-
cos. La patente describe explicitamente el uso de ¢olor code quantum computing with topological
superconductor networks.® su resumen técnico, vinculando directamente su metodologia a cédigos
de color topolégicos.

Caracteristicas:
o Ordenador cudntico tolerante a fallos.
o Estados de espin entrelazados.
o Propiedades anyodnicas para operaciones légicas.

US20210232963A1

Titulo: “Fusion based quantum computing”.

Inventores: Timothy C. Ralph, Glen G. Gillett, Peter P. Rohde, Austin G. Fowler, Daniel E. Browne,
Juan Miguel Arrazola
Empresa: Psiquantum, Corp.
Fecha de Presentacion: 29 de enero de 2021.
Propésito: Describe un método de computacion cudntica basado en la fusién de multiples sistemas
cudanticos entrelazados, relacionado con enfoques de computacién cudntica topoldgica. Los protocolos
de correccidn de errores topoldgicos mediante mediciones destructivas. Estos principios son genéricos
para cédigos topoldgicos, incluyendo los cédigos de color.
Caracteristicas:

o Mediciones conjuntas para determinar valores de grafo de sindrome.

o Integracion en la computacidn cuéntica topologica.
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9.2 Conclusion

El panorama de patentes para codigos de color topoldgicos cudnticos aun se estd desarrollando,
con la mayoria de las patentes centradas en métodos y sistemas de correccidn de errores, técnicas de
implementacion para reducir errores en sistemas de cubits fisicos y enfoques novedosos de hardware
para la computacion cuantica topoldgica.

Empresas como Quantinuum (Honeywell), AQT (Alpine Quantum Technologies), Amazon, Goo-
gle Quantum Al estén activas en esta linea de desarrollo tecnoldgico, junto con empresas mas nuevas
de computacion cuantica como QuERa, Psiquantum. Es de prever que otras empresas como IBM se
sumen al desarrollo de los cddigos topoldgicos de color. El campo muestra un potencial muy sig-
nificativo para el desarrollo futuro, particularmente a medida que el hardware cudntico madura y la
correccion de errores se vuelve cada vez mas critica para las aplicaciones précticas de la computacion
cuantica. A medida que la computacién cudntica continda avanzando, podemos esperar mas patentes
enfocadas especificamente en codigos de color topoldgicos, particularmente para la correccion de

errores y las implementaciones de computacion cudntica tolerante a fallos.
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Capitulo 10 Computacion Cuantica Topologica
Autocorrectora

Sumario

' Nocion Autocorrectora 1 Codigos de Color 6D/7D Universalidad
d Escenarios Posibles d Ventajas de los Codigos de Color
' Autocorreccion Abeliana 1 Computacion Topologica Anyonica

'd Memorias con Codigos 4D

10.1 Consideraciones Generales

Este enfoque es muy sobresaliente ya que se basa en tener un mecanismo fisico intrinseco que
permite al sistema topoldgico corregir de manera interna los errores locales: se corrige a si mismo,
de ahi la nocién de ser una computador autocorregible. En un codigo topoldgico autocorrector, no es
necesario detectar y corregir errores cuanticos desde fuera del sistema, como ocurre con los codigos
cudanticos topoldgicos convencionales que he presentado en el capitulo 6. En este caso, son las propias
propiedades fisicas del sistema las que generan un mecanismo de proteccidn para los estados cuanticos
codificados. Este mecanismo estd gobernado por interacciones descritas mediante un hamiltoniano
definido sobre redes o reticulos inmersos en superficies con topologia no trivial.

Ademds, si bien un sistema que utiliza excitaciones de cuasiparticulas (anyones no-abelianos)
puede haber mostrado un potencial prometedor, las propiedades del estado fundamental pueden ofrecer
ventajas inigualables en términos de estabilidad y resistencia a la decoherencia. Por lo tanto, es esencial
investigar ambas direcciones para determinar cudl ofrece un camino més so6lido hacia el desarrollo de
computadoras cudnticas eficientes y robustas.

En resumen, la exploracién de la computacion cudntica topoldgica representa un emocionante
avance hacia una nueva era en el procesamiento cudntico de la informacién. La combinacién de topo-
logia, teoria cudntica y tecnologias emergentes puede llevarnos a soluciones innovadoras a problemas
persistentes en la ciencia del computo moderna, sentando las bases para futuros desarrollos en el
campo de la computacion cuantica.

La autocorreccion corresponde a lograr tolerancia a fallos a nivel de hardware. Siguiendo el
arbol de taxonomia, ver Fig. 6.1, merece la pena recordar que la motivacién principal original para
introducir codigos cuanticos topoldgicos [12] eralograr laidea de una computadora cudntica topoldgica
autocorregible. Esto significa que el sistema de procesamiento cudntico es tan robusto que, si ocurre
algtn error, entonces el sistema puede deshacerse de él por si mismo, sin la intervencién externa de
ningun otro agente. Para entender esto, volvamos a nuestra analogia con la medicina introducida en el
capitulo 6 para explicar la correccion de errores en términos simples. Ahora, la autocorreccion es otra

alternativa y mas fuerte. Es como si no tuviéramos que ir al médico cuando estamos enfermos, sino
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que hemos sido tan bien disefiados genéticamente que nuestro organismo es lo suficientemente fuerte
como para curarse a si mismo sin recurrir a los medicamentos. Es decir, es intrinsecamente inmune.

La estabilidad auto-correctora contra el ruido externo de los c6digos cudnticos topoldgicos depen-
de de las propiedades de sus excitaciones. Primero que todo, a temperatura 7' = 0, los Hamiltonianos
topoldgicos (7.11), (7.34) son estables frente perturbaciones asumiendo que estas son provocadas por
operadores locales como campos magnéticos (términos unidimensionales) y similares, por ejemplo:

V=h) oi+J> &y Gu. (10.1)

veV (v,0")

La razén bdsica para esta estabilidad es precisamente la existencia de la brecha de energia A con
respecto a los estados excitados mencionados anteriormente. Es posible presentar un argumento
basado en la teoria de perturbaciones [12] que muestra que la ruptura de la degeneracion topoldgica
del estado fundamental es del orden de O(h(@w) para una red cuadrada en presencia de solo
perturbaciones de campo magnético. Asi, para campos magnéticos pequefos y sistemas cuanticos lo
suficientemente grandes, las fluctuaciones cudnticas estdn suprimidas exponencialmente.

Utilizando simulaciones cuanticas de Monte Carlo, es posible realizar una prueba no perturbativa
de este tipo de estabilidad estudiando la variacién de la degeneracion del estado fundamental con
respecto a la intensidad del campo magnético externo aplicado, o de otras perturbaciones locales [158].
La estabilidad resultante para el cdigo torico de Kitaev es muy buena ya que solo campos magnéticos
muy fuertes h ~ 0,5 pueden producir una ruptura de la degeneracion del estado fundamental.

La situacién cuando el sistema estd a temperatura no nula, en presencia de un bafo térmico, es
diferente. Argumentos heuristicos basados en la existencia de la brecha de energia A [12, 121] pueden
conducir a la proteccion contra el ruido térmico, asumiendo algtin tipo de proceso de relajacion y que
la temperatura es lo suficientemente baja en comparacion con la brecha 7' < A.

Los estudios sobre la estabilidad térmica en la computacion cudntica tolerante a fallos estandar
(no topoldgica) son bastante fenomenoldgicos. Se basan en un cierto modelo de error que generalmente
tiene bastante suposiciones simplificadoras para hacer que el anélisis de errores sea manejable. Este
también es el caso en la tolerancia a fallos cldsica. Sin embargo, al tener una formulacién basada
en un Hamiltoniano cudntico topoldgico en una red, es posible realizar un andlisis mas detallado y
microscopico de la interaccion entre el bafio térmico y la computadora cuéntica. Asi, se han llevado
a cabo varios estudios sobre la accion del ruido térmico en el codigo torico topoldgico [14, 159-161].
Una prueba rigurosa [160] ha mostrado que los cddigos topoldgicos de tipo Kitaev en 2D no son
estables con respecto al ruido térmico. El tnico modelo conocido que muestra estabilidad térmica
[161] es el modelo de Kitaev en 4D.

Sin entrar en un andlisis detallado, es posible dar argumentos heuristicos detrds de esta ines-
tabilidad térmica [14]. Consideremos una cuerda simple con solo dos puntos finales como en la
figura 7.31a). Aun si comienza como una cuerda corta con sus puntos finales separados por solo un
enlace, no hay costo de energia en esos puntos finales para empezar a separarse cada vez mas: los
operadores estabilizadores realizan el trabajo sin costo pues conmutan con el hamiltoniano. Lo mismo
se aplica a los cuatro puntos finales de la excitacion de las cuerdas ramificadas de los codigos de

color en D=3 figura 7.31b). En un escenario autocor, esto se convierte en un problema serio, ya que
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esperamos que el sistema se autocorrija sin operaciones externas activas. Pero esto es poco probable
cuando el sistema estd expuesto a un bafio térmico externo, el cual producird excitaciones que se
propagaran por el sistema si no hay una barrera de energia que impida que las particulas finales se

propaguen libremente.

Hadrones

Mesones Bariones

) >—@ "

!
l

Figura 10.1: Representacion de los hadrones con cuerdas QCD en el limite de gran /V en teorias
gauge no-abelianas. a) Mesones con una cuerda simple. b) Bariones con una cuerda ramificada con
los tres colores en QCD que expresan el confinamiento de los quarks.

En este punto, podemos trazar una analogia de esta situaciéon con la QCD (Cromodindmica
Cuéntica), la teoria de interacciones fuertes. Asi, podemos pensar en la cuerda simple con dos puntos
finales como un “meson de juguete”(figura 7.23) ya que es como un estado de dos particulas, pero de
dos cargas Z,, en lugar de un sistema real de quarks-antiquarks ¢g con cargas SU (3). De manera similar,
en los codigos de color topoldgicos, incluso podemos tener un “baridn de juguete” correspondiente a
la cuerda ramificada mas simple con tres puntos finales (figura 7.23) . De hecho, existe una imagen
efectiva de mesones y bariones en la que estan unidos por una ’cuerda QCD’ efectiva hecha de flujos
de tubos de los campos de gauge (figura 10.1). Sin embargo, hay una gran diferencia entre nuestros
mesones y bariones de juguete y los reales: no vemos quarks libres en la vida real porque viven en
una fase confinada desde nuestra escala de energia. En cambio, su contraparte de juguete vive en una
fase de desconfinamiento donde las cargas en los extremos de las cuerdas pueden moverse libremente.
[162, 163]. Nuestras cargas topoldgicas no forman un estado ligado; sus cuerdas y cuerdas ramificadas
también tienen una naturaleza topoldgica y no los unen entre si produciendo su confinamiento.

Una posible solucion a este problema con las excitaciones de cuasiparticulas que se mueven
libremente es encontrar un mecanismo para hacer que las particulas finales se recombinen y aniquilen,
o al menos no se propaguen libremente sin costo. Este seria un posible mecanismo autocorrector.
Algunas posibles alternativas son:

A1l Aumentar la dimensién D.
A2 Introducir grupos de gauge no abelianos en el formalismo de estabilizadores.
A3 Introducir grados adicionales de libertad.

La alternativa A1 corresponde a definir c6digos toricos en redes cubicas en 3D o generalizaciones

de mayor dimension [14]. Asimismo, también es posible definir cdigos de color topoldgicos en 3D y

mas alla [67]. En 3D los cddigos de color son capaces de implementar computacion cudntica universal
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[66], al combinar la transversalidad y propiedades topoldgicas de las puertas cudnticas. De esta manera,
la ventaja es que las excitaciones de cuasiparticulas no son cuerdas, sino superficies o generalizaciones
de mayor dimensién llamadas membranas. En los cédigos de color topoldgicos, también existen redes
de membranas con lineas de ramificacion, o branas ramificadas mas generales [67], como he descrito
en el capitulo 7. El hecho es que estos objetos extendidos, cuyos limites son bucles o extensiones
de mayor dimension, pero no objetos puntuales, exhiben mas dificultades para propagarse sobre la
memoria cudntica y pueden ser estabilizados [66, 161]. Sin embargo, para estabilizar los errores X y
7 de manera independiente, necesitamos una excitacion de membrana 2D para cada uno de ellos, y
esto da lugar a una red cudntica espacial de 4D como minimo. La alternativa A1l la desarrollaré en la
seccion 10.2.

Un ejemplo de la alternativa A2 es una nueva familia [164] de Hamiltonianos cuénticos topologi-
cos basados en dlgebras de grupos no abelianos, que incluyen el modelo de Kitaev como un caso
especial. Los nuevos sistemas exhiben condensacién y confinamiento de las cargas topoldgicas pre-
sentes en los extremos de las configuraciones de cinta. Estas cintas son la generalizacion no-abeliana
de las cuerdas que hemos considerado en los modelos de red abelianos. Cuando el grupo de gauge
compacto discreto es no abeliano, estos nuevos modelos presentan tension de cinta entre las cargas
topoldgicas en los extremos, y esto actia como un mecanismo para dificultar su difusion a través de
la red 2D. Es un problema abierto ver si algunos de estos nuevos modelos pueden proporcionar una
memoria cudntica autocorrectora, que en ese caso seria bidimensional y local.

Existen también otras alternativas para intentar lograr sistemas cudnticos autocorrectores en
dos dimensiones como la alternativa A3, en la que se introducen grados adicionales de libertad en el
sistema de manera similar a como se introducen grados de libertad no abelianos en A2. Una posibilidad
es acoplar un campo bosonico a los puntos finales de las cuerdas abiertas en el codigo torico [165].
La interaccion con el campo bosénico produce una fuerza atractiva de largo alcance entre los puntos
finales de las cuerdas abiertas. Aun asi, sigue siendo un problema abierto encontrar esquemas de
acoplamiento a otros campos de tal manera que obtengamos un mecanismo autocorrector. También
existe la posibilidad de combinar estas alternativas para lograr una propuesta realista de computacion
cudntica topoldgica.

10.2 Modelos Autocorrectores con Cédigos Abelianos

10.2.1 Planteamiento del problema

Se propone una clasificacion de las computadoras cudnticas basada en su capacidad para prote-
gerse contra la decoherencia, un desafio significativo en el dmbito de la computacién cuéntica. Esta
clasificacidn abarca tres categorias distintivas, cada una con un nivel diferente de proteccién contra
errores.

En primer lugar, las “computadoras cuanticas desnudas” son aquellas que no cuentan con ninguna
forma de proteccion contra los errores que puedan surgir durante sus operaciones. Estas mdquinas

estan expuestas a la decoherencia sin ninguna medida de correccién, lo que las hace més vulnerables
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a las fallas durante el procesamiento cuantico.

En segundo lugar, se encuentran las “computadoras cudnticas protegidas externamente”. Estas
maquinas incorporan estrategias de correccidon de errores activas que se aplican desde fuera del
sistema cuantico. Generalmente, esto implica el uso de cédigos de correccion de errores que detectan
y corrigen errores antes de que puedan corromper los cdlculos cuanticos.

Por tltimo, se enfocan en las “computadoras cudnticas protegidas internamente”. Estas represen-
tan una forma mas avanzada de proteccion, ya que se basan en sistemas autocorrectores que integran
mecanismos de correccion de errores dentro de su propia arquitectura. El trabajo profundiza espe-
cialmente en esta categoria, plantedndose una pregunta crucial: ;Es viable construir una computadora
cuantica que sea completamente autocorrectora y que pueda, ademads, realizar de forma auténoma
las operaciones basicas como la inicializacidn, la ejecucion de puertas cudnticas y la realizacion de
mediciones?

Responder a esta pregunta no solo tiene repercusiones practicas, sino también fundamentales.
Implica explorar el potencial para descubrir un nuevo estado cuédntico de la materia que pueda impulsar
esta capacidad autocorrectora.

Para abordar estas cuestiones, se propone un enfoque innovador basado en cédigos topoldgicos
de color, conocidos por sus propiedades de correccion de errores. A través de la investigacion, se
hacen varias contribuciones significativas al campo:

En primer lugar, se definen condiciones suficientes que permitirian a un cddigo estabilizador
operar como una memoria cudntica autocorrectora. Esto establece las bases tedricas necesarias para
desarrollar sistemas que puedan corregirse por si mismos sin intervencion externa.

Ademds, se examinan ejemplos clave de cddigos estabilizadores topoldgicos en dimensiones
arbitrarias, expandiendo asi la comprension de como estos cédigos pueden desempefar un papel
crucial en la proteccion de la informacion cudntica.

Finalmente, se demuestra que los c6digos de color en seis dimensiones ofrecen un modelo autoco-
rrector viable. Este modelo permite la implementacidn de operaciones cuanticas de manera transversal
y local, facilitando un conjunto universal de operaciones fundamentales para la computacion cuéntica.

A través de estas exploraciones, el trabajo no solo aboga por una potencial revolucion en el
diseio de computadoras cudnticas, sino que también amplia el horizonte sobre como se puede alcanzar

computadoras cudnticas mas robustas y efectivas en el futuro.

10.2.2 Codigos estabilizadores como memorias cuanticas autocorrectoras en

dimensiones arbitrarias

La capacidad de los codigos estabilizadores para funcionar como memorias cudnticas autocorrec-
toras depende criticamente de propiedades geométricas y topoldgicas que imponen barreras energéticas
efectivas contra la propagacién de errores. Estas propiedades se manifiestan a través de cuatro condi-
ciones fundamentales interrelacionadas, cuya satisfaccion garantiza la estabilidad térmica del sistema.
A continuacién, analizamos en profundidad cada uno de estos requisitos y sus implicaciones fisicas.

Los cddigos estabilizadores topoldgicos constituyen pilares fundamentales en la proteccion
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cuantica de informacion, donde los modelos tdricos y de color emergen como paradigmas con pro-
piedades complementarias. Su comportamiento en dimensiones altas (D) > 4) revela mecanismos
intrinsecos de autocorreccion y capacidades computacionales universales, aspectos que analizaremos
en detalle.

La autocorreccion emerge de un delicado equilibrio entre la localidad de las interacciones y la
estructura global del espacio de Hilbert. Este equilibrio se formaliza mediante cuatro condiciones:

(i) Localidad de errores: Cada operador de Pauli actuando en un tnico cubit fisico solo puede
afectar a un nimero acotado (\) de generadores del estabilizador. Esta restriccién asegura que los
errores locales no generen patrones extensos de excitaciones. Por ejemplo, en el cédigo toroidal 4D
de Kitaev, un error en un cubit de enlace altera como méaximo cuatro estabilizadores de plaqueta
adyacentes.

(ii) Conectividad acotada: El grafo de excitaciones (donde los nodos representan términos del
Hamiltoniano y las aristas sus interacciones) debe tener un grado maximo . Esto limita la velocidad
de propagacion de correlaciones entre sindromes. En términos practicos, implica que las excitaciones
no puedan formar estructuras ramificadas complejas, un requisito clave para contener errores.

(iii) Descomposicion modular de sindromes: Cualquier sindrome b debe poder dividirse en com-
ponentes {b;} no superpuestas ni conectadas, con un nimero maximo v de subcomponentes. Esta
propiedad permite tratar errores macroscopicos como colecciones de defectos locales independientes,
facilitando estrategias de correccion paralelizable. Mateméaticamente, se expresa mediante la descom-
posicion:

b=EPb con dist(b;,b;) >1 Vi#j
i

(iv) Ausencia de sindromes criticos pequenios: Los sindromes que no alteran los observables
16gicos vestidos (Ng,) deben satisfacer |b| < €L, donde £ es una constante adimensional y L el tamafio
del sistema. Esta condicion establece un umbral de tamafio para los defectos peligrosos, creando una
barrera entropica efectiva. Por ejemplo, en cédigos toroidales 4D, los bucles de error con perimetro

menor que £ L pueden corregirse localmente sin afectar la topologia global.

10.2.3 Fundamentos teoricos

El estudio se enmarca en el formalismo de c6digos estabilizadores, donde destacan tres conceptos
fundamentales interrelacionados. Primero, los observables vestidos (/V4.) emergen como versiones

robustas de los operadores l6gicos, definidos mediante una correccién activa de sindromes:
Ngr := Z corr(b)' Ncorr(b) Py (10.2)
b

Aqui, P, proyecta al subespacio con sindrome b, y corr(b) representa el operador de correccion
asociado. Estos observables encapsulan la informacién 16gica protegida contra errores locales.

Segundo, los sindromes criticos corresponden a configuraciones de error que alteran los observa-
bles vestidos con un solo error fisico. La estabilidad térmica del sistema requiere que su probabilidad

decaiga exponencialmente con el tamafio L, logrado mediante barreras energéticas topoldgicas.
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Tercero, la teoria de homologia provee un marco unificador: en codigos toricos, las excitaciones
corresponden a ciclos en grupos de homologia, mientras en cddigos de color emergen redes de branas
("brane-nets”) sujetas a reglas combinatorias de coloracion. Esta dualidad permite analizar ambos

modelos mediante cadenas de operadores X /Z en reticulos multidimensionales.

10.2.4 Mecanismo de supresion térmica: argumento de Peierls generalizado

La estabilidad a temperatura finita se demuestra mediante una generalizacion cudntica del argu-
mento clésico de Peierls. La probabilidad de aparicion de sindromes criticos decae exponencialmente

con el tamano del sistema:

SEL
P < poiy(2) exp (-5 )
< poly(L) v

donde 0 = Pty — 7 combina pardmetros termodindmicos (5 = 1/kgT) y geométricos (¢, es la
energia minima por término del Hamiltoniano).
Este decaimiento exponencial surge de dos efectos competitivos:
o El factor entrdpico poly(L), que cuenta el nimero de configuraciones posibles de sindromes

criticos.

_ %L

o El factor energético exp < v

>, que suprime exponencialmente las fluctuaciones que superan
la escala L.
La transicion de fase ocurre cuando 6 = 0, definiendo una temperatura critica 7, = ,?;‘TT por

debajo de cual el sistema exhibe autocorreccion.

10.2.5 Codigos toricos generalizados: geometria y proteccion homologica

Los cédigos téricos se basan en la homologia Z, de variedades D-dimensionales, estableciendo
una dualidad entre operadores y estructuras geométricas para cada dimension d:

o Estabilizadores tipo X: Actiian sobre (d + 1)-cadenas, siendo membranas en 3D o hipervolime-
nes en dimensiones superiores. En 4D, se asocian a volimenes 3D que envuelven toros topoldgi-
COS.

o Estabilizadores tipo Z: Operan sobre cadenas duales de dimensién (D — d), formando una red de
proteccion bidireccional. En 4D, corresponden a superficies 2D entrelazadas con los volimenes
anteriores.

Las excitaciones se presentan como d-branas (errores X) y (D — d — 1)-branas (errores Z). Una
interaccion topoldgica significativa ocurre cuando estas branas en dimensiones impares inducen una

fase —1, similar al comportamiento de anyones en 2D.

10.2.5.1 Autocorreccion térmica

Para D > 4, las branas criticas que alteran cubits 16gicos deben cubrir una fraccidon apreciable

del sistema, con energia escalando como:

F ox LY, (10.3)
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y su probabilidad de aparicion térmica suprimida por Boltzmann:
. rd
P ~ e Plaink® (10.4)
Este mecanismo, inicialmente mostrado en el modelo 4D de Kitaev, da lugar a una transicién de fase

térmica con temperatura critica:

tmin
T, = . (10.5)
k?BT

10.2.5.2 Coédigos toroidales en D dimensiones

En dimensiones D > 4, las d-branas extendidas presentan energias que escalan con su volumen:
d
Eexcitacién x L ) (106)

creando una barrera energética que suprime las fluctuaciones. La conectividad acotada, inherente a la
estructura homoldgica del toro, permite que correcciones locales mantengan la topologia global. Asi,
la probabilidad de sindrome critico es reducida, ya que requeriria branas del tamafio del sistema total
L. Este disefio contribuye a la estabilidad intrinseca, haciendo menos probables los errores en grandes

dimensiones.

10.2.6 Codigos de color en 6D como memorias cuanticas autocorrectoras

La implementacién de memorias cudnticas autocorrectoras en seis dimensiones espaciales (6D)
usando cédigos de color combina proteccion térmica robusta con capacidades computacionales uni-
versales. Este modelo avanzado supera las limitaciones anteriores al integrar dos pilares: la supresion

de errores a través de efectos topoldgicos volumétricos y las operaciones cudnticas transversales.

10.2.6.1 Mecanismos de autocorreccion térmica

Basado en un 6-colex, el cdigo organiza cubits fisicos en vértices de un complejo celular en 6D.
Los estabilizadores se asocian a 3-celdas y sus duales, formando interacciones locales donde errores
aparecen como configuraciones topoldgicas extendidas:

2-branas: Perturbaciones de tipo X (superficies bidimensionales). 3-branas: Errores Z (volime-
nes tridimensionales).

El argumento de Peierls generalizado describe la estabilidad térmica: la energia critica para crear

una brana escalable que altera observables l6gicos es proporcional al volumen de la brana:
Ecritica X tminL37 (107)
donde L es el tamafio lineal del sistema. Esto introduce una barrera energética que reduce exponen-

cialmente la probabilidad de errores:

1
Pyig ~ e~ Ptmn” 5 — T (10.8)

La conectividad acotada limita la interaccion entre excitaciones, facilitando la correccion de branas

no criticas mediante operaciones locales.
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10.2.6.2 Transversalidad computacional y universalidad

Los cédigos de color en 6D permiten operaciones universales transversales gracias a la simetria
del 6-colex, que separan operaciones l6gicas de la correccion de errores:
La puerta CNOT se realiza localmente, manteniendo los errores contenidos.

La fase w/4 (Ry) se logra aplicando:
R§™ = (X) diag(1, e"/*), (10.9)
i=1

que afecta colectivamente a cubits fisicos sin generar correlaciones espurias.
Extendiendo a 7 dimensiones, se logra localidad estricta para CNOT, manteniendo proteccion
topoldgica.

10.2.6.3 Protocolos de inicializacion y lectura

Preparacion de estados l6gicos usa dos estrategias:

Polarizacion térmica: Un campo magnético global alinea los cubits; su apagado adiabatico
proyecta al subespacio 16gico. Deformacion topologica: Localmente modifica acoplamientos para
cultivar cubits 16gicos, evitando campos externos.

La medicion transversal, gracias a la estructura CSS del cédigo, permite leer los observables
16gicos sin perturbacion, reconstruyendo la informacién mediante mediciones locales en bases X o
Z.

10.2.6.4 Ventajas sobre esquemas toricos

La comparacion con cddigos tdricos en 4D revela avances cualitativos:

o Naturaleza de las excitaciones: Mientras los c6digos téricos manejan excitaciones unidimensio-
nales (bucles), los cddigos de color gestionan redes de branas extendidas (2-branas y 3-branas).
Esta dimensionalidad superior incrementa la barrera energética contra errores.

o Operaciones cuanticas: Los c6digos téricos solo permiten operaciones del grupo de Clifford
de forma transversal, insuficientes para universalidad. En contraste, los cédigos de color en 6D
implementan puertas universales (CNOT, R,) nativamente.

o Escalabilidad: Lalocalidad de CNOT en 7D elimina la necesidad de concatenacion, reduciendo

la sobrecarga computacional en implementaciones practicas.

10.2.6.5 Fundamentos tedricos y perspectivas

La viabilidad de estos modelos descansa en tres pilares matematicos:
1. Dimensionalidad éptima: La relacién critica D > 3d (para d = 2) asegura que las branas
peligrosas requieran volumen proporcional a L3, haciendo su energfa inaccesible térmicamente.
2. Estructura simplicial: La coloracion jerarquica de los 6-colex permite descomponer operaciones

globales en secuencias locales, preservando la coherencia cudntica durante el procesamiento.
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3. Dualidad CSS mejorada: La independencia entre correccion de errores X y Z simplifica los
protocolos de medicién y redundancia, andlogo a cddigos de repeticion cldsicos multidimensio-
nales.

Los cddigos de color extienden la proteccion topoldgica mediante estructuras combinatorias
llamadas D-colex, reticulos duales a complejos simpliciales coloreados. Cada d-célula (0 < d < D)
contiene un (d — 1)-colex anidado, generando una jerarquia de subcédigos.

o Las excitaciones forman redes de branas (brane-nets) en lugar de objetos aislados. En 3D, por
ejemplo, particulas (1-branas) interactian en vértices formando redes cerradas, con reglas de
conservacion topoldgica estrictas.

o La transversalidad alcanza su maximo potencial en D = 6. Aqui, las operaciones universales

(CNOT, fase 7/4) se implementan localmente mediante:

U=@Q)U; con U € {H, Ry CNOT}, (10.10)

donde R, = diag(1,¢'T) actda transversalmente en cada cubit fisico. En 7D, incluso el CNOT
se vuelve local, evitando la propagacion de errores.
Codigos de color en dimensiones 6D. Estos cdigos combinan autocorreccion con universalidad
computacional gracias a su estructura simplicial coloreada. Las propiedades clave incluyen:
o Transversalidad universal: Implementacion nativa de puertas CNOT y de fase 7 /4 (puerta .S)
mediante operaciones locales en 7D (6D espaciales + 1D auxiliar).
o Jerarquia de branas: Las excitaciones forman redes de 2-branas y 3-branas cuya energia escala
cubicamente con L, suprimiendo eficientemente los sindromes criticos:
Pcrit ~ €Xp <_ﬁtminL3) .
o Dualidad CSS mejorada: Permite mediciones transversales independientes en bases X/Z sin
propagar errores.
o Estos cdédigos no solo permiten la implementacion de puertas transversales universales, como
CNOT y uertas de fase 7/4, sino que también son intrinsecamente capaces de corregir errores.
La elevada dimensionalidad de estos sistemas, especificamente en 6D, garantiza que las branas
criticas que pudieran surgir tengan energia que es proporcional a su volumen, lo que a su vez

favorece la estabilidad general del sistema.

10.2.7 Analisis comparativo en dimensiones altas

La Tabla 10.1 sintetiza las ventajas relativas de ambos enfoques. Mientras los codigos toricos
priorizan correccion de errores mediante branas simples, los de color sacrifican simplicidad geométrica
por universalidad computacional. Un equilibrio clave reside en la escalabilidad energética: en 6D, las

excitaciones criticas de cédigos de color poseen energia proporcional al volumen:
E o L3, (10.11)
superando la barrera térmica mds eficientemente que branas lineales en 4D:

E L. (10.12)
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Propiedad Codigos toricos (4D) Codigos de color (6D)

Excitaciones d-branas simples (ej. bucles en | Redes de branas coloreadas (ej. 2-
4D) branas en 6D)

Autocorreccion Si (1T > 0) Si (1T > 0)

Operaciones transversales | Clifford group (no universales) Universales (CNOT, R, medicio-

nes)

Inicializacion Campo magnético externo o de- | Similar, con ajuste de acoplamien-

formacion del codigo tos

Cuadro 10.1: Comparacion sistémica entre arquitecturas toricas y de color en dimensiones altas. Los
codigos de color logran universalidad a costa de mayor complejidad geométrica.

10.2.8 Protocolos de Inicializacion y Lectura

El proceso de inicializacion y la medicion son aspectos cruciales para el funcionamiento 6ptimo

de las memorias cudnticas autocorrectoras.

o Inicializacion térmica: Para preparar adecuadamente los cubits, se puede aplicar un campo
magnético externo que permita polarizarlos en un estado computacional especifico: [0)*" o
+)°".

1. Posteriormente, es necesario realizar un apagado adiabético del campo magnético, lo que
estabiliza el sistema. Este proceso implica enfriar adiabaticamente mientras se reduce el
campo, permitiendo que el sistema se relaje en el subespacio codigo.

2. Alternativamente, se puede optar por una deformacion del cddigo, facilitando asi la crea-
cién de cubits 16gicos en un estado predeterminado y optimizando la inicializacién del
sistema.

o Medicion transversal: Es fundamental medir todos los cubits en las bases X o Z. Este enfoque
permite recuperar los observables 16gicos del sistema sin corromper la informacién cuéntica
almacenada, asegurando que el proceso de medicion no introduzca errores adicionales en el
sistema.

o Lectura en base X: Se mide todos los cubits fisicos en la base X y se aplica una correccioén
clasica de sindromes.

o Lectura en base Z: Se realiza de manera anéloga utilizando mediciones en la base Z.

o Laestructura CSS garantiza que los errores de medicién no se propaguen entre bases conjugadas.

10.2.9 Protocolos de Inicializacion y Lectura

El proceso de inicializacion y la medicion son aspectos cruciales para el funcionamiento 6ptimo
de las memorias cudnticas autocorrectoras.
o Inicializacion térmica: Para preparar adecuadamente los cubits, se puede aplicar un campo
magnético externo que permita polarizarlos en un estado computacional especifico: |0)*" o
[+)°".
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1. Posteriormente, es necesario realizar un apagado adiabético del campo magnético, lo que
estabiliza el sistema. Este proceso implica enfriar adiabaticamente mientras se reduce el
campo, permitiendo que el sistema se relaje en el subespacio cédigo.

2. Alternativamente, se puede optar por una deformacién del c6digo, facilitando asi la crea-
cién de cubits 16gicos en un estado predeterminado y optimizando la inicializacion del
sistema.

o Medicion transversal: Es fundamental medir todos los cubits en las bases X o Z. Este enfoque
permite recuperar los observables 16gicos del sistema sin corromper la informacién cudntica
almacenada, asegurando que el proceso de medicion no introduzca errores adicionales en el
sistema.

o Lectura en base X: Se mide todos los cubits fisicos en la base X y se aplica una correccioén
clasica de sindromes.

o Lectura en base Z: Se realiza de manera anédloga utilizando mediciones en la base Z.

o Laestructura CSS garantiza que los errores de medicion no se propaguen entre bases conjugadas.

10.2.10 Conclusion: Hacia una memoria cuantica practica

Los resultados presentados en este analisis demuestran que la autocorreccién cudntica es una
posibilidad tedrica viable. Sin embargo, su implementacion practica en sistemas de menor dimension
continda enfrentando desafios considerables, que deberdn ser abordados en futuras investigaciones.

Si bien los resultados tedricos indican que la autocorreccion cudntica es fisicamente posible,
los retos practicos en dimensiones bajas (particularmente en 2D y 3D) siguen siendo significativos.
Los avances recientes en la ingenieria de Hamiltonianos efectivos y en técnicas de correccion hibrida
(cuéntico-cldsicas) sugieren posibles vias para relajar los requisitos dimensionales, facilitando asi la
realizacion de experimentos en sistemas fisicos andlogos.

Laimplementacion de memorias cudnticas autocorrectoras viables requiere satisfacer simultdnea-
mente los siguientes criterios:

o Dimensionalidad optima: Se requiere un minimo de 4D para garantizar una proteccion basica,
y de 6D a 7D para lograr la universalidad computacional mediante c6digos de color.

o Topologia no trivial: La estructura del sistema debe ser topoldgica de manera que imponga
barreras energéticas capaces de inhibir la aparicién de errores globales. Esta caracteristica es
fundamental para asegurar la estabilidad del sistema en condiciones adversas.

o Transversalidad: La realizacion de operaciones cudnticas universales debe ser transversal, lo
que permite llevar a cabo de manera eficiente y segura dichas operaciones durante el proceso de
computacion cudntica.

o Acoplamiento térmico equilibrado: Es necesario que las tasas de relajacion sean compatibles
con los tiempos de operacion l6gica. Deben existir mecanismos térmicos que minimicen de
forma exponencial la probabilidad de sindromes criticos, lo cual es esencial para la estabilidad
a largo plazo del sistema.

La eleccién entre codigos toricos y de color en dimensiones altas depende criticamente del ob-
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jetivo perseguido: mientras que los primeros ofrecen correccion robusta con geometrias sencillas, los
segundos permiten la computacién cudntica universal nativa. El c6digo de color en 6D demuestra
que ambas propiedades son compatibles en principio; sin embargo, su realizacién practica requiere
superar importantes retos de ingenieria en dimensiones elevadas. Los avances recientes en Hamilto-
nianos efectivos y técnicas de correccion hibrida sugieren caminos para llevar estos modelos hacia
implementaciones fisicas viables.

10.3 Computacion Cuantica Topologica Autocorrectora basada

en Anyones

Como la computacion cudntica puede entenderse como el arte de dominar las fases cudnticas a
voluntad con el objetivo de procesar informacion, existe otra forma directa de llegar a la computacion
cudntica topoldgica mediante la bisqueda de fases cudnticas en la naturaleza que poseen un caricter
topoldgico. Hay un candidato natural: la fase de Aharonov-Bohm (AB) [166, 167] que ya mencioné

en el capitulo 5. Sabemos que las fases cudnticas son fragiles y tienden a la decoherencia, pero la fase

0

Fase Aharonov-Bohm

Figura 10.2: Fase de Aharonov-Bohm recogida por la funcién de onda del electrén al rodear el
solenoide que contiene un flujo magnético P.

AB es naturalmente robusta y puramente cudntica. Solo depende del niimero de veces que un electron
determinado circunda un solenoide con un flujo magnético enhebrado, ver Fig.10.2. Mientras la
trayectoria del electron sea solo una deformacion suave que no cambie el niimero de vueltas alrededor
del flujo, la fase cudntica ¢ que recoge la funcion de onda del electron permanece inalterada, es decir,
es topoldgicamente invariante y viene dada por:

e
0=—-o 10.13
7 ( )

donde @ es el flujo magnético que atraviesa el solenoide. La naturaleza independiente del camino de
6 es la fuente de su robustez. Solo depende de la topologia y, por lo tanto, las perturbaciones locales
en la forma de deformaciones no producen errores. Es un candidato prometedor para la computacién
cuantica tolerante a fallos, suponiendo que podemos encontrarla en la naturaleza. Afortunadamente,

la fisica cuantica bidimensional ofrece la posibilidad de realizaciones experimentales de este tipo
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Figura 10.3: Trayectorias espacio-temporales de particulas idénticas trenzadas en un mundo de
2+1 dimensiones. Los bosones y fermiones son instancias particulares de particulas mas generales
conocidas como anyones por su factor de fase estadistica arbitraria 6.

de fases. Las fases estadisticas que pueden surgir al intercambiar particulas puntuales idénticas en
D = 2 dimensiones espaciales son més ricas que en dimensiones superiores. En D = 3 dimensiones
espaciales, sabemos que este intercambio de particulas solo puede dar una de dos fases: § = 0

para bosones, o § = 7 para fermiones. Sin embargo, en D = 2 estas restricciones no se aplican

[71) |21) 100 0

) ) 010 0
Ucpn(g) := 001 0

|z2) - eir172¢| ) 000 e?
2 n 2

Figura 10.4: Una puerta importante de dos cubits: la puerta de fase controlada (10.15).

y es posible tener fases arbitrarias # € [0,27). En el caso particular de dos dimensiones, este
intercambio de particulas se llama un “trenzado”de particulas ya que es peculiar pues ya no es
equivalente a intercambiar una particula por debajo o por encima de la otra. Como resultado, el grupo
de transformaciones permitidas para particulas idénticas en 2D no es el grupo de permutacion I1,, de n
particulas, sino el llamado grupo de trenzas B,, de n hebras. Estas hebras representan las trayectorias
espacio-temporales en 2+1 dimensiones, como se muestra en la figural(0.3.

Después de uno de estos procesos de intercambio en dos dimensiones, el estado inicial |¥;) de

un sistema de 2 particulas idénticas recoge una fase arbitraria en el estado final dada por

|Tg) = | W;). (10.14)
Las particulas que obedecen estas estadisticas se llaman anyones abelianos porque su factor estadistico
mutuo ¢ puede tomar valores arbitrarios, no solo 0 o 7, y la funcién de onda que describe el sistema
conjunto de dos particulas no es degenerada [126, 127]. Por lo tanto, el factor estadistico es una fase

pura. Estas fases forman un grupo abeliano. En una sesion del ciclo Ciencia para Todos de la RAC en

2016 tuve la oportunidad de disertar sobre las fases estadisticas en fisica cudntica y sus extensiones
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Figura 10.5: Aladerecha, trayectorias espacio temporales de anyones no-abelianos que forman trenzas
y generan matrices unitarias no triviales. A la izquierda, una puerta l6gica cudntica de multiples ctbits
que se puede generar con el trenzado de los anyones no-abelianos para hacer computacion cuantica
topoldgica anyonica.

para anyones [168].
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Figura 10.6: Evolucion temporal de multiples anyones no-abelianos en 2+1 dimensiones. Sus tra-
yectorias se entrelazan y no son equivalentes a permutaciones. La evolucién cudntica resulta en
operaciones cudnticas de trenzado que sirven para hacer puertas logicas cuénticas.

Podemos pensar en estas fases cudnticas estadisticas como un recurso para realizar operaciones
cudanticas. De hecho, es natural comparar este proceso con una puerta cuintica como la puerta de fase
controlada Ucppase(¢) familiar en la computacion cudntica:

1000
0100
Ucphase(@) := 10.15
CPhase(®) 00 10 ( )
00 0 ¢
Esta puerta es muy funcional: permite la implementacién de la puerta CNOT Ucnor = (1 ®

02)Ucphase(T)(1 ® 0,), que es esencial en la 16gica condicional. Existen diferencias entre estas
puertas de fase: pros y contras. Mientras que (10.14) es topoldgica, (10.15) no lo es. Sin embargo,

la fase controlada (10.15) proporciona un conjunto de puertas que permite la computacion cuantica
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universal; este no es el caso de la fase estadistica (10.14) ya que no tiene suficiente estructura para pro-
ducir universalidad, pues es una simple fase. Hay una forma de resolver estos problemas considerando
generalizaciones apropiadas de anyones conocidas como anyones no-abelianos [169]. El ingrediente
basico adicional para estos anyones es que ahora el estado de funcién de onda de las dos particulas es
degenerado, y esto permite un factor de fase mas general, especificamente, una matriz unitaria llamada

matriz de trenzado Up del intercambio:
|Wp) = Up|¥;). (10.16)
Las matrices U forman una representacion unitaria del grupo de trenzas B, de dos objetos.
La forma de construir puertas topoldgicas multictbit es considerando el trenzado de muchos,

digamos n, anyones no-abelianos, como en la Fig.10.5. La matriz Ug € B, depende solo de la

topologia de las hebras trazadas por las trayectorias espacio-temporales de los anyones.

Figura 10.7: A laizquierda, una maquina de tejer o telar de Jaquard. A la derecha, detalle del telar de
Jaquard donde se muestra el patron de agujeros que da origen a las tarjetas perforadas de las antiguas
computadoras clésicas.

A modo de corolario, resulta divertido comparar los origenes de la computacién cldsica con los
recientes desarrollos modernos en la computacién cudntica topoldgica. A saber, las viejas tarjetas
perforadas de carton de los ordenadores clasicos fueron tomadas prestadas de las primeras maquinas
de tejer introducidas a principios del siglo XIX. Se remontan a la introduccién del telar de Jacquard
(1801). Joseph Jacquard reconocié que el tejido, aunque es una tarea intrincada y delicada, es una
tarea altamente repetitiva. Creia que el tejido de patrones complejos podria ser automatizado, al igual
que la fabricacién de patrones simples habia sido automatizada. (ver figura 10.7). Concibi6 un sistema
que se basaba en tarjetas de cartdn rigido con varios patrones de orificios perforados. Més tarde, estos

medios de hardware fueron sustituidos por formas mas eficientes de codificar datos y, por lo tanto,
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procesarlos. Asi, el origen de los ordenadores cldsicos se puede rastrear hasta el telar de Jacquard.
Ahora, la computacion cudntica topoldgica anydnica regresa al tejido de cuasi-particulas (anyones
no-abelianos). Es bastante curioso ver que la computacién cudntica topoldgica es una propuesta
que utiliza ideas antiguas en el origen de los ordenadores cldsicos para intentar estabilizar calculos
cuanticos dificiles mediante nuevamente el trenzado, es decir, mediante tejer.

Epilogo El ejemplo del textil con el telar de Jaquard lo he usado también para rendir homenaje a mi
familia. Mi padre, Te6filo Martin-Delgado, con ayuda de mi madre, Justa Alcéantara, cred una empresa
familiar dedicada a la produccién de jerseys. La llam6é GRAZO, construida con las letras del nombre
del pueblo de Orgaz en Toledo. Mi cunado, José Ignacio de las Sias, se uni6 a la direccién de la
empresa junto con mis hermanas, Dolores y Susana. Este negocio familiar fue una fuente de progreso
para mi familia y de muchas alegrias. Mi familia ha sido mi mayor apoyo en durante mi carrera,

especialmente en los momentos mads dificiles. A ella le quiero expresar mi gratitud.



Capitulo 11 Deformacion de Codigos Topologicos

Sumario

A Problema Central 1 Codigos de Color 6D/7D Universalidad
'd Escenarios Posibles 1 Ventajas de los Codigos de Color
d Autocorreccion Abeliana 1 Computacion Topologica Anyonica

d Memorias con Codigos 4D

11.1 Motivacion

La deformacion de cddigos topoldgicos surge como una solucion innovadora para abordar la
decoherencia, un desafio critico en la computacion cuantica que afecta la integridad de la informacion.
Los cédigos cudnticos de correccidn de errores son esenciales para proteger la informacion frente a
perturbaciones. Sin embargo, los métodos tradicionales de computacién cudntica tolerante a fallos
presentan limitaciones importantes, ya que se basan en la codificacion de ctbits en bloques de cédigo,
operaciones transversales y mediciones destructivas de bloques de codigo auxiliares. En particular, la
arqutectura de capas apiladas descrita en el capitulo 6 (ver figura 6.3) es posible mejorarla y reducirla
a una sola capa de cubits donde realizar la computacién cuéntica al completo.
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Figura 11.1: Un fragmento de un cédigo de superficie con un borde superior que alterna entre regiones
oscuras y claras. Cada vértice de la red alberga un cubit. Las cadenas oscuras (claras) corresponden
a productos de operadores Z (X). (e) Los operadores de plaqueta pueden visualizarse como cadenas.
(c, d) Al multiplicar operadores de plaqueta, se obtienen cadenas que forman los bordes. (a, g) Si una
cadena termina en una plaqueta, no conmutara con el operador de esa plaqueta. (b) Dos operadores de
cadena que difieren sélo por una deformacién tendran el mismo efecto sobre los estados codificados.
(f) Cuando una cadena de X cruza una de Z, los operadores correspondientes anticonmutan.

Para describir el concepto de deformacion de codigos topoldgicos utilizaré los cédigos de super-
ficie de Kitaev, que estan disefiados para operar en una configuracion bidimensional. A pesar de su
utilidad, los cddigos de superficie presentan restricciones en la implementacion de puertas no trans-

versales. En este contexto, hemos propuesto una técnica que no solo supere estas limitaciones, sino



11.1 Motivacion

que también permita realizar mediciones no destructivas de ctbits y amplie el conjunto de puertas
tolerantes a fallos que pueden implementarse naturalmente dentro de un cédigo dado.
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Figura 11.2: (a) Esquema de cédigo de superficie que presenta una secuencia alternante de bordes
oscuros y claros. Esta disposicion permite codificar un tnico cubit, donde las cadenas operacionales
no triviales asociadas a los operadores 16gicos X y Z se representan graficamente. (b) Ilustracién
de una transformacién geométrica basica. Al eliminar el cubit indicado en verde, si los nuevos
operadores de plaqueta de dos sitios adquieren autovalor negativo, se implementan operadores 7
en los cubits marcados en rojo para corregir la configuracion. (c) Representacion del cédigo tras
aplicar una deformacién controlada que hace accesible el operador 16gico X mediante mediciones
locales. Esta modificacion topoldgica expone selectivamente los grados de libertad codificados. (d)
Procedimiento de ajuste de bordes donde la reduccién estratégica de un sector oscuro permite medir
directamente el operador X sin comprometer la integridad del cédigo. La secuencia demuestra c6mo
las modificaciones geométricas controladas facilitan el acceso a operaciones logicas .

El problema central en los cédigos de superficie es el siguiente.

Proposicion 11.1 (Problema Central)

El problema central para los codigos de superficie consiste en como implementar puertas

cuanticas no triviales, aquellas que van mas alla de las operaciones transversales, de mane-

ra tolerante a fallos, especialmente dentro de las limitaciones impuestas por los codigos de

superficie 2D. a

Ademés, es necesario abordar el desafio de inicializar y medir cubits dentro del marco de estos

codigos topoldgicos, donde mantener la localidad de las operaciones es crucial para la implementacion
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préctica.

Los enfoques tradicionales de computacion tolerante a fallos, basados en codificacion de cubits en
bloques estdticos, presentan limitaciones significativas en flexibilidad operacional. Mediante la técnica
de deformacién de codigos [170] conseguimos superar estas restricciones ampliando el conjunto de
puertas tolerantes a fallos que pueden implementarse de forma nativa dentro de un codigo dado,
particularmente en sistemas bidimensionales.

Los cddigos de superficie emergen como una plataforma prometedora debido a su localidad
geométrica inherente, caracteristica que los hace compatibles con tecnologias de fabricacion como
la litografia. No obstante, su estructura bidimensional impone restricciones en la implementacion
de operaciones no transversales, requiriendo nuevas estrategias para ejecutar puertas cudanticas mas
alla del conjunto Clifford. La deformacién de cédigos aborda especificamente la implementacion de

operaciones no triviales manteniendo dos principios clave.

Proposicion 11.2 (Principios Clave)

Los principios clave del método de la deformacion de codigos son:
1. La no destructividad en las mediciones.

2. La preservacion de la localidad fisica. A

La primera garantiza que las mediciones no colapsen los estados codificados, mientras que la
segunda resulta esencial para sistemas cuyas interacciones fundamentales estdn limitadas a vecindarios
espaciales acotados.

Un aspecto critico del enfoque propuesto radica en la integracion coherente de protocolos de ini-
cializacion y medicién dentro del marco del codigo de superficie. Estos procesos deben disefarse para
operar en paralelo con la correccion activa de errores, evitando la propagacion de fallos y manteniendo
la integridad de la informacién durante todo el ciclo computacional. La solucién combina técnicas de
deformacidn topolégica con esquemas de medicidn indirecta, permitiendo manipular estados 16gicos
sin exponerlos directamente al ambiente externo. Esta sinergia entre proteccion cudntica y control
operativo abre nuevas rutas para implementar algoritmos complejos en arquitecturas fisicamente
realizables.

11.2 Resolucion: Deformacion de Codigos Topologicos

La deformacion de cédigo se refiere ala manipulacion gradual de un cédigo cudntico de correccion
de errores para crear, manipular y medir cubits codificados. Este enfoque se aplica especialmente a
los cddigos de superficie, donde la computacién se realiza en una capa de cédigo que se deforma
utilizando operaciones de “cortar y pegar”. Los ctbits fisicos se sitdan en una red subyacente fija; por
lo tanto, la deformacién no altera el sistema fisico mismo, sino los estabilizadores que lo definen.
Distinguiendo entre dos tipos de deformaciones, deformaciones suaves vs. no suaves:
o Deformaciones Suaves: Estas no alteran la topologia de la superficie y se utilizan para realizar

puertas unitarias en cubits codificados.
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o Deformaciones No Suaves: Estas cambian la topologia de la superficie y se utilizan para la
inicializacion y medicion de cubits.

Por ejemplo, al cortar la superficie a lo largo de una cadena de cubits, se puede medir el operador
correspondiente a esa cadena; al pegar bordes, se puede inicializar un cuibit en un estado determinado.
El esquema de deformacion de codigo esta disefiado para integrarse con los métodos existentes
de correccion de errores en cddigos de superficie. Este enfoque implica un seguimiento continuo
de errores mediante la medicién de los generadores locales del estabilizador. Ademads, cuando las
deformaciones implican mediciones, es crucial contabilizar como estas afectan los valores medidos y

asegurar que las correcciones se apliquen adecuadamente.

11.2.0.1 Cédigos de Superficie

Para construir un cédigo de superficie, se utiliza una red bidimensional donde cada sitio corres-
ponde a un cubit fisico. Los estabilizadores se definen como productos de operadores X o Z sobre
los cubits de cada plaqueta, diferenciando entre plaquetas “oscuras” y “claras”, respectivamente. La
figura 11.2 muestra la estructura y operadores en el codigo de superficie. Se puede ver una porcién
de la red, con cubits en cada vértice y cadenas (cuerdas) de operadores X y Z representadas como
lineas claras y oscuras, respectivamente. Los operadores de cuerda cerrada generan el normalizador
del estabilizador N/ (S), y cémo los operadores de frontera corresponden a productos de estabiliza-
dores. Se ilustra como dos operadores de cuerda que difieren solo por una frontera son equivalentes

(homologia), y que operadores de cadenas que se cruzan un nimero impar de veces anticommutan.

11.2.0.2 Deformacion de Cédigos de Superficie

Un ejemplo de cdédigo y deformacion elemental se presenta en la figura 11.2. Este cédigo de
superficie codifica un solo cubit, mostrando las cuerdas no triviales asociadas a los operadores X y
Z codificados. Se muestra cdmo la eliminacioén de un cubit en el borde modifica los estabilizadores
y puede requerir la aplicacion de operadores correctores. Asi se ilustra como una deformacion puede
exponer un operador codificado a mediciones locales, y como la contraccion de un borde puede
facilitar la medicion de un operador Las deformaciones se implementan como cambios geométricos

en la superficie, moviendo o pegando bordes y creando o eliminando agujeros (cubits codificados).

11.2.0.3 Deformaciones Suaves

Definicion 11.1 (Deformacion Suave)

Una deformacion es suave si no cambia el niumero de cubits codificados y, por lo tanto, puede

realizarse o deshacerse sin introducir violaciones del estabilizador. &

Una deformacion suave en el contexto de los codigos de superficie cudnticos se refiere a una

transformacion que altera la forma de la superficie del c6digo sin cambiar su topologia. En otras
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Figura 11.3: El efecto de las deformaciones no suaves. Las imédgenes en la parte superior representan
la situacion inicial. El operador de cadena X a medir se muestra como una cadena clara. Las dos
imagenes de abajo muestran la situacion después del resultado de la medicion. Las figuras en la parte
inferior corresponden al caso donde X = —1. Las violaciones del estabilizador que aparecen en este
caso se asocian con cadenas de Z no locales, tal como se muestra. Estas deformaciones discontinuas
pueden entenderse de abajo hacia arriba. En tal caso, representan la introduccion de un nuevo cubit
codificado, junto con la inicializacién X = 1. (a) Un corte de un borde a otro. (b) La contraccion de
un borde. (c) La contraccion de un agujero.

palabras, es como estirar, doblar o remodelar la superficie sin crear nuevos agujeros, pegar bordes que
no estaban conectados previamente o cortar la superficie en pedazos separados.

La caracteristica definitoria es que la topologia de la superficie se preserva. Esto significa que
el nimero de agujeros (género) y el nimero de componentes conectados no cambian. Dado que
la topologia no cambia, el nimero de cubits 16gicos codificados en el cddigo de superficie tampoco
cambia durante una deformacion suave. Las deformaciones suaves se utilizan para implementar puertas
cudnticas en los ctibits codificados. Al remodelar la superficie de manera controlada, se pueden inducir
transformaciones en los operadores de Pauli codificados, lo que equivale a realizar una puerta cuéntica.
Las deformaciones suaves tienen una interpretacion geométrica clara, ya que corresponden a cambios
localizados en la forma de la superficie. Idealmente, las deformaciones suaves se realizan de forma
continua, lo que significa que la transformacion se puede describir mediante una funcidn continua que
transforma la superficie original en la superficie deformada.

Un ejemplo tipico de una deformacién suave es mover un agujero claro alrededor de un agujero
oscuro en un codigo de superficie. Esta transformaciéon no cambia el nimero de agujeros ni la
conectividad de la superficie, pero si altera la forma en que los operadores de Pauli codificados se
transforman, lo que permite implementar una puerta CNOT.

11.2.0.4 Deformaciones No Suaves

Las deformaciones no suaves implican cambios en la topologia de la superficie del cédigo,
a diferencia de las deformaciones suaves que solo alteran la forma sin cambiar la topologia. La
figura 11.3 ilustra el efecto de tales deformaciones, donde las imagenes en la parte superior representan
la situacion inicial y las dos imédgenes debajo muestran la situacion posterior, dependiendo del resultado

de la medicion. Se presentan tres tipos de deformaciones no suaves: (a) Un corte de borde a borde:
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Situacion inicial: Se muestra un codigo de superficie con una cadena X (representada como una cadena
clara) que conecta dos bordes. Esta cadena X representa el operador que se va a medir. Situacioén
posterior: Dependiendo del resultado de la medicion, la superficie se corta a lo largo de la cuerda X.
Las figuras en la parte inferior corresponden a la situacion en la que X = —1. Las violaciones del
estabilizador que aparecen en este caso corresponden a cuerdas Z no locales, como se muestra. (b) La
contraccion de un borde: Situacidn inicial: Se muestra un borde del cddigo de superficie. Situacion
posterior: El borde se contrae, eliminando efectivamente esa parte de la superficie. (¢) La contraccién
de un agujero: Situacidn inicial: Se muestra un agujero en el cddigo de superficie. Situacidn posterior:
El agujero se contrae, eliminando efectivamente el agujero de la superficie.

Estas deformaciones no suaves pueden interpretarse como la introducciéon de un nuevo cubit
codificado, junto con la inicializacion X = 1. Las discontinuidades pueden leerse de abajo hacia
arriba. Las deformaciones no suaves permiten la medicién de operadores de Pauli codificados, lo que
es esencial para realizar puertas cudnticas y otras operaciones en cubits codificados. Sin embargo,
también introducen cambios en la topologia de la superficie, lo que puede conducir a errores si no se

gestionan adecuadamente.

11.2.0.5 Correccion de Errores

La correccion de errores en codigos de superficie se basa en la medicion periddica de los estabi-
lizadores locales, identificando violaciones (errores) y reconstruyendo las trayectorias de estos errores
en el espacio-tiempo. La introduccién de deformaciones no altera sustancialmente este procedimiento,
aunque cuando se realiza una mediciéon mediante una deformacion, el resultado debe interpretarse

teniendo en cuenta las correcciones aplicadas.

(a) (b)

Figura 11.4: (a) Cada cubit estd asociado a un agujero que presenta una estructura de borde oscuro-
claro-oscuro-claro. Los operadores no triviales se etiquetan con su correspondiente valor. (b) El
procedimiento de deformacion para inicializar un ctbit en el estado |1), tal como se explica en el texto.

En esencia, la correccidn de errores consiste en realizar un seguimiento de los errores a medida
que aparecen. Para ello, los generadores locales del estabilizador se miden repetidamente a lo largo
del tiempo. Los resultados de cada ronda de mediciones proporcionan una instantdnea temporal, o de
hecho dos: una para las violaciones de los generadores de tipo X y otra para las violaciones de los
generadores de tipo Z.
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Para cada tipo (X o %), las instantdneas temporales se organizan en una estructura de (2+1)
dimensiones, donde la dimension extra representa el tiempo. Si las violaciones en un momento
dado se consideran como “particulas”, entonces en esta imagen de (2+1) dimensiones tenemos sus
trayectorias espacio-temporales.

En realidad, las mediciones no nos dan directamente las trayectorias reales. En cambio, deben
ser inferidas. Esto se puede hacer correctamente con alta probabilidad utilizando ciertos algoritmos,
siempre que los errores estén por debajo de un cierto umbral (ver el teorema del umbral 3.1). Para
que el procedimiento tenga éxito, las trayectorias reales y las inferidas deben ser homoldgicamente

equivalentes.

(c) (d)

Figura 11.5: El procedimiento de deformacion del cddigo para obtener una puerta CNot. Para mejorar
la legibilidad, solo se muestran algunas de las cadenas no triviales. (a) Los cubits antes de aplicar
la puerta: el cubit de la izquierda es el de origen y el de la derecha es el de destino. (b) Se realizan
un par de operaciones de pegado para obtener cubits con dos agujeros. El movimiento del agujero
que se va a realizar se muestra con lineas discontinuas. (c) El agujero en la parte superior del primer
cubit se enrosca alrededor de uno de los agujeros del segundo cubit, y los operadores de cadena se
deforman en consecuencia. (d) Finalmente, se realizan un par de operaciones de corte para recuperar la
configuracion inicial. Los operadores codificados han evolucionado segun la puerta CNot planificada.

Cuando las deformaciones del cddigo entran en escena, el procedimiento de correccion de errores
que describi en el capitulo 7 permanece basicamente sin cambios. El punto clave es como manejar
las deformaciones que implican una medicion, es decir, la pérdida de un cubit codificado. En este
caso, el valor de la medicion debe recuperarse teniendo en cuenta las correcciones. Esto significa que
las violaciones relevantes del estabilizador deben verificarse después de que los errores hayan sido
cancelados. Esto es consistente con el hecho de que solo la homologia de las trayectorias espacio-
temporales es relevante.

El proceso de correccion de errores involucra los siguientes pasos:

1. Medir los estabilizadores: Medir repetidamente los generadores del estabilizador para detectar
errores.

2. Construir las instantaneas temporales: Organizar los resultados de las mediciones en ins-
tantaneas para generadores X y Z.

3. Inferir las trayectorias espacio-temporales: Utilizar un algoritmo para inferir las trayectorias
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de los errores a partir de las rebanadas de tiempo.

4. Considerar las deformaciones: Si una deformacion implica una medicion, asegurarse de que el
valor de la medicion se recupere correctamente teniendo en cuenta las correcciones de errores.
Verificar las violaciones del estabilizador después de cancelar los errores.

5. Homologia: Asegurar que las trayectorias reales e inferidas sean homoldgicamente equivalentes.

11.2.0.6 Implementacion: Codificacion, Inicializacion y Puertas Logicas

Hay muchas maneras de codificar cubits y manipularlos a través de deformaciones en un c6digo
de superficie. Aqui he elegido una implementacion que estd estrechamente conectada con la correccion
de errores describi en el capitulo 7. Sin embargo, se podrian dar muchas otras implementaciones. Por
ejemplo, un disco con un borde externo oscuro y n agujeros oscuros codifica n cubits: los operadores
X, corresponden a cuerdas que encierran los agujeros y los operadores Z; corresponden a cuerdas
que conectan los agujeros con el borde externo. Las figuras 11.4, 11.5 y 11.6 ilustran los pasos clave
en esta implementacion, incluyendo la codificacion, la inicializacién, la implementacién de la puerta
CNOT y la desconexion de cubits. La figura 11.3 proporciona una vision general de las operaciones

basicas de deformacion no suaves que se utilizan en estos procedimientos.

Figura 11.6: 1 procedimiento de deformacién del c6digo para desconectar un cubit del resto del
codigo superficial. Este proceso puede invertirse para volver a conectar un cubit. (a) El operador de
cadena a lo largo del cual se realiza el corte tiene un valor propio de 1. (b) Después de realizar el
corte, el cubit aislado resultante reside en la red interna, que es idéntica, salvo por las deformaciones,
a la presentada en la figura 11.2(a).

11.2.1 Ventajas de la Deformacion de Codigos

La deformacién de cddigos topoldgicos ofrece ventajas clave en computacion cudntica fault-
tolerant, particularmente en la manipulacion segura de cubits codificados. Estas son sus principales
fortalezas:

1. Operaciones locales en 2D: Todas las operaciones (mediciones, puertas l6gicas) se realizan
mediante interacciones fisicas estrictamente locales en un plano bidimensional. Esto evita la
necesidad de arquitecturas 3D complejas, facilitando implementaciones practicas en hardware

como superconductores o trampas de iones.
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2. Mediciones no destructivas: Permite medir cubits codificados sin colapsar su estado cudntico,
crucial para operaciones intermedias en algoritmos.

3. Integracion con correccion activa de errores: Las deformaciones se ejecutan junto a rondas de
medicion de estabilizadores, donde los errores se detectan como violaciones de homologia en
(2+1)-dimensiones. Procesos como el acortamiento de bordes (Fig. 3d) mantienen la capacidad
de corregir errores X o Z mediante operadores locales.

4. Puertas logicas topologicas: La deformacion geométrica permite implementar operaciones co-
mo CNOT mediante movimientos de agujeros en el codigo. Estas puertas preservan la proteccion
topoldgica, evitando la propagacion de errores.

5. Escalabilidad y flexibilidad: El codigo puede expandirse/reducirse dinimicamente mediante
adicion/eliminacién controlada de cubits fisicos, ajustdndose a necesidades algoritmicas.

6. Proteccion contra ruido correlacionado: Lano localidad inherente de los operadores codificados
mitiga efectos de errores correlacionados, un desafio critico en hardware cuantico actual. .

La deformacion de codigos cudnticos topoldgicos representa una técnica revolucionaria para
implementar computacion cudntica tolerante a fallos. Al aprovechar las propiedades invariantes de
los sistemas topoldgicos, permite proteger la informaciéon cuéntica de la decoherencia y realizar
operaciones logicas universales. A medida que la investigacidn continta, se espera que la deformacion
de cdodigos cuanticos topoldgicos juegue un papel crucial en el desarrollo de computadoras cudnticas
practicas y confiables, capaces de resolver problemas actualmente intratables para la computacion
clasica.

11.3 Conclusiones

La deformacion de codigos cudnticos topoldgicos representa un avance revolucionario en la
implementacién de computacion cudntica tolerante a fallos. Al aprovechar las propiedades topoldgicas,
se puede proteger la informacion cudntica frente a la decoherencia y realizar operaciones ldgicas
universales. Los recientes desarrollos, como la implementacion de puertas légicas universales y
procesadores como Willow, demuestran el potencial de esta técnica en la practica. Aunque se enfrentan
desafios significativos, el futuro de la computacién cudntica parece prometedor, con la esperanza de
que la deformacion de codigos juegue un papel crucial en la evoluciéon de computadoras cudnticas
eficaces y confiables.
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Capitulo 12 Mas Alla de la Topologia: Modelos de
Fracton

Sumario

J Codigos de Fracton 1 Degeneracion Subextensiva
J Codigos de Color 3D d Umbrales Optimos
d Fractones y Lineones 1 Nuevos Modelos

[ Simetrias de Subsistema

12.1 Preliminares

Actualmente, estamos inmersos en una nueva revolucion en la teoria de las fases cuanticas de
la materia, impulsada por el objetivo de ir mds alld de las nociones existentes de orden topoldgico.
Una manifestacion de este novedoso y sorprendente comportamiento son las llamadas fases de “frac-
tones”, que dependen tanto de la geometria como de la topologia. Esto se evidencia claramente en la
degeneracion del estado fundamental de estos sistemas, la cual depende del tamaifio del sistema y no
es un invariante topolégico. Aunque los modelos de fractones se originaron a partir de estudios de
informacién cudntica, estdn ganando cada vez mds atencién en la comunidad de materia condensada
como ejemplos de nuevas fases de la materia con “orden de fractones”. Los modelos de fractones
presentan una brecha energética, son exactamente resolubles y son estables ante perturbaciones loca-
les arbitrarias del Hamiltoniano. El término “fractén”fue acufiado originalmente en el contexto de las
redes fractales, pero posteriormente se extendid a redes de dimensiones enteras.

Una de las caracteristicas definitorias de estos nuevos modelos es la aparicion de excitaciones
de cuasi-particulas aisladas, denominadas fractones, que son fundamentalmente inmdviles cuando
estan aisladas. Esto contrasta notablemente con las excitaciones topoldgicas en sistemas con orden
topoldgico, que pueden difundirse facilmente por todo el sistema como he mostrado en el capitulo 7.
Ademéds de las excitaciones de fractones, estos modelos pueden presentar excitaciones adicionales
que solo son mdviles a lo largo de subdimensiones, como lineas o planos, dentro de un sistema
tridimensional.

El modelo de fractones X-cubo representa un cambio de paradigma en la correccion de errores
cudnticos, conectando los cddigos topoldgicos 3D convencionales y una nueva clase de memorias
cudnticas robustas. Mientras que los codigos topoldgicos 3D tradicionales como el codigo de color y
el codigo toroidal dependen de las excitaciones anyOnicas méviles protegidas por simetrias globales,
el modelo X-cube introduce fractones: cuasiparticulas inmdéviles restringidas por simetrias de sub-
sistemas. Esta diferencia fundamental en la movilidad de las excitaciones proviene de sus distintas
estructuras de red: donde el cddigo de color 3D opera en mosaicos cuatro-colorables como expliqué

en el capitulo 7 , el X-cubo emplea redes cuibicas con restricciones planas que se intersecan, lo que
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impone dindmicas de fractones.
Las conexiones estructurales con los cdigos topoldgicos 3D emergen a través de varias carac-
teristicas clave:

o Formalismo estabilizador: Ambos sistemas utilizan operadores estabilizadores locales: medi-
ciones de Pauli centradas en caras en los codigos toroidales frente a operadores planos que se
intersecan en el X-cubo.

o Dualidades: El cédigo de color 3D se puede relacionar con multiples codigos de superficie
mediante circuitos de Clifford locales, mientras que el modelo X-cubo muestra equivalencia a
dos modelos de tablero (cherckerboard) a través de transformaciones unitarias.

La relacion entre ambos tipos de cddigos se vuelve evidente al considerar las restricciones de la red

como se muestra en la tabla 12.1. Esta tabla destaca como los modelos de fractones generalizan la

Caracteristica Codigo de Color 3D Modelo X-Cube
Tipo de simetria Global topoldgico Subsistema
Excitaciones Anyones moviles Fractones + lineones
Escalabilidad de cubits 16gicos  Dependiente del género de su- Extensiva
perficie
Correccion de errores Decodificadores de coinciden- Coincidencia paralelizada
cia

Cuadro 12.1: Comparativa entre el cdigo de color 3D y el modelo X-cubo.

proteccion topoldgica a través de simetrias espacialmente restringidas. Los estabilizadores planos del
X-cubo—productos de operadores de Pauli a través de todos los planos de la red—crean una intrincada
red de restricciones que impiden la propagacién de excitaciones mientras mantienen capacidades
de correccion de errores. Notablemente, su umbral de cambio de fase supera a los cédigos 3D
convencionales por 2-4 veces, atribuible directamente a la inmovilidad de los fractones, que suprime
la proliferacion de errores.

El modelo de tablero (checkerboard)—un pariente cercano del X-cubo—demuestra atin mas esta
relacion entre ambos tipos de cdigos. A través de transformaciones unitarias locales, las excitaciones
del modelo tablero se descomponen en pares de fractones, imitando como los estados del codigo de
color 3D se dividen en equivalentes de codigos topoldgicos 2D. Este parentesco estructural sugiere
que los modelos de fractones constituyen una extension natural de los cédigos cudnticos topoldgicos
en regimenes con proteccion pasiva mejorada, lograda a través de un disefio de red estratégico en lugar

de recurrir a extensiones dimensionales (ver capitulo 10).

12.2 Modelo X-cubo: Estructura Basica

Los modelos de fractones representan una fascinante clase derivada de los 6rdenes topoldgicos
cudnticos en sistemas tridimensionales (3D) que no son estrictamente topoldgicos, pero estan estrecha-
mente emparentados con ellos. Estas teorias son especialmente interesantes debido a las caracteristicas

unicas de sus excitaciones, que incluyen fractones (excitaciones puntuales completamente inmoviles)
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y lineones (excitaciones cuya movilidad estd restringida a una tnica dimensién o linea). Por esta
razon, se dice que tienen movilidad “fraccionalizada”. Estas propiedades los convierten en candidatos
prometedores para aplicaciones avanzadas, como la correccion cudntica de errores. En este capitulo
describiré el modelo X-cubo, uno de los ejemplos més representativos dentro de esta categoria.

El modelo X-cubo se define sobre una red cubica tridimensional con condiciones de frontera
periddicas. Cada arista de esta red alberga un cubit fisico, lo que da lugar a una estructura rica en

interacciones entre los cubits.

12.2.1 Red y cuabits

Para entender la base del modelo X-cubo, primero debemos definir su estructura fundamental
(ver figura 12.1). La red ctbica tridimensional sirve como el marco donde se distribuyen los cubits
fisicos. Cada arista (¢) de esta red contiene un cubit, que es la unidad bésica de informacion cuantica

en el sistema.

2] By,
Figura 12.1: Generadores del estabilizador, excitaciones y operadores 16gicos del modelo X-cubo.
A cada arista (¢) de la red se le asigna un cubit fisico. Los operadores de Pauli X (Z) se representan
mediante aristas cian (rojas). Los generadores A, (definidos en cubos unitarios ¢) y B¥ (en vértices v)
constituyen el estabilizador. Los estados base cumplen A, = 1y B¥ = 1 paratodoc,vy u € {z,vy, z}.
Cuerdas cian (S) y membranas grises (M) simbolizan operadores de cadena X5 = [] es Xe'y
membrana Z,, := [ | INMAD Z,. Las excitaciones tipo fractén (A. = —1) aparecen como cubos cian en
vértices de membranas. Operadores cadena generan lineones en extremos y codos, representados por
elipsoides rojos con B* = 1y B“7# = —1 (direccién yu indicada por la elongacién). Las estructuras
extendidas S, Sa, M1y M, corresponden a operadores 16gicos sin excitaciones debido a condiciones
de contorno periddicas (PBC).
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12.2.2 Generadores estabilizadores

Los generadores estabilizadores son operadores que actian sobre conjuntos especificos de cubits
en la red. Estos operadores determinan las reglas que los estados del sistema deben cumplir para
pertenecer al espacio protegido del c6digo cudntico. En el modelo X-cubo, existen dos tipos principales:

1. Operadores tipo A.: Para cada cubo o celda elemental (c) en la red, se define un operador que
es el producto de operadores Pauli- X en las 12 aristas del cubo:

A, = H X, (12.1)
tec
Este operador asegura que las interacciones dentro del cubo mantengan una coherencia especifica.

2. Operadores tipo B,,: Para cada vértice (v) y direccién espacial p € {z,y, 2}, se define
un operador que es el producto de operadores Pauli-Z en las cuatro aristas adyacentes al vértice y

perpendiculares a la direccion p:
By.= [ % (12.2)

levlly

Este operador regula las interacciones locales alrededor de cada vértice en funcién de su orientacion.

12.2.3 Hamiltoniano

El Hamiltoniano del modelo X-cubo combina ambos tipos de operadores estabilizadores para

garantizar que los estados base satisfagan las condiciones impuestas por estos operadores:
HX-cubo - - Z Ac - Z Bv,u (123)
c v,

Los estados base del sistema son aquellos que cumplen A, = 1y B,, = 1 para todos los cubos (c) y

vértices (v) en todas las direcciones (p).

12.3 Excitaciones y Propiedades

a) b)

Figura 12.2: Excitaciones en el modelo fracton X-cubo. a) Fractones: son excitaciones individuales
localmente inmdviles representadas por un cubo azul aislado, mientras que las excitaciones compuestas
de varios fractones (cuatro en este caso) son moviles. b) Lineones: excitaciones de cuasiparticula cuya
movilidad estd restringida a lo largo de una linea dentro del sistema.

Las excitaciones en el modelo X-cubo presentan caracteristicas inicas que las distinguen de otros

sistemas topoldgicos convencionales (ver figura 12.2).
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12.3.1 Fractones

Los fractones son excitaciones puntuales que surgen cuando A. = —1 en un cubo especifico.
Estas excitaciones se generan en las esquinas de operadores membranas (ver figura 12.1) construidas
con operadores tipo Z . Una propiedad notable es su inmovilidad: no pueden desplazarse sin crear
nuevas excitaciones adicionales, lo cual esta directamente relacionado con las simetrias locales del

sistema.

12.3.2 Lineones

Por otro lado, los lineones son excitaciones asociadas a B,,, = —1. Estas excitaciones se forman
en los extremos o curvas de operadores tipo cuerda Xs. A diferencia de los fractones, los lineones
tienen movilidad restringida a lo largo de una tnica direccién espacial (x), lo que limita su movimiento

a trayectorias unidimensionales dentro del sistema.

12.4 Papel de las Simetrias de Subsistema en Cddigos Fracton

Las simetrias de subsistema son fundamentales en los cédigos fractones, como el modelo X-
cubo, para garantizar excitaciones con movilidad restringida y orden topoldgico no convencional. Su
influencia se manifiesta enaspectos clave que describo a continuacion.

En el modelo X-cubo, las simetrias actian sobre subsistemas 2D (planos) en lugar de todo el
sistema. Por ejemplo, invertir todos los espines en un plano preserva la energia del estado fundamental.
Esto impide que los fractones (excitaciones puntuales) se muevan sin crear nuevas excitaciones,
ya que violarian estas simetrias locales. Los lineones (excitaciones 1D) solo pueden moverse a lo
largo de ejes compatibles con las simetrias de subsistema asociadas a direcciones cristalograficas
especificas. Las simetrias de plano o subsistema, a diferencia de las simetrias globales de otros
modelos, son responsables de las caracteristicas tnicas de las excitaciones. Estas simetrias limitan las
posibles transiciones de fase y conservan propiedades cudnticas especificas. Estas se manifiestan en
el funcionamiento del modelo a través de transiciones de fase que son cruciales para la descripcion de
sus caracteristicas cudnticas.

La tabla 12.2 muestra una comparcion entre las propiedades que exhiben los modelos de fractones

con los modelos estrictamente topoldgicos.

Caracteristica Simetrias de subsistema (fractones) | Simetrias globales (codigos conven-
cionales)
Unidad de simetria | Planos/lineas (2D/1D) Todo el sistema (3D)
Conservacion Parcial (subsistemas especificos) Total (teorema de Noether global)
Excitaciones Fractones (inmdviles), lineones (1D) | Anyones (mdviles en 2D/3D)
Implantacion fisica | Requiere acoplamientos multi-escala | Estructuras periddicas simples

Cuadro 12.2: Comparacion entre modelos de fractones con simetria de subsistema con cédigos
topoldgicos convencionales con simetrias globales.
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12.5 Degeneracion Topologica Subextensiva

Las simetrias de subsistema generan una degeneracion exponencial del estado base, que escala
con el tamano del sistema. Esto rompe la degeneracién topoldgica estrictamente constante de los

modelos topolégicos convencionales (ver capitulo 7). Por ejemplo, en el modelo X-cubo:
Degeneracién EF ~ 25073 (I, = tamafio del sistema) (12.4)

Esto contrasta con cddigos convencionales donde las simetrias globales no permiten tal escalamiento.
Para un sistema definido en una red cubica con condiciones de frontera periddicas (equivalente a
un 3-toro), la degeneracioén del estado fundamental es 8. Este valor surge de las tres direcciones
espaciales independientes (, y, ), cada una contribuyendo un factor de 2 a la degeneracion (22). Este
resultado es independiente del tamano lineal L del sistema, siempre que sea suficientemente grande
para mantener la topologia global. En contraste, si el sistema tuviera condiciones de frontera abiertas
o topologias no triviales adicionales, la degeneracion podria modificarse, pero seguiria siendo una
constante topologica que no escala con L. Este comportamiento refleja la naturaleza de las excitaciones
topologicas en 3D, donde los operadores de Wilson asociados a bucles y superficies no contractibles
(homoldgicamente no-triviales) definen los estados fundamentales.

o Codigos fractones: La degeneracion topoldgica escala exponencialmente con el tamafio del sis-
tema, debido a simetrias de subsistema. Por ejemplo, el modelo X-cubo exhibe una degeneracién
subextensiva.

o Codigos convencionales: La degeneracion es constante (independiente del tamafio del sistema).

El cédigo toroidal en 3D tiene degeneracion constante de 8, no exponencial con el tamafio.

12.6 Correccion Cuantica de Errores y Umbrales ()ptimos

El modelo X-cubo no solo es interesante desde un punto de vista tedrico, sino también por sus
aplicaciones practicas como codigo cudntico corrector de errores. Su capacidad para detectar erro-
res locales mediante sindromes especificos lo convierte en una herramienta robusta frente al ruido
cudntico. Hemos caracterizado rigurosamente los modelos de fractones como cddigos de correccion
de errores cuanticos, denominados codigos de fractones. Esto es posible porque son cédigos estabili-
zadores en una red 3D, a pesar de no ser los cddigos topoldgicos mds estdndar que han sido objeto de
mucho mas estudio que los cédigos de fractones. Hemos demostrado que los cddigos de fractones son
candidatos legitimos para funcionar como memoria cudntica y, por lo tanto, es importante determinar
sus umbrales de error para cuantificar su idoneidad como unidades potenciales de almacenamiento de
informacion.

Al abordar por primera vez las capacidades de umbral de error de una memoria cudntica, es
conveniente utilizar lo que se llama un modelo de error fenomenoldgico para simplificar la tarea, de
otro modo muy compleja, de determinar los umbrales de error bajo situaciones de ruido realistas. La
16gica detras de este enfoque es que si estos umbrales fenomenoldgicos son lo suficientemente altos y

comparables a umbrales similares para el codigo de Kitaev y los cddigos de color, entonces podemos
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considerar que tienen la oportunidad de ser competitivos. Si el umbral fenomenoldgico es muy bajo
en comparacion con esos ejemplos bien conocidos, podemos evitar el esfuerzo de profundizar en
modelos de error mas detallados.

12.6.1 Comparacion de Umbrales de Error

Los errores de fase (Z) y de bit (X') son claves en la correccion de errores. Los errores de fase
se detectan a través de sindromes con A, = —1, mientras que los errores de bit generan lineones,
detectados cuando B,, = —1. La identificacion efectiva de ambos tipos de errores es esencial para
mantener la integridad cudntica del sistema.

Como resultado del andlisis de errores cuanticos mediante modelos estadisticos de espines cldsi-
cos, hemos desarrollado nuevos modelos estadisticos aleatorios con simetria de subsistema. Presenta-
mos dos de estos modelos: el RPI (Ising en Plaquetas Aleatorias) y el RACAT (Ashkin-Teller Acoplado
Aleatoriamente de manera Anisotropica), cada uno de los cuales proporciona un umbral de error para
errores de inversion de bits o de fase.

El estudio convencional de los modelos de espines cldsicos aleatorios se realiza especificando
un tipo particular de desorden congelado a un valor fijo del pardmetro de ruido (p). Sin embargo, la
identificacion del umbral de error requiere un tratamiento diferente, ya que el parametro (p) debe variar
a lo largo de la Linea de Nishimori hasta alcanzar el limite de fase que separa las fases ordenadas y
desordenadas. Adicionalmente, el desorden congelado no es arbitrario, sino que estd determinado por
el modelo de error fenomenolégico. Todo esto, junto con el hecho de que las redes son 3D, convierte el
andlisis numérico de estos nuevos modelos en un desafio significativo que hemos superado con éxito.

La ausencia de orden vitreo a lo largo de la Linea de Nishimori dentro de la fase ordenada de los
modelos estadisticos asociados al cddigo de fractones es fundamental para el correcto funcionamiento
de este c6digo como memoria cudntica. Demostramos este resultado de manera analitica por primera
vez en modelos 3D, utilizando pardmetros de orden de vidrio de fractones disefiados especificamente
para detectar este tipo de orden perturbador.

El anélisis numérico exhaustivo realizado con avanzados métodos de Montecarlo de atempe-
ramiento paralelo nos ha proporcionado valores precisos para los umbrales del codigo de fractones
X-cubo, mencionado previamente. Ademads, hemos encontrado una dualidad aproximada entre los
umbrales de error para inversion de bits y de fase. Estos umbrales de error, al igual que en cualquier

codigo CSS con tasa de codificacion cero, obedecen la desigualdad:

H(px.) + H(pze) < 1, (12.5)
impuesta por el limite cudntico de Gilbert-Varshamov, donde
H(p) := —plogy(p) — (1 — p)logy(1 —p) (12.6)
es la entropia de Shannon. Nuestros resultados dan como resultado
H(pxe) + H(pze) = 1,00(2), (12.7)

lo que no solo cumple con esta restriccion, sino que se aproxima a su limite superior, similar a las

situaciones observadas en codigos topoldgicos convencionales. El cumplimiento de esta restriccion
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de entropia de Shannon brinda un sélido apoyo a la dualidad aproximada en presencia de desorden.
Resultados como este son muy raros debido a las dificultades que conlleva trabajar bajo condiciones
de desorden fuerte.
Los errores en los codigos de fracton se pueden relacionar con propiedades de las transiciones
de fase en modelos estadisticos 3D con simetrias de subsistema, como he mencionado anteriormente:
o Modelo RPI (Random Plaquette Ising): Relacionado con errores X, presenta transiciones de
fase de primer orden a bajas tasas de error (p).
o Modelo RACAT (Random Anisotropically Coupled Ashkin-Teller): Asociado a errores Z, mues-
tra transiciones suavizadas cerca del umbral.
Los umbrales de error 6ptimos son (ver tabla 12.3):
o pX ~15,2(4) % (errores de bit).
o pZ ~7,5(2) % (errores de fase).
Estos valores superan significativamente a los c6digos topoldgicos 3D convencionales: cédigo toroidal
(3.3 %) y codigo de color (1.9 %), resaltando el potencial del modelo X-cubo como memoria cuédntica

tolerante a fallos.

2D 3D | Errores de Cuibit y Medidas
Kitaev 11% | 3.3% 2.9% (2D)
Codigo Color | 11% | 1.9% 4.5% (2D)
Fractén X-cubo | 0 | 7.5% 27

Cuadro 12.3: Comparacion de umbrales de error entre modelos de fracton en 3D y modelos topoldgi-
cosen2Dy3D.

En resumen, los fractones muestran umbrales de error significativamente superiores a los de
codigos topoldgicos estandar, gracias a la deteccion local de sindromes, destacando su robustez como

opcidn para aplicaciones de memoria cudntica tolerante a fallos.

12.7 Nuevos Modelos de Fractones

En este trabajo, hemos logrado construir una nueva y enriquecida familia de modelos de fractones
y hemos encontrado nuevos métodos para estudiarlos de manera sistemdtica. Hemos descubierto una
generalizacion natural de los modelos de fractones obtenida al torcer sus simetrias de gauge. Al
introducir operadores de transformacion de gauge generalizados que llevan factores de fase adicionales
segun configuraciones locales, hemos construido una gran y rica familia de modelos tridimensionales
exactamente solvibles, a los que denominamos “modelos de fractones retorcidos.” Ademds, hemos
presentado un marco matematico general dentro del cual se pueden estudiar sus propiedades del estado
fundamental y el espectro de excitaciones.

Hasta donde sabemos, este trabajo constituye el primer estudio sistematico de las propiedades
de trenzado y fusion de ordenes de fractones, incluidos aquellos con caracteristicas no abelianas, y

proporciona un marco general para futuros estudios sobre el orden de fractones. Hasta el momento,



12.7 Nuevos Modelos de Fractones

este marco nos ha conducido a una multitud de modelos tridimensionales exactamente resolubles que
exhiben un comportamiento rico y hasta ahora inexplorado.
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Figura 12.3: Portada de larevista Physical Review Letters que nos fue concedida como reconocimiento
a nuestros resultados de los umbrales 6ptimos en modelos fracton.

1) Degeneracion del Estado Fundamental

Esta es una caracteristica clave que distingue los 6rdenes de fractones de los 6rdenes topoldgicos.
En este trabajo, calculamos las degeneraciones no triviales del estado fundamental de los modelos de
fractones retorcidos con el sistema definido en un toro tridimensional. Los calculos explicitos para
los modelos X-Cube torcido y de tablero de damas tienen un doble propdsito. En primer lugar, la
degeneracion no trivial del estado fundamental demuestra claramente que los modelos considerados
son fases con brechas que albergan una cantidad subextensiva de estados fundamentales localmente
indistinguibles y, por tanto, son estables ante perturbaciones locales arbitrarias. En segundo lugar, la
dependencia de la degeneracion del estado fundamental en el tamafio del sistema en todos los modelos
considerados establece la naturaleza geométrica de las fases de fractones, ya que son sensibles no solo

a la topologia global sino también a la geometria.
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12.8 Conclusiones

2) Caracterizacién Completa de Nuevos Ordenes de Fractones

Otra virtud de nuestro trabajo es que representa un avance clave en el estudio de las fases cudnti-
cas tridimensionales de la materia y del orden de fractones, proporcionando una ruta sistematica para
estudiar las propiedades topoldgicas de trenzado y fusion de particulas subdimensionales. Significa-
tivamente, esto también nos permite dar una definicién matematica precisa de un fractén como una
excitacion que no es el resultado de fusion de excitaciones mdviles, relacionando asi la inmovilidad
de los fractones con las propiedades de fusion de las excitaciones topoldgicas en teorias de gauge
de redes. De manera similar, una excitacion unidimensional se define como aquella que no es el
resultado de la fusion de excitaciones bidimensionales, llevando a una nocion general de excitaciones

subdimensionales dentro del mismo marco.

3) Fractones No Abelianos

Una caracteristica notable de nuestra construccion es que, a pesar de basarse en grupos discretos
abelianos, atin alberga fractones no abelianos. Nuestro trabajo extiende la nocidén de excitaciones no
abelianas a tres dimensiones, ya que los modelos de fractones retorcidos pueden realizar fases en
las que los propios fractones son no abelianos, con sus estados ligados de dimension 2 realizando
estadisticas de trenzado no abelianas, o en las que las excitaciones unidimensionales son no abelianas.
La posibilidad de realizar tales excitaciones exéticas en tres dimensiones puede tener implicaciones
significativas para el campo de la computacion cudntica topoldgica, asi como para el almacenamiento
de informacién cuantica.

12.8 Conclusiones

Las noveladas fases cudnticas de la materia, caracterizadas por sus propiedades topoldgicas, se
han convertido en un tema de intenso estudio en diversas dreas que van desde la materia condensada y
la informacidn cudntica hasta la fisica de altas energias. Se ha avanzado significativamente también en
sus realizaciones experimentales. Esta tendencia culminé en la obtencion del premio Nobel de fisica
(2016), el premio Buckley (2016) y la medalla Dirac (2015), entre otros, en reconocimiento a los
avances en el campo de las fases topoldgicas de la materia, con desarrollos modernos que se extienden
aun mas. La fuerza motriz original detrds de los estudios en este campo fue la intencién de ir més
alla de la teoria estandar de las fases de la materia, introducida por Landau, basada en la nocién de

simetrias rotas espontdneamente y sus correspondientes parametros de orden.



Conclusiones: Un Esfuerzo Colaborativo

La mecanica cuantica es una teoria de la informacion en si misma, incluso desde sus fundamentos:
cuando postulamos que la funcion de onda es la informacion que tenemos sobre el estado de un
sistema fisico y podemos calcular observables fisicos a partir de ella. Hoy en dia, hemos entrado en
una nueva era con la informacién cuantica. Este es un campo interdisciplinar, ya que es la combinacion
fructifera de la mecdnica cudntica y la teoria de la informacién. La fisica, las ciencias del coémputo,
las matematicas, etc. estan tipicamente involucradas en este tipo de investigacion.

Al principio de la informacidn cuantica, para los fisicos era dificil entrar en esta naciente disciplina
cudntica debido a la falta de formacion en ciencias del computo. Tenian que vencer una “barrera
computacional”’para complementar su formacién y comenzar a trabajar en ella. O de manera similar,
para los informéticos era la “barrera cudntica’la que tenian que superar. Algo similar sucede ahora
con la computacion cudntica topoldgica: ha habido una falta de conocimientos de topologia en la
comunidad de computacion cudntica a la cual he tratado de contribuir a superar. Atn existe la
necesidad de superar una cierta “barrera topoldgica”. Uno de los objetivos de este discurso es intentar
hacer este tema més accesible y mostrar que hay preguntas abiertas. Y hay desafios muy interesantes
por delante para un fisico tedrico.

Un fisico tedrico debe ser tedrico antes que fisico. Darme cuenta de esto y de sus implicaciones ha
sido fundamental tanto en mis estudios durante la carrera de fisicas como en mi carrera investigadora.
Esta idea me ha aportado la claridad suficiente para ver la luz en los momentos de oscuridad, que no
han sido pocos. Por eso siempre he admirado y disfrutado con las teorias de la fisica que explican la
naturaleza. Eso es lo que me atrajo a la fisica. Eso es lo mas bonito y gratificante que tenemos los
fisicos. Para mi, ver que los cédigos cudnticos topoldgicos de color que construimos tedricamente en
2006 y afios siguientes, han sido realizados experimentalmente en varios laboratorios por el mundo
y mas tarde por compaifiias tecnoldgicas, representa el suefio de un fisico tedrico hecho realidad. Por
tanto, puedo decir que el cddigo de color es un modelo con belleza fisica (definicion 5.1). Pero mas
importante atn, no solo es un modelo con belleza, es un modelo ttil (en inglés, “it’s not just beautiful,
it is useful”).

Todavia queda mucho camino para construir un computador cudntico plenamente funcional, pero
estoy convencido de que se conseguird mds pronto que tarde. Si miro cdmo estaba el panorama de la
computacion cuantica en el aio 1998 cuando empecé a interesarme por ella, lo que hemos avanzado
era impensable por aquel entonces. Por eso soy optimista hacia el futuro. He utilizado varias veces
una analogia con la salsa pil-pil! para describir la evolucion de la computacién cudntica actualmente:
los avances son continuos y frecuentes aunque aislados no son suficientes, pero la constancia y
continuidad hardan que todos ellos juntos cooperen para llegar al punto critico donde aparecerd el

computador cudntico ante nosotros.

'El que ha hecho alguna vez una salsa pil-pil sabe que tiene que tener paciencia y mantener el movimiento de la sarten para
que las pequefias gotitas de emulsién que se van formando aumenten en nimero y lleguen a percolar formando la salsa
completa ... que estd de rechupete.



Quiero expresar mi mas sincero agradecimiento a todos los colaboradores que han contribui-
do al desarrollo tedrico de los codigos de color. En particular, agradezco profundamente a Héctor
Bombin de la Universidad Complutense de Madrid (Espafia) por su colaboracion esencial en el marco
tedrico fundamental. Asimismo, extiendo mi gratitud a Helmut Katzgraber y Ruben Andrist por sus
importantes contribuciones numéricas. Para la implementacién experimental de los c6digos de color,
deseo reconocer el trabajo excepcional de todos los colaboradores involucrados como Markus Miiller
y Angel Rivas de la Universidad Complutense de Madrid (Espaiia). De igual manera, expreso mi
profundo reconocimiento a Rainer Blatt y a su equipo por su excepcional trabajo en la implementacion
experimental de estos sistemas cudnticos. Del mismo modo, extiendo mi gratitud a Hao Song, Ke
Liu, Lode Pollet y sus equipos de investigacion por sus contribuciones fundamentales en el desarrollo
y andlisis tedrico de los codigos de fracton, ampliando asi nuestro entendimiento mds alla de las
estructuras topoldgicas para la correccion cudntica de errores.

En los locos afios 20 del siglo XX se formularon las leyes de la mecdnica cudntica. Ahora estamos
en los cuanticos anos 20 del siglo XXI y pensamos que la realizacion practica de un computador
cudntico estd cada vez mds cerca.

He dicho.

d=7,n=37

Figura 12.4: Codigo de color triangular con 37 cubits fisicos.
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Excma. Sra. Presidenta,
Sras. y Sres. Académicos,
Senoras, Sefnores,

Es para mi una gran satisfaccion poder, en nombre de la Academia, dar la bienvenida al profesor
Miguel Angel Martin-Delgado como nuevo académico de nimero. Ademds de su reconocida capacidad
cientifica, que comentaré a continuacion, estoy convencido de que su incorporacion supondra un valor
afadido que complementard armoniosamente a los miembros que conformamos la Academia. Miguel
Angel Martin-Delgado nacié en Miranda de Ebro (Burgos) en 1963. Cursé la carrera de Ciencias
Fisicas en la Universidad Complutense de Madrid, especializdndose en Fisica Fundamental, en donde
obtuvo excelentes calificaciones. Alli realizo su doctorado bajo la direccion del Dr. Juan Ramirez
Mittelbrunn, con una beca de Formacion de Personal Investigador (FPI) del Ministerio de Educaciéon
y Ciencia, y lo concluy6 en 1991. El tema de su tesis doctoral fue la Teoria de Cuerdas, y fue titulada:
“Amplitudes de colision cerca de la capa de masas en teorias de cuerdas mediante superficies de
Riemann con bordes”.

Tras finalizar su doctorado, obtuvo una beca del Ministerio de Educacion y Ciencia para realizar
una estancia en la Universidad de Princeton, instituciéon que cuenta con uno de los departamentos
de fisica tedrica mds prestigiosos del mundo. Alli han trabajado cientificos de la talla de Philip
Anderson, Duncan Haldane y Elliot Lieb. Los dos primeros recibieron el Premio Nobel, y el dltimo
es probablemente uno de los fisicos matemaéticos vivos mds reconocidos. Durante los ultimos afios de
su doctorado y su estancia postdoctoral, Miguel Angel trabajé en gravedad cudntica, grupos cuanticos
y modelos estadisticos en espacios curvos. El objetivo final de los trabajos que realizé durante su tesis
y su postdoctorado fue contribuir a la construccién de una teoria cudntica de la gravedad, uno de los
problemas abiertos mds fundamentales de la fisica.

Tras dos afios de postdoctorado, regresé a su alma mater como profesor ayudante en 1993. Es
interesante observar como, al volver a Espaia, inici6 nuevas lineas de investigacion en Fisica Tedrica,
no directamente relacionadas con la gravitacién cudntica o la Teoria de Cuerdas. Tuvo la vision y el
atrevimiento de percibir que la Teoria de Cuerdas y otros intentos de cuantizar la gravedad podian
centrarse excesivamente en desarrollos matemdticos muy abstractos, con pocas aplicaciones a la vida
real y sin ninguna garantia de éxito. Por ello, comenz6 a aplicar métodos de teorias cudnticas de
campos, tipicamente utilizados en fisica de altas energias, a problemas de materia condensada; es
decir, a la descripcidon de materiales cuyo comportamiento puede entenderse en términos de teorias
no relativistas de muchos cuerpos. En esa época investigd problemas de cadenas de espines a bajas
temperaturas, en los que los estados cudnticos son extremadamente complejos de describir. Desarrollé
métodos numéricos para resolver algunos de estos problemas complejos, basandose en el grupo de
renormalizacion. El conocimiento adquirido en su doctorado y durante su postdoctorado le otorgd una

posicion privilegiada para abordar estos problemas desde perspectivas originales y aportar métodos
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muy potentes para su resolucion. En 2011 fue nombrado catedratico de Fisica Tedrica en la Universidad
Complutense de Madrid, donde continda compaginando su labor docente con la investigacion.

La primera vez que of hablar de Miguel Angel fue en Innsbruck, a finales de los afios noventa,
cuando Alberto Galindo visité el Instituto de Fisica Tedrica, donde yo me encontraba trabajando. El nos
comentd sobre un trabajo que estaba realizando conjuntamente con Miguel Angel relativo al algoritmo
de Grover, una de las piezas fundamentales de la computacién cudntica. Como otro profesor de esa
universidad, Peter Zoller, era editor de la revista Reviews of Modern Physics, la de mayor impacto en
fisica, le sugeri que invitara a Alberto y a Miguel Angel a escribir un articulo de revisién sobre su visién
de la computacion cuantica. Dicho articulo ha resultado extraordinariamente influyente, sirviendo a
generaciones de jovenes investigadores como introduccion al campo, y cuenta actualmente con més de
700 citas. Tras haber coincidido con €l en varias conferencias, especialmente en el Centro de Ciencias
de Benasque, en 2003 nos visit en el Instituto Max Planck de Optica Cudntica, donde yo llevaba
dos afios trabajando. La razén de la visita fue que en mi grupo estdbamos intentando trasladar los
conceptos de la teorfa cudntica de la informacién a problemas de materia condensada, y Miguel Angel
era la persona idonea para colaborar en ese campo, dado su profundo conocimiento en ambas areas.
La visita result6 extremadamente fructifera y marco el inicio de una prolongada y productiva relacion
cientifica. Uno de los temas en los que trabajamos fue la introduccion de medidas de entrelazamiento en
cadenas de espines y el estudio de su comportamiento durante transiciones de fase cudnticas. Recuerdo
vivamente cémo Miguel Angel se lanzaba a la pizarra para explicarnos conceptos complejos, como
el grupo de renormalizacion o la prohibicion de ruptura espontidnea de simetria en determinados
modelos. Sin embargo, la aportaciéon que mas nos influyé fue la descripcion de los denominados
“estados de productos de matrices”, utilizados para calculos variacionales en modelos de espines. Esto
nos motivo a expresar dichos estados, y otros similares, utilizando el lenguaje de la teoria cudntica de
la informacion, resaltando en primer plano sus propiedades de entrelazamiento. Desde entonces, he
continuado trabajando en este tema, que hoy se conoce como el estudio de las redes de tensores.

Pero sigamos con la investigacién de Miguel Angel. El, desde principios del nuevo siglo habia
encontrado un tema fascinante en el que profundizar. Por aquel entonces, Alexei Kitaev propuso utilizar
estados topoldgicos como cddigos de correccion de errores, combinando dos dreas aparentemente
dispares: las teorias cudnticas topoldgicas y la computacion cudntica. La idea se basaba en que
ciertos estados cudnticos de la materia poseen propiedades excepcionales, llamadas topoldgicas, lo
que implica, por ejemplo, que dos estados de este tipo son indistinguibles mediante mediciones
realizadas en zonas acotadas del espacio. En paralelo, sabiamos que los ordenadores cudnticos son
extremadamente vulnerables a errores, y que su utilizacidon requiere corregirlos. Sin embargo, la
correccion de errores en fisica cudntica es compleja, ya que las mediciones alteran el estado del
sistema; por ello, es necesario aplicar técnicas sofisticadas conocidas como cédigos de correccion de
errores. La estrategia consiste en elegir estados cuanticos, configurando lo que denominamos cubits, de
manera que los errores locales no revelen informacion sobre su contenido. Precisamente, los estados
topoldgicos cumplen esta condicion, lo que los convierte en candidatos naturales para proteger la
informacién en ordenadores cudnticos. Sobre esta base, Kitaev propuso los denominados “Cdédigos

del Toro”, que permiten proteger la informacion de manera eficiente y robusta.
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Miguel Angel, ademds de haberse consolidado como un experto en computacién cuéntica, es uno
de los pocos cientificos que comprende profundamente las teorias topoldgicas, gracias a su formacién
en teorias de cuerdas y grupos cudnticos. Por esta razén, se aventuré a trabajar en el tema y, en 2006,
junto con un estudiante de doctorado, propuso el uso de nuevos estados topolégicos, que denomind
“Cadigos de Colores”. Con estos estados, introdujo una idea innovadora para proteger los ordenadores
cudnticos, logrando resultados superiores a los de los codigos de Kitaev.

Los cddigos de colores no solo tienen aplicaciones précticas, sino que también han generado
nuevas formas de realizar tareas cudnticas, como la destilacién de entrelazamiento o el teletransporte
cuéntico, desarrollos en los que Miguel Angel y sus colaboradores, asi como otros cientificos en el
mundo, han tenido un papel destacado. Mas atin, su trabajo ha dado lugar al descubrimiento de nuevos
modelos en campos como la teoria de redes cudnticas topoldgicas o modelos de mecdnica estadistica
aleatoria. El articulo correspondiente a esta investigacion cuenta con més de 900 citas, consoliddndose
como uno de los més influyentes en el campo de la correccion de errores cudntica. Ademads de su
trabajo tedrico, Miguel Angel ha participado en miltiples colaboraciones con fisicos experimentales.
Cabe destacar su participacion en la primera demostracion experimental de un cédigo completo de
correccion de errores, junto al Prof. Rainer Blatt de la Universidad de Innsbruck, en un prototipo de
ordenador cudntico basado en iones atrapados, trabajo que fue publicado en la revista Science.

Otro de los ambitos a los que ha dedicado sus ultimos afios es la simulacion cudntica. Este
campo emplea dispositivos cudnticos, como ordenadores cudnticos, para resolver problemas de fisica
de muchos cuerpos que aparecen en areas tan diversas como la fisica de la materia condensada, la
Optica cudntica, la fisica de altas energias e incluso la quimica. La simulacién cudntica fue propuesta
por Richard Feynman a principios de los afos ochenta y constituye la aplicaciéon mads clara de la
computacion cudntica, ya que permite abordar problemas que no pueden resolverse ni siquiera con los
superordenadores cldsicos mds potentes. En este ambito, Miguel Angel ha realizado contribuciones
cruciales, como la propuesta de simulacion de materiales aislantes y superconductores topoldgicos, y la
correspondiente prediccion de que conservan algunas de sus propiedades mas relevantes a temperaturas
distintas de cero. También destacan sus propuestas para la simulacion de electrodindmica de axiones
y de teorias relativistas. La eleccién de su discurso de entrada en la Academia sobre correccion de
errores cudnticos, y en particular sobre los cédigos topoldgicos de color, refleja sus conocimientos
enciclopédicos y multidisciplinares, cualidades que han caracterizado toda su carrera cientifica y
que han despertado la admiracion de colegas y colaboradores. Asimismo, demuestra la originalidad
y el pensamiento profundo que han acompafiado su trayectoria: no solo la capacidad para resolver
problemas concretos, sino también la vision para abrir nuevas lineas de investigacion que combinan
diversos campos. Su trabajo subraya, ademas, la importancia fundamental de sus descubrimientos para
la computacién cuéntica, en la medida en que un dia podrian permitir construir ordenadores cuanticos
funcionales y libres de errores. Hay un tltimo punto que quisiera destacar. Cuando Miguel Angel
regreso de Princeton, ya se habia forjado una sélida reputacion en el campo de la Teoria de Cuerdas y
la Gravitacion Cuéntica. Sin embargo, fue uno de los pocos que decidié abandonar estos campos por
la conviccién de que la Fisica Tedrica podria abordar otros problemas igualmente profundos y, a la

vez, mas practicos. Creo firmemente que el tiempo le ha dado la razén. Aunque las teorias de cuerdas
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y de gravedad cudntica han avanzado en las dltimas tres décadas, atin no estd claro si podran resolver
algunos de los problemas fundamentales de la Fisica. Mientras tanto, Miguel Angel ha realizado
numerosas contribuciones que han impulsado el progreso en otras dreas, como la fisica de la materia
condensada y la computacion cudntica, cuyas repercusiones practicas estdn cada vez mas cerca de
materializarse.

Permitanme concluir con una pequefia anécdota de la primera vez que conoci personalmente
a Miguel Angel. Fue en el Centro de Ciencias de Benasque, durante un programa de tres semanas
que coorganicé junto con Artur Ekert, en el que Miguel Angel participé en el verano de 2002. Allf
comenzamos a discutir sobre las conexiones entre la fisica cudntica de muchos cuerpos y la teoria
cudntica de la informacion. Como yo debia regresar a Madrid antes de la finalizacion del congreso y
habia alquilado un coche, le ofreci a Miguel Angel que viniera conmigo, pues él también tenia que
dirigirse a Madrid; de este modo, podriamos aprovechar el trayecto para continuar nuestra conversa-
cion. Desafortunadamente, el coche se averié y una gria nos llevé de Benasque a Lérida, donde nos
proporcionaron otro vehiculo. Tras desayunar, viajamos los tres en la cabina de la grua, €l y yo junto
al conductor, bajo un calor veraniego insoportable. Aun asi, pasamos el tiempo discutiendo apasio-
nadamente sobre todos los temas que estdbamos investigando, completamente concentrados, hasta el
punto de que el conductor tuvo que soportar toda nuestra conversacion sin entender practicamente
nada, probablemente pensando que estidbamos fuera de nuestro sano juicio. Fue en ese viaje donde
conectamos profundamente, y marcé el inicio de una larga y fructifera colaboracion. Estoy seguro de
que Miguel Angel guarda anécdotas similares con muchos otros de sus colaboradores, reflejo de su

entusiasmo y pasion por la ciencia y el intercambio de ideas que han caracterizado su carrera cientifica.
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