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Excemo. Sr. Presidente.
Excmos. Sres. Académicos.
Sras., Sres.:

Quiero expresar ante todo mi mas profundo agradecimiento, se-
fiores Académicos, por el gran honor que me habéis concedido al
designarme para ocupar un puesto en esta Real Academia. Soy cons-
ciente de la enorme responsabilidad que he contraido al aceptar dis-
tincién tan elevada, por lo que pondré todo mi entusiasmo y capa-
cidad al servicio de esta insigne Corporacién.

Vengo a ocupar la vacante del ilustre Profesor D. Francisco
Navarro Borras, que ostentaba la Medalla nim. 32.

Don Francisco Navarro Borrds nacié en Reus en el afio 1905.
Realizé los estudios de Bachillerato en dicha ciudad, finalizandolos
con la calificacién de Sobresaliente y Premio Extraordinario. En el
afio 1924 termina brillantemente en la Universidad de Zaragoza la
licenciatura de Ciencias Quimicas y dos afios mas tarde, en la Uni-
versidad de Barcelona, se licencia en Ciencias Exactas, obteniendo
en ambos grados Premio Extraordinario. En el afio 1929 se doctora
en Ciencias Exactas, en la Universidad de Madrid, también con Pre-
mio Extraordinario.

Después de haber ocupado en la Facultad de Ciencias de la Uni-
versidad de Barcelona el puesto de Profesor Auxiliar de Geometria
Analitica y Ecuaciones Diferenciales, gana brillantemente, por opo-
sicidn, en el afio 1930, la Citedra de Mecanica Racional de la Fa-
cultad de Ciencias de la Universidad de Madrid. Un afio mas tarde
obtiene el titulo de Arquitecto de la Escuela Superior de San Fer-
nando, de Madrid. '

En el curso 1931-32, pensionado en Alemania, trabaja con los
eminentes Profesores: Hamel, Von Mises, Schrodinger y Ham-
merstein,



En 1933 consigue, por concurso, una catedra en la Escuela Su-
perior de Aerotecnia, de Madrid (Cuatro Vientos), en donde tuvo
8 su cargo la asignatura de Mecanica Racional. También en el mis-
mo aflo, es nombrado Profesor agregado de la Escuela Superior de
Arquitectura, de Madrid, encargindose de las asignaturas de Me-
cénica Racional, Calculo Integral y Topografia.

A partir de 1939 desempefia los cargos de Arquitecto del Minis-
terio de Justicia, Consejero Nacional de Educacién (1941) y Arqui-
tecto Jefe de la Oficina Técnica para Construccién de Escuelas del
Ministerio (1941),

En el afio 1942 fue Decano de la Facultad de Ciencias, de Madrid
y, desde el afio 1942 al 1946, Director del Instituto «]orge Juan»
de Matematicas.

El Profesor Navarro Borrds publicé valiosos trabajos cxentlfxcos
v didacticos e impartié interesantisimos cursos monograficos sobre
Analisis Matematico, Mecanica elastica, Mecanica de Fluidos y, en
especial, sobre Ecuaciones Integrales lineales y no lineales, de las
que tenia un amplio y profundo conocimiento, ast como de las ecua-
ciones infegrales singulares y de las ecuaciones integro-diferenciales.

Finalmente, quiero poner de manifiesto las grandes dotes que tuvo
¢l Profesor Navarro Borris para la docencia. Fue un Profesor bri-
llant151mo de gran agudeza mental, que tenia la virtud de exponer
con tal claridad sus lecciones, que los conceptos mas d1f1cﬂes de la
Mecamca parecian faciles explicados por él.

* ¥ %

Pasamos ahora a desarrollar el tema que hemos. elegido. para
esta ocasién y que se centra, fundamentalmente, en ciertos proble-
mas y desarrollos del Anélisis Funcional, incluyendo cuestiones
abiertas en las cuales se trabaja actualmente.

La teoria clasica de los espacios de Banach descansa sobre cuatro
teoremas bésicos: el teorema de Hahn-Banach, el teorema de
Banach-Steinhauss, el teorema de la aplicacion abierta y el teorema
de la grafica cerrada. En la teoria de los espacios localmente con-
vexos, el teorema de Hahn-Banach tiene una extensién satisfactoria.
No sucede lo misimo con el teorema de Banach Steinhauss, el cual
es solamente valido para la clase de los espacios tonelados,. intro-
ducida por Bourbaki, Con respecto a los teoremas de la aplicacidén
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abierta y de la gréfica cerrada nos ocuparemos, en lo que sigue;
14s detalladamente, y expondremos otros problemas ligados intima--
mente con ellos.

El teorema clasico de la aplicacién abierta afirma que si H y K
son dos espacios de Banach y f es una aplicacién lineal y continua
de H sobre K, entonces f es abierta, es decir f transforma cada sub-
-conjunto abierto de H en un subconjunto abierto de K.

Si Py QO son dos conjuntos cualesquiera y g es una aplicacién
de P en Q, la grifica de g es el subconjunto de los pares (#, f (#))
del producto cartesiano P'x Q, cuando # varia en P.

El teorema clésico de la grafica cerrada puede enunciarse de la
siguiente forma: Si g es una aplicacion lineal entre los espacios de
Banach P y Q, de manera que la grafica de g sea cerrada en el
producto topoldgico P:x Q, entonces g es continua.

Puede demostrarse que los dos teoremas anteriores son equiva-
lentes en la categoria de los espacios de Banach, pero no sucede asi
si se utiliza la categoria de los espacios localmente convexos.

En el afio 1950, en un trabajo conjunto de J. Dieudonné y L.
Schwartz, publicado en los Anales del Instituto Fourier, introducen
dichos autores, inspirados por la teoria de las distribuciones, los
espacios (L F) estrictos v estudian muchas de sus propiedades, uti-
lizando como modelos los espacios de sucesiones de Koéthe. Se pone
de manifiesto en este articulo que el teorema de la aplicacién abierta
s cierto cuando el espacio de partida P, asi como el espacio de llega-
da Q, para la aplicacidn lineal, suprayectiva y continua g de P en Q,
son espacios (L F) estrictos.

Sirva como nota curiosa que, al final del trabajo citado anterior-
mente, figuran diez cuestiones abiertas, que no son faciles de ningdn
modo, con las que se inici6 en la investigacion el célebre matematico
Alexander Grothendieck, dando respuesta a todas ellas en un plazo
muy breve, lo cual sirvié también para que se fijaran en él Dieudonné

v Schwartz.

En el mismo afio 1950, el Profesor Kothe generaliza el teorema
de la aplicacién abierta para espacios (L F) no necesariamente
estrictos.

Un paso més en esta direccién lo da Grothendieck en su famosa
tesis doctoral de 1954, que trata sobre productos tensoriales topolé-
gicos y espacios nucleares, en donde demuestra que si P es un espa-
cio ultrabornolégico, es decir, un limite inductivo de espacios de
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Banach, Q es un espacio (L F) y g es una aplicacién lineal de P
en Q, cuya grafica es cerrada en P por QQ, entonces g es continua.
Dicho matematico, guiado por el deseo de obtener un teorema de
grafica cerrada que incluyera en la clase de espacios de llegada at
espacio D’ de las distribuciones, conjeturd que su enunciado era
cierto para una clase de espacios de llegada, que contenia los espacios
de Banach y era estable para las siguientes operaciones: productos
numerables, sumas directas numerables, cocientes separados y sub-
espacios lineales cerrados. ‘

La primera contribucién a la solucién del problema de Grothen-
dieck se debe a Slowikowski, en el afio 1961. Mas tarde, en el
afto 1966, el matemético ruso D. A. Raikov introduce una clase de
espacios localmente convexos, que, aunque se manejan con dificul-
tad, resuelven totalmente y de una forma positiva la con]etura de
Grothendieck.

Otra solucién al problema de Grothendieck fue dada en 1967
por M. De Wilde, mediante la introduccion de los espacios con redes
de tipo €. La ventaja de la teoria de De Wilde sobre la de Raikov
reside, fundamentalmente, en dos hechos: 1.° Los espacios defini-
dos por De Wilde son faciles de manejar y, en general, no es dificil
comprobar si un espacio tiene una red de tipo €. 2.° No es nece-
sario exigir que la aplicacién lineal tenga su grafica cerrada; hasta
con que sea sucesionalmente cerrada. Es evidente que, desde el punto
de vista practico, resulta mas cémodo utilizar sucesiones que filtros.

En un espacio localmente convexo E, una red es una familia
= {C (ny, By, ..., 1)}

de subconjuntos de E, donde k, n,, #,, ..., % varian en el conjunto
de los niimeros enteros positivos, de manera que se verifica:

E=U{Cm):n =1,2, ..},
Cm) =U{Cln,n):mn, =12 .13 ..,
C (ny, gy ooy mey) = U {C (g, 1y, ooy i) o =1, 2, 0T

Una red M = {€ (ny, #,, ..., )} es de tipo € si, para cada suce
sidén (m); —, existe una sucesién

()=, x>0, k=12 ..,
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tal que si
0 < M <o, 42 €C (g, By ooy M), B =1,2, ... 1,

la serie

A X
E=1

converge en E,

El teorema de la grafica cerrada de Lie wude aice: s1 ¢ es una
aplicaciéon lineal de un espacio ultrabornolégico E en un espacio
localmente convexo F que tiene una red de tipo €, de manera que la.
grafica de g es sucesionalmente cerrada en E x F, entonces g es
continua.

El correspondiente teorema de la aplicacién abierta se puede enun-
ciar de la siguiente forma: sea E un espacio que tiene una red de
tipo €. Si g es una aplicacién lineal de E sobre un espacio ultrabor-
noldgico F, de manera que la grafica de g es sucesionalmente cerra-
da, entonces g es una aplicacién abierta.

A continuacién vamos a decir algunas palabras acerca del teore-
ma de la grafica boreliana de 1.. Schwartz, publicado en 1966. Recor-
demos que una aplicacidén g de un espacio topolégico E en un espacio
topolégico F tiene grafica boreliana si su grafica es un conjunto de
Borel en el producto topolégico E x F. Puesto que cada conjunto
cerrado de E x F es un conjunto de Borel, si g tiene su grafica
cerrada, entonces dicha grafica es boreliana.

Se dice que un espacio topolégico separado es susliniano si es
imagen continua de un espacio métrico completo separable. Es in--
mediato que la imagen continua de un espacio susliniano es susli-
niano y, en particular, el cociente de un espacio susliniano por una
relacién de equivalencia, si es separado, es susliniano. El producto-
numerable de espacios suslinianos es susliniano, asi como la uniém
numerable de subespacios suslinianos de un espacio topolégico de-
Hausdorff. También es susliniano todo subespacio horeliano de un:
espacio susliniano. Los espacios usuales del Analisis Matemitico son:
ultrabornoldgicos y suslinianos, en particular los espacios D, D7,
&, &, Qg, QS", OM; O’M, O y . »

El teorema de la grafica boreliana de L. Schwartz se enuncia
ast. Sea E un espacio ultrabornolégico. Sea F un espacio localmente:
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convexo susliniano, Toda aplicacién lineal g de E en F, cuya grafica
en E 'x F sea boreliana, es continua.

La demostraciéon que da L. Schwartz de su teorema se basa en la
teoria de la medida, y en especial en las dos propiedades siguien-
tes: a) Sean X e Y dos espacios topoldgicos suslinianos. Sea f una
aplicaciéon de X en Y de grafica boreliana. Entonces, para cada
conjunto de Borel B de Y, la imagen reciproca de B por f es medible
para toda medida de Radon sobre X. b) Sea E un espacio ultrabor-
nolégico. Sea F un espacio localmente convexo arbitrario. Enton-
ces, toda aplicacion lineal g de E en F, universalmente medible-
Borel, es continua (Donady).

André Martineau logra liberar al teorema de Schwartz de la teoria
de la medida, publicando en 1966 una prueba basada en las catego-
rias de Baire.

El teorema de la grafica boreliana es muy 1til por lo siguiente:
1.° Puede emplearse en casi todos los espacios importantes de las
aplicaciones. 2.° La definicién de espacio susliniano es muy simple.
3.° No es dificil comprobar, en general, si un espacio es susliniano.

Desde el punto de vista teédrico, el teorema que estamos consi-
derando tiene un inconveniente muy claro: puesto que los espacios
suslinianos son imagenes continuas de espacios métricos, completos
y separables, son también separables, de aqui que no contengan a
los espacios de Banach no separables y, por tanto, el teorema de
Schwartz no generaliza el clasico teorema de la grafica cerrada.

Es natural hacerse la pregunta de si, sustituyendo «grafica bore-
liana» por «gréfica cerrada», la teoria de De Wilde contiene el resul-
tado de Schwartz. Hasta ahora este problema ha permanecido abier:
to. Aunque se conoce el resultado parcial que asegura que todo
espacio susliniano E, sucesionalmente completo, tiene una red de
tipo €, no es conocido si la propiedad sigue siendo cierta supri-
miendo en E la condiciéon de ser sucesionalmente completo.

Pasamos ahora a considerar una extensiéon de los espacios sus-
linianos que es {itil en muchas cuestiones del Anilisis Funcional.
Se trata de los espacios K-analiticos de Choquet. En 1953, G. Cho-
quet publica un trabajo en los Anales del Instituto Fourier, en donde
desarrolla la parte esencial de la teoria de las .capacidades. Dicha
teoria tiene por cuadro natural los espacios K-analiticos, que pueden
definirse como aquéllos espacios topolégicos que son imigenes con-
tinuas de subconjuntos K, 8 de espacios compactos. Una definicidén
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que se emplea bastante de los espacios K-analiticos, en el contexto
de los espacios topolégicos completamente regulares, es la siguien-
te: un espacio topolégico completamente regular T es K-analitico si
existe una aplicacién g de un espacio métrico E, completo y separa-
ble, en las partes compactas de T, de manera que si w es un punto
cualquiera de E y V es un entorno en T del conjunto g (%), enton-
ces g7 (V) es un entorno de & en E.

En 1968, en un articulo publicado en Studia Mathematica, A.
Martineau amplia la teoria de Schwartz para espacios K-analiticos,
obteniendo un teorema de la grafica cerrada en el contexto de los
grupos topolégicos. ’

En la categoria de los espacios localmente convexos, el teorema
de Martineau tiene mayor alcance que el teorema de Schwartz, ya
que la clase de los espacios K-analiticos contiene los espacios de
Banach reflexivos, con las topologias débiles, sean separables o no.
Por otra parte, dicho teorema no generaliza el clasico teorema de
la grafica cerrada, puesto que existen espacios de Banach que no
son K-analiticos.

Es sorprendente el siguiente teorema de Nakamura, que no exige
ninguna condicién de linealidad: sean E y F dos espacios topols-
gicos completamente regulares. Sea g una aplicacion de E en F,
cuya grafica sea cerrada en E x F. Si E es un espacio de segunda
categoria vy F es K-analitico, existe un subconjunto A de primera
categoria en E, de manera que la restriccién de ¢ a E~ A es
continua.

I.A TEORIA DE PTAK

Una aplicacién lineal g de un espacio localmente convexo E sobre
un espacio localmente convexo F es casi abierta si, para cada entor-
no absolutamente convexo U del origen en E, la clausura de g (U)
en F.es un entorno del origen en F. Los espacios-tonelados F . se
caracterizan por la siguiente propiedad: cada aplicacién lineal g de
un espacio localmente convexo arbitrario E sobre F es casi-abierta.

Un espacio localmente convexo E es un espacio de Ptak, o B-com-
pleto, si cada subespacio F del dual topolégico E’ de E, que corta
a cada conjunto equicontinuo A en un conjunto débilmente cerrado
en A, es débilmente cerrado en E’. Si en la definicién anterior se
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toma F débilmente denso en E, se dice que E es un espacio infra-
Ptak o B,~completo. ‘ ,

Es obvio que cada espacio de Ptak es un espacio infra-Ptak. No
se conoce si existe algtin espacio que no sea de Ptak y sea infra-Ptak.

Un teorema de Collins-Ptak afirma que un espacio localmente
convexo E es completo, si cada hiperplano de E’, que corta a los
conjuntos equicontinuos A en subconjuntos débilmente cerrados
en A, es débilmente cerrado en E’. Como consecuencia inmediata
puede afirmarse que todo espacio infra-Ptak es completo.

Cada cociente separado de un espacio de Ptak es un espacio de
Ptak, de aquil que cada cociente separado de un espacio de Ptak es
completo. En la biisqueda de espacios completos que no sean de
Ptak puede utilizarse la propiedad anterior. De hecho los primeros
:ejernplos que se dieron de espacios completos, no de Ptak, tenian
cocientes no completos.

En un simposium de Anilisis Funcional celebrado en Silivri (Tur-
quia), en el afio 1973, presentamos un trabajo en el que demostra-
bamos que si E es un espacio localmente convexo bornolégico,
existe un espacio semi-Montel completo ¥, de manera que E es un
cociente separado de F. Si tomamos para E un espacio normado no
completo, entonces F es un espacio completo que no es de Ptak. Es
facil deducir de aqui, que los espacios completos que no son de Ptak
SON mMuy Nnumerosos.

~ Las dos caracterizaciones siguientes de espacios de Ptak e infra-
Ptak, respectivamente, son ftiles: a) Un espacio localmente con-
vexo E es un espacio de Ptak si, y sélo si, cada aplicacién lineal
vy casi abierta g de E sobre un espacio localmente arbitrario F es
abierta. b) Un espacio localmente convexo E es infra Ptak si, y sélo
si, cada aplicacién biyectiva y casi abierta g de E en un espacio local-
mente convexo arbitrario F es un isomorfismo topolégico.

Los teoremas fundamentales de Ptak se enuncian de la siguiente
forma: a) Si g es una aplicacién lineal y continua de un espacio
de Ptak sobre un espacio tonelado, entonces-g es abierta. b) Cada
aplicacién lineal, biyectiva y continua de un espacio infra-Ptak en
un espacio tonelado es un isomorfismo topolégico.

Una vez que se publico, en el afio 1953, el teorema de la aplica-
cién abierta de Ptak, quedd planteado el problema de averiguar si
los espacios localmente convexos que se utilizan frecuentemente en las
aplicaciones son espacios de Ptak. Los espacios de Fréchet y sus
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duales de Mackey, se demuestra facilmente que son espacios de Ptak,
pero el estudio de los espacios, introducidos por L. Schwartz, D
v D7, con las topologias fuertes, no es tan sencillo. Fue el matemé-
‘tico ruso D. A. Raikov quien demostré en el afio 1961, que el espa-
cio de las distribuciones 7, con la topologia fuerte, tiene un cociente
separado no completo. Hubo que esperar hasta el afio 1971, en que
otro mateméitico ruso, O. G. Smoljanov, demostré que el espa-
cio 9D tiene un cociente separado no completo.

A continuacién vamos a exponer un teorema de Kelley que esta
relacionado con la teoria de Ptak. Sea £ (E) la clase de todos los
subconjuntos absolutamente convexos y cerrados en un espacio local-
mente convexo E. Se puede definir una estructura uniforme U
sobre £ (E) asociando con cada entorno U, absolutamente convexo,
la banda

Ny = {(A,B)€ L (E)x £(E):AcB +U, BC A + U}

Se dice que el espacio E es hipercompleto si .£ (E) es completo
para la estructura uniforme U. Kelley demuestra que el espacio E
es hipercompleto si, y sélo si, cada conjunto absolutamente con-
vexo A del. dual topolégico E’ de E es débilmente cerrado si corta
a cada subconjunto equicontinuo B de E’ en un subconjunto débil-
mente cerrado en B. o . '

Dada una red en £ (E), {A, : i€ 1, >} se dice que es decrecien-
te si A; D A; para ¢'<j. Una red es escalar si contiene p A, para
«cada.¢ > 0 y todo i€ I. El espacio .£ (E) es escalarmente completo
si cada red dg.Céuchy, decreciente y escalar, tiene un limite en £ (E).
El teorema de Kelley dice lo siguiente: un espacio localmente con-
vexo es de Ptak si, y sélo si, £ (E) es escalarmente comnleto.

. El teorema de Krein-Smulian afirma que, en el dual débil de un
espacio. de Fréchet, todo conjunto convexo, que corta a cada sub-
conjunto equicontinuo y cerrado en un conjunto cerrado, es cerrado.
Si un espacio localmente convexo tiene la propiedad anterior, se
dice que cumple la condicién de Krein-Smulian. Si en la categoria
de los espacios localmente convexos, representamos por B, la clase
de los espacios que cumplen la propiedad de Krein-Smulian, por B,,
los hipercompletos, por B,, los B-completos y por B,, los B,-com-
pletos, se tiene evidentemente, que

B, B, B, < B,.
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Si E es la suma directa topologica de una familia numerable de
rectas, O. G. Smoljanov demuestra, en 1971, que E no pertenece a
la clase 8B,, y en el afio 1973, el matematico ruso E. T. Shavgulidze
prueba que E estd contenido en 8B,. Por tanto, se puede afirmar que
la inclusidén 8B, < £, es estricta. Por otra parte no se conoce si algu-
na de las inclusiones B, < B, o B, C B, es estricta.

Respecto a la teoria de Ptak, hemos hablado hasta ahora de con-
ceptos relativos al teorema de la aplicacién abierta. A continuacion
nos referiremos al teorema de la grafica cerrada, para lo cual empe-
zamos definiendo las aplicaciones lineales casi continuas. Una apli-
cacion lineal g de un espacio localmente convexo E en un espacio
localmenté convexo F es casi continua si la clausura de g7* (U) en E
es un entorno del origen, para cada entorno absolutamente convexo U
del origen en F.

Los espacios tonelados se pueden caracterizar por la siguiente
propiedad: un espacio localmente convexo E es tonelado si, y sélo
si, cada aplicacién lineal g de E en un espacio localmente convexo
arbitrario F es casi continua.

También los espacios infra-Ptak pueden caracterizarse median-
te la utilizacién de las aplicaciones lineales casi cantinuas. Se tiene
el siguiente resultado: un espacio localmente convexo F es un espa-
cio infra-Ptak si, y sélo si, cada cada aplicacién lineal g casi conti-
nua, de grafica cerrada, de un espacio localmente convexo arbitra-
rio E en F, és continua.

Como consecuencia de los resultados anteriores se obtiene el teo-
rema de la grafica cerrada, que puede enunciarse en los siguientes
términos: cada aplicacién lineal de un espacio tonelado E en un es-
‘pacio infra Ptak F, caya grafica sea cerrada, es continua.

El teorema anterior se halla implicito en el trabajo de Ptak. Los
matematicos ingleses Alex P. Robertson y Wendy Robertson lo deta-
llaron en un articulo publicado en el afio 1956. A dicho resultado se
le conoce como el teorema de Robertson-Robertson, injustamente, a
nuestro juicio, ya que el mérito de-haberlo.encontrado hay que atri-
buirselo, sin duda alguna, al matemAtico checo Ptak.

Una vez que se publicd el teorema de la grafica cerrada de Ptak,
se planteé el problema de comprobar si los espacios de L. Schwartz
D y D eran infra-Ptak. Para-el espacio de las distribucio-
nes D’ el problema citado qued6 abierto hasta el afio 1974, en el que,
en un articulo publicado en..Mathematischen Annalen, demostramos
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que el espacio D’ no es infra-Ptak y que existe sobre 9D’ una topolo-
gia localmente convexa ©, menos fina que la fuerte, de manera
que D’, con la topologia @, es un espacio tonelade bornolégico que
no es ultrabornolégico. ’

En el afio 1976 hemos encontrado la solucién para el espacio D,
demostrando que 9D no es un espacio infra-Ptak.

El teorema de la grafica cerrada, de Grothendieck, admite una
generalizacién, debida a P. Robertson y W. Robertson, en el con-
texto de la teoria de Ptak, y que se enuncia de la siguiente manera:
sea E un limite inductivo de espacios de Baire. Sea F un limite in-
ductivo numerable de espacios infra-Ptak. Si g es una aplicacidn
lineal de E en F, con grafica cérrada, entonces g es continua.

CLASES MAXIMALES DE ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS DEFINIDAS
POR EL TEOREMA DE LA GRAFICA CERRADA

Sea U una clase de espacios localmente convexos. Representa-
mos por C (U) la clase de todos los espacios localmente convexos,
tales que si g es una aplicacion lineal cualquiera de E en F, E € U,
F€ @ (U), cuya grafica es cerrada, entonces g es continua.

Dado un espacio localmente convexo E [%], la familia {%, : i € I}
de todas las topologias sobre E, mis finas que G, tales que E {G],
i1 €1, es un espacio tonelado, es no vacia, puesto que la topologia
localmente convexa mas fina sobre E pertenece a dicha familia. El
limite inductivo E{GJ] de {E [TS] : i€ I} es un espacio tonelado,
de aqui que G, sea la topologia tonelada menos fina sobre E, que es.
mas fina que B, Al espacio E [G,] se le llama el espacio tonelado
asociado a E{[®]. Si para cada topologia localmente convexa P
sobre E, menos fina que T, se verifica que P, = G., se dice
que E [T] es un espacio I',. Los espacios T,, de acuerdo con um
teorema de Komura, constituyen una clase maximal de llegada, para
el teorema de.la .grafica cerrada, cuando los espacios-de partida som-
los tonelados, es decir, si U es la clase de todos los espacios tone-
lados, € (U) coincide con la clase de los espacios T'.

En el afio 1968, en un articulo publicado en la Revista de esta
Real Academia, dimos una caracterizacién de los espacios T,, utili-
zando propiedades de dualidad. Dicha caracterizacién es la siguien-
te: un espacio localmente convexo E es un espacio I', si, y sélo si,
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dado un subespacio cualquiera G del dual algebraico débil E;* de E,
4de manera que G sea casi-completo y G N E’ sea débilmente denso
en E’, se tiene que G contiene E’.

Sea g una aplicacién lineal de un espacio tonelado E en un espa
¢io I', F, de manera que la grafica de g sea cerrada. Si G es la topo-
logia localmente convexa mais fina sobre F, entonces el dual alge-
braico F* de F coincide con el dual topolégico de I {G]. Si consi-
deramos g como una aplicacién de E en F [T], su grafica es cerra-
da en E x F[T],.y si hesla aplicacién traspuesta de g, su domi-
nio D, es un conjunto denso de Fj*.

Sea A una parte cerrada y-acotada de D, vy sea-{y’, : '€ M} una
red de elementos.de A, convergente en-F,* a 9’ Para cada y € F
existe un namero positivo &, dependiente de v, tal que

| <3 ) [ <k, ¥Ym€M,
por lo que las formas lineales sobre E
Wyt ¥ —> (g &), V), ¥ €E, n€M.

forman un conjunto acotado del dual topolégico débil E’, de E, de
donde se deduce,. teniendo en cuenta que E es un espacio tonelado
vy que la red {47, : » € M} converge puntualmente a la aplicacién

’

xr X —> <g (W>’ 3’>,

«que esta ultima forma lineal es continua y, por tanto, y’ € D,, lo que
pone de manitiesto que A es cerrado en Fg*.

Por otra parte, si consideramos g como una aplicacién de E en F,
su aplicaciéon traspuesta %, tiené su dominio D, denso en el dual
topolégico débil F, de F. Si # € D, , la forma lineal sobre E:

X —> <g (x)) 3,>

es continua, y puesto que 2 pertenece también a F¥, se tiene que &
pertenece a D,, luego D, N T DD, , de donde se deduce que
D, N T es denso en F,. . '

Por tanto, D, es un subespacio casi-completo de F’,, verifican-
dose ademés que D, N F’ es denso en I, por lo que D, D IV, de
aqui que D, = F’, lo que nos indica que g es continua de E en F,
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Ppara las topologias débiles s (E, E'y v o (F, E'). Puesto que E.es
tonelado resulta, finalmente, que g es continua de E en T

Es inmediato que cada espacio infra-Ptak es un espacio. T, de
aqui que el argumento que acabamos de exponer, ponga de: mani
fiesto que la teoria de Ptak puede ser simplificada drasticamente.

En relacién con el teorema de la aplicacién abierta, se puede
definir la siguiente clase de espacios: un espacio localmente~con-
vexo E es un espacio T, si dado un subespacio casi-completo cual-
quiera de Eg*, se tiene que G N E’ es débilmente cerrado en E'.

Para los espacios T' se tienen esfos dos teoremas: 1. Sea E un
espacio I' y sea E un espacio tonelado: Si g es una aphcacmn lmeal
del subespacio L. de E sobre F cuya grafica es cerrada en'E x T,
-entonces g es abierta. 2. Si el espacio 'E o es un espacio T, existe
un espacio tonelado F y una aphcac1on lineal ‘¢ de E sobre' I, cuya
grafica es cerrada, de manera que g no es abierta.

Obviamente, cada espacio T' es un espacio T',. No se 60noc¢ si

existe alglin espacio T, que no sea un_espacio T

- Los espacios I, no necesitan ser ‘completos. Por ‘otra parte, si
E[%] es un espacio T,, el espacio tonelado asociado E [G.]
a E[G] es completo y no tiene por qué ser, necesariamente, ‘ith
espacio infra-Ptak.

Las ideas anteriores pueden utilizarse para definir clases maxi-
males de llegada para el teorema de la grafica cerrada, de la siguien-
te forma: sea U una clase de espacios localmente convexos, cuyas
topologias son las de Mackey, de manera que U contenga los espa-
cios de dimensiones finitas y sea estable para los limites inductivos.
‘Entonces es posible demostrar que. dos condiciones que siguen son
equivalentes :

1. F€C .

2, Dado un subespacio G de F* tal que G N F ‘es débilmente
denso en Ty F [u (F, G)] pertenece a U, entonces G 3 FSi
tomamos para U la clase de los espacios tonelados reencotitraimos
Ta caracterizacién de los espacios T.

Si E[T] es un espacio localmente convexo y {6, : i€ 1} es la
familia de todas las topologias sobre'E, mis finas que! G, ‘de mané-
ta que E[T,] pertenezca a U, para cada i de. I, es inmediato que
1a topologia localmente convexa mas fina sobre E pertenece a dicha
familia. El limite inductivo E [G,f] de {E[B/] : i € I} es un espacio
de la clase U, tal que B, es la menos fina de las fopologias: que
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forman la familia {G, : 1€ 1}, A E [G,] se le llama el espacio asocia
do de clase U de E [T].

Si la clase U tiene la propiedad de contener a un espacio local-
mente convexo E, cuando contiene algin subespacio de E, de codi-
mensién uno, entonces si F{T] pertenece a C (U) y F{T.] es el
espacio asociado a F (& de clase U, se tiene que F [T.] es com-
pleto.

En particular si U es la clase de espacios tonelados y E es un
espacio localmente convexo que posee un subespacio tonelado de
codimensién uno, entonces E es tonelado, de aqui que el espacio
tonelado asociado a un espacio T, sea completo.

Un espacio localmente convexo de Mackey E se dice que es dual
localmente  completo, si cada sucesiéon que converge al origen en
el dual débil de E es equicontinua en E. Si F es un subespacio de la
compleccién de E, que contiene a E; entonces cada sucesién que
converge al origen en F [¢ (F’, F)] es equicontinua en F. Por tanto,
si G[®] pertenece a C (U), siendo U la clase de los espacios de
Mackey dual localmente completos, se tiene que G [B#] es completo.

Representemos ahora por @ (U) la clase de todos los espacios
localmente convexos, tales que si g es una aplicacién lineal cual-
quiera, de un espacio E € O (U) sobre un espacio F € U, cuya gra-
fica es cerrada; g es abierta. Entonces, las dos condiciones que siguen
son equivalentes: '

1. E€0O .

2. Dado un subespacio L. de E* tal que

(E/TJL> [U' (I—{/’LL ’ L)] € 9’[’

siendo L1 el subespacio de E ortogonal a L, entonces LN E es
débilmente cerrado en E’. Si tomamos para U la clase de los espacios
tonelados, la clase @ (W) coincide con la de los espacios T.

Si E[T] es un elemento de O (U) que no pertenece a C (U),
-existe-en E una-topologia localmente convexa P, menos fina que G,
de manera que P, no coincide con T,. Sea J la inyeccién canodnica
de E [B] sobre E[D,]. Puesto que J es continua de E [G] sobre
E [D], la grafica de J es cerrada en E [T] x E [D,] vy, por tanto,
la aplicacién J es abierta, de aqui que P, se identifique con T., lo
cual constituye tna contradiccién. Podemos asegurar, por consiguién-
te, que la clase O (U) esth siempre contenida en la clase € ().
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Aungque no se conoce si cada espacio I', es un espacio I', es posi.
ble construir una clase U para la cual O (U) sea diferente de
C (U). Procederemos de la siguiente forma: sea D el espacio vec-
torial, sobre el cuerpo de los ntimeros complejos, de las funciones
complejas, definidas en la recta real R, que admiten derivadas de
todos los 6rdenes y tienen soporte compacto. Suponemos que D .esté
dotado de la topologia localmente convexa usual. Entonces D es un
limite inductivo estricto de espacios de Fréchet que, de acuerdo con
un resultado dado por el matematico ruso Smoljanov, en 1971, tiene
un cociente separado no completo. Sea U la clase de todos los espa-
cios localmente convexos, tales que si E€ U y g es una aplicacién
lineal, con gréafica cerrada, de E en 9D, entonces g sea continua. Esta
clase U contiene los espacios vectoriales de dimensiones finitas y es
estable para los limites inductivos. Es inmediato que el espacio D
pertenece a C (U). Por otra parte, D es ultrabornologico y, por
tanto, si G es un subespacio cerrado de D tal que D/G no sea com-
pleto, se tiene que D/G es ultrabornolégico y, de acuerdo con el
teorema de la grafica boreliana de Schwartz, dicho espacio pertene-
ce a U. Si D es la topologia de D/G, es obvio que P coincide
con D, y, puesto que D/G no es completo resulta que D/G no per-
tenece a C (U). Si tomamos ahora una topologia localmente con-
vexa 90 sobre D/G, menos fina que <P, de manera que W, sea dis-
tinto de P, y si g es la inyeccién canédnica de D/G sobre (D/G) [W.]],
efitonces ¢ tiene su grafica cerrada y no es abierta. Si ¢ es la aplica-
<ién candnica de D sobre D/G, resulta que g - ¢ tiene la grafica
cerrada en D x (D/G) [MWd] y no es abierta, de donde se concluye
que D no pertenece a O (W).

Conviene hacer notar que pueden existir dos clases de espacios
Tocalmente convexos, U, y U, tales que C (U,) coincida con
© (U,). Dada una clase U, es interesante, a veces, determinar una
clase mas sencilla U ,, de manera que C (U,) sea idéntica a C (U).

Si E y F son dos espacios de Banach de dimensiones infinitas,
en un trabajo reciente hemos logrado demostrar que E es el limite
inductivo de una familia de espacios de Banach iguales a F. Utilizan-
do este hecho, puede comprobarse que si G es un espacio de Banach
cualquiera, de dimensién infinita, U, es la clase que tiene como tinico
elemento G y U es la clase de todos los espacios ultrabornoldgicos,
se puede identificar € (U,) con C (UW).

A continunacién nos vamos a ocupar de las clases maximales de
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espacios localmente convexos, definidas por el teorema de la grafica
cerrada, v cuyos elementos intervienen como espacios de partida en
la formulacién de dicho teorema.

Dada una clase U de espacios localmente convexos, represente-
mos por D (U) la clase de todos los espacios localmente convexos,
tal que si F pertenece a U, E pertenece a D (U) y g €s una aplica-
cién lineal cualquiera de E en F, cuya grafica sea cerrada, enton-
ces g es continua. Si U estad formada por los espacios de dimensiones.
finitas, cualquier espacio localmente convexo pertenéce a D (U).
Por otra parte, si U coincide con la clase de todos los espacios local-
mente convexos, la clase D (U) estd formada por todos los espacios:
localmente convexos cuya topologia sea la localmente convexa.
mas fina. " '

El primer resultado importante para la determinacién de clases:
de la forma D (U) se debe a Mahowald, que en 1960 demuestra.
que si E es un éspacio localmente convexo no tonelado, existe um
espacio de Banach F y una aplicacién lineal g de E en F, cuya gréafica.
es- cerrada, de manera que g no es continua.

Puesto que cada espacio de Banach es un espacio de Ptak, y
cada aplicacién lineal, con grafica cerrada, de un espacio tonelado
en un espacio de Ptak es continua, podemos afirmar que si U es:
la clase de todos los espacios de Banach, D (U) es la clase de los:
espacios tonelados. Por consiguiente, los espacios tonelados forman:
una clase maximal de espacios de partida para el teorema de la.
grafica cerrada.

. Puesto que los espacios ultrabornolégicos son muy importantes:
en las aplicaciones, es natural preguntarse si forman una clase maxi--
mal de espacios de partida para el teorema de la grafica cerrada.
En relacién con la respuesta, vamos a empezar citando un teorema
de Iyahen, que afirma que si F es un subespacio de codimensién uno-
de un espacio localmente convexo E y si & es una aplicacion lineal
de T en el espacio localmente convexo G, con grafica cerrada, existe:
una aplicacién lineal & de E en G, con grafica cerrada, que es una:
extension de k.

Recientemente, hemos demostrado que si E es un espacio de
Banach de dimensién infinita, existe un hiperplano F de E que no
es ultrabornolégico.

Tomemos ahora una clase U tal que D (W) contenga a todos.
los espacios -ultrabornolégicos.” Elijamos un espacio de Banach E.
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de D (U), cuya dimensién sea infinita. Sea F un hiperplano no ultra-
bornoldgico de E. Si G es un espacio cualquiera de U y h es una
aplicacién lineal, con grafica cerrada, de F en G, entonces, de acuer-
do con el teorema de Iyahen, % se extiende a E en una aplicacién
lineal %, cuya grafica es cerrada en E x G. Es inmediato que % es
continua y, por tanto, su restriccidon k a F es continua, de aqui que F,
que es un espacio no ultrabornoldgico, pertenezca a D (U). Esto
nos indica que los espacios ultrabornolégicos no constituyen una
clase maximal de espacios de partida para el teorema de la grafica
cerrada.

Puede obtenerse un teorema de tipo Mahowald para los espacios
ultrabornoldgicos, debilitando la condicién de grafica cerrada, me-
diante la introduccion del ‘concepto de convergencia estricta de
Mackey. En un espacio localmente convexo E, si A es un subcon:
junto absolutamente convexo cerrado y acotado, E. es el espacio
normado- sobre la -envoltura lineal de A, que tiene como bola unidad
cerrada A. Una sucesién (iv,) en E converge a w, estrictamente en el
sentido de Mackey si existe en E un subconjunto B compacto y ab-
solutamente convexo, que contiene a la sucesidn &y, &, &y, .0y Ty -0y
de tal forma que la sucesiéon (w,) converge a 4, en el espacio de
Banach E,. En el caso particular en que E sea un espacio de Fréchet,

toda sucesion convergente converge estrictamente en el sentido de
Mackey.

Se dice que un subconjunto M de E es cerrado para la conver-
gencia estricta de Mackey, si-dada una sucesién cualquiera (x,) en M,
que converge al elemento w, de E para la convergencia estricta de
Mackey, se tiene que w, pertenece a M. _

Si g es una aplicacién lineal de un espacio ultrabornolégico E en
un espacio de Fréchet F, de manera que la grifica de g es cerrada
en E x I para la convergencia estricta de Mackey, entonces g es
continua. Por otra parte, si el espacio localmente convexo E no es
ultrabornolégico, existe una aplicacién lineal g de E en un espacio
de Banach F, de manera que g no es continua y su grafica es cerra-
da en E x F para la convergencia estricta de Mackey. :

Si la clase U estd formada tnicamente por el espacio de Ba-
nach ¢,, N. J. Kalton demuestra, en 1970, que D (U) es la clase
de todos los espacios E tales que en el dual topoldgico débil de E,
cada sucesién de Cauchy es equicontinua. También prueba dicho
autor que si la clase U estd formada por el espacio C [0, 1] de las
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funciones reales o complejas, definidas y continuas en [0, 1], con
la topologia de la convergencia uniforme, entonces D (U) consiste
de todos los espacios localmente convexos E con la propiedad de
que cada subconjunto acotado, absolutamente convexo y metrizable,
del dual débil de E, es equiconjunto.

En un articulo que publicamos en Archiv Mathematik, en 1974,
estudiamos nuevas clases maximales de espacios localmente convexos,
definidas por el teorema- de la grafica, mediante la utilizacién del
concepto de convergencia de Mackey. En un espacio localmente con-
vexo E una stcesion (#,) es de Cauchy para la convergencia de
Mackey, si existe un conjunto acotado B en E, absolutamente con-
vexo y cerrado, de manera que (,) es una sucesién de Cauchy
en Ejp. Se dice que el espacio E es localmente completo, si cada
sucesién de Cauchy para la convergencia de Mackey, converge en E,
Esto es equivalente a afirmar que para cada subconjunto acotado A
de E, absolutamente convexo y cerrado, el espacio normado E, es
completo. Se dice que el espacio E es dual localmente completo, si
su dual débil es localmente completo.

Un primer resultado de tipos Mahowald para los espacios local-
mente convexos, utilizando el concepto de convergencia de Mackey,
es el siguiente: sea F un espacio de Banach de dimensién infinita.
Si un espacio localmente convexo E no es dual localmente comple-
to, existe una aplicacion lineal g, con grafica cerrada, de E en F,
que no es débilmente continua.

Se dice que un espacio localmente F es un espacio A,, si cada
'subespacié G localmente completo del dual algebriico débil de F,
que corta a E’ en un subespacio débilmente denso, contiene E’. Se
tienen los siguientes teoremas: a) Sea E un espacio dual localmente
completo. Sea F un espacio N, Si g es una aplicacién lineal de E
en F, cuya grafica es cerrada, entonces g es continua. b) Si un
espacio localmente convexo F no es un espacio A,, existe un espa-
cio E, dual localmente completo, y una aplicacién lineal inyectiva
de E sobre F, cuya grafica es cerrada, de manera que g no es con-
tinua. ¢} Un espacio localmente convexo E es dual localmente com-
pleto si, v sélo si, cada aplicacién lineal g de E en [2, cuya grafica
sea cerrada, es continua.
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Espac1os BAIRE-CONVEXOS Y EL TEOREMA DE LA GRAFICA CERRADA

En la primera edicién del famoso libro sobre espacios vectoriales
topolégicos, del Profesor Kothe, se pregunta si cada espacio de
Montel es completo. En el afio 1964, el matemético japonés Yukio
Komura responde a dicha cuestién dando un ejemplo, bastante com-
plicado, de un espacio de Montel no completo.

~ En el afio 1968, Amemiya y Komura, en un trabajo conjunto publi-
cado en Mathematischen Annalen, construyen un ejemplo, mucho
méas simple, de espacios de Montel no completo. En dicho trabajo,
encuentran el resultado que afirma que si en un espacio localmente
convexo, metrizable y tonelado, existe una sucesién creciente (A,)
de subconjuntos absolutamente convexos y cerrados, cuya unién sea
€l espacio total, uno de los conjuntos A, tiene interior no vacio,
v como consecuencia es un entorno del origen. La propiedad ante-
rior tiene cierta semejanza con la propiedad de Baire de los espacios
métricos completos, con la diferencia de que, en este caso, la sucesiéon
de conjuntos no tiene por qué ser creciente, ni cada uno de ellos
debe de ser, necesariamente, absolutamente convexo.

‘El teorema de Amemiya y Komura sirve de base para la siguien-
te definicién: un espacio localmente convexo E es Baire-convexo
si dada una sucesién creciente cualquiera de subconjuntos de E,
absolutamente convexos y cerrados, cuya unién sea E, uno de dichos
conjuntos debe tener interior no vacio.

Una sucesion creciente (k,) de ntimeros enteros positivos se dice
que tiene densidad cero si’
kﬂ

n>0

Sea E el subespacio denso del espacio de Banach I* que estd formado
por todas las sucesiones (a,) que son elementos de ' y cuyas coorde-
denadas son nulas salvo para un conjunto de subindices de densidad
cero. Entonces es facil de comprobar que E es un espacio tonelado y,
por tanto, que E es Baire-convexo. Por otra parte, si H, es el hiper-
plano cerrado de E, formado por aquellas sucesiones, cuyas coorde-
nadas n-ésimas son nulas, se tiene que E es la unién de la familia
de los conjuntos cerrados {H tn=1,2, ...}, v cada uno de estos
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conjuntos tiene interior no vacio, de aqui que E no sea un espacio
de Baire. Por tanto, en la clase de los espacios localmente convexos,
la subclase de espacios de Baire es estrictamente menos amplia que
la de los espacios Baire-convexos.

Los eépacios,‘Baire—convexos tienen buenas propiedades de esta-
bilidad: 1. El cociente separado de un espacic Baire-convexa es
Baire-convexo. 2. El producto de espacios Baire-convexos es Baire-
convexo. 3. Cada subespacio de codimensién numerable de un espacio
Baire-convexo es Baire-convexo. 4. Si la compleccion de un espacio
tonelado E es de Baire, entonces E es Baire-convexo.

Aunque se 'sabe, por un teorema de Bourbaki, que el producto
de espacios de Fréchet es un espacio de Baire, y, por un resultado
de Oxtoby, que el producto de espacios métricos, separables y de
Baire, es un espacio de Baire, no es conocido si el producto de espa-
cios localmente convexos y de Baire es un espacio de Baire.

Wilanski y ‘Klee conjeturan que cada hiperplano de un espacio
de Banach es un espacio de Baire. Hasta ahora, los esfuerzos de
los mateméaticos para resolver este problema no han tenido éxito.

En relacién con los espacios Baire-convexos vamos a exponer urr
teorema de la grafica cerrada, debido al matematicy americano S.
Saxon. Sea F un espacio localmente convexo y sea (F,) una sucesiéon
creciente de subespacios de F, cuya unién sea F. Supongamos que
en F, existe una topologia ©,, mas fina que la inicial, de manera que
F, [%,] sea un espacio de Banach, cuya bola unidad sea B,. Supo-
nemos ademas que la inyeccion canoénica de F, [G,] en F,,, [C...]
es continua. Puesto que B, es un conjunto acotado de F,,, [B...].
<e puede calcular una sucesidn (a,) de ntimeros positivos, tal que,
para cada ntimero natural =, a, B, esti contenida en a,,, B,,,. Si g es
una aplicacién lineal, con grafica cerrada, de un espacio Baire-conve-
xo E en F, entonces la sucesién de subconjuntos de E, (g-* (a. B.)),
es creciente, su unién coincide con E, y cada uno de estos conjuntos.
¢s absolutamente convexo. Por otra parte, existe un entero positi-
vo p tal que la clausura de g7' (a, B,) en E es un entorno del origerr
en E. Si E, es la envoltura lineal de g (ap B,), la restric-
cién- 'g,, de g a E, es una aplicaciéon casi continua de E, en
F, [T,] y, puesto que este Gltimo espacio es un espacio de Banach
y, -por tanto, es un espacio de Ptak, g, es continua. A partir de aqui,
un breve argumento muestra que g es continua.

" Una - forma de enunciar el teorema de Saxon es la siguiente:
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sea E un espacio Baire-convexo. Sea F un espacio L B. Si g es
una aplicacidn lineal, con gréfica cerrada; de E en F, entonces g es
continua. Puede demostrarse, utilizando el teorema de Saxon, que
todo espacio L B meétrizable es un espacio de Banach. Puesto que
existen espacios L F metrizables y no completos, podemos asegurar
que en el teorema de la grafica cerrada citado anteriormente, no se
puede sustituir L B por L F,

Se dice que un espacio localmente convexo es un espacio infra-
Baire si existe un espacio G de Baire, tal que E es un subespacio
de G de codimensién finita. Obviamente, cada espacio infra-Baire
es un espacio Baire-convexo. A continuacién citamos dos resultados
que hemos obtenido en relacién con los espacios infra-Baire: a) Sea
E la envoltura localmente convexa de la familia de espacios infra-
Baire {E,:i€1}, y sea F la envoltura localmente convexa de la.

oo
sucesién (F,) de espacios T,, tales que U F, = F. Sean L y G dos:
n=1
subespacios de E, tales que L es complemento algebraico de G
y L N E; es de codimension numerable en E,, 1 € 1. Si % es una apli-
cacién lineal de L en F, cuya grafica es cerrada en E x F, enton-
ces u es continua, E es la suma topolégica de L y G, y la topologia.
de G es la topologia localmente convexa mas fina. b) Sea G la en-
voltura localmente convexa de la sucesion (E,) de espacios T, tales:

o
que E = U E,. Sea F la envoltura localmente convexa de la fami-
n=1

lia de espacios infra-Baire {I,::€1I}. Sea u una aplicacién lineal
del subespacio L. de E en F, de manera que u (LYN F, es de codi-
mension numerable en ¥,, 7€ 1. Si la grifica de u es cerrada
en E x F, y G es un subespacio de ¥, complemento algebraico-
de u (L), entonces u es abierta, G es un complemento topoldgico-
de u (L), y la topologia de G es la topologia localmente convexa:
mas fina. '

UN TEOREMA DE WENDY ROBERTSON

En 1971, Wendy Robertson, en un Coloquio de Anélisis Funcio—
nal celebrado en Burdeos, da un teorema de grafica cerrada que
permite contemplar bajo un mismo punto de vista diversos resul-
tados. Su trabajo estd fundamentado sobre el método de Kelley,
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utilizando ciertas estructuras uniformes sobre el espacio de los sub-
conjuntos del espacio de llegada. Vamos a indicar a continuacién
Jas ideas fundamentales sobre las cuales se basa dicho teorema.
Sean E y F dos espacios vectoriales topolégicos separados cuyas
‘topologias son £ y m, definidas por las bases de entornos equilibra-
dos del origen U y P, respectivamente. Sea W una base aditiva
de filtro de partes equilibradas de F, es decir, una base de filtro tal
que dado un elemento W, de 9 existe un elemento de W, de 940, de
manera que W, + W, estd contenido en W,. Se define sobre el
conjunto de todas las partes & de F una eéstructura uniforme, re-

presentada por ¢, _torhandb como base de bandas
W ={(A B :AcB+ W, BC A+ W} para cada W € @,

Cuando W) coincide con P se obtiene la estructura uniforme de
Hausdorff 7, derivada de la topologia =, y que ha sido estudiada
por Kelley para los espacios localmente convexos. Sea S una base
de filtro sobre F de partes equilibradas, de manera que si A € A,
existe un elemento A’ en A que verifica A''+ A'C Ay, para
cada ¢> 0, p A € A. Se dice entonces que A es una red lineal. '
Si g es una aplicacion lineal de E en F, g (U) es una red lineal
en el conjunto &B de las partes equilibradas de F. La aplicacién g es

continua si g (U) converge 4 {0} en w. Si g (U) es n-convergente,
su limite . es

N{g@:UeU} =N {g(U) + V:U€EU, VEPD}

v el segundo miembro de la igualdad anterior es {0} si, y sdlo si, la
grafica de g es cerrada. Asi, para probar .un- teorema de grafica
<cerrada, basta elegir 4@ de manera que

(1) Toda red lineal {-Cauchy en B sea n-convergente.

(2) g£* (W) sea un enterno del origen en E para cada W € W.
Se tiene el siguiente teorema: sean E y F dos espacios vectoriales
topolégicos. .Sea g una aplicacién lineal de E . en F, cuya grafica es
cerrada. Sea @) una base aditiva en F, de manera que se-cumplen (1}
¥ (2). Entonces g es continua.
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ANALISIS FUNCIONAL SOLOVAYANO

Actualmente, hay tres maneras diferentes de considerar el Anéli-
sis Funcional: 1.° El Analisis Funcional Constructivo, en cuyos mé-
todos de razonamiento se admite el axioma de eleccién sélo en el
caso numerable, es decir, se supone que en cada sucesion de con-
juntos disjuntos puede tomarse un elemento de cada uno de ellos
para formar asi un nuevo conjunto. Puede encontrarse una buena
exposicion del Anilisis Funcional Constructivo en la conocida obra
de Garnir, De Wilde y Schmets. 2.° El Anilisis Funcional Clasico,
que ‘utiliza libremente el axioma de eleccién. 3.° El Analisis Funcional
Solovayano, que se diferencia del Anilisis Funcional Clasico en que
se sustituye el axioma de eleccién por el axioma de Solovay.

El axioma de eleccién puede formularse de la siguiente forma:
dada una coleccién U de conjuntos, se puede definir una aplica-
cién ¢ de U en la unidn de todos ellos, de manera que ¢ (A) perte-
nezca a A, para cada A de U.

Otra forma equivalente a la anterior, viene dada por el lema
de Zorn, que asegura que cada conjunto ordenado inductivo tiene
un elemento maximal.

Aunque el axioma de eleccién, en su forma mas general, permite
probar la existencia de entes mateméticos, sin aportar un proceso
de construccién de estos entes, se utiliza sin ningiin escripulo desde
el momento que Godel prueba, en 1940, que dicho axioma no con-
duce a contradiccién cuando se le afiade el Analisis Matematico
Constructivo. Sin embargo, ciertos matemticos han puesto reparos
en su utilizacién por obtenerse, a veces, resultados que chocan a la
misma intuiciéon ordinaria. Sirva de ejemplo la paradoja de Banach-
Tarski, que dice lo siguiente; en el espacio euclideo de dimensién
tres, una esfera de radio uno, puede dividirse en un ndmero finito
de trozos, de manera que, usando solamente rotaciones y traslacio-
nes, pueden reconstruirse con estos trozos dos esferas, cada una de
ellas de radio uno.

Alguien ha dicho, no sin cierto humor, que esto parece un mila-
gro, que recuerda a aquél que realizara Jestis de la multiplicacién
de los panes y los peces. Realmente, podriamos calificar la paradoja
de Banach-Tarski como el milagro matematico de la multiplicacién
de las esferas.
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Si en el espacio euclideo tridimension se somete a un movimiento
rigido un conjunto medible Lebesgue, su medida permanece inva-
riable, por tanto, es facil de deducir que, en la demostracién del
resultado de Banach-Tarski, alguno de los trozos en los que queda
dividida la esfera debe de ser no medible Lebesgue. De aqui se deduce
que si se admite que cada conjunto en R? es medible Lebesgue, la
multiplicacién de las esferas no puede llevarse a efecto.

Aunque se ha intentado, frecuentemente, construir conjuntos no
medibles Lebesgue, no se ha encontrado forma de hacerlo. Las difi-
cultades aparecidas hicieron nacer la creencia de que quiza esto fuera
imposible. Todas las demostraciones de la existencia de conjuntos
no medibles Lebesgue no eran constructivas; en efecto, utilizaban
el axioma de Zorn.

En el afio 1971, Solovay aclara el anterior problema y pone de
manifiesto que en el Analisis Matematico Constructivo es imposible
demostrar la existencia de conjuntos no medibles Lebesgue. Enton-
ces Solovay introduce su axioma, que puede formularse en los
siguientes términos: cada funcién real definida en el espacio -eucli-
deo #n-dimensional es medible Lebesgue.

El resultado fundamental de Solovay, que permite usar libremen-
te el anterior axioma, es el siguiente: se puede afiadir el axioma de
Solovay al Anilisis Matematico Constructivo sin que por esto se
llegue a ninguna contradiccién.

Al Analisis Funcional que utiliza el axioma de Solovay, en vez
del axioma de Zorn, se le llama Anéilisis Funcional Solovayano.

Es interesante notar que resultados que pueden ser ciertos en el
Anélisis Funcional Clasico pueden ser falsos en el Anélisis Funcio-
nal Solovayano.

Desde el momento en que Solovay publica su trabajo queda
abierta una via muy amplia para la investigacién. Dicha via consiste
en fundamentar y desarrollar todo el Andlisis Funcional Solovayano.

En esta direccidén se han conseguido ya algunos resultados inte-
resantes, aunque, como es logico, dado que son pocos los afios
dedicados a esta investigacién, estd casi todo por hacer. , '

Vamos a empezar haciendo algunas consideraciones sobre la exis-
tencia de funcionales lineales no continuas, y después hablaremos
sobre el teorema de la grafica cerrada. -

Si en el intervalo real compacto [0, 1] consideramos el espacio
vectorial E, sobre el cuerpo de los niitmeros reales, cuyos elementos
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son las restricciones de los polinomios reales a dicho intervalo, el
espacio E tiene una base algebraica numerable

P, @), P, (), ..., Pu (#), ...,

de manera que P, (#) es la restriccion del monomio 4™ al interva
lo [0, 1]. Si P (#) pertenece a E, tomamos como norma en E

1P @) | = sup {| P @) | o€ [0, 1]).
Podemos construir ahora una forma lineal f en E, poniendo:
f(Pn(#)) =n

v definiendo, por linealidad, el valor de f en los restantes polino-
mios. Puesto que

P )= sup {2 :w€0,1]) =1,

se tiene que f es una forma lineal sobre el espacio normado E,-que
no estd acotada en el conjunto acotado

(P, (@), P, @), ..., P(@), -},

de aqui que dicha forma lineal no sea continua.

El anterior ejemplo pone de manifiesto que en el Analisis Fun-
cional Solovayano hay-espacios normados sobre los cuales. se pueden
definir formas lineales no continuas. Por otra parte, es sorprendente
el hecho de que sobre cualquier espacio de Fréchet y, en particular
sobre cada espacio de Banach, cada forma lineal sea continua. Puede
afirmarse mis ain: sobre cada espacio de Fréchet, cada semi-norma
es continua. El resultado anterior, que utiliza para su prueba la
medida de Haar, se debe al matemAitico danés Christensen.

Si F es un espacio de Fréchet definido por la sucesién creciente
de semi-normas (p,), v p es una semi-norma no continua sobre F,
existe una sucesiéon (x,) en F tal que.

D pulr) <oo y lim p(x) = + o

ne=1 n>w

31



Consideremos ahora el conjunto de Cantor C, en la recta real R,
definido por todos los nimeros reales cuya forma decimal es

4
0Va a,..0,...,

en donde @, toma los valores uno o cero, # = 1, 2, ...
Se define sobre C una operacidon #, de manera que si

o =0 Ay Qg voo Ty ...
B =0058,0b,..0s..
Yy=07¢ ¢, 0n ...

v es igual a w x B si, y sélo si,
Cp = Gy + bn

sia, o b, esigual a cero, y ¢, =0, si @, =1y b, = 1. La operacién
anterior es asociativa y commutativa. Tiene elemento neutro: el
0000 ...0... Y el opuesto de « es el mismo «. Por tanto, G, con
dicha operacién, es un grupo conmutativo.

Si en el subconjunto C de R, la sucesién (a,) converge a « y la
sucesién (B,) converge a B, es inmediato que &, x 8, converge a « * 8.
Por otra parte, si 8, es el inverso de «,, en el grupe G, la suce-
sién (8,) converge en R al inverso en C de «. Esto nos indica que,
con la métrica euclidea, € es un grupo topolégico.

Dada una sucesion (v,) de elementos de € y un nfimero naturat
cualquiera m, se tiene que

Zw' P (oy #p) = 2‘0 Ty P (£,) < Zw: P (2,) <00

” = m n=m 7 =m

por lo que la serie

o
2‘ Ay Ky
n=1

es convergente,
Consideremos los conjuntos

oo

Cn=1{a€C:p (Zanﬂ:n) <m}, m=1,2 ..

n=1
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Se tiene entonces que

Construimos ahora una medida de Haar positiva ¢ en €, de manera
que ¢ (€) = 1. Puesto que, por el axioma de Solovay, los conjun-
tos &, son medibles, existe un entero positivo m, tal que g (Cp ) >0,
de donde se deduce que podemos hallar un nimero positivo ¢, tal que

ColsCp={asp : 0€C,L  BE€EC, ) DweEC: |x|<s)

y

El elemento ¢, de €, que tiene todas sus cifras iguales a cero, salvo

la que ocupa el lﬁgar k, pertenece-a 6’;01 % Cp, A partir de un cierto

valor k,. Podemos hallar, pues, dos elementos «® y ¥ en ©,, tales
que

ey = AL @(k)’
lo cual indica que

0.(k) - B(k) = 4 ex.

Por tanto,

+owy = i’ P — i’ﬁfﬁ) Ly

n=1 #n=1
de aqui que

L oo

P <p (Do w) +p (D8P w) <2mg para k> k,

n=1 n=1

lo cual es una contradiccién. Podemos afirmar, por consiguiente,
que p es una semi-norma continua. -

Es interesante insistir sobre el hecho de que, en el Anilisis Fun-
cional Clasico, si F es un espacio de Banach de dimensién infinita,
posee una base de Hamel {#,: i€ I}, tal que ||w,| = 1, para cada
i de I. Si extraemos una sucesién (\x_i") de la base de Hamel y defi-
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nimos una forma lineal g sobre F, de manera que g (#; ) sea igual
any g () sea cero, para i distinto de 4,, » = 1, 2, ..., entonces g
es una forma lineal no continua sobre F, resultado que estid en con-
tradiccion con lo que acabamos de obtener anteriormente para el
Analisis Funcional Solovayano.

Si E es un espacio localmente convexo y B es un subconjunto
de E, compacto y absolutamente convexo, cada semi-norma p sobre E
se restringe sobre el espacio de Banach Ep en una semi-norma. Por
el teorema de Christensen, dicha restriccidon es continua. Por tanto,
si E es un espacio ultrabornoldgico, cada semi-norma sobre E es
continua.

Supongamos ahora que tenemos una aplicacién lineal cualquiera g
de un espacio ultrabornolégico E en un espacio localmente con-
vexo F. Si V es un entorno del origen en F, cerrado y absoluta-
mente convexo, su imagen inversa g~* (V) es un subconjunto de E,
absolutamente convexo y algebraicamente cerrado. Su calibrador p
es una semi-norma, y puesto que E es ultrabornolégico, dicha semi-
niorma es continua. Dado que g~ (V) coincide con el conjunto de
los puntos & de E, tales que p (#):i< 1, resulta que g (V) es un
entorno del origen en E, de aqui que g sea continua.

El hecho de que cada aplicacion lineal de un espacio ultrabor-
nolégico E en un espacio localmente convexo F sea continua, es
realmente sorprendente, y pone de manifiesto que, dentro del Ana-
lisis Funcional Solovayano, el teorema de la grafica cerrada es com-
pletamente superfluo.

Termino estas palabras agradeciendo la atencién que me han pres-
tado. Nada mas. Muchas gracias.
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York, 1975.
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thematik», Vol. XXVI, Bassel und Stuttgart, Birkhduser, 1975.
On quasi-completeness and sequential completeness tn locolly
convex spaces. «Journal fir die reine und angewandte Mathe-
matik», Band 276, Berlin-New York, 1975. '
Algunos teoremas de inmersion en espacios topoldgicos sepa-
rables. «Rev. Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales», de Madrid (Homenaje al Profesor Lora), 1975.

On countable locally convex direct sums. «Archiv. der Mathema-
tikn, Vol. XXVI, Fasc. 4, Bassel und Stuttgart, Birkhiauser,
1975.

On B,-completeness. «Annales de 1'Institut Fouriern, T. XXV,
Fasc. 2, Grenoble, 1975.

Algunos resultados sobre completitud en espacios localmente
convexos. «Collectanea Mathematicay, Vol. XXVI, Fasc. 2.°,
1975,

On metrizable locally convex spaces. «Archiv der Mathematiky,
Vol. XXVII, Fasc. 1, Bassel und Stuttgart, Birkhiuser, 1976.
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. T. XXVI, ntms. 2-8, Madrid, 1976.

Some news results on weak compactness. «Journal of Function-
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mic Press, 1977.

38



bo

10.

11.

TESIS DOCTORALES DIRIGIDAS POR EL PROFESOR VALDIVIA

Desarrollos asintdticos y familias compactas de funciones holo-
morfas con valoves vectoriales. Tesis de D. M. Loépez Pellicer.
Calificada con Sobresaliente «cum laudey, 1969.

La teorta de la dualidad en los espacios vectoriales topoldgicos
localmente convexos. Tesis de D. A. Marquina Vila. Califica-
da con Sobresaliente «cum laude», 1973.

Sobre ciertas clases de espacios semi-tonelados. Tesis de D. P.
Pérez Carreras. Calificada con Sobresaliente «cum laudey, 1973.
Resultados en dos nuevas clases de espacios localmente con-
vexos. Tesis de D. J. Motos Izquierdo. Calificada con Sobre-
saliente «cum lauden.

Sobre dualidad en ciertas clases de espacios localimente con-
vexos. Tesis de D. J. Lloréns Sanchez. Calificada con Sobre-
saliente «cum laudey, 1974.

Propiedades de los espacios de sucesiones: o-dualidad y espa-
¢ios casi-perfectos. Tesis de D. J. Antonino Andreu. Calificada
con Sobresaliente «cum laudey, 1974.

Estudio de cievtas topologias definidas sobre espacios wvecto-
riales. Tesis de D. M. Sudrez Ferndndez. Calificada con Sobre-
saliente «cum lauden, 1975.

Sobre ciertos subanillos de funciones continuas. Tesis de D. C.
Martinez Carracedo. Calificada con Sobresaliente «cum laude».
Anillos de funciones continuas v realcompactacidn. Tesis de
D. M. Sanz Alix. Calificada con Sobresaliente «cum laude», 1975.
Compacidad débil en -espacios localmente convexos. Tesis de
D. V. Montesinos Santalucia. Calificada con Sobresaliente
«cum laudeyn, 1976.

Algunos problemas topoldgicos en espacios completamente re-
gulaves. Tesis de D. J. Blasco Olcina. Calificada con Sobre-
saliente «cum lauder, 1976.
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DISCURSO DE CONTESTACION

DEL

EXCMO. SR. D. GERMAN ANCOCHEA QUEVEDO



Excmo. Sr. Presidente.
Sres. Académicos.
Sefioras y Sefiores:

Es para mi hoy dia de profunda satisfaccién al recibir, en nom-
bre de nuestra Academia, a un matematico de méritos tan relevantes
como merecido es su renombre en el mundo actual de nuestra cien-
cta. Me enorgullezco de contarme entre los primeros que, en nues-
tro pais, supieron justipreciar el valor de su saber y preveer la im-
portancia que su brillante quehacer habia de adquirir en breve espa-
cio de tiempo. Mi mérito es mayor si se tiene en cuenta, de una
parte, que mi juicio y previsién datan de antes de haber tenido el
placer de conocer personalmente a Valdivia y, de otra, que su campo
de trabajo no es precisamente aquel en que mis limitados conoci-
mientos operan con mayor soltura.

Antes de entrar en materia, quiero expresar mis mas sinceras
gracias a nuestro Presidente y a la Academia por haberme enco-
mendado esta entrafiable tarea.

% % %

Es costumbre, aunque no norma imperativa, que, en estas cir-
cunstancias, el que recibe haga una glosa del discurso del recipien-
dario. Labor siempre dificil y, en el caso presente, mis bien impo-
sible. Ante la profunda y densa leccién de Valdivia, nada de lo que
yo pudiera afiadir, en espacio de tiempo forzosamente reducido,.
podria servir para facilitar de modo apreciable la comprensién de
tanto saber como en ella se encierra. Ya seria ardiaia labor poder
guiar al auditorio a través de la enmarafiada selva de su terminolo-
gia. Inftil pensar en la posibilidad de dar, en pocas palabras, idea
de lo que es un espacio bornoldgico o tonelado o infra Ptak, incluso
hablando a matemiticos profesionales. Ni aun con la esperanza de
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satisfacer nuestro patridtico orgullo, sabiendo que al final aparecen
unos espacios de Valdivia que, aun sin necesidad de penetrar hon-
damente en su significado, son algo nuestro porque son de Valdivia.

Renunciando pues a una glosa detallada, queda, en el caso pre-
sente, la estricta obligacién de sefialar el hecho de que, aunque la
ejemplar modestia de nuestro nuevo colega no lo haya puesto sufi-
cientemente de relieve, en la mayor parte sino en todos los resul-
tados importantes que perfilan el estado actual del AnAlisis funcional,
estado que él nos ha descrito con profundo conocimiento aunque,
digdmoslo también, con abundantes tecnicismos por desgracia im-
posibles de soslayar, la contribucién de Valdivia ha sido y es de
capital significacién.

¥ ¥ ¥

Paso ahora a considerar algunos hitos esenciales de su magni-
fico curriculum. Nace Valdivia, en 1928, en Martos. Hace sus estu-
dios de bachillerato en su ciudad natal, obteniendo brillantes cali-
ficaciones en todas las asignaturas, sin que aparezca visible una
predileccién marcada por las matematicas.

Inicia en Madrid sus estudios superiotes como alumno de la Fa-
zultad de Derecho. Los motivos de su eleccién no son de tipo voca-
cional, estan mas bien forzados por imperativos de orden econémico.
No llega, sin embargo, a concluir el primer curso. Abandona lo que
podriamos llamar sus veleidades juridicas y se dedica intensamente
a la preparaciéon para el ingreso en la Escuela Superior de Ingenie-
ros Agrénomoes. En su nueva inclinacién influye de modo decisivo
un hecho accidental: algunos compafieros de alojamiento en Madrid
preparan el ingreso en dicha Escuela; Valdivia observa el hecho
a primera vista paradéjico de que, con sélo sus conocimientos mate-
maticos adquiridos durante el bachillerato, es capaz de resolver los
problemas que se resisten a sus compafieros, veteranos de varios
afios de preparacién. Decide probar sus fuerzas en esa direccién y
pronto realiza con éxito las pruebas de ingreso. Una vez en la
Escuela, simultanea jnecesidad obliga! las tareas de estudiante con
las de profesor en la Academia Claret, en la que antes habia hecho
su preparacién ‘para Agrénomios. Exphca entonces mateméticas, ge-
nética y fisico-quimica, tanto en la Academia Claret .como en nume-
rosas . clases ‘particulares. Debido a la abrumadora labor de ense-
fiante, sus estudios en la Escuela no presentan nadaespecialmente:

o



destacable. Es, sin embargo, en esta época cuando sus preferencias
por las matematicas comienzan a sefialarse.

Al terminar la carrera de -Ingeniero Agrénomo (1959), obtlene
una beca -en Investigaciones agrondmicas y, al mismo tiempo, es
nombrado Profesor Adjunto de Matemaiticas en su Escuela. Cons-
ciente ya de su vocacién matemdtica, aprueba, con trabajo de forza-
do, en dos afios las asignaturas de la licenciatura en Ciencias mate-
maticas en la Universidad Complutense (1961). De su paso meted-
rico por nuestra Facultad; como alumno libre, he recogido hace
pocos dias de boca de uno de sus compafieros ocasionales, hoy
distinguido Profesor en una Universidad canadiense, un detalle que
refleja y haria presagiar la facultad de sintesis y la facilidad creadora
que han sido caracteristicas de la labor posterior de huestro nuevo
compafiero. En visperas de un examen decia Valdivia: de las asig-
naturas no me interesa estudiar mas que las ideas fundamentales,
las demostraciones de los teoremas que se presenten ya me encar-
garé yo de elaborarlas en cada caso.

En 1961 alcanza el Grado de Doctor Ingeniero Agrénomo.

Licenciado en matematicas, nuestro compaflero Maravall lo pone
en contacto personal con Ricardo San Juan, quien, desde el primer
momento, aprecia las extraordinarias dotes de Valdivia y con brusca
sinceridad, descuidando ingenuamente el evidente trasfondo econé-
mico, le reprocha el tiempo dilapidado en estudios y trabajos no
matematicos. Bajo la direccién de San Juan elabora su tesis docto-
ral, que leida en 1963 obtuvo la calificacién de Sobresaliente |sin
laude!, sobre cuestiones de limites de funciones absolutamente con-
tinuas con distintos tipos de convergencia. Tema que, el mismo San
Juan, consideraba un poco al margen de las corrientes de interés
vigentes entonces en matemAiticas. Por {idelidad a San Juan, quien
gustaba comentar con Valdivia sus resultados a medida que aquél
los iba obteniendo, continué algtin tiempo en la misma direccién y
fruto de sus trabajos en dichos dominjos fueron tres articulos publi-
cados en nuestra Revista (1963-65).

En 1965 obtiene, en brillantes oposiciones y con el niimero uno,
una catedra de Analisis matematico- en la Universidad de Valencia.
A fines de 1967 se produce un cambio esencial de rumbo en las
investigaciones matematicas de Valdivia, que habia de situarlo en
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el camino, seguido desde entonces, a lo largo del cual ha cosechado
los brillantes y numerosos resultados que le han dado justo renom-
bre en el mundo matematico. El viraje se produce, o al menos coin-
cide, con el estudio del libro de Schaefer: Topological wvector
spaces. Su nueva aficién resulta patente si se comsidera que, entre
los trabajos publicados siguiendo la direccién marcada por San Juan
y los que corresponden a sus actuales preferencias transcurren tres
afios (1965-68) vacios en la produccion publicada por Valdivia, estiaje
insolito que no ha vuelto a repetirse desde entonces.

* K %

Los espacios vectoriales topoloégicos aparecen como una genera-
lizacion -de los espacios vectoriales euclidianos de dimension finita y
tienen sus raices en el estudio de problemas de Analisis funcional;
por ejemplo de la equivalencia de la solucién de una ecuacion integral
con la de un sistema de infinitas ecuaciones lineales. La generali-
zacién resulta en primer lugar de la consideracién de espacios de
dimension infinita, lo que da lugar a hechos nuevos sin salir del
campo puramente algebraico, va que, en dicho caso, el dual alge-
braico del espacio es de dimensién mayor que la de éste. Y es asi
como se presenta de manera natural la exigencia de una topologia
que permita restringir la definicion del dual algebraico a la de un
dual topolégico en el que se consideren dnicamente las formas linea-
les que son continuas respecto de una topologia adecuada. En el
caso de dimensién finita, todas las topologias interesantes son equi-
valentes y todas las formas lineales son continuas respecto de esas
topologias. La adecuacién de la topologid viene regida por la nece-
sidad de poder disponer de un niimero suficiente pero no excesivo
de formas lineales continuas. Los morfismos entre espacios vecto-
riales topolégicos son las aplicaciones lineales continuas y, ademds,
abiertas en la imagen. Es un problema importante entonces el siguien-
te; dada una aplicacién lineal 2 de un espacio E en otro F, poder
determinar si 2 es continua. Para espacios esparables, una condicién
necesaria es que la grafica de z en E'x F sea cerrada. El primer
trabajo de Valdivia en su nueva orientacién no puede ser mas pro-
metedor; publicado en nuestra Revista en 1968, en él se determina
la clase méas general de espacios para los cuales dicha condicion
necesaria es también suficiente. Resultado que contradecia una con-
jetura emitida por Schaefer en su libro. Este resultado sobre ta
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grafica cerrada es conocido hoy como teorema de Adash-Komura-
Valdivia (jorden alfabéticol).

Centrado su interés en los espacios vectoriales topolégicos,
entre 1968 y 1971 publica diez trabajos en los que, junto a otros
resultados de importancia, resuelve problemas planteados en dicha
teoria enunciados, en particular, en el célebre curso de Grothen-
dieck de Sao Paulo (1954) y en los tomos correspondientes de
Bourbaki (1955).

En 1969 obtiene la citedra de Matematicas T de la Escuela Supe-
rior de Ingenieros Agrénomos de Valencia, Citedra cuyas ense-
flanzas simultanea con las de Analisis de la Universidad durante
algunos afios.

Durante la Reunién de Matematicos espafioles celebrada en La
Laguna en diciembre de 1970, tuve ocasién de presentar a Valdivia
al Profesor Dieudonné, llegado para pronunciar la conferencia de
clausura de la Reunién. Si bien este primer contacto no tuvo con-
secuencias inmediatas, ya que dificultades idiomaticas impidieron un
cambio satisfactorio de ideas, de él result6, de modo mas o menos
directo, el comienzo de las publicaciones de Valdivia en revistas ma-
‘tematicas internacionales del mayor prestigio. Tarea ésta que con-
tinud y contintla desde entonces a un ritmo verdaderamente verti-
ginoso. De entre esas revistas destacamos, indicando el ndmero de
publicaciones de Valdivia en cada una de ellas, las siguientes: Jour-
nal de Crelle (4), Annales de I Institut Fourier (6), Mathematische An-
nalen (&), Duke Mathematical Journal (1), Mathematische Zeit-
schrift (1), Studia Mathematica (1), Manuscripta Mathematica ())
Archiv der Mathematik (3).

No es facil explicar, sin entrar en detalles técnicos de dificil com-
prensién, la calidad de la contribucién de Valdivia contenida en estas
publicaciones. Destacaremos cuatro resultados de los mis impor-
tantes. Uno de ellos, al que ha de referirse forzosamente todo el
que trabaje en la teoria de espacios convexos, se entncia asi: fodo
stbespacio de codimensién numerable de un espacio tonelado es tone-
lado. El teorema habia sido establecido por Dieudonné para el caso
de codimensién finita, posteriormente ha sido generalizado por De
Wilde y por otros distinguidos especialistas de la teoria. De impor-
tancia también es el siguiente resultado: una propiedad de un espacio
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vectorial topologico se dice hereditaria respecto de un conjunto de
subespacios de él cuando éstos gozan también de dicha propiedad.
Valdivia prueba que, para varias clases de espacios de gran interés,
la propiedad de definicion no es heredada- por los subespacios de
codimensién numerable. En 1954, Grothendieck planteaba la cues-
tion: ¢es bornoldgico todo espacio (D F) tonelado? En 1964 Komu-~
ra dio una respuesta en la que Valdivia sefialé un error en 1972,
recientemente, en 1974, Valdivia dio la respuesta correcta, que es
negativa. Finalmente, otra cuestién de gran importancia cuya solu-
cidén se hizo esperar mas de veinte afios era la de saber si el espacio
de las distribuciones @', -con la topologia fuerte, y el espacio D
son B,-completos; en 1974 vy en otro trabajo hoy en premsa, Valdi-
via prueba que, en ambos casos, la respuesta es negativa.

El virtuosismo de Valdivia para resolver problemas dificiles de
AnAlisis funcional linda con la perfeccién y su merecida fama en este
sentido es universal. Sirva de ejemplo la siguiente anécdota: en
una Reunién celebrada en Silivri (Turquia), con motivo de la inaugu-
racién del Instituto de Matematicas, €l conocido especialista en espa-
cios de Banach, Profesor Alexander Pelczynski, planted en su con-
ferencia un problema, a su juicio de gran dificultad. Luego dirigién-
dose al publico dijo: este seria un buen problema para el Profesor
Valdivia. : : , - )

Es sabido que el mayor interés del Anilisis funcional estriba,
como lo prueban su origen y su historia, en suministrar teoremas
de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones en derivadas
parciales. Esto es obvio para la teoria lineal, cuyo desarrollo ha sido
considerable. Sin embargo, no se han obtenido grandes progresos
en lo relativo a los méis simples problemas no lineales. En todo
caso, -el Analisis funcional aparece como un instrumento de gram
eficacia y de interés intrinseco por la belleza de sus resultados. Te-
niendo esto presente, séame permitido, sin embargo, expresar um
voto que, de ser cumplido, seria para mi fuente de sincera y cordial
satisfaccién. Desearia que Valdivia, cuyos motivos de complacencia
por los éxitos que ha cosechado en-Andlisis funcional son més que
sobrados; volviera, jsin dejar este dominio!, su vista hacia las cues-
tiones mateméaticas que lo originaron y que esperan todavia solucién.
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Tengo la conviccidon profunda de que, con sus condiciones- excepcio-
nales, pronto alcanzaria en la nueva tarea la fama que hasta ahora
le ha sonreido en el campo de los espacios vectoriales topoldgicos,

*  F X

Nos queda, last but no least, hablar de Valdivia como maestro.
También en esta faceta aparece como persona de valer extraordi-
nario. En la Universidad de Valencia ha sabido reunir a su alrededor
un grupo de jovenes inteligentes y con gran interés por las mate-
‘maticas, formando una escuela envidiable de Analisis funcional. El
entusiasmo de Valdivia es comunicativo y sus alumnos le siguen con
fe y con admiracion ilimitada. Fruto fehaciente de su labor en este
aspecto son las once Tesis dirigidas por él en una Facultad cuya
seccién de matematicas es de creacién relativamente reciente. Todas
esas Tesis han sido calificadas de Sobresaliente «cum laude».

Enunciemos rapidamente algunos de sus méritos no reseflados en
lo que precede.

Ha sido miembro corresponsal de esta Academia desde 1973,

Consultante (referee) para la publicacién o no en Revistas inter-
nacionales de prestigio, en temas de su especialidad.

Referente del Zentralblatt fiir Mathematik y de la Mathematical
Reviews.

Personalmente invitado, ha dado conferencias en las Universida-
des de Burdeos, Lieja, Bonn y Estambul; asi como en el conocido
Instituto de Oberwolfach.

Ha sido consultado varias veces a propésito de promociones de
rango de profesores en Universidades americanas.

Dia fasto el de hoy para nuestra Academia. La llegada de Valdi-
via con su so6lido bagaje cientifico y el impetu juvenil de su entusias-
mo por las matematicas, auguran una colaboracién fecunda en las
tareas de esta Casa. Los que hemos espigado en sus trabajos sabe-
mos de la fina labor de orfebre que le adorna, del equilibrio de su
imaginacién a la hora de considerar generalizaciones, ni excesivas
ni escasas, lo justo para poder atacar los problemas que precisan de
nuevos puntos de vista o de nuevos instrumentos de trabajo; labor
en suma de artista y no debemos olvidar que la matemdtica antes
ate ciencia es un arte.

49



