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DISCURSO

DEL
EXCMO. SR. D. ENRIQUE LINES ESCARDO

TEMA®

LA FUNCION ZETA DE RIEMANN



Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Sefioras y Seflores:

Mis primeras palabras en este acto, han de ser de sincera y afec-
tuosa gratitud, por la alta e inmerecida distincién que me habéis otor-
gado, Sefiores Académicos, al designarme para ocupar un lugar entre
vosotros.

Se algo de la responsabilidad y dedicacién que conlleva el acceso
a esta Real Academia, y conozco bien la competencia, acierto y dis-
crecién con que vosotros la servis. Tal vez, por esto, la forma mas
real y convincente de mi agradecimiento sea el compromiso de ser-
vir a la Institucién con el entusiasmo de que vosotros dais ejemplo.

La mencién y justo elogio de los maestros que fueron portadores
de una medalla, en el acto de recepcién de un nuevo académico, al
que se le hace depositario de ella, no tiene sentido estricto en este
acto, por tratarse de una medalla de nueva creacién. Sin embargo
me doleria el no haber recordado algunos de mis maestros, hace afios
-desaparecidos, que fueron miembros muy distinguidos de esta Real
Academia y figuras sefieras de la Universidad espafiola. Tengo pre-
sente al austero catedritico D. Miguel Vegas Puebla-Collado en uno
de sus dltimos cursos de Doctorado, y a D. José G. Alvarez Ude
en cuyas clases la agudeza de su razonar geométrico se revestia de
un sutil humor. Con D. Julio Rey Pastor se vivia una Matematica,
.que no era ciencia impuesta, sino encontrada; y de D. Francisco
Navarro Borras todavia perdura el recuerdo de la viveza y relieve
de sus magistrales lecciones. También extiendo este tributo de ad-
miracién y afecto a los compafieros en las tareas docentes profesores
D. Ricardo San Juan Llosid y D. German Ancochea Quevedo. Los
dos dieron lo mejor de si mismos en su magisterio universitario, en
€l que crefan, y prestigiaron a la Academia de manera ejemplar.
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Finalmente, también me gusta llamar maestro a D. Antonio To-
rroja y Miret, pues lo fue para todos por su talante universitario, y
para mi en particular por su afectuoso ejemplo.

Ciertamente esta lleno de responsabilidad tomar el relevo en un
puesto de la Academia, simbolizado por la imposicién de la medalla,
que antes portaron miembros ilustres; pero tal vez sea mis com-
prometido el encargo de comenzar una singladura, cuando la Aca-
demia hace depositario a un cientifico de una nueva medalla. Se trata
de abrir un nuevo camino. Ante esta situacién sélo me queda repe-
tir: «Muchas graciasy», por la confianza que depositiis en mi; y pedir
a Dios que me ayude a llevar la medalla con dignidad, y a no de-
fraudar en este nuevo quehacer cientifico y humano. '



El tema que va a ser objeto de mi disertacién es La funcion zeta
de Riemann. Se trata de un tema clasico, ya que Riemann introduce:
su funcién en una breve memoria, de sélo ocho paginas, publicada
en 1875 [1], en la que se ocupa de una cuestién con antecedentes
en la matematica griega. Se refiere a cuintos son los nfimeros primos.
menores que un nimero dado. El trabajo de Riemann presenta el
interés de ser uno de los primeros en el que de manera sistemAtica
se emplean métodos funcionales en el estudio de la Teoria de ni-
meros. o

No me fue dificil la eleccién de este tema para el discurso de
ingreso en esta Academia, pues en él se manifiesta la potencia de
los métodos del Analisis, que han sido mi instrumento favorito du-
rante mi carrera universitaria, y por otra parte se aplican en uno
de los campos de mi predileccién y en el que de forma temprana
se desperté mi curiosidad matemitica. Ya se sabe que en todos los:
discursos de ingreso se trasluce un fondo autobiogréfico.

Las proposiciones de la Teoria de ntimeros clasica tienen el atrac—
tivo de que sus formulaciones son tan breves y didfanas que estan
al alcance de cualquier estudiante de ensefianza media. Las proposi--
ciones no se ocupan ordinariamente con propiedades curiosas de un
niimero en un caso concreto, sino que sus afirmaciones se refieren
a conjuntos no finitos de numeros, por lo que sélo son comproba-
bles en casos particulares. El paso al infinito:las adorna de una tras--
cendencia e inaccesibilidad, que las hace distintas de las certezas ex-
perimentales del mundo fisico. La primera impresion del infinito ma-
tematico es, pues, perturbadora.

Mis primeras vivencias en este campo las tuve al escuchar de mi
padre algunas de las proposiciones de la Teoria de ntimeros. Tal vez
fuera la llamada conjetura de Goldbach: Todo nimero par mayor
que 4 es sumae de dos nidmeros primos. Seguramente que creceria
mi admiracién al saber que la proporcién todavie no habia sido de-
mostrada.



He dicho que el tema de mi disertacién es «La funcidn zeta de
Riemanny», sin embargo no es mi deseo hacer un detallado estudio
monografico sobre una funcién que no pierde actualidad después de
125 afios de su descubrimiento. Aunque el tema, como en la com-
posicién musical, estd presente y mantiene el hilo del discurso, el
sentido de éste, es una reflexién sobre la esencia, desarrollo, evolu-
«<ién y sentido del pensamiento matematico, y sobre los protagonis-
tas, descubridores unos'del hecho matematico, y otros creadores de
st expresién. » ,

Siento que no podré dar satisfaccién a los teéricos de la Cultura
¥ de la Filosofia que desde tiempos lejanos, vienen disputando sobre
el quehacer de los matematicos, y la situacién de la Mateméitica en
la constelacién de los saberes; pero me daria por satisfecho si con-
isiguiera una aproximacién al problema, a través de uno de los pro-
cesos mas fascinantes en la evolucién del pensamiento cientifico.

Efectivamente, este tema sobre el ser y devenir de la Mateméatica
1o s6lo interesa a los historiadores de la Cultura, sino que es ocu-
pacién frecuente, y a. veces preocupacién, en la reflexién de los hom-
bres cultos, entre.los que no excluyo a los mismos matematicos.

Conversaba con un notable universitario sobre temas generales
referentes al pensamiento cientifico, y la conversacién derivé hacia
-estas cuestiones. Sus palabras, casi literalmente, fueron las siguien-
tes: La Matematica que hacéis, jes un arte?, jes un lenguaje?, 'y
en todo caso, jes una ciencia 0til? Otras muchas preguntas pudiera
‘haberme formulado.

No trataba el amigo que le diera respuesta a sus preguntas, pues
bien sabia que no tenian contestacién matematica. Mis réplicas sélo
planteaban nuevas cuestiones.

Sin embargo aquellas preguntas tan directas, fueron motivo de
lecturas v reflexiones, y también ocasién para admirar el buen juicio
«del que las formulara.

Aunque fuera oportuna una justificacién de esa Matemdtica, no
1a haré de momento, pues las razones que se exponen, en estos casos,
dejan de serlo por su caricter subjetivo. Mejor es volver al hilo de
nuestro tema.
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ANTECEDENTES HISTORICOS

dLos nimeros primos y los compuestos en Pitdgoras

Los griegos crearon su propia civilizacién y cultura, la mis im-
-presionante de todas y de mayor influencia en el desarrollo de la cul-
tura occidental, La cultura griega fue decisiva en la fundamentacién
«e la Matematica como la entendemos hoy dia [2].

El centro jénico de Mileto, en donde Pitdgoras de Samos (585 c.-
500 c. a. C.) asisti6 a la escuela de Thales (640 c.-546 c. a. C.), se
-dispersé después de que los persas conquistaran el pais. En la emi-
graci6én Pitdgoras fundé su propia escuela en Crotona en la Italia
-meridional, vy los sofistas se concentraron principalmente en Atenas.
La escuela mas celebrada en esta ciudad era la Academia de Platon,
en donde Aristételes fue estudiante. La influencia que la Academia
“tuvo en el pensamiento griego no tiene paralelismo, con ninguna otra
s«corriente cultural, "

Después de este rapido apunte, y dejando de lado las reglas ascé-
ticas y religiosas que informaban la vida de los pitagédricos, me in-
teresa recordar uno de sus principios, tal vez el primero, de la cien-
-cia y filosofia pitagéricas: El numero es la esencia de todas las co-
sas [3]. Seguramente reconocieron en el nfimero. una inmaterialidad
-¢ intemporalidad que por otra parte eran medida. y proporcién. No
es extrafio que uno de los motivos por los que llegaron a tal prin-
cipio, fue la observacién de que los intervalos musicales pueden ex-
presarse por determinadas razones entre nimeros naturales. Asi pa-
saron de la Misica, que es un bello arte, a la Matemética.

Tenia, pues, gran interés el estudiar el caricter simple o com-
puesto de los ntmeros, por lo que Pithgoras y sus discipulos ya
~clasificaban los nfimeros naturales en primos y.compuestos.

Los primos, cuyos finicos divisores son ellos mismos v la unidad
son importantes porque son los indivisibles, los ntimeros primeros,
a partir de los que pueden ser construidos todos los demis ntimeros,
-por multiplicacién, obteniéndose los compuestos.

A pesar de la simplicidad de su definicidén, que se remonta a unos
600 afios a. C., lo sorprendente es que se conoce muy poco sobre
“los nfimeros primos 2, 3, 5, 7, 11, 13, ..., etc., v su conjunto. Sa-
“bemos que son la base de la Aritmética vy Algebra modernas, pero
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muy poco de su distribucién. Seguramente que es el campo de la
Matemética donde hay mas conjeturas no demostradas.

La proposicidn 20 del libvo IX de Euclides

Alrededor de 300 afios antes de C. ocurrié6 un suceso de impor-
tancia singular, no sélo en la historia de la Matemdtica, sino en la
de la Cultura en general. La aparicién de los Elementos de Euclides
transform¢é la Matematica en una ciencie deductiva.

Se trata de una colecciéon de trece libros [4], que se conoce em
realidad a través de traducciones, reconstrucciones o comentarios,
en la que sélo los volamenes VII, VIII y IX se dedican a la Arit-
mética. Adn en estos libros prevalece una inspiraciéon geométrica
y un aroma grafico de acuerdo con el espiritu de la obra. Asi, los
nimeros los representa por segmentos, lo que explica que para in-
dicar que un ntimero es divisible por otro se dice que el primer nt-
mero es medible por el segundo.

En el libro VII se encuentra la nocién de niimero primo, asi como
las de minimo comdn multiplo y maximo comin divisor, dando um
procedimiento para su cilculo (Algoritmo de Euclides).

También en el mismo libro se estudian las proposiciones basicas
de la teoria de la divisibilidad.

En el libro IX hay una proporcién diferente ya que no se refiere
a propiedades de los ntimeros primos sino a cuantos hay.

La proposicién 20 del libro IX reza asi:

«Hay mds nimeros primos que en cualquier multitud dada de
RUMEros primos.»

La palabra multitud es clave en el enunciado. Al dar una colec-
ci6n se sobreentiende la finitud en sentido coloquial.

El enunciado de la pfopos’icién 20 es de una finura extraordina-
ria, por lo que sugiere, en un texto ingenuo. Se trata de dos con-
ceptos basicos de pura matemAtica conjuntista: el conjunto de todos
los nameros primos, y la infinitud matemdtica actual de dicho con-
junto.

La demostracién que da Euclides es la que se ha conservado a
lo largo de los siglos y que consiste en el desarrollo de la siguiente:
idea: Si al producto de un nimero finito de primos se le suma una
unidad, o es primo el ntimero resultante, o tiene un divisor primo ;
y en ambos casos distinto de todos los primos dados.
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Considero interesante transcribir la demostracién segtn el texto
griego (salvo ligeros cambios de notacién), en la que dentro de un
«estilo verbal esta presente la pureza del razonamiento deductivo {5].

«Dados los ntimeros primos OA, OB y OC, sea OD el menor
ntmero que esté medido por ellos, y agrégesele la unidad DZ. En-
tonces OZ es un nfimero primo o no lo es. Si lo es, se tienen los
mtimeros primos OA, OB, OC y OZ, que son mis que los OA, OB
y OC. Si OZ no es primo estard medido por algfin néimero primo
OH, que no es ninguno de los OA, OB o OC, pues si fuera uno
«de éstos mediria a OD, y por tanto a la diferencia DZ, que es la
unidad, lo cual es absurdo. Luego OH no es ninguno de los nfime-
tos OA, OB u OC, y como por hipdtesis es primo, la multitud
‘OA, OB, OC y OH tiene mas ntimeros primos que la dada.

Como destacé Pascal, veinte siglos después: Euclides no sdélo
‘poseia el espiritu geométrico que lo ha inmortalizado, sino una finu-
ta de espiritu que, de contar con un simbolismo adecuado, le hu-
‘biera permitido adelantarse a los aritméticos del siglo xvi, como se
adelanté a los gedmetras.

Los METODOS ANALfTICOS EN LA TEORIA DE NUMEROS

La demostracion euleriona de lo proposicidn 20

El conocimiento de las leyes que rigen la distribucién de los na-
‘meros primos, no experimenta ningéin avance hasta principios del
siglo xviir, en el que Euler vuelve a demostrar que existen infinitos
ntimeros primos, y de manera mds complicada de como lo hiciera
‘Euclides. v )

Esta aparente paradoja- pone de manifiesto que en Matematicas
Tla importancia de un resultado queda palidecida, a veces, por el mé-
fodo seguido para alcanzarlo. La demostracion euleriana. estd tan
1lena de significado que no debemos omitirla. , :

«Si hubiera solamente un nfimero finito de primos: P, oy covy Pre
‘teniendo en cuenta que todo entero se descompone en producto de
factores primos de manera tnica, se tendria:

o

ﬁ(‘—;l,'. ~1=£[15(1%—%;+71;+...)=” 1%.

=
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La divergencia de la serie armoénica pone de manifiesto que el pri-
mer miembro de la igualdad, no puede ser un producto de un nfi—
mero finito -de factores.»

Trabajos de Euler

La demostracién anterior, es la circunstancia por la que.se da no-
ticia de la entrada de los métodos analiticos en la teoria de ntimeros 5
pero es evidente que la huella de Euler, el matematico del siglo xviii,.
fue mas profunda e iluminadora. .

Todavia no se habia sosegado. el mundo matemitico, después
del descubrimiento del Calculo - diferencial, uno de los logros mis:
importantes de la cultura occidental, y ya dio comienzo al maravi-
lloso abuso del empleo de los métodos diferenciales.

Antes de conseguir la justificaciéon adecuada de unos métodos,
que permiten el estudio de lo variable, frente a la concepcidén griega
de una Matematica estitica, los resultados que se obtienen (el si-
glo xviir es testigo) son espectaculares.

Leonhard Euler (1707-1783) es el llamado a ser testimonio de
este momento estelar de la Ciencia. Nace cerca de Basilea, hijo de
un pastor protestante, y tras seguir cursos de Teologia, su interés:
por la Matematica le lleva a su estudio, cerca de Johannes Bernoulli,.
publicando sus primeros trabajos a los 18 afios.

Disputado su magisterio entre San Petersburgo y Berlin, no-
hubo rama de la Mateméatica y de la Fisica en la que no quedara:
marcada su impronta.

Al final de su vida pudo considerar como discipulos a todos los:
matematicos de Europa, que tanto le admiraban por su ciencia como
por la nobleza de su caricter.

Entre los 74 voliimenes que ocupan las obras completas de Euler,
hay contribuciones muy importantes a la Teoria de nfimeros, y emr
particular aparece la que en el siglo siguiente se denominaria «fun--
cién zetan. El estudio que se hace de esta funcidén se refiere a los
valores reales, conforme “al desarrollo de la Matemitica en aquel
momento [6].

Anticipdndonos a2 la. notacién introducida por Ricmann escri-

bamos:
LEP IS

” =1
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El calculo de ¢ (2) aparece propuesto en el texto «Novae Qua-
drature Arithmeticae» de Pietro Mengoli (1625-1686), profesor de
Mecanica en Bolonia, y Euler da, por vez primera, el resultado
correcto:

o
. on | S <
“(2)""2_;7"-"7

Calcula asimismo el valor de {(s) para los enteros positivos
pares:

_ (=11 By, (2w
C2n) = 5@ , n=1,

en donde B,, es.un ntimero racional. Estos ntimeros llamados de
Bernoulli, estin determinados por su funcién generatriz:

En 1737 en su trabajo titulado «Variae Observationes circa series:
infinitas», Euler da resultados importantes referentes a la distribuciém
de los nitmeros primos, usando productos infinitos; entre otros, la
lamada «fdrmule del producto de Euler»:

IS

en donde el producto del segundo miembro se extiende a todos los
primos p, siendo s real [7].

Establece también las férmulas asintéticas, para # —s 00!

11 g YL | 1< log (log ),
> °“§1k. y 2 leeloss

p<n $<n

en las que con la p se designan los nimeros primos. En estas formu-
las aparece por primera vez una relacidn entre los nidmeros primos
vy lo funcidn logaritmica, que es de importancia decisiva, como se:
verd posteriormente, '
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Con métodos no siempre «ortodoxos» Euler sigue calculando so-
bre la funcién zeta llegando a conjeturar la férmula 7]

£ —s) = a2~ T (s) cos 1!2: C(s)

«que es la famosa ecuacién funcional establecida por Riemann en
1859. En opinién de A. Weil, a Riemann le eran familiares los tra-
‘bajos de Euler.

La justificacion de los calculos de Euler, ha sido un buen motor
impulsor para la depuracién de las técnicas del Anllisis (estudio de
las convergencias absoluta, uniforme, etc., aproximaciones asinté-
ticas, productos infinitos, criterios de sumacién, entre otros).

En nuestros dias, muchas de las «verdades evidentes» para Euler
se justifican mediante recursos de Andlisis no estindar [8].

El teorema del nimero primo

El problema principal de Teoria de niimeros, con intervencidén de
1os métodos analiticos, fue el estudio de la funciéon = (#), que para
«cada real # indica el nimero de primos menores o iguales que &.

Es interesahte dar alguna noticia de la historia de este problema.

Vista la irregularidad con que aparecen los primos 2, 3, 5, 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ... en la serie de los ntimeros natura-
les y que progresivamente se va aclarando, se presentaba la duda
legitima de si la funcién = (#) se podria expresar o al menos apro-
ximar por funciones conocidas. A finales del siglo xvir, Gauss y
T.egendre se ocuparon de la cuestién siguiendo vias distintas.

El método de Gauss se puede calificar de «experimental», pues.
construyé «a manoy una tabla de nameros primos hasta tres millo-
nes, calculando cuintos primos aparecian al agrupar los enteros de
mil en mil, y los tantos por ciento correspondientes.

A partir de “estos resultados deduce que la «densidad» con que
aparecen los primos en la serie natural es 1/log x; lo que con len.
-guaje algo més preciso se puede escribir:

x

R dt
ﬂ(x)Nf log#
3
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Por otra parte Legendre, alrededor de 1800, publica en su «Théo-
rie des Nombres [9] una férmula empirica para la densidad, que
«coincide con la anterior. Como justificacién Legendre expone la
plausibilidad de su férmula frente a otras de decrecimiento potencial.

A pesar de la debilidad de estos argumentos, la llamada «férmula
de Legendre» tuvo éxito en el mundo mateméatico, siendo mencio-
nada por los grandes: Abel, Dirichlet y Chebyshev entre otros, en
el periodo 1800-1850.

Conocida la equivalencia asintética:

x

dt x :
j ———logz‘ N_—_logx , para x->w,
2
la conjetura Gauss-Legendre también se puede escribir en la forma:

ud o lim X&) _q

“(x)N 1 '
og ¥ s> xflogx

cuyo enunciado, con la imprecisién del estilo coloquial, es una de
‘las proposiciones mas sugestivas de la Matematica: E! nidmero de
primos menores que X es aproximadamente igual a x/log x paro
X suficientemente grande.

El error relativo de la aproximacién tiende a 0 cuando # crece
indefinidamente.

X Ntmero de primos < x x[log x Error relativo
103 168 144,8 0,160
106 78.498 72.382 0,084
100 50.847.478 48.254.942 0,054

En 1850 esta proposicién era una conjetura. Algunos pensaban
«que no seria posible dar una demostracién rigurosa, pero 46 aflos
después la conjetura pasé a ser un teorema.

Es justo mencionar que en 1848 el matematico ruso P. L. Che-

17



byshev (1821-1894), profesor en la Universidad de Petrogrado, ob-
tuvo el resultado parcial [10]:

= (x)

0,922< xflogx

< 1,105,

sin conseguir probar la existencia del limite.

ErL ANALISIS COMPLEJO EN LA TEORIA DE NUMEROS

La memoria fundamental de Riemaonn

En el tomo de la revista de la Academia de Berlin del afio 1859,.
pags. 671-680, se encuentra una memoria titulada «Sobre el nidmero
de primos menores que una magnitud dadan [10], original del recién-
nombrado académico Bernhard Riemann. Esta memoria, de sélo &
paginas, se ocupa efectivamente de la célebre conjetura de Gauss—
Legendre. Su estilo es el tipico de Riemann, una exposicién terri--
blemente esquemdtica con demostraciones llenas de lagunas, y ade-
mas es su tnico trabajo dedicado a Teoria de ntimeros.

Sin embargo, en casi todo lo hecho posteriormente sobre niime--
ros primos aparece la influencia de los métodos y resultados de este-
trabajo.

El «curriculum» de Bernhard Riemann es la historia de la vida
nada facil de un genio. Al final de sus «Obras completasy [11], que:
es un solo volumen de 506 paginas, publicado 10 afios después de-
st muerte, hay una biografia emocionada escrita por Dedekind. Al -
leerla con admiracién y respeto voy recogiendo algunas notas para.
conseguir un contacto mis personal con uno de los matematicos de
ideas mas originales y penetrantes, muchas de las cuales tardaron.
en ser asimiladas mis de medio siglo.

Bernhard Riemann (1826-1866) nace en Breselenz no lejos de
Gottinga, hijo de un pastor protestante, y muere a los 39 afios en
Selasca, en las orillas italianas del Lago Mayor donde esperaba re-
cobrar la salud perdida hacia tiempo.

En la personalidad de Riemann se refleja el ambiente de una fa--
milia tradicional y religiosa, no holgada de medios, a la que siempre-
estuvo muy unido. Educado por su padre hasta los ‘13 afios, pasa
después al gimnasio, cuyo director reconoce su capacidad para las
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Matematicas, y le recomienda la lectura directa de los grandes maes-
tros, y entre ellos a Euler y Legendre.

En 1846 se matricula en GoOttinga como estudiante de Teologia,
y después, con permiso de su padre, pasa a MatemAticas asistiendo
a las lecciones de Gauss, ya en declive, Weber y otros. El afio si-
guiente se traslada a Berlin en donde permanece dos afios, y después
vuelve a Goéttinga. En Berlin estudia Teorla de ntimeros, Calculo in-
tegral y Ecuaciones en derivadas parciales con Dirichlet; Algebra
y Mecanica analitica con Jacobi, y con Einsenstein Funciones elip-
ticas.

Lejeune Dirichlet sucede a Gauss en Gottinga a la muerte de éste
en 1855. Cuatro afos después fallece Dirichlet, y Riemann es nom-
brado profesor ordinario.

Pocos dias después de su acceso a ordinario en Gottinga, la Aca-
demia de Ciencias de Berlin le recibe como miembro de la misma,
en la rama de Fisica y Matematicas, y Riemann envia para su publi-
cacidén la célebre memoria antes mencionada.

Me he extendido mas de lo que pensara en lo que algunos histo-
riadores de la Ciencia denominan, con ligereza, «anécdota humanay,
pero no me pesa. Muchas veces, mas interés que los resultados, tiene
el camino seguido para alcanzarlos, y siempre es el hombre quien
recorre los caminos. Ademas Riemann antes de recorrerlos los ided,
lo que confirma que la primera cualidad del buen matematico ha de
ser la imaginacion.

Definicién de la funcidn zeta en la memoria de Riemann

Punto de partida de la investigacién de Riemann, es la ya cono-
cida «férmula del producto de Eulery.

Sh-Tlh-5"
7 4

en la que n recorre todos los ntmeros naturales 1, 2, 3, 4, ..., y
los primos 2, 3, 5, 7, ... Pero la novedad decisiva que se introduce
es considerar s como variable compleja, y definir la funcién:

Els) = —3—
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para todos los valores de s, para los que convergen los dos miem-
bros de la formula de Euler, es decir para & (s) > 1. En este punto
se introduce la nomenclatura de la funcién 2.

Siendo Riemann uno de los fundadores de la Teoria de funciones
«de variable compleja, era de esperar que considerara s como varia-
ble compleja ; sin embargo, ya en el marco de estas funciones, avan-
zo hasta el final, extendiendo el dominio de definicién de ¢ a todo el
plano complejo, excepto en el punto s'= 1, en el que la funcidn tie-
ne un polo. '

Es intereeante observar que Riemann no habla de prolongacién
analitica de la funcién T »~° definida en el semiplano &R (s) > 1,
sino que habla de encontrar una foérmula para la funcién que sea
valida para todo s del plano complejo. Una prolongacién por cade-
nas de discos, a la manera de Weierstrass, no es del gusto de Rie-
mann, para el que las funciones de variable compleja han de ser
tratadas globalmente, y la mejor forma es por sus representaciones
integrales.

Efectivamente, en su memoria obtiene la representacion de la fun-
<i6n ¢ por la siguiente férmula:

+ »

. —_ s—1

25en(RS)I‘(S)C(5)=i_/ lz—”-{)T_dx’
+

en donde la integral se calcula a lo largo del camino que parte -de
+ o¢ siguiendo una paralela al eje # préxima a este eje, da vuelta
alrededor del origen en sentido directo, y vuelve a + oo paralela-
mente al mismo eje #.

Esta igualdad le permite considerar la funcién ¢ para todo s, ob-
teniendo asi una funcidn meromorfa com un dnico polo en si= 1.

Conseguida una definicién adecuada para la funcidén ¢, Riemann
pasa a demostrar la ecuacién funcional intuida por Euler, con los
métodos de la teoria de residuos. Los resultados no sélo confirman
la validez de la ecuacién funcional en el caso real, sino que permiten
la caracterizacién de ¢ en el caso complejo. La ecuacién obtenida:

ST

C(s)uf(l—-.r)(Qn)s“2sen( 5 )C(l——s),

también se puede escribir

r(5)eFro=r(f5) T a9
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en la que resalta la invariancia del primer miembro al sustitwiv s
por 1 —s.

En esta forma, aparece claramente que el contenido matematico
de la ecuacion funcional de la funcién { es la propiedad de invarian-
cia. Riemann lo confirma dando una segunda demostracién de la
misma, basada en la ecuacion funcional de la funcién theta de Jacobi.

Como la funcién ¢ tiene un polo en s = 1, de la propiedad de in-
variancia resulta que el primer. miembro de la igualdad anterior es
una funcién que tiene dos polos en los puntos s'=1y s = 0; por
eso es conveniente, como se hace en la memoria, introducir la nueva
funcién £ definida por

3 s
0 =se—1= 3T () o,
para la que la propiedad de invariancia es simplemente
EG)=Ed —y9).

Ademis la funcidn § es entera, pues la funciéon no tiene singu-
laridades en el semiplano R (s) > 1/2, v por la propiedad de inva-
riancia, § tampoco tendra singularidades en el semiplano R (s)'<1/2.

Los ceros de la funcién zeta. Hipdtesis de Riemann

Una vez introducida la funcién , interesa su representacién como
producto infinito, de forma semejante a la descomposicién factorial
de un polinomio. Es pues obligado el conocimiento de los valores
que anulan a la funcién, para construir formalmente el producto in-
finito y poder estudiar su convergencia.

Como la funcién % es entera, y T' es una funcién meromorfa
con polos en los puntos 0, —1, —2, ..., de la definicién de
¢ resulta que la funcién ¢ ha de tener ceros en todos los puntos
s'=—2mn con n €N, vy ademis {(s) 4 0 en todo punto del semi-
plano R (s) << 0. Por otra parte, de la férmula del producto de
Euler, resulta £ (s) £ 0 para todo punto del semiplano R (s) > 1.
En consecuencia, los #nicos cervos de la funcidén ¢ aparte de los tri-
viales, deben encontrarse en la franja 0 < R (s) i< 1, llamada banda
critica.

Ademas, la ecuacién funcional simétrica, nos dice que tales ceros
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se encontraron simétricamente situados con respecto a la recta
R (S) = 1/2.

El desarrollo de la funcién &€ en producto infinito esti tratado en
la memoria de Riemann de manera sorprendente. Se sigue con difi-
cultad la linea del razonamiento, y las conclusiones son oscura con-
secuencia de las premisas. Sin duda ésta es la parte més dificil del
trabajo de Riemann, cuyos métodos y resultados, sin embargo, que-
daron confirmados afios mas tarde por los estudios de von Man-
goldt, Hadamard, de la Vallée Poussin entre otros.

En la memoria hay tres afirmaciones relativas a los ceros de la
tuncién zeta, aunque la Gltima estd moderada con el adverbio «pro-
bablementey.

La primera asegura que el ntimero de ceros de {, cuya parte ima-
ginaria se halla comprendida entre 0 y T, es aproximadamente

T T
21 log 2x = 2% °

. 1 .
con un «error relativoy del orden de - Hasta 1905 no consiguid

von Mangoldt una demostracién correcta del aserto [12].

La segunda afirmacién de Riemann es todavia mas desconcer-
tante, pues asegura que el nimero de dichos ceros situados en lo
recta R (s) = 1/2 es aproximadamente el dado por la expresién an-
terior. De esta afirmacién imprecisa no se da demostraciéon, ni se
indica el sentido de la forma de aproximacién; y nadie desde en-
tonces hasta hoy ha sido capaz de demostrar el aserto. Las tenta-
tivas de demostracién han sido numerosas v los resultados parciales.

Son notables los siguientes: Hardy en 1914 demuestra que
1
t(5+01) =0

tiene infinitas raices reales [13]; Hardy y Littlewood en 1921, que
el ntimero de raices reales entre 0 y T es por lo menos K T, donde
K es una constante positiva [14]; Selberg en 1942, que el namero
es por lo menos K Tlog T [15]; v Bohr v Landau en 1914, que

, , 1
el ntimero de raices de E_(

+ it) = 0, para las cuales es

W< RHST, —e <Y<,
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s igual a la expresién dada por Riemann con un error relativo que
tiende a 0 cuando T tiende a infinito [16].

Riemann, inmediatamente después de la segunda afirmacién, in-
-dica que es muy probable que todos los ceros no triviales de la fun-
«£idn § estén situados en la recta R (s) = 1/2. Esta afirmacién es la
llamada «hipdtesis de Riemann».

En 1900, Hilbert situd el problema de demostrar o contradecir
la hipétesis de Riemann en la lista de las mas importantes con que
debian enfrentarse los matematicos del siglo xx [17]. Ahora, a fines
«del siglo, el resultado tedrico méis avanzado es el de Levinson en
1974, segtn el cual, al menos una tercera parte de los ceros de la
Funcidn { estdn situados en la recta R (s) = 1/2 [18].

Usando un computador los matematicos Rosser, Schoenfeld y
Yohe, de la Universidad de Wisconsin, han probado que los tres
-primeros millones de ceros de la funcién { estdn en la recta mencio-
nada [19]. Ultimamente R. P. Brent ha confirmado la hipdtesis para
los 8,11x 107 primeros ceros, lo que es una noticia, pero evidente-
‘mente no una demostracién.

El reto sigue en pie. Una demostraciéon de la hipotesis origina-
‘ria inmediatamente un progreso acusado en muchos de los proble-
mas referentes a los néimeros primos. El conocido especialista de
“Teoria de niimeros, E. Landau, dedica un capitulo entero de su tra-
tado [20] a la hipOtesis' de Riemann, presentando multitud de im-
‘portantes proposiciones que serlan consencuencia de la famosa hi-
-potesis.

Los PAPELES POSTUMOS DE RIEMANN

_El estudio de los manuscritos por Siegel

La hipétesis de Riemann preocupaba al mundo matematico y apa-
recia como un resultado terriblemente dificil v a la vez deseado. Ya
-se ha indicado que Hilbert se hizo eco de esta situacién incluyén-
-dola en la «lista oficial» de los grandes problemas.

Un natural excepticismo sobre las razones que movieron a Rie-
‘mann a formular sus proposiciones, en parte mitigado por las de-
mostraciones posteriores que las confirmaban, se extendia y no es
exfrafio que Hardy escribiera en 1915 que Riemann «no podia pro-
“barn las proposiciones referentes a la funcién zeta [21], o que Lan-
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dau calificara en 1908 de meras conjeturas a dichas proposicio-
nes [20].

Este era el ambiente cuando en 1932 C. L. Siegel publicaba umn:
estudio sobre trabajos relativos a la funcidén zeta v a la Teoria ana--
litica de ntmeros [22], encontrados en los manuscritos de Riemann.
archivados en la Universidad de Goéttinga. Se trataba de un suceso
de importancia singular en el estudio de la funcidén zeta, v no sdle-
por contener nuevos resultados fundamentales, sino porque consti--
tuian testimonios de la profundidad y pericia de Riemann en sus in-
vestigaciones, y una lecciéon a los investigadores sobre su «manera.
de hacer».

El que lea este trabajo de Siegel, juzgari como ligeras las afir-
maciones que valoraban, en menos, descubrimientos en un momento-
estelar de la historia de la Matemdtica.

Entre los temas que recoge Siegel hay dos de especial interés..
En unos, se da una nueva forma integral de la funcién ¢ por medio
de la férmula de Rieman-Siegel:

2E(s) . —
ELIN

donde F estd definida por:
5 ¢ e—inz® x—s
F(:):F(—z-)x*'g—fmdx,
A

siendo 1 un segmento de pendiente — 1 que atraviesa el eje real
entre 0 y 1 23].

Aunque se hayan preferido las otras representaciones integrales:
de la funcién ¢, Siegel afirma que Riemann en lecciones no publica~
das, deduce la teoria de transformacién de las funciones theta del
estudio de una integral que generaliza la que aparece en F.

El método del puerto para la aproximacidn de integrales

El otro tema presenta més interés vy sorpresa, pues se ocupa de
la determinacién de los ceros de la funcién zeta, que manifiestamen-
te estd en conexion inmediata con la famosa hipétesis. Por otra parte
los métodos seguidos para la determinaciéon de las aproximaciones:
asintéticas tenian y tienen el caricter de una verdadera creacion.
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Al realizar la simple idea de aproximar los ceros de la funcién.
zeta, hallando los de una funcién adecuada que la aproxime, se pre-
sentan los dificiles problemas de los métodos asintéticos.

Es frecuente que la funcién que aproxima asintdticamente a una
definida por una integral, conste de dos partes: la porte finite, suma
de una o varias funciones, y el resto en el que aparece alguna inte-
gral del tipo de la considerada pero de menor orden de magnitud.

La tentacién de cargar el peso de la aproximacion sobre la parte
finita, transformdindola en serie, no suele llevar a buen fin, pues or-
dinariamente se trata de un desarrollo divergente. Mejor es buscar,.
entre las secciones finitas del desarrollo la mas préoxima a la funcién,
y estudiar en consecuencia la magnitud del resto. La utilizacién de-
series divergentes en la aproximacién de funciones, ya presente en.
los trabajos de Euler, Stieltjes, Poincaré entre otros, y que fue tema
muy del agrado de nuestro nunca olvidado R. San Juan, todavia no
ha encontrado un tratamiento satisfactorio de suficiente generalidad.

El problema de elegir la seccion finita de mejor aproximacion,
requiere el estudio del resto y al aproximarlo se replantea el proble-
ma original, pero en condiciones mas favorables.

En el caso de la funcién zeta, y en otros analogos, se trata de
aproximar una integral definida en el campo complejo; y se busca.
por deformacién del camino de integracién, que su valor quede con-
centrado en una pequefia parte del mismo, en el entorno de un pun-
to, v asi poder aplicar métodos locales.

Este método llamado del puerto o del descenso vapido, que .fue
redescubierio por J. P. W. Debye en 1910, en el estudio de aproxi-
maciones asintéticas de las funciones de Bessel [24], es uno de los
métodos efectivos que con cierta generalidad es aplicable a la deter-
minaciéon de aproximaciones asintoticas de funciones definidas por
integrales definidas.

Al leer, en la elaboracion de Siegel, el texto de Riemann, se tiene:
la impresién de estar leyendo un escrito actual. Para obtener un
desarrollo asintético de la funcién zeta, se parte de la representacidm
integral primeramente considerada:

+ »
Lis) = F“”“)f (—x) dx

2mi ) er—1 x
+ »

con el camino de integracién acostumbrado alrededor del origen. De
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<sta integral se segrega una parte finita, bien sea desarrollando
{e* — 1) como progresiéon hasta N términos, o bien sustituyendo
€l camino de integracidon por otro C, compuesto por una circunfe-
rencia de centro el origen y radio entre N y N+ 1, v el acostum-

brado corte a lo largo del eje positivo desde la circunferencia a + 00.
Asi se obtiene:

N N

' (x)=2n—: + I —s5 2y 12sen I; Z‘ n—(1—s 4

=1
T'(t—y) (—x¥e—Nx dx
T Toxs : e —1 %

«que se puede esc. bir en forma mas simétrica usando las propiedades
«de la funcién T'.

Como el caso mas interesante en el estudio de los ceros de la

funcién zeta, se presenta para s'= 1/2 + i, ¢ real, haciendo esta

sustitucién en la formula anterior, y después de algunas transforma-
«ciones se obtiene

C(—;—-i—-z't):e-—iﬂ(i)Z(t)

donde
1 ¢

6= (logI‘( YR )) ———2—log1c

3y
No_ 1
Z(#)= 7 2 2cos[f(#) — tlogr] +
e—i8(2) e—tr/z (— x)—(1/2)+iz ¢—N=x
+ R @n =i (1 =5 1 dx

Cuando N —»s 1o, la suma de N términos que aparece en la ex-

Ppresiéon de Z se transforma en una serie que es divergente, aungue
sus términos vayan decreciendo.

Obtenida la férmula de ¢ (—;— + it), se observa que para la deter-

-minacién de los ceros de la funcién zeta situados en la recta
&R (s) = 1/2, tiene especial interés el estudio de Z (f) que es una
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duncién real para valores reales de t. La aproximacion finita de Z
«quivale a la del término integral de la férmula, que se desig-
na por R.

Con este objeto, Riemann introduce la técnica citada, y que pos-
teriormente se denomindé método del puerto, y obtiene la aproxi-
amacion :

1
L wnlresm )

4
2 cos2mp

RN(_1N—1(

«donde p es la diferencia entre (¢/2n)'/? y su parte entera.

Estas aproximaciones han sido la base de una técnica precisa
para la determinacién de los ceros de la funcién zeta situados en
Ja recta de la hipétesis riemanniana,

Como ya se ha dicho, en el Centro de Investigaciones Matema-
ticas de Madison en Wisconsin, hay tres bobinas de cinta magnética
-que almacenan tres millones y medio de ternas de ntimeros estrecha-
-mente vinculados con los valores de Z y las aproximaciones de R.
Salvo error, estas cintas prueban la existencia de tres millones y
-medio de ceros de la funcién zeta situados donde Riemann los vio:

«es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln von ¢ (% + it) =0

-reell sindy, segln el texto de la célebre memoria.

Ei ESTILO DIRECTO DE RIEMANN

“Técnicas en el teorema del nimero primo

Hemos de dejar, de momento, el estudio de la famosa hipdtesis
v de las tentativas de Riemann, de las que dan fe sus escritos pés-
-tumos, para volver al problema del que se ocupa en su singular
memoria.

El papel de la funcién zeta en la memoria de Riemann es instru-
‘mental, ya que el problema que se estudia es el de la frecuencia con
-que aparecen los nifimeros primos en la serie natural. Este cardcter
instrumental responde al sano principio de que el objetivo principal
de la investigacién es el descubrimiento clentifico, v es subsidiario
€l estudio del instrumento. Sin embargo, ocurre a veces con estos
Gnstrumentos, construidos con ideas como material bAsico, que sus
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caracteristicas configuran de tal manera los descubrimientos cienti-
tificos, que solo son expresables por medio de ellos. (Recuérdese la
introduccién de los «nfimeros idealesy como instrumento de facto-
rizacién, y el concepto de ideal como caracteristico de una era en.
el Algebra). No fue éste el caso de la funcién zeta, cuando la intro-
dujo Riemann, pues el problema de la distribucién de los niimeros.
primos es de los que H. Poincaré sitita en primera division, «porque
se proponen por si mismosy, y no como otros propuestos por los.
mismos que los resuelven y que sita en divisiones inferiores.

Riemann fue el primero en observar la conexién que existe entre:
la distribucion de los ceros de la funcién zeta y la de los ntimeros
primos, y lo mas sorprendente son las técnicas que emplea para poner
de manifiesto tal conexién, pues son las que después de medio siglo-
se justificarian como notables teorias.

Para establecer que la frecuencia con que aparecen los numeros:
primos en la sucesién natural es asintéticamente equivalente a
1/log », para valores grandes de x, Riemann emplea los siguien—
tes recursos:

a) Teorema de J. Hadamard [25] de representaciéon de una fun--
cién entera como producto infinito (1893).

b) Expresién del logaritmo de la funcién zeta por una integral
de tipo Stieltjes [26] (1894), en la que la funcién de distribucién es
mondtona y escalonada.

¢) Inversién de la integral de Riemann-Stieltjes anterior, y que-
dada la forma que presenta suele denominarse inversion de Mel--
lin [27] (1900).

Riemann emplea estas técnicas de forma rigurosa y sin indecisio--
nes ni arbitrariedades, aunque alguna justificacién sea insuficiente..
Creo muy interesante seguir este desarrollo mas de cerca.

Una vez introducida la funcién ¢, de la que se ha hecho mencién:
anteriormente, y determinados sus ceros p, se tiene el desarrollo de:
Hadamard en producto infinito de la funcion §:

co=t0 [ (1-=)
4

cuya convergencia resulta de un estudio sobre la densidad con que-
aparecen los ceros de la funcién zeta. De esta férmula se hard uso-
posteriormente.
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Para establecer la relacién entre los ceros de la funcién zeta y
1a distribucién de los ntimeros primos, vuelve Riemann a la expre-
si6n euleriana de la funcién ¢:

C(-\‘)::H(—l-;lp—_s) ) 1ogC(s)=ZZ—};—p~ns
? ? n

Para R (s) > 1. Esta serie doble es la que se expresa en forma
de integral del tipo Stieltjes, escribiendo:

<o

log &(5) =fx-$ dJ{x), para R(s)>1,
0

-donde la funcidén J es creciente y escalonada [28], con saltos en los
numeros primos o sus potencias exclusivamente, siendo el salto igual
a 1/n para x = p*; con mas precisién,

o= [ 2 25
# L

"<

El conocimiento de la funcién J proporciona una informacion va-
liosa que permite detectar la aparicién de los ntimeros primos al re-
correr la sucesién de los naturales, por lo que es natural tratar de
invertir la integral, para expresar J por medio de la famosa funcion €.

Riemann era un maestro en el analisis de Fourier, y son de sobra
conocidas sus contribuciones en este campo, por lo que no tuvo difi-

cultad en realizar la inwversidn, hoy lamada de Mellin, obteniendo
.de forma rigurosa

a-ti®

ds
log € (s) xs Pamb)

J@) =57 (e>1),

a—iw
.que es un resultado basico de su memoria.

Para el calculo de la integral, establece previamente un desarro-
llo de log ¢ (s), obteniéndolo a partir de los resultados ya consegui
.dos referentes a las funciones & y ¢, y en particular de la expresioén
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de esta ltima en producto infinito:

log & (s) = log £ (0) + D, log (1-—2-) ~1ogF(—;—+1)+
p
S

-+ ) log T — log (s — 1).

La sustitucion de log ¢ (s) en la férmula integral, previa una in-
tegracién por partes, expresa J (#) como suma de cinco términos,
siendo el principal:

atiw
1 1 d [log(s —1)
2xf logx as s ]xsd‘f’ (@>1)

a—1iw

que Riemann, con su especial habilidad en el cilculo de integrales.
definidas, prueba que es igual a la funcién logaritmo integral:

1—e Ed

. R dt adit
L = |
1) el—;no [[ log# +[ log ¢ ] :
[} 1-te

El calculo del término que contiene las raices ¢ de la funcién €,
es seguramente el mis comprometido, pues requiere informacion
sobre la situacidén de estas raices. Admitiendo la posibilidad de inte-
gracién término a término de la serie, previo el apareamiento usual’
de las raices p y 1 — o, supuestas ordenadas seglin médulos crecien—
tes, con R (p) > 0 para toda ralz, se obtiene: :

. N
atie T (1———-)
11 f d o8 A
2ni logx ds ras=
a

—iw s

— D) i) +Li-a].
Yo >0

Es inmediato comprobar que, en el calculo de la integral de la:
funcién J (#), el término que proviene de s/2log = se anula; y
el que proviene de £ (0) es:

1 _1 d_(logk (0)
LY logxf ds ( s )x5d3=logg(0)=_1og2.

a—{w
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Finalmente, calcula Riemann el término restante por integraciom
o o s \ .
término a término de log T (—+ 1}, expresado como serie, le-
2

gando a

. » K
11 TR ‘°gr('2—+1) ® dt
277 g% f s |— |« ds= FE—D)leg? *
x

ai—w s

Reuniendo estos resultados parciales se obtiene:

7@ =Li@)— ' [Liwr)+Lii—e]+ fwnHOgE

2P} >0

que sin duda es el resultado fundamental de la memoria de Riemann..

Una férmula pora = (x)

El objetivo de la investigacion de Riemann, evidentemente no-
era la funcién J (x), sino la = (#) que para cada x da el ntimero de
los primos menores o iguales que x. Sin embargo la relacion entre-
estas dos funciones es facil de obtener a partir de sus definiciones:

1 1 1
J @) = x(x) + 5w @)+ 5w (=B + ... + = w (i) -

en donde para cada x la serie del segundo miembro es finita.

Como J es la funcién conocida, se deberid invertir esta férmula.
para obtener =, para 1o cual basta aplicar el método de Mébius, ob-
teniéndose:

B (8) =T () — T (112) — i T (£113) — - T (£1/5) == T (51/6) +
+... +if—:if (/) o .,

en donde g (%) es la llamada funcién de Mobius, cuya complicada:
definicién es la siguiente: g (#)'= 0, si n es divisible por el cua-
drado de un primo; p (#) = 1, si # es un prodiucto de un niimero
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-par de primos distintos; y ¢ (#) = — 1, si # es un producto de un
nfimero impar de primos distintos.

Definitivamente = () se obtiene sustituyendo en la férmula an-
terior la de Riemann para J (#). La expresion de = (#) que resulta
-estd formada como suma de términos de tres tipos:

a) Términos que no crecen con X, que proceden de los dos dl-
timos sumandos de J (#).

b) Términos que cvecen con X, pero cuyos signos oscilan, que
proceden de los Li(#°) en J (#), y Riemann los denomina «peri6-
dicos». ‘ _

¢) ' Términos que crecen constantemente cuando X crece, que pPro-
«ceden de Li (x) en J (#).

Escribiendo solamente los primeros términos del tipo ¢) se tiene:

() = Li (%) — —%—-Li (1/2) — —;- Li (#1/8) - —;; Li (a1/8) —é——u (x1/6) — ...,

'y cuando se consideran simplemente uno o varios de los primeros
términos de este desarrollo se obtienen férmulas empiricas que dan
‘buenas aproximaciones de = (x).

Si sélo se toma el primer término, se obtiene esencialmente la
aproximaciéon de Gauss: '

[’ dt _ .
T (x) ~ ——rog—tzLx (x)y — L£(2);
2

v si se toman dos términos

% (%) ~ Li (%) — —15- Li (x1/2),
se obtienen aproximaciones que en muchos casos son mejores que
Tas gaussianas. ‘

Al considerar exclusivamente los términos del tipo c), es decir,
prescindiendo de los decrecientes y de los enigméticos términos «pe-
riddicosy, conforme a la sugerencia de Riemann, se obtiene la férmu-
T1a aproximada

7 ()~ Li (@) ) —‘%’ﬂ Li (x1/n).

7n =3
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Analizada por Lehmer con auxilio de sus famosas tablas [29],
que alcanzan hasta los diez millones, reconoce que las aprox1macxo—
nes obtenidas. para = (#) son las mejores conocidas.

Reconoce el mismo Riemann el caricter indicativo de estos resul-
tados y propone el estudio de los términos «periédicos» desprecia-
«dos, para alcanzar un conocimiento mas ajustado de la distribucién
de los nameros primos.

Nadie hasta el momento ha realizado este estudio, y no se tiene
informacién alguna sobre las perturbaciones causadas por los tér-

minos «periodicos» en las estimaciones de = (#) calculadas a partir
de las aproximaciones crecientes.

LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DEL NUMERO PRIMO
La funcién ¢ de Chebyshev

La informacién contenida en la memoria de Riemann sobre la dis-
tribucién de los ntimeros primos es de una riqueza extraordinaria,
pues en ella aparece una formula para el cilculo de = (#). Para un
fisico esta férmula supondria la mas perfecta descripcién matematica
de una realidad; no asi para un matematico, pues en su deduccién se
han deslizado algunas, que se podrian Hamar, hipétesis de trabajo
referentes a la situaciéon de los ceros de la funcién ¢, y en la Mate-
mética no se admiten tal tipo de hipdtesis.

Ademas, la féormula encontrada es una serie que contiene infinitos
términos, y no se sabe cuil es de orden superior a la suma de los
testantes, con objeto de obtener una aproximacioén asintética de
= {x), que es el objetivo del teorema del niimero primo.

De hecho, admitiendo la hipétesis de Riemann puede darse una
demostracién muy sencilla de este teorema; sin embargo, hubo que
esperar hasta 1896 para obtener una demostracién independiente de
tal hipbtesis.

A veces, en la historia del descubrimiento cientifico,” una larga
espera queda gratificada por un resultado al que se llega simulta-
neamente por distintos caminos. Asi ocurrié cuando el matematico
francés J. Hadamard, y el belga C. J. de la Vallée Poussin prueban
independientemente el célebre teorema del ntimero primo sin hacer
uso de la hipdtesis riemanniana.
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Naturalmente que los dos desarrollan ideas contenidas en la cé-
lebre memoria, pero no pretenden llenar sus posibles lagunas ni me-
nos analizar la formula hallada para = (#). Su programa es mis redu-
cido, y sus técnicas tienen ld habilidad de orillar algunas dificultades.
considerables, apartindose lo indispensable del niicleo del problema.
Asi a Hadamard le basta con probar que no existe ningvn cero de
la funcion situado en el borde de la banda cvitica, y de la Vallée
Poussin encuentra wuna region suficientemente amplia en dicha banda
que estd libve de ceros de €.

Aun en forma esquemdtica conviene conocer la linea de razona-
miento de estos dos notables matematicos. La funcién J de la fé6rmu-
la fundamental de Riemann tiene el inconveniente de que su relacion
con la { es a través de una f6érmula integral que proporciona el loga-
ritmo de ¢, con las dificultades inherentes a la multivalencia de esta
funcién. Mas cémodo es el uso de la funcién ¢, ya considerada por
Chebyshev [10] también escalonada y mionétona creciente; que eir
cada potencia p™ de un nimero primo tiene un salto igual a log p;

es decir,
Y= D logp
<=

para todo w >0 que no coincida con la potencia de un ntmero primo,
tomando en estos puntos el valor promedio de la forma acostum-
brada.

La relacién entre la funcién ¢ y la nueva ¢, viene dada por la.
férmula integral

¢ (s) m_s
) 26[" 24 ()

en la que el primer miembro es una funcion con polos en las raices:
¢ de ¢y en los ceros — 2., y analitica en el resto del plano.

Siguiendo razonamientos de inversién andlogos a los usados para
determinar la funcién J, obtuvo H. von  Mangold la siguiente
formula :

¢<n>,=x—Z“+Z

para x>1,
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Por otra parte, ya en 1850 Chebyshev probd que el teorema del
ntimero primo equivale a la proposicién:

$(x) ~x, para x-—>00,
es decir,

im $®) —% _

> x

luego en virtud de la férmula de von Mangold, la demostracién de
dicho teorema equivale a probar que es

P x2“
11m———[ Z log2'rr]=:0,

2> 0

o bien

xl’—l
lim Z

x>0

Si el limite de esta serie se pudiera calcular término a término,
para que fuera nulo, bastaria que se tuviera &R (p — 1) <C 0 para to-
dos los ceros de la funcién ¢, es decir, que todos fueran interiores
en la banda critica.

Demostraciones de Hadamard v de lg Vallée Poussin

Hadamard [30] y de la Vallée Poussin [31] consiguieron la de-
mostracién a partir de la funcién ¢, pero evitando el paso resbala-
dizo de tomar limite término a término, v el empleo de la férmula
de von Mangold, de la que tal vez desconfiaban. Efectivamente evitan
esta formula y directamente obtienen sendos desarrollos, de funcio-
nes relacionadas con la ¢, a través de integraciones. Las férmulas
obtenidas son estructuralmente anilogas a la de von Mangold, pero
se han conseguido bordear las dificultades que ésta presentaba.

La formula de la Vallée Poussin es:

T

‘ 2 2n~1
ff—iw(t)dt—logx—z P(P““l) Z 2n(2n+1) +
e

0

1 &0
+ - —C(—O)—- 4 const., (x>1);
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y la de Hadamard:

x

- x0 xn L(0)
Jtl¢(t)dt=x—2p‘ —p—;—-— z —é—n—)z———c(T)logx«}-const., (x>1).

Incluso se puede desarrollar una demostracion andloga a la de
estos autores [32] basada simplemente en la integracién de ¢, que
da lugar a la férmula:

> ‘ xt o+t PPt 20
,Of ¢(t)df=’_2 “‘Zp‘ plo+ 1) ”Z 2n@2n—1 ¥ CW© +
~+-const., (x> 1).

En cierta medida, es accesorio partir de una u otra férmula, lo
decisivo, que es el progreso real después de la formula de von Man-
gold, es la demostracién de que no existen raices o de la funcidén ¢
en la recta R (s) = 1.

Probado el teorema del nimero primo, es decir, la equivalencia
asintotica

n(x) ~Li(x), para x>,

dio comienzo a una serie de trabajos, que se ocupaban de precisar
el orden de la diferencia = (#) — Li (v). Para finalizar esta infor-
macién recordaremos que uno de los primeros resultados fue debido
a de la Vallée Poussin, que en 1899 probd la existencia de un ¢ > 0
tal que es: ' -

I x(x)—Li(x) + <Li (x) C_Vclog P

para valores suficientemente grandes de & [33].

Es justo hacer una pausa en este recorrido, en homenaje a estos
dos notables matematicos J. Hadamard (1865-1962) y Ch. de 1a Vallée
Poussin (1866-1962), de cuyas lecciones en nuestra Universidad son
testimonio sendas publicaciones muy leidas y apreciadas.

He de reconocer que me perturban algunas coincidencias en la
vida de estos dos analistas: Nacen con un afio de diferencia, mue-
ren en el mismo afio, casi centenarios, v prueban independientemente
el teorema del niimero primo en el mismo afio. Tal vez esto con-
firme la creencia extendida entre los matematicos dedicados a la
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Teoria de ntimeros, de que todo aquel que logra dar una demos-
tracion del teorema del ntimero primo, alcanza la longevidad.
Unas palabras finales sobre este famoso teorema, que es un re-
sultado tipico de la Teoria analitica de nimeros. Tan enrevesada es
su demostracién, que aun siguiéndola paso a paso hasta alcanzar
un término feliz, queda siempre oscura la relacién entre la presencia
de los nfimeros primos y el complicado instrumento demostrativo.
Durante afios se buscé una demostracion elemental, es decir, en
la que sélo se usaran propiedades basicas de los ntimeros primos.

Al fin en 1948, A. Selberg y P. Erdds dieron una demostracién
de este tipo [34], pero resulté tan dificil de entender como. la anti-
gua. Cada paso del razonamiento se puede considerar como elemen-
tal, pero el niimero de pasos es tan grande y la manera de estar
relacionados tan complicada, que no se consiguié la transparencia
buscada. Seguramente es inevitable, y responde -al «principio de con-
servacién de las dificultades»: Un teorema duro, lo es, con indepen-
dencia de como se llegue a él.

EL NOMERO DE CLASES EN EL TEOREMA DE FERMAT

El llamado «itltimo teorema de Fermaty»

Existen mitos en el mundo de la Cultura, cuyos origenes se des-
cubren en problemas vy teorias, afincados en una determinada cien-
cia, que durante periodos largos de tiempo han sido objeto de dis-
cusién. Es frecuente que la controversia hayva estado acompafiada
por dificultades seménticas y valoraciones diferentes por estudiosos
de distintas procedencias.

Precisamente este «valor afladido» a una problematica puramente
cientifica, es inevitable en la aparicién del mito, que se incorpora al
quehacer cultural a través de un nombre que sugiere la presencia de
algo inaccesible vy a la vez deseado. Ejemplos de estas.denominacio-
nes son el «perpetuum mobilen, la «cuadratura del circulo» entre
otros. La existencia de estos mitos es una interesante realidad y
nunca un fendémeno de regresién cientifica.

En el campo .especifico de una ciencia, en nuestro. caso la Ma-
temAtica, también se presentan situaciones semejantes, pero sdlo
accesibles a los especialistas, en los que a través del tiempo se va
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definiendo el caricter mitico de algunas - proposiciones. Ordinaria-
mente, se trata de conjeturas, cuya verdad estid confirmada en nu-
merosos casos particulares, pero sin demostracidén general, después
de muchos afios de tentativas, En la clasificacién, ya mencionada,
que hacia Poincaré de los problemas, entre los que se proponen por
si mismos, tal vez fuera oportuno desglosar los que son mitos, tes-
tigos vivos de la historia de la MatemAtica. -

En esta disertaciéon ya hemos tratado de la «hipdtesis de Rie-
manny», pero anterior a esta proposicién es la llamada «altimo teo-
rema de Fermat» cuyo simple enunciado es el siguiente:

«No existen ternas de nidmeros enteros x, y, z, no mulos que ve-
rifiquen lo ecuacidn :

xn+yn:zn

donde n > 3 es un nimero entero positivo.y

La anécdota de su formulaciéon [35] por P. S. Fermat (1601-
1665), a mediados del siglo xvir; las demostraciones parciales de los
grandes matematicos Euler y Gauss (n'= 3), Legendre y Dirichlet
(n =5) y Lamé y V. R. Lebesque (n = T); los fracasos de otros
grandes como Kummer, el mismo Lamé y Cauchy entre otros, para
dar una demostracién general; los premios millonarios ofrecidos a
quien consiguiera el éxito; y otras muchas circunstancias como la
comprobacién de la certeza de la proposicién para miles de valores
del exponente %, conseguida en los filtimos tiempos, justifican el ca-
lificativo de mitico al filtimo teorema de Fermat.

Estos son los hechos, pero la curiosidad cientifica no se satisface
con la simple noticia, sino que inquiere sobre los motivos de la difi-
cultad, casi insuperable, de una demostracién general.

En 1843 E. Kummer entregé un manuscrito a Dirichlet, el pre-
decesor de Riemann en la citedra de Gottinga, con una que creia
demostracién del teorema de Fermat en el caso general. Dirichlet
le hizo notar que, para que la. demostracién fuera correcta, era ne-
cesario que en el anillo Z [¢;] de las raices p-ésimas de la unidad,
no sélo todo elemento se expresard como producto de factores irre-
ducibles, sino que ademds esta descomposicién tenia que. ser finica;
hecho improbable, sobre el que tenia serias dudas.

_ El diagnéstico de Dirichlet es de una precisién extraordinaria.
Kummer amplia el anillo Z de los n@imeros enteros al Z {¢,] adjun-
tando al Z una raiz primitiva p-ésima de la unidad ¢,, y para los nue-
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vos enteros de este anillo considera una teoria de divisibilidad, ani-
loga a la euclidea. Precisamente en esta presunta analogia esti el
error del manuscrito de Kummer, pues falla el teorema fundamental
de la divisibilidad. La propiedad de que todovelemento entero se pue-
«de descomponer cofno producto de factores irreductibles, de manera
{inica, no ocurre siempre en los anillos Z [e5] especialmente en lo
«que se refiere a la unicidad. Cuando lo «factorizacién es #nicay la
demostracién de Kumsner es correcta. 7

Antes de analizar los casos de no unicidad, conviene seguir mas
«de cerca el razonamiento de Kummer.

Es obvio que basta considerar los casos en que # = 4, o bien
m = p, siendo p un entero primo impar. La demostracion en el caso
#n = 4 es elemental, por el método lamado de «descenso al infinitor.

Cuando p es entero primo mayor que 2, la no existencia de solu-
«ciones enteras de la ecuacién

xf - 9P = g9,

-en las que p no divide a # y 2, se suele denominar primer caso del
teorema de Fermat. El segundo caso se presenta al considerar las
-posibles soluciones en las que p divide a 2.

El objeto de ampliar el anillo de los enteros al Z [¢f] es el -de
-descomponer el primer miembro de la ecuacién de Fermat en fac
tores lineales, ya que puede escribirse en la forma:

21 ‘
H(x—s’}v)::zﬁ

i=1

En el primer caso del teorema de Fermat se demuestra que si

i ;é] (mod P), los elementos # + <,y v & + &,y carecen de fac-
tores comunes no triviales. Entonces, si Z [e,] es de factorizacién
{inica, deben existir elementos

. ay, ag, B1y By € Z[s,;], Bi ¥ B; unitarios
de forma que:
xteopy=Baf. 7 v py=_Fat

y se prueba que la simultaneidad de estas dos igualdades es con-
tradictoria.
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También resulta que el elemento 1-—c¢, es siempre irreducible
en Z [¢f], y que p admite la descomposicién p = (1 — ¢,)*! 8, sien-
do § un elemento unitario de Z [e,]. '

En el segundo caso del teorema de Fermat, si z = p*z, com
k> 1y 2, no divisible por p; la ecuacién puede escribirse en la
forma:

x4 yf = (1 — epjhle— 1) f 2.

Entonces, si Z [¢)] es de factorizacién dnica se prueba que esta,
igualdad es asimismo contradictoria [36]. '

El programa de Kummer

En esta exposicién esquemadtica, ya se observa que la propiedad
de «factorizacidn dnican es decisiva en las demostraciones, Kummer
ya se dio cuenta que para p'= 23, en el anillo Z [e,,] no podia le-
varse a cabo una teoria de divisibilidad aniloga a la euclidea. Todos
sus esfuerzos para superar tal dificultad quedan plasmados en una
serie de articulos aparecidos entre 1845 y 1847, que son la base de
la actual Teoria de ideales [37]. Feliz error el de Kummer en suw
fallida demostraciéon general del fltimo teorema de Fermat.

El programa que idea Kummer para superar las dificultades de
la factorizacién no tinica, en esencia, es el siguiente:

Si en el anillo A de los enteros de un cierto cuerpo de nameros:
algebraicos, la descomposicién en factores primos no estid definida
de manera 1nica, entonces se trata de hallar un conjunto 4, en el
que esté definida una multiplicacién asociativa y conmutativa (mo-
noide conmutativo) con factorizacién dnica, y una aplicacién de A
en A, en la que a cada w'€ A le corresponde un elemento de A, que
se designa por («), de manera que se conserve la multiplicacién
(homomorfismo). ‘

Para todo nimero « %0 de A, su imagen («) se podri descom-
poner de maneéra tmica en producto de factores primos, pero estos
factores no pertenecerdn al anillo dado A, sino al nuevo monoide A.
En la unicidad de la descomposiciéon «al modo de Kummern se de-
beré tener presente, que algunos niimeros primos de A, pueden tener
por imigenes en A elementos no primos.

En los articulos citados, Kummer desarrollé su programa com
éxito. Incluso, exigiendo al monoide A la condicién de minimo em
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el  sentido de la inclusién, queda determinado salvo isomorfismos..

En 1927, E. Nother daba una caracterizacion axiomatica de los-
anillos en los que es valida una descomposicion- al modo. de Kum--
mer. Estos eran los anillos ndtherianos, enteramente-cerrados v tales:
que todo ideal primo no nulo sea maximal; es decir, los que hoy
llamamos anillos de Dedekind, entre los que se encuentran los ani--
llos de enteros de los cuerpos algébricos, y en particular los Z [e;]
para cada p.

La construccién del monoide A se consigue por diversos méto-
dos. Kummer propone como elementos de A unos «nimeros idea-
lesy, cuya definicién precisa da lugar al concepto de ideal, basico enr
Algebra moderna. Una realizaciéon de A, es el conjunto de los idea--
les no nulos definidos en el anillo A, en el que se considera la mul-:
tiplicacién de ideales de la forma acostumbrada [38].

El nimero de clases

La medida en que un anillo A de Dedekind es no factorial, se-
pone de manifiesto en la complejidad del monoide asociado que res—
taura la factorialidad, al modo de Kummer. Para conseguir infor--
macién precisa sobre A, se distribuyen los elementos de A en clases,.
previa una adecuacién de A a la técnica algebraica.

Para simplificar Hamaremos divisores a los elementos de B, que-
serd el monoide de los divisores de A. Por otra parte la estructura
algébrica de A es demasiado simple, v para poder razonar con co--
modidad seria deseable que A fuera un grupo respecto de la multi--
plicacién. Esto se consigue introduciendo los divisores fracciona--
rios. Si K es el cuerpo de fracciones de A, un divisor fraccionario
de K es un producto finito de divisores de A elevados a exponentes:

enteros (no necesariamente positivos). El conjunto A de los diviso-
res de K, enteros o fraccionarios, en el que se opera con la multi--

plicacién, tiene estructura de grupo, y obViamente es Ach,
A cada §=ap?€K con o, B€ A, se le hace corresponder el

divisor () = () (B)~ € A, que se denomina divisor principal corres-
pondiente a §. La aplicacién £~ (§).del grupo multiplicativo K*
del cuerpo K, en el grupo de divisores A es un homomorfismo, que
extiende el homomorfismé o — > () del grupo multiplicativo A* dek
anillo A, en el monoide de divisores iA.
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De estas definiciones y propiedades resulta que el conjunto &0
de todos los divisores principales, es un subgrupo de A.

Establecida, en sus rasgos principales, esta infraestructura alge-
braica, estamos en condiciones de dar la. definicién fundamental:

El cociente /3/[&0 es el grupo de las clases de divisores de A. Su
cardinal, representado por % (A) o simplemente por /i, es el llamado
nigmero de clases del anillo A. La condicién b = 1, cuando existe
una sola clase, se presenta si, y solamente si, todos los divisores de
A son principales, y es equivalente, por ser A un anillo de Dede-
kind, a la factorialidad de A.

En la realizacién de A, en la que sus elementos son los ideales
-no nulos de anillo A, los ideales fraccionarios son los A-submddulos
de K finitamente generados, y los ideales principales son los de la
-forma & A, para cada '€ K*,

El cuerpo de fracciones del anillo Z [¢,], lamado cuerpo ciclo-
téomico, es el Q [¢,]. En 1847, Kummer probé la finitud de & para
estos cuerpos y posteriormente Dirichlet para cuerpos de nfimeros
arbitrarios.

Un progreso notable en el estudio del teorema de Fermat se con-
-siguid considerando para cada primo p el nfimero de clases % del
cuerpo Q [ey]. Kummer dewmostrd el teorvema, para cada exponente
primo p de la ecuacidn de Fermat, que no divide al correspondien-
te h. [39]. A raiz de este resultado, clasificé6 a los ntimeros primos
-en regulares e irregulares: un primo p > 8 es regular si no divide
a h, e irregular en caso contrario. Es interesante observar que los
fimicos irregulares menores que 100 son los primos 37, 59 y 67, para
los que entonces quedd sin demostrar el teorema de Fermat.

Dos preguntas fundamentales quedaban formuladas tras estos
-resultados:

;Cémo se reconoce si un nfimero primo es regular, o no lo es?
;Cémo se trata el caso irregular?

Ia contestacién a la primera pregunta equivale a la determina-
-cién del nfimero de clases de un cuerpo ciclotdmico. Es sorprenden-
te e inesperado que en la resolucién de este problema, el instru-
‘mento adecuado sea la funcién zeta, cuya utilidad se pone de mani-
fiesto en los momentos criticos de los grandes problemas de la
"Teoria de niimeros. ‘

42



La FUNCION ZETA Y EL NUMERO DE CLASES
Segunda. generacidon de la funcidn zeta

Es Dedekind el que generaliza de manera natural la funcién zeta
-de Riemann, adaptandola a los problemas :de. divisibilidad en los
cuerpos ciclotémicos, y en general en los cuerpos K de nimeros
algébricos [40]. Si con la gética n, designamos un divisor cual-
-quiera del cuerpo K, y con'N (n) su norma, la funcién zeta de Dede-
kind es:

1
C“(‘):fZW" (s 1),
n

-en donde n recorre.todos los divisores enteros del cuerpo K. .En la
realizacién -de los divisores como ideales no nulos, los:elementos n
son los ideales del anillo de enteros K.

Para la funcién {x es también valida la descomposicion euleriana
-en producto infinito :

1
Cr(s) = HW’ (s>1)
' .

«donde el produto se extiende ahora a todos los divisores primos de K.

Por prolongacién analitica se obtiene una funcién meromorfa en
el plano complejo, con un finico polo en s = 1, y cuyo residuo esta
dado por

lim (s — D Ek () =x 4.

s>1
donde » es una constante no nula especifica de K y & el ntimero de
clases del cuerpo.
Sin=r+2¢es el grado del cuerpo K (» y 2¢ niimeros de
isomorfismos reales y complejos de K en C), si D y R son el dis-

criminante y regulador de K, y si w es el ntimero de raices de la
anidad contenidas en K, la expresion de x es '

2r+t7ttR
wV | Dy

=
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Las funciones L

Partiendo de esta situacién, una forma de obtener A explicitamen
te en el caso de los cuerpos ciclotémicos es calcular, por otra via,
el residuo de la funcién Iy en el punto s = 1.

Se supondrd que K es el cuerpo ciclotémico m-ésimo Q (<),
siendo pues, ¢ una raiz primitiva m-ésima de la unidad: <" = 1.

Si en la férmula euleriana del producto, para cada nfimeto primo
P se agrupan los términos que se refieren a los divisores g de #, se
tiene

1
Cx'(s)——:H }I—IqjN—@:;. {s>1),
b4 ?

donde el producto exterior se refiere a todos los nlimeros primos,
y los productos interiores son finitos. Considerando los caracteres
modulares y, mdédulo m, la fé6rmula anterior se transforma en:

1
CK(S)=G(s)I‘ ll—‘—‘————_ = (s>1),
yadirall 1(2)2

en donde G (s) es el producto finito

1
G(s)=IIT_—N@“:;-
8 .s
Invirtiendo €l orden de los productos en la {Oltima expresion de

U (s), se presenta en la nueva forma:

=66 [] 26
x

en la que para cada cardcter y, modulo m, L es la funcién de la
variable compléja s definida por el producto infinito

) 1
L(ssx)zl;[ 1—y @) *

En particular, cuando se trata del caricter unidad y,, médulo m,
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{xe(p) =1, si m.c.d.(p,m) =1; %, (p) =0, si m.c.d.(p,m)>1), se
tiene:

Lew=co ] (1--,)

pim

donde el segundo factor es evidentemente un producto finito.

Desglosando de la formula de ¢y el factor que corresponde al
€aricter unidad, se tiene finalmente:

t=Fece [Jren >
bES

«donde se ha designado por F (s) el producto finito

ro=Tl vovge I (1- =)

= Tpe.
Gim pim ?

Las transformaciones del producto euleriano que define [y han
sido ocasi6n para la introduccién de las funciones L, cuyo paren-
tesco con la funcién zeta de Riemann es evidente. En particular
-esta relacién se manifiesta en la analogia de sus propiedades.

A partir de la propiedad multiplicativa de los caracteres, prece-
diendo como en el caso de la funcién zeta, se tiene:

L(:.x)=2 xn(:t) (s> 1),

7 =1

-que es la serie de Dirvichlet de cardcier y, médulo m.

Las funciones L, en principio sélo definidas en el semiplano
& (s) > 1, son prolongables analiticamente, por medio de férmulas
integrales al estilo de la de Riemann para la funcidn zeta, y resulta
que L (s, y,) es una funcién meromorfa con un tnico polo simple
en si=1, y las L (s, y), para y £y, son funciones ‘enteras [41].

A partir de la nueva expresion de {x, y conocidas las propieda-
des de las funciones L, se obtiene como residuo de ¢x en s:= 1.

lim (s — 1) Ee () =F (1) H L1,y
s>1 FES
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y en consecuencia el wvalor. del nimero de clases h del cuerpo ciclo-
témico m-ésimo es:

p=2 V101 F(I)IIL(I "

Orttqi R
X ¥ Yo

Criterio de regulavidad de Kummer

En el contexto del teorema de Fermat, tienen interés los valores.
de h, para los cuerpos ciclotémicos m-ésimos, en los que m es un
nimero primo impar, que sé designari por p = 2¢q -+ 1.

-La determinacién de los distintos valores que aparecen en la.
férmula de h, relativos al cuerpo Q (e;), da para el ntimero de clases:

_ peha
Y XIJL(I o
0

donde R és el regulador del cuerpo K. La expresién en forma finita
de las series L (1, X), para los distintos caracteres y £ y,, modulo
p, da la expresion -definitiva de A como producto de dos niimeros
enteros

/z'= /ZI . /52;
en la que h, es el nimero de clases del subcuerpo real Q (s, + ¢,7%),

formado con todos los ntimeros reales del cuerpo Q (e,), v h, esta
dado por:

3 =(2—p)1q?r I ﬁ'(ﬂ)F(ﬂ’) s F o2y |
donde § es una raiz primitiva de grado » —1 de la unidad.

En 1850, Kummer demostrd que si p > 3 es un entero primo
que no divide a h,, tampoco divide a hi, y que p divide a h, si, y
solamente si, divide a alguno de los numeradores de los nfimeros
de Bernoulli B,, para 1< 2'< p-—3. Escribiendo By = Pue/Qur
en forma irreducible, se obtiene el siguiente criterio de regularidad:

Un entero primo p > 3 es regular si, y solamente si, no divide @
ninguno de los numeradores Py, P,, ..., Ppg.
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El caso wrregulay

En 1954, Carlitz dio una demostracién sencilla, basada en un teo—
rema de von Staudt-Clausen, de la existencia de infinitos primos irre-
gulares [42], por lo que la demostracién del teorema de Fermat,
quedaba abierta para infinidad de exponentes primos.

Kummer creyé haber encontrado una demostracién del teorema.
de Fermat en los casos de los tres primeros primos irregulares 37,
59 3 67, pero en 1920 Vandiver advirtié que existian incorrecciones.
en la presunta demostracién [43]. Sin embargo pudo corregirse y
ello condujo a la publicacién en 1954, por el mismo Vandiver junto
con D. H. Lehmer y E. Lehmer de un cr1ter1o, o condicién sufi—
ciente para el caso irregular [44]. ‘

Si p es un primo irregular que divide a un Py, con 2 % < p— 3
entonces se dice que el par (p, 2 k) es irregular.

Sea p un prxmo 1rregular y se supone que P =7p + 1 es un
primo que satlsface P< [)Z—p Sea ¢ un entero tal que " £ 1.
{méd. P). Para cada par irregular (p, 2 k), se forma el producto-

- A p—1—2%
Ny, = t—rdj2 I I (#78 — 1)% ,

b=1

en el que es

=P—1 g = S $—2%
g 5 y ’Zn .

Si para todos los pares irregulares se verifica N7y, 51 (méd. P),.
entonces el teorema de Fermat es valido para el exponente p.

El criterio ha sido aplicado por Johnson, para todos los primos:
irregulares menores que 125.000, con résultado positivo [45].

L FUNCION ZETA EN GEOMETRIA ALGEBRAICA
Tercera generacidn de la funcidn zeta
Il interés por el estudio de la Geometria algebraica sobre «cuer—

pos no clasicos» crecié a la par que el de la teoria de congruencias:
superiores. Artin ,observaba en su tesis en 1924 [46], que las ecua--
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«iones de congruencia en el sentido de Dedekind, podian inter-
‘pretarse como ecuaciones algebraicas sobre un cuerpo finito K,
.con ¢ = pé,

Ya Poincaré, en la conferencia que pronunciara en el Congreso
Internacional de Matematicas en 1908, decia que los métodos de las
-curvas algebraicas podian ser aplicadas al estudio de las congruen-
cias de dos variables.

En la tesis citada, Artin estudiaba las extensiones cuadraticas del
cuerpo de las funciones racionales K, (7T) de una variable sobre un
cuerpo finito K,, y tomando como base los trabajos de Dedekind
‘sobre los cuerpos de nfimeros, desarrollé una teoria adecuada de
‘ideales, introduciendo el concepto de funcidn zeta, andlogo al de
Riemann-Dedekind, cuya importancia en el desarrollo de la moderna
-Geometria algebraica ha sido decisiva.

Posteriormente F. K. Schmidt [4T] observé que era posible ge-
-neralizar los teoremas de Artin ‘a cualquier extensién algebraica K
-de K, (T), y vio que los problemas adquirian una formulacién mu-
cho mas natural si se reemplazaba la nocién de ideal por la de di-
visor y se consideraban los resultados desde un punto de vista geo-
métrico. F. K. Schmidt interpreta el cuerpo K como el de las fun-
-ciones racionales de una curva algebraica lisa X definida sobre K,
-que supone inmersa en un espacio proyectivo P, (Q), siendo Q un
.«dominio universaly de caracteristica p.

Para cada entero # > 1, el namero de puntos de X cuyas coor-
-denadas pertenecen a la tnica extensién K,» de K, de grado =,
son el nimero finito N,. La funcién ¢ de X se define por la férmula:

cx k=T (1 - wgr) = Ila —f‘“’"“r‘zexp(z " ’”):
8 g 1

.donde es t:= ¢, y contiene toda la informacién diofantica que so-
‘bre X se puede desear.

El estudio de F. K. Schmidt de la funcién zeta, para curvas de-
-finidas para cuerpos finitos, inaugura el estudio de la Geometria
‘algebraica de caracteristicas p. Asi F. K. Schmidt demuestra el teo-
-rema de Riemann-Roch para esta caracteristica y prueba la raciona-
didad de la funcién zeta, como consecuencia del mismo.

Concretamente es

P PU)
CEIKn =TT 0 —gm) ~ A—HA—¢9 "
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<n donde

3z
P(f):H(l — i t)

i=1

s un polinomio de grado 2 g, g = género de X, con coeficientes
.de Z, y cuyas raicés se permutan por « —»> gl

Otra vez la «hipdtesis de Riemoanny

Primeramente formulada por Artin en su tesis, para la nueva
funcién zeta, conserva su enunciado original aun cuando la natura-
‘leza analitica de la funcién sea completamente distinta afirmando que
dos ceros de la funcidn se encuentran en la recta R (s) = 1/2, lo que
equivale a:

lei |l =Vy¢
Tomando logaritmos de los dos miembros de la igualdad

2z

_exp. (Z 1\:: 1”):]1(1 — )/l =81 —g¥

i=1

:se obtiene

2
N,,=1+g”—2ai",

i==1

que puede entenderse como la ley de distribucién de los elementos
primos en términos de los ceros de la funcién zeta. ;

Hasse observé que la hipdtesis de Riemann es equivalente a la
;acotacion

| Ny —-1— g | S 28972

v la demostré en 1933 para todas las curvas de género uno [48]. En
algunos casos particulares la habia comprobado Artin anterior-
‘mente.

Al pretender extender estos resultados a curvas de género mayor
que uno, ‘Deuring [49] y Hasse [50] observaron que previamente
era necesario desarrollar una teoria de correspondencias en caracte-
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ristica p, conocida entonces para curvas definidas sobre el cuerpos
de los ntimeros complejos segin los métodos de la escuela italiana.

En una memoria aparecida en 1940, A. Weil [51] esbozé una
demostracién de la «hipdtesis de Riemanny para una curve cual—
guiera. lLas circunstancias dificiles del momento le movieron a.
apresurar su publicacion.

Una demostracion definitiva sélo llegd después que Weil elabo--
rara sus «Foundations of algebraic Geometrie» [52], en el periodo
transcurrido entre 1942 y 1946, en donde aparece la nocién clave de
«variedad abstractan. La demostracién se consigue mediante la ver-
sion en caracteristica p del teorema de Castelnuovo y el estudio de
las propiedades de la jacobiana de una curva, considerada como va--
riedad abstracta sobre un cuerpo fnito.

Después de probar la «hipdtesis de Riemann» para curvas,
A. Weil en su articulo fundamental [53] en 1949, introdujo una.
funcidn zeta para variedades de dimension superior formulando Ia.
correspondiente hipétesis acerca de la situacién de sus ceros y polos..
La funcién zeta introducida, tiene la misma interpretacién diofantica.
que en el caso de las curvas: informa sobre el niimero de solucio--
nes que poseen los sistemas de ecuaciones algebraicas en caracte-
ristica p. o

La «hipétesis de Riemann» en dimensidén arbitraria forma parte-
de las lamadas «conjeturas de Weiln, que han sido el gran motor
impulsor de la Geometria algebraica en los filtimos cuarenta afios..

La demostracién de la «hipdtesis de Riemanny pare variedades

Las «Foundations of Algebraic Geometry» creados por A. Weil
para la demostracién de la «hipétesis de Riemanny para curvas, fue-
ron insuficiéntes a la hora de demostrar sus conjeturas en dimensién
arbitraria. El desarrollo de una Geometria algebraica abstracta, apta.
para la demostracién de las conjeturas, fue el programa llevado a.
cabo por la escuela francesa bajo la direccién de A. Grothendieck.

Las -conjeturas enunciadas por Weil en 1949, fuerom probadas
todas por Grothemdieck [54] salvo la segunda, que precisamente es:
la que corresponde a la «hipétesis de Riemann». Este honor estaba
reservado a-P. Deligne [55], quien en 1974 logrd dar su demostra—
cidn, usando todo el aparato formal creado por Grothendieck.

El estudio de las variedades en caracteristica p, y la consiguiente:
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demostracién de las conjeturas de Weil no deben considerarse como
un hecho aislado, o como un resultado exclusivo de la Geometria
algebraica, sino como una forma de estudio «localy de los dificiles
problemas que la Teoria de ntmeros tiene planteados.

La informacién que proporcionan las conjeturas de Weil se usa
hoy dia, via la teoria de Iwasawa y el estudio de formas modulares,
para conseguir un conocimiento méas profundo de las extensiones
ciclotomicas de los cuerpos de ntmeros tan estrechamente ligadas
al teorema de Fermat.

Transcribimos al respecto el siguiente comentario de A. Weil que,

aunque lo formuld en 1947, sigue teniendo la més completa actua-
lidad :

«Después de gque hubieva podido perderse la esperanza de demos-
trar la hipdtesis de Riemann por los métodos de la Teoria de fun-
clones, hoy nos aparece bajo un nuevo aspecto que la presenta inse-
parable de la conjetura de Artin sobre las funciones L, siendo ambos
problemas dos aspectos de una misma cuestidn aritmético-algebroi-
ca, en donde el estudio de todas las extensiones ciclotémicas de ww
cuerpo de wnibmeros dado, jugard sin duda un papel decisivo.»

REFLEXIONES EN TORNO A LA GENESIS Y DESARROLLO DE LA FUNCION ZETA

Una realidad cientifica

Con la filtima cita de A. Weil cierro esta historia viva de la. fun-
cién zeta de Riemann, que se anuncié como uno de los procesos mis.
fascinantes de la evolucién del pensamiento cientifico. Desde sus rai-
ces que se pierden en las fuentes del idealismo griego, su apariciém
en el Analisis en la féormula multiplicativa de Euler, y su definicion
en la célebre memoria de Riemann en 1859, con presencia continuada
desde esa fecha hasta los filtimos resultados de la escuela francesa
de Geometria algebraica, permiten presentar a esta funcién como
ejemplo de la génesis y desarrollo de una idea matematica trascen-
dente.

Ademas, las sucesivas etapas de la historia de la funcidén zeta,
se encuadran en circunstancias culturales que en algunos aspectos
reflejan los métodos de investigacién en los centros universitarios
y la valoracién social de los matematicos.
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En la época euleriana, los descubrimientos sobre la funcién zeta
fueron propiedades notables pero no organizadas. Se trataba de los
hallazgos de los cultivadores del nuevo Célculo infinitesimal en un
ambiente matematico optimista.

El periodo mas brillante de la funcién zeta es la era de las uni-
versidades germanas, en las que la jerarquia de la cultura transcen-
dia a los docentes. En sus seminarios se investigaba y se aprendia
a investigar en un mundo de ideas, que al diferenciarlas y ordenar-
las se convierten en realidad cientifica. Sea disculpado el matemdtico
si intercala un elogio a estas universidades, en las que ha residido
nuestra ciencia durante muchos afios. A principios del siglo xx los
estudiantes de Matematicas de todo el mundo, recibian el mismo con-
sejo: «Haz tu maleta, y llévala ti mismo a Gottingar.

La ciencia francesa estuvo presente en la historia de la funcién
zeta durante esta época con algunas individualidades geniales, que
demostraron el «espiritu de fineza» que dirla Pascal. En el declive
de la universidad alemana a mediados de este siglo, aparece la crea-
tividad francesa en toda su potencia, cuando consigue integrar en un
equipo a brillantes individualidades. La influencia de este grupo re-
formador, investigador y creador, ha sido decisiva durante los afios
pasados, que corresponden en espiritu a la tercera generacién de la
funcién zeta. '

Sin duda esta historia es la de un hecho cultural europeo de es-
pecial significado. Sorprende y admira que la investigacion. sobre
una teoria matemditica haya sido el vinculo invisible que ha reunido
a numerosas mentes privilegiadas, a través de siglo y medio, para
un trabajo en comin. A través de generaciones se persigue un pro-
greso continuado en el conocimiento. No se trata, pues, de un pro-
greso evaluable por un aumento de comodidades, sino de un pro-
greso efectivo-del hombre, en su cualidad superior de ser inteligente.

Dice el gran especialista de Teoria de ntimeros, G. Hardy, que
«el matematico es un constructor dé configuraciones con ideas», lo
Que segfin el pensamiento platdnico, seria el argumento decisivo para
afirmar la realidad de estas configuraciones. Sin embargo, para ase-
gurar esta realidad tal vez bastara observar que son causa de un
progreso real del hombre en su trayectoria de superacién continuada.
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La creacion matemdtica y otras consideraciones

No creo que nadie dude de la identidad de la MatemAtica como
ciencia, y seguramente una de las primeras en el mundo de la Cul-
tura, la llamada «cultura invisiblen, y dejo pasar la posible sombra
de escepticismo cuando se considera la crisis de sus fundamentos.
Me detengo, pues, ante el matemitico en su taller intelectual, es
decir, cuando descubre o inventa un nuevo concepto, proposicion o
teoria, o simplemente frente a la realidad matemética. '

Se discute si el quehacer del matematico es el descubrimiento o
la invencién, y la discusién se suele avivar al incluir un leve matiz,
preguntando si las verdades matematicas son descubiertas o inven-
tadas. En efecto, la palabra «verdad» no admite compromiso, pero
en Matematicas, a través de légicas mas o menos formalizadas, las
verdades suelen tener el sentido de proposiciones légicamente con-
sistentes con' unos postulados de un sistema inicial. Sin embargo
ningtn matematico serio aceptaria como esencia de la Matematica
una pura téntologi’a. _ _

La disputa entre descubrimiento y la invencidn, es la de dos con-
cepciones filoséficas en contraste. Una, el idealismo platdnico, segln
el cual la Matemitica tiene cierta existencia objetiva, y el hombre
descubre trozos de su realidad, no menos firme que la fisica. La otra
concepcién, de la que se encuentra noticia en Aristdteles, sitha ef
origen de la Matemitica en el poder organizador de la mente huma-
na, y es en esencia kantiana.

Los argumentos en favor de una y otra tesis estdn respaldados
por los mas notables matematicos y fisicos. No puedo por.menos de
citar un comentario muy fino de Einstein, cuando fue interrogado:
«Me di.cuenta que habia imwventado el concepto de espacio-tiempo
relativistico, después de haberlo hecho; pero cuando realizaba mi
trabajo notaba que descubriz un aspecto de la realidad».

La distincién entre descubrimiento e invencién tiene un caricter
muy subjetivo y hasta se podria decir que emocional. Por otra par-
te, hace ya tiempo que circula en los ambientes universitarios la frase
«hacer Matematicas», que aleja la controversia, porque ya decia
Goethe: «Cuando no. se sabe lo que es una cosa, se le da nombre
v basta».

En el proceso de «hacer Matematicasy se superponen las intui-
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ciones a distintos niveles de abstraccién, con la labor artesanal de
precisar sus formulaciones, y la técnica de formalizarlas como esla-
bones de una cadena légica. La logica da solidez a la construccién
matematica, pero es mis una servidumbre que un estimulo creador.
La creacién matemdtica no tiene su ovigen en la frialded de un jue-
go légico, sino en intuiciones, que no son regalo de una inactividad
expectante, sino fruto de una reflexi6én comprometida, en un deter-
minado contexto. Podriamos decir que se trata de una intuicidn ac-
tiva. Ya decia Lebesque, que «la intuicién es tanto mis penetrante
cuanto mayor sea el conocimiento de Matematicas».

Las propiedades de la funcién zeta, las expone Riemann, en su
célebre memoria, con la precisién de quien contempla una realidad,
pero sus demostraciones tienen una sorprendente concisién, y a veces
son simples esbozos. En efecto, tales propiedades son resultado de
intuiciones activas que van descubriendo una realidad en el contexto
de los descubrimientos de otros grandes matematicos, y de las posi-
bilidades de una teoria de variable compleja recién estrenada. Las
adecuaciones de la funcidén zeta, segiin Dedekind, Artin y Weil al
estudio de los cuerpos de nfimeros, curvas y variedades algébricas,
no son fruto de un juego légico, sino réplicas a intuiciones en un
contexto de abstraccién superior al de Riemann.

No ya el andlisis de las grandes creaciones, sino la simple expe-
riencia personal de cualquier matematico, atestigua que los descu-
brimientos no son el eslabén final de un encadenamiento l6gico. Las
creaciones tienen un sentido que precede a toda formalizacién, v atin
antes de ésta, la intuicién las reviste de una realidad presencial.

No estd muy alejado el sentido de la creacién matematica del de
la artistica, v muchos matematicos asi lo reconocen. Poincaré, Hardy
y Halmos por citar algunos, han escrito apasionadamente sobre este
tema. Hardy llega a afirmar que sélo «la belleza y la seriedady sirven
para valorar la creacién matematica. _

Tal vez estas consideraciones me ayuden a contestar a la pregun-
ta sobre la presencia del factor artistico en la creaciéon matematica,
que formulé al principio; y atin podria agregar otras razones en
favor de esta tesis, que creo méas objetivas, ya que se refieren al con-
tenido v a la realizacién de una creacién matemdtica. Es opinién
general que los conceptos matematicos tienen una pureza y trans-
parencia de gemas intelectuales, y también se reconoce que’la Ma-
tematica pertenece a las «obras bien hechas» que elogiara Eugenio
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«’Ors. Sin duda, estos dos argumentos no literarios permiten apoyar
Jda afirmacién de que la Matematica también es arte.

El binomio intuicion-16 gica

Volviendo al hilo de nuestra reflexién sobre el trabajo del mate-
matico, me doy cuenta de que he puesto especial énfasis al destacar
-] papel que juega la intuicién en la creacidén matematica, por lo que
seguramente queda desdibujado el papel de la Légica. En ningtin
.caso se trata de situar la intuicién frente a la Loégica, pues sin un
«equilibrio entre los dos. términos del binomio intuicién-légica no
existe Ciencia. Si la intuicién es el maestro y la Légica el sirviente,
el sirviente siempre tiene algfin poder sobre el maestro: frena la
‘intuicion desmandada. Con un domnaire precisa H. Weyl esta situa-
«cién: «La Légica es la higiene que precisa el matematico. para man-
tener sus ideas sanas y vigorosasy. Como deciamos, la Logica es
una servidumbre que tiene la Matematica, de la que no se puede
liberar, pues interviene en momentos esenciales de la creaciéon mate-
matica, y estd presente en todos los razonamientos; es decir, la Ld-
Zica pertenece al método matemdtico. Es cierto que la idea de un
razonamiento matematico, modelo de rigor, certidumbre y univer-
salidad, mas que una realidad es una ilusiéon deseada. La crisis de
fundamentos, los problemas de consistencia y completitud, las insu-
ficiencias de las escuelas conjuntistas, intuicionistas, formalistas, etc.,
los interrogantes abiertos por los teoremas de Godel y otros, son
-motivos de real inquietud y han oscurecido la imagen que sé tenia
.«de la Matemdtica como ciencia del razonamiento inapelable.

Probablemente esta situacién se presenta cuando el anilisis légico
sobrepasa las fronteras alcanzadas por la creacién matematica, que
s trabajo de sintesis, originindose una situacién de desequilibrio.

Sin embargo la presencia de estas crisis, que descubren en las
«ciencias su dimensién humana, no interrumpe el progreso cientifico.
La Matematica sigue creciendo y sus resultados y métodos se pre-
-sentan increiblemente efectivos. No hay ‘duda de que las proposi-
clones requieren demostraciones adecuadas y con ellas entran a for-
mar un cuerpo de doctrina ; pero copletando la idea antes expuesta,
-podemos afirmar que el sentido de rigor en las demostraciones de-
pende del contexto matemdtico-légico del momento. La Matemitica
«rece en una serie de avances, en los que manda la intuicién. Des-
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pués se consolidan paso a paso a través de las correcciones de inad-
verfencias y errores, hasta que las demostraciones alcanzan el nivel
de rigor del momento. Por esto algiin matematico asegura que no-
hay demostraciones finales, es decir, definitivas.

A. N. Whitehead, el compafiero de B. Russell en la redaccién.
de los Principia Mathematica, refiriéndose a la Loégica dice: «Se
trata de un instrumento soberbio, pero su uso requiere un fondo de-
sentido comfmy. '

En el estudio realizado sobre la funcién zeta, a través de las dis—
tintas épocas, se percibe claramente la adecuacién del lenguaje y
técnicas de demostracién a la situacién del pensamiento matematico-
del momento. La flexibilidad del razonamiento de los tiempos eule-
rianos es totalmente distinta de los planteamientos asépticos a lo
Bourbaki, pero en toda ocasién se reconoce un buen sentido de
rigor, que no deja la menor duda de la validez de las demostracio--
nes. Este buen sentido no se adquiere por un entrenamiento diferen--
ciado en técnicas ldégicas, sino en el ejercicio de «hacer Matemati--
cas» serias. .

Es posible que junto a las intuiciones primeras de espacio y nt~
mero, estén presentes los principios logicos que codific6 Aristéte-
les; y seguramente en el equilibrio del binomio intuicidon-légica esta:
la clave del buen trabajo del matematico en su taller de ideas.

Un perfil humano

Antes de terminar estas consideraciones sobre la identidad de la.
Matemética, génesis de sus conceptos, certidumbre de las proposi-
ciones, etc., sugeridas por las reflexiones sobre el tema de esta di-
sertacién, parece oportuno hablar de los matematicos. Precisamente
la teoria de la funcién zeta muestra de una forma clara e incisiva el
papel jugado por algunos grandes de la Matematica. Claro que la
historia de una teoria no es la de sus autores, pero ya dijo Goethe
que «la historia de una ciencia es la misma ciencia», y si'es la Mate—
matica, imprime caracter a los que la cultivan.

A medida que iba evocando las vidas de aquellos maestros em
las universidades europeas: Gottinga, Berlin, Jena, Lovaina, Paris,
un sentimiento de admiracién crecia hacia esa rara especie de cien-
tificos, tantas veces extrafios en su sociedad, que son los verdaderos
matematicos.
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Efectivamente las interpretaciones del matematico, como hombre
de ciencia, son siempre varias e incompletas. Para unos, practican.
la més intelectual de las artes creativas; para otros, son descubri~
dores de configuradores de ideas, cuya consistencia esti aseguradé..
por la Légica; y muchos se preguntan si no estarin llegando a una.
situacién limite cuando el descubrimiento matemético se valora por
no ser contradictorio. Sin embargo, todos reconocen en la Matema-
tica una utilidad de sus estructuras légicas, y precisién en el lengua--
je, estrictamente unidos a la evolucién de las Ciencias de la Natura-
leza, y que mueven al fisico E. Wigner a hablar del «poder irrazo-
nable de la Matematican.

Pero estas apreciaciones y distingos, mas propios de un especta~
dor que de un actor, no son motor que impulse el progreso cientifi-
co real. El matematico en su trabajo no cultiva una duda hamletiana
sobre el ser o no ser de sus creaciones. El que con seriedad inves-
tiga sobre una teoria cientifica, ha de creer en su trabajo, v tener
el convencimiento de que su aportacién personal puede suponer un
progreso efectivo en el conocimiento de algtin aspecto del mundo:
sensible o del universo de las ideas. Si alcanza el éxito, ilusionado,
siente la necesidad de compartir el hallazgo.

El ejemplo de los matematicos de la «saga de la funcién zeta»
es aleccionador. Ellos creen en su trabajo, y se sienten arrastrados
a una investigacién, algunos durante afios, en la que son actores
en el descubrimiento. La razén 1ltima de este comportamiento habra
que buscarla en el convencimiento personal de la existencia de una
verdad-matematica, aunque sea discutida su naturaleza y expresion.
Los matematicos son los llamados al ejercicio de profundizar en el
conocimiento de esa verdad, y transmitirlo a los demis. Hay unas
sencillas palabras del citado H. Hardy en su libro «Autojustificacién
de un matemitico» en las que resume su vida: «He afiadido algo af
caudal de conocimientos de la humanidad y he ayudado a otros para.
que hicieran lo mismon».

Al reflexionar sobre estas ideas, en particular en lo referente a
los matematicos en su labor cientifica, se presentan con claridad dos
aspectos que merecen un comentario mas explicito:

Al decir que el matemitico ha de creer en su trabajo, se le pide
que sea auténtico frente a si mismo; y al decir que el matemitico
ha de compartir sus descubrimientos, se le pide que sea auténtico
{rente a los demés.

57



La primera cualidad-es la honestidad del investigador y la segun-
da cualidad es la generosidad del profesor. Las dos configuran el
perfil humano del matematico.

No dudo que en tedricos de otros campos del conocimiento tam-
bién se manifiestan estas notas que perfilan su personalidad, y yo los
he conocido en esta Academia. No obstante, creo que cuanto mas
.alejadas se encuentren las intuiciones sensibles del campo de interés
del investigador, mas sincera ha de ser su adhesién a un trabajo,
que esencialmente serd ejercicio de ingenio y reflexién.

Post SCrRIPTUM

Aunque exactamente no se sabe la procedencia, se atribuye a
‘Gauss la siguiente cita: «La Matematica es la reina de las Ciencias,
¥ la Teoria de ntmeros la reina de las Matemdaticasy. Realmente que
es algo desmedido el elogio, en particular en lo referente a la Teoria
de nimeros. Pero hay algo de cierto, pues no se puede negar que
en esta Teoria resplandecen méis que en otras, las buenas cualidades
que tradicionalmente se atribuyen a la Matematica: la simplicidad
de los conceptos fundamentales, la belleza de las proposiciones se-
rias, el rigor de sus razonamientos, la inteniporalidad de sus verda-
des, etc., y yo afiadiria el fuerte poder de seduccién que tiene para
¢l curioso que principia su estudio.

Sin embargo, esta brillante situacién de la Teoria de ntimeros
entre las ramas de la Matematica, no se corresponde con la consi-
«deracién que tiene en el cuadro de nuestros estudios universitarios,
pues sélo en algunas universidades se profesa como disciplina vo-
Tuntaria.

Recuerdo que en nuestros afios mozos, en los capitulos introduc-
torios al Anélisis del texto del gran mateméatico riojano Rey Pastor,
se estudiaban fundamentos de la Teoria de ntimeros que constituian
una entrada fascinante en los estudios facultativos de Matematicas.

Los estudiantes de aquellas promociones conociamos las teorias
bésicas de la divisibilidad, congruencias, ecuaciones diofanticas, etc.,
y por lo menos sabiamos que los nfimeros enteros no sélo sirven
-para construir los racionales.

Reformas de planes en busca de organigramas didicticamente mas
<oherentes, barrieron capitulos de informacién algo dispersa, pero
que frecuentemente ayudaba a despertar el sentido creativo de los
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-estudiantes. En muchas universidades desaparecieron las ensefianzas
-de Teoria de niimeros, y sélo en algunas quedaron en el altimo curso
«como asignatura optativa.

Yo tuve la suerte de poder impartir esta ensefianza durante varios
-afios en la Universidad de Barcelona, donde se creé un pequefio, pero
selecto, grupo de estudiosos de esta materia. Entre ellos quiero dis-
tinguir a dofia G. Pascual Xufre, que después de mi marcha conti-
nué6 la docencia con gran competencia; y a uno de los méas activos
-miembros del grupo dofia P. Bayer Isant, actualmente catedratico
«de Teoria de ntimeros en la Universidad Central de Barcelona, y
-durante varios afios profesora de la misma disciplina en la Univer-
:sidad de Regensburg.

Cuando la Teoria de ntimeros vuelve a interesar en el mundo ma-
‘tematico, espero que las universidades espafiolas le encuentren un
Tugar de preferencia en sus planes de estudio e investigacién. Se trata
-de una teoria dificil de grandes matemdaticos, pero por esto vale la
-pena dedicarse a ella. He dicho.

BiBL1ioGRAFIaA

[1] RieManwN, B., Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebener Grosse. «(Monatsber der Bertiner Akad.», pagi-
nas 671-680, 1859.
12] XKung, M., Mathematical thought from ancient to modern
times. Oxford, Univ. Press, 1972.
8] NestE, W., Griechische Geistesgeschichte (Von Homer bis
Lukian). Stuttgart, A. Kroner, 1944.
‘[4] Hearm, T. L., The thirteen books of Euclid’s Elements. 3 v.
. New York, Dover Publications, Inc., 1956.
5] Heatu, T. L., The thirteen books of Euclid’s Elements. V. 11,
pag. 412,
[6] Eurer, L., Opera 14, pigs. 216-244. Trabajo publicado, 1737.
[71 FEurer, L., Opera 15, pags. 70-90. Trabajo publicado, 1768.
8] Avous, R., Euler and the zeta function. «Amer. Math.
Month.», 81, pags. 1067-1086, 1974.
[9]1 Lecenore, A. M., Théorie des nombres. Reimpresion de Li-
brairie Sci. Tech. A. Blanchard. Paris, 1955.
{10] CmeBysuev, P. L., Oenvres I. Sur le nombres premiers, pagi-
“nas 51-70.
{[11] Raemanw, B., Gesammelte Math. Werke. B. G. Teubner. Leip-
zig, 1876.

59



[12]
[13]
[14]

[15]
[16]

[17]
[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]
[24]

[25]
[26]
[27]

[28]

Vo~ Mancorpt, T., Zur Verteilung der Nullstellen der Rie-
mannschen Funktion {(t). «Math. Ann.», 60, pags. 1-19,
1905.

Harpy, G. H., Sur les Zeros de la fonctwn ¢ (s) de Riemann..
«C. R. Acad. Sci. Paris», 158, pags. 1012-1014, 1914. Tam-
bién en «Collected Papers»

Harpy, G. H. and LirtiEwoon, J. E., The geros of Rw-
mann’s zeta funcion on the critical lme «Math. Z.»,
pags. 283-317, 1921.

SELBERG, A., On the. geros of Riemann’s zeta ﬁmctwn SKR.
Norske V1d Akad. Oslo, 10, 1942,

Bour, H. und Lanpavu, E., Ein Satz iiber Divichletsche Reihen.
wit Anwendung. «Rend. Circ. Mat. Palermon, 37, pagi-
nas 269-272, 1914. '

HiteerT, D., Problémes futures des Mothématigues. «C. R.
2nd. Congr. Int. Math. Parisy, pag. 85, 1902. También en.
«Bull. Am. Math. Soc.», 8, pags. 437-445, 478-479,

LeviNnsoN, N., More than one third of zeros Riemann’s zetx
function are on R (s)i= 1/2. «Advances Math.», 1974,.
pags. 383-436.

Rosser, J. B., YonE, J. M. and SHOENFELD, L., Rigorous--
computation and the zeros of the Riemamn zeta function.
«Cong. Proc. Int. Federation Information Process», 1968,
pags. T0-76.

Lanoau, E., Hondbuch der Lehre von der Verteilung del
Primzahlen. Leipzig. Teubner, 1909. Reimpreso por Chel-
sea, 1953. .

Harpy, G. H., Prime numbers. «Brit. Ass. Rep.»,- 1915, pa--
ginas 350-354. ’

SieceL, C. L., Uber Riemanns Nachlass zuv analytischen Zah--
lentheorie. «Gesammelte Abhandlungen», vol. 1. Springer,
Berlin y New York, 1966.

Epwarps, H. M., Riemann’s Zeta Function. Academic Press
New York y London, 1974, pags. 166 y ss.

Deeve, P. J. W., Ndherungsformeln fir die Zylinderfunk--
tionen ... «Math. Ann.», 67, 1909, pags. 535-558.

Hapamarp, J., Etude sur les Propiétés des Fonctions Entiéres-
et en Particulier d’une Fonction Comnsidéré par Riemann.
«J. Math. Pures Appl» (4), 9, pags. 171-215, 1893.

StieLtyes, T. J., Recherches sur les fractions continues. «Ann..
Fac. Sci. de Toulousey, 8, J, pags. 1-122; y 9, 1895, A,
pags. 1-47.

MeLuin, H., Eine Formel fir den Logarithmus transcenden--
ter Funktionen von endlichem (Geshlecht. «Acta Soc. Sci..
Fenn.», 29, 1900.

Epwarps, H. M., Obra citada. En la pagina 22 y siguientes.
emplea esta notacmn

60



129]
£30]
31

[32)
[33]

135]

[35]

{36]
187]
{88]
139]
140]
[41]
T42]
143]
441
T45]

746]

147)

Lenmer, D. N., List of prime numbers from 1 to 10.006.271.
Publ. No. 163. Carnegie Inst. of Washington. Hafner New
York, 1956.

HapAMARD, ]., Sur la distribution des zeros de la fonction ¢ (s)
et ses consequences arithmétiques. «Bull. Soc. Math. Fran-
cen, 24, pags. 199-220, 1896. (También en «Oeuvresy).

DE LA VALLEE PoussiN, C. ., Recherches analytiques sur lo
theorie des mombres. «Ann. Soc. Sci. Bruxellesy (1), 202,
pags. 183-256, 1896.

Epwarps, H. M., Obra citada, pag. 72.

DE LA VALLEE Poussin, C. J., Sur la fonction {(s) de Riemann
et le nombre des nombres premiers inférieuwrs o une limite
donnée. «Mém. Courronnés et Autres Mém. Publ. Acad.
Roy. Sci. des Lettres Beaux-Ars Belg.», 59, 1899-1900.

Aréstor, T. M., Introduccidn o lo Teoria analitica de miime-
ros. Edit. Reverté, pigs. 124 y ss., 1980. t

FerMmaAT, P. DE, Oeuvres, 4 vol. Gauthier-Villars, 1891-1912.
El enunciado se escribié como nota marginal en la traduc-
cién de la obra de Diofanto. Una edicién muy cuidada de
esta obra fue hecha en Leipzig en 1895 por P. Tannery.

BorevircH, Z. I. SmararevitcH, I. R., Thérie des Nombres.
Gauthier-Villars, pags. 178 y ss., 1967.

KumumEer, E. E., Collected Papers. Vol. 1. Ed. por A. Weil.
Springer, 1975.

BorevitcH, Z. I. y SmarareviTcH, 1. R., Obras citada, pagi-
nas 234 y ss.

Borevircy, Z. I. y SmararevitcH, 1. R., Obra citada, pagi-
nas 247 y ss.

BorevircH, Z. I. y SmararevircH, I, R., Obra citada, pagi-
na 344 y ss. También DepekiND, R., Gesammelte math.
Werke. Braunschweig, 1932,

ApoéstoL, T. M., Obra citada, pags. 309-329.

Carvuirz, L., Note on irregular primes. «Proc. Amer. Math.
Soc.», 5, pags. 329-331, 1954.

Vanpwver, H. S., On Kummer's memoir of 1857 concerming
Fermat’s Last Theorem. «Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A.y,
pags. 266-269, 1920.

Varvpiver, H. S., Leamer, D. H. v Lenumer, E., An Appli-
cation of highspeed computing to Fermat's Last Theo-
rem. «Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A.», pags. 25-33, 1954.

JornsooN, W., Irregular Primes and Cyclotomic Invariants.
«Math. Compt.», 19, pags. 113-120, 1975.

ArTIN, E., Quadratische Kdrper im Gebiet der hoheren Kon-
gruenzen I, II (Thesis). «Math. Z.», 19, pags. 153-246,
1924. También «Coll. Papersy», pags. 1-294.

Scumipr, F. K., Analytische Zahlentheorie in Kdrpern der
Characteristik p. «Math. Z.», 33, pags. 1-32, 1931,

61



[48]

[49]

[50]
[51]
[52]
[53]
[54]

[55]

Hassg, H., Beweis des Analogons des Riemannschen Uermu—
tung fir die Arviinschen und F. K. Schwidtschen Kon-
gruens - zetafunktionen in  gewissen _elliptischen Fillen.
«Ges. d. Wiss. Nacht. Math. Phs. Klasse», Heft 3, pagi-
nas 253-262, 1933.

DevuriNG, M., Aritmetische Theorie der Korres;bondenzen al--
gebmmchen Funktionenkorpers, I. «J. Reine Angew.
Math.», 177, pags. 161-191, 1937.

Hassg, H., Zur Theorie der abstrakten eliptischen Funktio--
nenkoper, I, II, III. «J. Reine Angew. Math.», 175, 1936.

- WEIL, 4., Collected papers wvol. I. Springer, 1979, paginas.

257-259.

WEiL, A., Foundations of Algebraic Geometry. «Am. Math..
Soc.y, vol. XXIX, 1946 (2.~ edicion, 1962).

WEIL, A., Collected papers, vol. I, pags. 399 410.

GROTHENDIECK A., Elements de Géometrie Algébrique (EGA)
12 voliimenes pubhcados en colaboracmn de DIEUDONNE..
«Publ. Math. THES», 1960-1964.

DzerLieyE, P., La conjetura de Weil I. «Publ. Math. IHES»,.
43, pags. 273-307, 1974.

62



DISCURSO DE CONTESTACION

DEL

EXCMO. SR. D. ALBERTO DOU MASDEXEXAS



Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Sefioras, seflores:

Al contestar a vuestro discurso en nombre de la Academia, cam-
pleme ante todo daros una cordial bienvenida y expresar la satis-
daccién de esta Corporacion por contaros entre sus miembros.

Siguiendo una laudable costumbre tengo que exponer el curricu-
lum vitae del recipiendario con el fin de presentarlo al ptiblico y a
la sociedad.

Enrique Linés Escardd nacié en Logrofio en el seno de una tra-
«dicional familia numerosa. De su padre, aragonés y matematico, he-
redé entusiasmo y tesén en el estudio de la Matematica, y de su
.madre catalana el buen sentido que le ha acompafiado en el ejerci-
cio de cargos de responsabilidad y direccion.

Después de realizar sus estudios secundarios en Logrofic y Bar-
celona empezoé los universitarios de Ciencias Exactas en esta altima
«ciudad. En su Facultad asisti6 a las lecciones de Andlisis que impar-
tia D. José Maria Orts y Aracil, catedratico ejemplar a cuyo entu-
siasmo contagioso se deben muchas de las vocaciones analistas de
los que se formaron en aquella Facultad. En la Universidad Central
terminé la Licenciatura, después de haber asistido a los cursos de
los Rodriguez Bachiller, Navarro Borrids, Alvarez Ude, Fernindez
‘Bafios y otros, que justificaban la fama del excelente profesorado
de la Facultad madriledia.

Aunque la aficién e interés del estudiante Linés se centraba en
el Analisis, debié causarle un fuerte impacto el estudio del Calculo
-de Probabilidades y Estadistica matematica, que entonces era nove-
dad en los planes de estudio, y cautivaba a los jévenes ya fuera por
su aspecto probabilis'tico, préximo al Analisis, o por el caracter es-
-tadistico, cuyos métodos parecian alejados del riguroso logicismo.
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En efecto, sus primeras preocupaciones y trabajos se refieren ak
Calculo de Probabilidades, en el que todavia no se habian impuesto
los métodos de la Teoria de la medida, y daban a su estudio el atrac—
tivo de algo que se estd descubriendo.

Pasados los afios dolorosos de la contienda espafiola, se doctora.
el profesor Linés con una tesis sobre «El método de la funcién ar-
bitraria en el Cilculo de Probabilidadesy.

Desde entonces se incorpora a la labor docente, tanto en Espafia.
como en el extranjero, que ha sido y es, junto con el estudio e in-
vestigacion la dedicacién de su vida. Pasdé por los grados previos
del profesorado universitario, hasta alcanzar a mediados de la década.
de los cuarenta la Citedra de Analisis Matematico en la Universidad
de Zaragoza, de la que posteriormente pasé a Barcelona. Aqui en
Barcelona conoci como alumno a Linés, por primera vez, o mejor
le reconoci, pues nos habiamos visto en Madrid al principio de los
aflos cuarenta. Aunque no asisti a sus clases de Anéilisis Matematico
1.2y 2.°, pues tuvo la bondad de convalidirmelas por mis previos
vest’ﬁdios, si me consta positivamente, por alguno de sus alumnos.
aventajados, el entusiasmo que despert6 gracias a la alta calidad de
su ensefilanza. Recuerdo el impacto duradero que me causd su curso
de Doctorado (1950-51) sobre los Funcionales analiticos de Fantap-
pié al que asisti con mucho interés y redacté uno de mis primeros
trabajos a nivel de iniciacién a la investigacién matematica. A prin-
cipios de los 70 se trasladd a Madrid a la Citedra de la misma de-
nominacién en la Complutense y finalmente en la U. N. E. D. Desde
su catedra ha encauzado con extraordinario éxito las vocaciones
mateméticas de numerosos universitarios, actualmente profesores em
distintas Universidades_ y otros Centros docentes del pais.
~ Antes de acceder a la citedra en Espafia, ejercié como Docente
(invitado) en la Universidad de «Friedrich-Schiller» de la ciudad ale-
mana de Jena, durante tres semestres, v participé en los seminarios
de los profesores R. Koening, Deuring, Damkohler, F. K. Schmidt
entre otros.

Durante el curso 51-52 permanecié el profesor Linés en la Un1-
versidad de Maryland tomando parte en los trabajos del «Instltute
for Applied Mathematics», en relacién con los profesores Weinstein,.
Diaz, Zarantonello, Payne, Weinberger y otros, dando distintas con-
ferencias sobre «Aplicacién de la Teoria de los funcionales anali~
ticos».
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En la Escuela Técnica Superior .de Ingenieros Industriales de
Barcelona, como profesor extraordinario de la Catedra «Paulino
Castells» desarrollé cursos desde el afio 57 al 63 sobre temas de
Anilisis Mateméatico Superior en sus aspectos de aplicacion.

Por invitacién de Universidades y Centros Técnicos Superiores
de Venezuela, impartié tres cursos de postgrado entre los afios 72
y 74, destinados a profesores de nivel superior, sobre Teoria de la
medida e integracién y Técnicas del Analisis complejo y del Anéli-
sis funcional.

Es notable la labor docente del profesor Linés en. el campo de
la Teoria de ntmeros, durante su estancia en la Facultad barcelo-
nesa, de la que él mismo ya se ha hecho eco. Aparte de las leccio-
nes ordinarias para alumnos del dltimo ciclo, en el Seminario co-
rrespondiente se despertaron firmes vocaciones, que han dado con-
tinuidad al estudio de esta noble rama de la Mateméitica en nuestro
pais.

. La dedicacién a la Universidad tiene sus servidumbres, pues con
frecuencia obligan al empleo de energias y tiempo en tareas, no do-
centes en si, pero que posibilitan la vida de la Institucién. Segura-
mente por ese buen sentido al que hemos hecho referencia, el pro-
fesor Linés se vio implicado en tales trabajos. Durante diez afios
fue Secretario General de la Universidad y perteneci6 a la Comisiém
promotora de la Universidad Auténoma en la capital catalana du-
rante los primeros afios de su organizaciéon y funcionamiento. Pre-
sidi6, durante varios afios la Comisiéon local Fullbrigth en Barcelo-
na; y bajo los auspicios de esta Fundacién, fue invitado dirante el
otofio del 67, a realizar un viaje de estudios por distintas Universi-
dades de EE. UU. Asistid a distintos seminarios en Universidades
de Filadelfia y Luisiana, en Minneapolis como profesor invitado, y
objeto de especial invitacién en el Instituto Tecnologlco de Cahforma
con motivo del aniversario de su fundacién. Durante este viaje pudo
estudiar la organizacién y problemitica de las Universidades de
aquel pais. ‘

En la Facultad de Matematicas de Barcelona fue Jefe del Depar-
tamento de Teoria de funciones, y también jefe de la Seccién
de - Matemética Aplicada del Seminario de Barcelona adscrito “al
C.S.1.C. Fue uno de los fundadores de la revista «Collectanea
Mathematican en el afio 48, publicada por dicho Seminario. Desde
su fundacién, miembro de su Comité de redaccién y Director de la
‘misma en ‘el bienio 69-70." ‘
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Desde la fundacién de la U. N. E. D. en Madrid es Director del
Departamento de Matematica Fundamental, habiendo organizado sus
estudios y preparado textos y material para la ensefianza en dicho
Centro.

Pertenece a la Real Soc1edad Matematica Espafiola, de la que
tue Presidente en el periodo 1974-T8.

En el C.S.I1.C. fue Consejero Adjunto del Patronato Alfon-
so X el Sabio y actualmente es Jefe del Departamento de Matema-
tica Aplicada del Instituto «Jorge Juan». Fue Académico electo de
la Real de Ciencias de Barcelona y actualmente Académico corres-
pondiente de la misma.

Linés se interesé al principio de su carrera por los temas del
‘Calculo de Probabilidades y fruto de ello fue su tesis referente a una
cuestién que habia preocupado a Poincaré y de la que trataba en su
«Calcul des Probabilitésy. Se trata de explicar el origen de los fend-
menos aleatorios. El método de la funcién arbitraria corresponde a
- un esquema en el que pequefias diferencias en las causas originan
grandes diferencias en los efectos, y del cual un ejemplo tipico es
€l juego de ruleta. La introduccién de las técnicas de medida en la
Teoria de la probabilidad restd interés a la cuestion del origen del
azar, y los estudios de esta indole se desplazaron a otras ireas de la
Matematica. Sin embargo, en aquel momento, las aportaciones del
profesor Linés tenian interesante originalidad. Aparte de dar un
tratamiento riguroso al ‘método clasico, propone generalizaciones
sustanciales que estudia en casos particulares, y por métodos direc-
tos da la solucién exacta de algunos problemas de tipo ergoédico.

Cuestiones de Anilisis relacionadas con estos problemas las trata
en trabajos sobre «La medida media de conjuntos no acotados».
También con técnicas directas estudia la frecuencia de puntos de
redes situados en determinadas zonas del espacio.

A esta época pertenecen algunos trabajos sobre «Problemas de
coincidencias». M.  Fréchet en los Exposés d’Analyse Générale (Act.
Sc. et Ind. 942) menciona detallada y repetidamente (in¢luso con una
referencia en el indice) el caso estudiado por Linés, qie resume-en
una nota..

Por aquellas fechas se ocupa Linés del estudio de las funciones
casi-periddicas, relacionindolas con la resolucién de problemas ergé-
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dicos. concretos. Fruto de este interés fue un extenso trabajo titulado
«Aplicaciones de la teoria de redes regulares al estudio de las fun-
ciones casi-periddicas» que fue premiado por el C. S. I. C. en un con-
curso nacional. Partiendo de nuevas demostraciones de los teoremas
.de aproximaciones diofanticas de Kronecker, se hace un estudio de
tunciones generalizadas casi-periddicas, con exponentes caracteristi-
cos pertenecientes a un médulo de ntimeros de base finita.

En relacién con estos trabajos se expone un «Método de calculo
efectivo de aproximaciones diofinticas para sistemas reducidos de
tipo linealn, por medio de fracciones continuas.

En el campo de las funciones casi-periddicas Linés tiene otros
trabajos que generalizan estas funciones en un sentido asintético a
la manera de Fréchet, o bien cuando la variable toma valores dis-
cretos. Basandose en estas ideas se escribié una tesis doctoral.

Ya Catedratico de AnAlisis matematico en la Universidad de Bar-
celona, a raiz de la estancia en Espafia del mateméatico 1.. Fantappié,
se interesa vivamente por la teoria de los «Funcionales analiticos»,
publicando una amplia memoria en la que se aplican aquellas técni-
cas a problemas de ecuaciones en derivadas parciales, titulada «Re-
solucién en forma finita del problema de Cauchy sobre una hiper-
superficie cualquiera en la ecuacién de ondas, con cualquier nimero
de variables, y en otras notables de tipo hiperbélicon. A partir del
calculo de los funcionales por medio de sus indicatrices proyectivas,
obtiene las soluciones en forma finita, es decir, por medio de inte-
graciones sobre dominios e hipersuperficies, del problema de Cauchy,
de las ecuaciones citadas, Parece que son las primeras soluciones
‘obtenidas con esta maxima generalidad. No menos interés tienen las
soluciones para las ecuaciones de los telegrafistas, v otras hiperbd-
licas de érdenes 4 y 2 k, asi como en las ecuaciones de propagacién
de las ondas en medios cristalinos unidxicos. Obtenidas las solucio-
nes en forma finita estudia su validez en el campo real que es el que
fisicamente tiene mas interés. En esta extensa memoria se pone de
manifiesto la utilidad prictica de los métodos funcionales en el estu-
dio de problemas concretos. _ -

Publica después en una revista -italiana la memoria «Sobre los
productos funcionales relativisticamente invariantes», que dentro del
4rea de la Teoria de los funcionales, respondia al deseo de construir
instrumentos de calculo en el esquema relativistico.

. Posteriormente ocupan el interés del profesor Linés temas rela-
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cionados con los fundamentos y entre los trabajos publicados cita-
mos: «Esquemas légicos de calculon, «Sobre la estructura del con-
junto de los nameros naturalesy y «Estructuras lineales y su orien-
faciony, estos tltimos en Coll. Math.

En esta resefia sélo nos hemos detenido en los trabajos que hemos
considerado mas representativos para situar la actividad del nuevo
Académico ; pero reconociendo que una de las notas mdas caracte-
Jisticas de su personalidad es la preocupacién docente, creemos que
es significativa la publicacién en estos tltimos afios de dos volumi-
nosos tratados: Andlisis II (Célculo en espacios normados. Teoria
de la medida ¢ integracion) y Andlisis IV (Andlisis complejo), apar-
te de los Principios de Andlisis Matemdtico de proxima aparicion.

Por otra parte ha dirigido las versiones espafiolas de numerosas
obras de reconocidos especialistas extranjeros.

* ¥ ¥*

1. Siguiendo la misma laudable costumbre, a la que me he refe-
rido al comienzo de mis palabras, paso a comentar brevemente el
discurso del recipiendario.

Vaya por delante que su lectura me ha fascinado. Nuestro nuevo
‘compafiero, tomando como hilo conductor la historia de la funcién
zeta de Riemann, no solamente nos ha ilustrado acerca de uno. de
los mis bellos episodios de la historia de las Matematicas que co-
mienza en los Elementos de Euclides y sigtie vivo hasta nuestros
’dias, sino que, ademas, nos ha dado una leccién espléndida de lo
que son las Mateméticas, las Matematicas multimilenarias, las Ma-
tematicas de siempre. En particular llama la atencién, como partien-
do de formulaciones tan comprensibles y al parecer tan elementales,
muy pronto, casi de repente nos damos cuenta de que tocamos mis-
terio y desde muy cerca.

4. Mi comentario va a cefiirse a las Reflexiones con las que el
autor termina su discurso. Aunque mis consideraciones participan de
todas las que él hace a lo largo de este capitulo final y en dltimo
termmo se 1dent1ﬁcan sustanmalmente con ellas, mi comentarlo quiere

ser de una manera muy concreta tna explicacién y conﬁrmacmn de
‘aquel dejar «pasar la posible sombra de escepticismon de aue habla
‘Linés al comienzo de su seccién sobre la creaciéon matemética.
2.1. Ahora estd de moda hacer Datente v poner de relieve esta
“«sombra». Esta «sombra de escept1c1smo» viene provocada principal

70



y recientemente, en este presente siglo, por la proliferacién de para-
-dojas, de las cuales no se acaba de dar una explicacién completa-
mente adecuada. Un origen algo mas remoto de esta oscuridad hay
que situarlo en los rdpidos avances del Analisis matematico a partir
«del siglo xvir y en el descubrimiento de las geometrias no euclideas;
e incluso en el descubrimiento de las manchas del sol que acaban
«<on la brillantez de las teorias aristotélicas.

Pero es sobre todo en este siglo, en el que por diversas razones
.que enumera Linés: «la crisis de los fundamentos, los problemas
de consistencia y completitud, las insuficiencias de las escuelas .con-
Jjuntistas, intuicionistas, formalistas, etc., y los interrogantes abier-
tos por los teoremas de Godel y otros», se empafla la trasparencia
.del razonamiento matemitico. Como razones mais concretas pode-
mos citar ademas de las paradojas ya clasicas, el postulado de selec-
«ién de Zermelo; la critica de Brouwer (1923): «Una teoria errénea,
aunque no se la coja en contradiccién no por eso deja de ser errd-
-nea; ni mas ni menos que una acciéon criminal aunque no sea conde-
nada en juicio no pof eso deja de ser criminaly; el axioma (genera-
lizado) del continuo; y el hecho de que varios matematicos como
G. H. Hardy, H. Weyl, R. 1. Wilder, y numerosos filésofos reba-
jen el valor probativo de las demostraciones matematicas. Mas ain,
no es raro hoy dia oir hablar o leer sobre descubrimientos devasta-
-dores, desastres intelectuales, calamidades irremediables que convier-
ten en proposiciones peligrosamente dudosas las que antes eran con-
-sideradas como verdades incontrovertibles.

Desde luego que hay muchos mateméticos que, como nuestro
nuevo compafiero, dejan pasar esta posible sombra de escepticismo,
y algunos llegan a afirmar la validez incondicional e incluso la ver-
dad inmutable de las proposiciones matematicas; asi por ejemplo
J Dieudonné y los Bourbakistas, K. Gédel y el mismo G. H. Hardy.

fea

2.2, La disparidad de juicios que manifiestan los matematicos
«cuando hablan de la certeza de sus teoremas o del valor probativo
-de sus demostraciones, se hace también patente en otros aspectos.
Obviamente no es éste el lugar de una exposicion sistemé“cica:y
documentada de las disparidades aue muestran los matematicos cuan-
-do analizan su disciplina, pero permitidme enumerar algunas.

Linés trata exphc1tamente en su discurso la opcién entre descu-
Primiento o invencién de los teoremas, alternativa que se refiere a
1a ontologia de los entes matemiticos. Parece claro que aqui hay
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una disparidad de apreciacién. Creo que son frases corrientes, por
ejemplo, las siguientes: que Gauss descubrid las geometrias rima-
nianas, que Lebesgue c¢red o inventd la teoria de la medida, que
Dedekind cred los nimeros reales, etc. En particular este dltimo es.
muy explicito en carta a H. Weber: «con todo yo aconsejaria que:
por numero real... se entendiera algo nuevo que el espiritu crea.
Somos de naturaleza divina y sin ninguna duda poseemos fuerza
creadora no soélo en cosas materiales (ferrocarriles, telégrafos), sino-
muy especialmente en cosas espiritualesy (24-1-1888),

Asimismo, el recipiendario se ocupa explicitamente del binomio.
intuicién-légica, que tan importante papel juega en la explicacién.
del quehacer investigador propio del matemético ; e ilustra apelandor
también aqui a la historia de la funcién zeta, los diversos modos.
segtin los cuales se ha entendido y aplicado este binomio..

2.8. Todavia cabe mencionar la importante disparidad que se da
entre los matematicos, cuando quieren dar criterios que permitam
valorar los resultados, juzgar de su calidad, decidir cuiles son las.
buenas mateméaticas. Y obsérvese que para orientar la investigacion.
matematica hay que tener en cuenta tales criterios.

Creo que hay cierto consenso en considerar el juego de la gene-
ralizacién, la especializacién inftil y la abstraccién por si misma como-
una calamidad actual. Ahora bien, unos para ponderar la buena ca-
lidad del quehacer matematico hablan de rigor, pureza, forma, arte
v estética. Asi G. G..J. Jacobi en carta (1830) a A. M. Legendre
escribe que el {inico objetivo de la ciencia es el honor del espiritu
humano y por tanto un teorema de Teoria de Ntmeros es tan pre--
cioso como un resultado acerca del sistema planetario. Estos mate-
maticos temen que se les pueda llamar ingenieros o fisicos o incluso-
mateméticos aplicados. Pero corren el peligro de que queden aislados
en una torre de marfil. Por otro lado otros, creo que actualmente-
la mayoria de los mejores matematicos, estiman que el criterio. pri-
mario para valorar positivamente un resultado matemitico es su ins-
trumentabilidad para el servicio de otras ciencias. Para éstos, por
tanto, el criterio supremo de calidad se encuentra en un control que
ejerce la Naturaleza, de modo que las teorias y teoremas matema--
ticos resulten aplicables al mundo exterior.

3. Los fundamentos de las MatemAticas son hoy dia muy diver-
sos. Por otra parte los fundamentos determinan la metodologia de-
las Matematicas, . entendida como aquella parte de la epistemologia
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que se ocupa de la validez o correccién del discurso mateméitico ens
cuanto formalmente deductivo. Consecuentemente se habla hoy de-
diversas Matematicas, siendo las mas importantes las intuicionistas.
y las formalistas. Todavia dentro de estas dltimas especialmente
(puesto que también dentro de las intuicionistas) se distinguen a su
vez varias Matemaéticas, segtin el conjunto de axiomas que se pre--
suponga, por ejemplo segfin se admita o no el axioma de seleccidon.
o el axioma (generalizado) del continuo. Sin duda que esta diversi-
dad de Matematicas es causa de alguna de las disparidades de las
que hemos mencionado en la seccién 2 anterior.

Con todo, me parece que para juzgar del sentido de las mencio--
nadas disparidades o para poder decidir sobre la verdad o falsedad.
de sus afirmaciones, juega un papel mucho mas relevante el hecho:
de que actualmente bajo el mismo nombre de Matematicas se entien-
den dos disciplinas extraordinariamente distintas. La razén de esta
distincion estd en la diversa naturaleza de los objetos a los que se-
supone que se refieren las proposiciones y teoremas matematicos.
Es una razén profunda pues afecta también a su epistemologia, ya.
que los objetos referidos son elementos esenciales para la determi--
naci6én de la verdad o falsedad de las proposiciones. A estas dos dis--
ciplinas las llamaremos Matematicas formales y Matematicas clasi-
cas. Las primeras se refieren a entes ideales, que pueden ser entida--
des de un tercer mundo (platonismo) o entidades mentales que se
suponen previamente construidas (intuicionismo); mientras que las:
segundas se refieren a las cosas del mundo exterior que se supone-
independiente de la mente humana,

3.11. ILas Matematicas tradicionales, es decir las que se han he--
cho desde Platén hasta el siglo xmx, deben ser consideradas como
Matematicas clisicas, pues se refieren por lo menos mediatamente,
al mundo fisico de las cosas exteriores, el mundo que percibimos:
con los sentidos v que se supone que es independiente de nuestra.:
mente. En Platén las Matematicas se refieren a ciertas entidades o-
Ideas, con existencia real, de las cuales participan las cosas del mun-
do fisico, y por tanto ni se plantea problema alguno de su consis--
tencia 16gica ni ofrece especiales dificultades la aplicabilidad de sus-
teoremas al mundo fisico. En Aristoteles v Santo Tomas los con-
ceptos matémdaticos se abstraen de la realidad fisica v los teoremas-
matematicos se aplican exactamente a’la realidad del mundo exte--
rior, cuando ésta se concibe con su cantidad y se abstrae de las cua-
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didades sensibles. Tampoco aqui pueden plantearse ni el problema de
aplicabilidad ni el de la consistencia, pues el mundo fisico es un mo-
delo de las estructuras matematicas. Las Mateméticas son la ciencia
-que se ocupa de la cantidad, que puede ser discreta (Aritmética) o
continua (Geometria). En Kant las Matemdticas constan -de juicios
sintéticos «a priori» y tampoco se plantean los problemas de consis-
tencia y aplicabilidad.

3.12. La gestacién y creacién de las geometrias no euclideas
{(1733-1832) plantea por primera vez la aparentemente igual consis-
tencia ldgica (aunque esta consistencia sea sélo relativa y no se de-
‘muestre hasta 1871 por F. Klein) de sistemas matematicos extraor-
dinariamente elaborados y rigurosos que contienen proposiciones
«contradictorias. En la Geometria euclidea, o del angulo recto, la suma
-de los angulos de un tridngulo es dos rectos, mientras que en la Geo-
‘metria del dngulo agudo es menor qué dos rectos. En la hipdtesis,
-entonces ticitamente admitida y sin posible ocurrencia de duda, de
-que la Geometria vigente en el mundo fisico era una Geometria ele-
mental (pues nadie cuestionaba que los cuerpos se movian conser-
vando 4ngulos y distancias) y que era la misma en todo el espacio
fisico (pues en todo él se podian mover los cuerpos), sélo una de
las dos geometrias podia ser verdadera; y en cuanto tal su consis-
tencia légica esty asegurada. Para la otra geometria se abre el pro-
blema de la consistencia; y el de su inutilidad, hasta tal punto que
para Kant la geometria euclidea determina las condiciones de posi-
‘bilidad objetiva, y por tanto la geometria del 4ngulo agudo ni si-
-quiera es objetivamente posible.

A los mismos nuevos problemas de consistencia y aplicabilidad
llevan los avances del Anilisis en el siglo xviii. Mencionemos, por
-ejemplo, el desarrollo del concepto de funcién, desde la definicién
analitica que explicita Euler (1748) hasta la definicion de Dirichlet
(1829) ; la introduccion de los nfimeros imaginarios (o «imposibles
(unmégliche)» que dird Euler); y la aceptaciéon de los espacios -
-dimensionales. Es claro’ que estos conceptos no son abstraidos del
‘mundo fisico, por lo menos no lo son de manera obvia; y rapida-
-mente las Matematicas se independizan del mundo exterior e incluso
de la Fisica, que hasta entonces habia sido su soporte. ;Qué garan-
-tias podemos tener de su consistencia y de su aplicabilidad? ; Como
juzgar de la consistencia y de la aplicabilidad de los transfinitos de
«Cantor? ‘ ’ '
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3.13. A pesar de todo ello, muchos matemiticos actuales consi-
deramos que las Matemadticas son consistentes, aunque alguna vez
muy excepcionalmente podria deslizarse algin paralogismo que seria
corregido, y que su aplicabilidad es fantastica y patente. Asi los ni-
meros naturales nos permiten hablar de las naranjas, la integral de
Lebesgue nos permite hablar de la masa, la topologia de la proxlml-
dad mutua entre dos puntos, etc.

Asi pues, las Matematicas clasicas son una ciencia de la Naturale-
za, como la Fisica. Incluso pensando en caracteristicas tales como
rigor, necesidad, universalidad, podriamos decir que las Mateméti-
cas son a la Fisica, lo que ésta es a la Biologia. En'prlr}cipio,
desde luego en plena contradiccién con lo que nos ensefia su histo-
tia, para reconstruir las Matematicas podriamos prescindir de la con-
sideracién de lo que sea la vida, no se necesita la experiencia de la
masa ni de la inercia, ni siquiera la del espacio; nos podria bastar
1a interna experiencia del tiempo. No obstante si se hubiesen cons-
truido sin mis base empirica que la experiencia temporal, es muy
dudoso que fueran el instrumento de todas las ciencias, o mejor no
habria ciencias formalizadas, y su utilidad no seria probablemente
mayor que la que tiene la Aritmética elemental.

3.2. Las Matematicas formales, como se desprende de lo .ante-
riormente dicho en 3.11, también pueden considerarse sucesoras de
las Matematicas tradicionales. No en cuanto éstas se aplicaban me-
diatamente al mundo fisico, sino en cuanto encontraban inmediata-
mente su verdad absoluta en las Ideas platénicas, en las sustancias
concebidas con su cantidad y abstrayendo de las cualidades sensibles,
o en cuanto eran la expresiéon de la forma de nuestra sensibilidad.

Con la desaparicién de estas entidades inmediatas-y el rechazo
del mundo fisico, quizds para conservar un rigor y exactitud preten-
didamente absolutos, las MatemAticas se han convertido en una dis-
ciplina hipotético-deductiva, puramente formal, vaciada de contenido
fisico, pues la naturaleza de sus objetos es totalmente irrelevante,
v en la que consecuentemente ha desaparecido el concepto de ver-
dad, que ha sido sustituido por el de validez o de deduccién correcta.

En este sentido las Matématicas formales, como la Loégica tra-
diciofial, se ocupan exclusivamente del discurso deductivo y de su
validez formal, es decir, teniendo en cuenta sélo la forma de las pro-
posiciones y prescindiendo del contenido o materia de lds mismas.
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lLa Légica tradicional es una parte de la actual Légica matematica,
y ésta a su vez es una parte de las Matematicas formales.

- Para los matematicos clisicos entender asi las Matematicas es
degradarlas y convertirlas en un juego. Con todo, no tanto resultan
un juego, cuanto el juego, y como tal con un alto valor estético
¥ positivo, que subyace a todos los juegos y determina las condicio-
nes indispensables de validez para el desarrollo de cualquier ciencia.

4. Fue mi deseo mostrar que esta distincién entre Matemdticas.
clasicas y Mateméticas formales permite dar cuenta en buena parte
de las disparidades antes mencionadas. Pero la necesaria brevedad
de este discurso me impide hacerlo, aparte de que tal explicacién
resultard bastante obvia a quien intente elaborarla.

He dicho al principio (2) que mi comentario seria una explicacion
vy confirmacién del dejar «pasar la posible sombra de escepticismon
de que habla Linés en su discurso. Hubiese deseado especialmente
mostrar que las razones concretas que cité (2.1), en particular el
postulado de seleccién de Zermelo, la critica de Brouwer y el axioma
(generalizado) del continuo, no empafian la posicién finica y supre-
ma del discurso matematico en cuanto a rigor, universalidad, con-
sistencia y verdad se refiere. También aqui la brevedad del discurso-
me aconseja omitirlo. _

Hay que admitir que la consistencia de las Matematicas, incluso-
de las formales, lIo que es decisivo también para las clasicas, no es
demostrable mediante argumentos claros y convincentes, o por lo-
menos no lo es dentro del mismo sistema. Pero, las Matematicas
gozan de una verificacién y comprobacién que se extiende a mas de-
cuatro mil afios de duracién.

En cuanto a su verdad es claro que la de las Matematicas clasi-
cas es mas cierta que la de la Fisica. Para que una proposicion de-
las Matematicas clisicas sea verdadera hay que asegurarse de que
las realidades a que se aplique satisfacen los axiomas pertinentes
que se presuponen; y en la Fisica hay que suponer o demostrar
previamente, ademas, que satisfacen las leyes que se apliquen en la
deduccioén. '

En cuanto a las MatemaAticas formales, su validez es casi abso--
luta, por lo menos si no se suponen axiomas que incluyan en su for-
mulacién alguno de los transfinitos cantorianos superiores al 8,. Es:
verdad que no se demuestra la consistencia y que hay una viva dia-
1éctica. sobre los fundamentos; y que «esta dialéctica confiere a la:
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Matematica un acentuado caracter de historicidad. Resulta, pues,
que ni siquiera en la Matematica le es ni le serd posible al hombre
la posesion de una verdad absoluta», como ya expliqué (1966) en este
mismo lugar.

Ast pues, las Matematicas gozan de una certeza exclusiva y su-
prema en el 4mbito del conocimiento humano, y con sobrada razon
Liniés «deja pasar la posible sombra de escepticismo». La oscuridad
es inseparable de todo conocimiento humano y en particular en la
"Teologia es esencial. No hay verdad absoluta ni siquiera en las Ma-
tematicas, ni es necesario, pues ¢l conocimiento no nos ha sido dado
para establecer la total independencia y supremacia absolutas del
hombre, sino en orden a la accién humana de salvacién, y para esto
es ciertamente mas que suficiente y con creces.

Deseo finalmente dar de nuevo 'a Enrique Linés la bienvenida a

esta Corporacién, que se honra desde hoy de contarle entre sus
miembros. He dicho.
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