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Excmo. Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Señoras y Señores :

Mis primeras palabras en este acto, han de ser de sincera y afec-
tuosa gratitud, por la alta e inmerecida distinción que me habéis otor-
gado, Señores Académicos, al designarme para ocupar un lugar entre
vosotros.

Se algo de la responsabilidad y dedicación que conlleva el acceso
a esta Real Academia, y conozco bien la competencia, acierto y dis-
creción con que vosotros la servís. Tal vez, por esto, la forma más
real y convincente de mi agradecimiento sea el compromiso de ser-
vir a la Institución con el entusiasmo de que vosotros dais ejemplo.

La mención y justo elogio de los maestros que fueron portadores
-de una medalla, en el acto de recepción de un nuevo académico, al
•que se le hace depositario de ella, no tiene sentido estricto en este
acto, por tratarse de una medalla de nueva creación. Sin embargo
me dolería el no haber recordado algunos de mis maestros, hace años
desaparecidos, que fueron miembros muy distinguidos de esta Real
Academia y figuras señeras de la Universidad española. Tengo pre-
sente al austero catedrático D. Miguel Vegas Puebla-Collado en uno
de sus últimos cursos de Doctorado, y a D. José G. Alvarez Ude
•en cuyas clases la agudeza de su razonar geométrico se revestía de
un sutil humor. Con D. Julio Rey Pastor se vivía una Matemática,
que no era ciencia impuesta, sino encontrada; y de D. Francisco
Navarro Borras todavía perdura el recuerdo de la viveza y relieve
•de sus magistrales lecciones. También extiendo este tributo de ad-
miración y afecto a los compañeros en las tareas docentes profesores
D. Ricardo San Juan Llosa y D. Germán Ancochea Quevedo. Los
dos dieron lo mejor de sí mismos en su magisterio universitario, en
•el que creían, y prestigiaron a la Academia de manera ejemplar.



Finalmente, también me gusta llamar maestro a D. Antonio To-
rroja y Miret, pues lo fue para todos por su talante universitario, 7
para mí en particular por su afectuoso ejemplo.

Ciertamente está lleno de responsabilidad tomar el relevo en un.
puesto de la Academia, simbolizado por la imposición de la medalla,
que antes portaron miembros ilustres ; pero tal vez sea más com-
prometido el encargo de comenzar una singladura, cuando la Aca-
demia hace depositario a un científico de una nueva medalla. Se trata
de abrir un nuevo camino. Ante esta situación sólo me queda repe-
tir : «Muchas gracias», por la confianza que depositáis en mí ; y pedir
a Dios que me ayude a llevar la medalla con dignidad, y a no de-
fraudar en este nuevo quehacer científico y humano.



El tema que va a ser objeto de mi disertación es La función seta
de Riemann, Se trata de un tema clásico, ya que Riemann introduce;
su función en una breve memoria, de sólo ocho páginas, publicada
en 1875 fi], en la que se ocupa de una cuestión con antecedentes
en la matemática griega. Se refiere a cuántos son los números primos-
menores que un número dado. El trabajo de Riemann presenta el
interés de ser uno de los primeros en el que de manera sistemática
se emplean métodos funcionales en el estudio de la Teoría de nú-
meros.

No me fue difícil la elección de este tema para el discurso de
ingreso en esta Academia, pues en él se manifiesta la potencia dé-
los métodos del Análisis, que han sido mi instrumento favorito du-
rante mi carrera universitaria, y por otra parte se aplican en uno«
de los campos de mi predilección y en el que de forma temprana
se despertó mi curiosidad matemática. Ya se sabe que en todos los
discursos de ingreso se trasluce un fondo autobiográfico.

Las proposiciones de la Teoría de números clásica tienen el atrac-
tivo de que sus formulaciones son tan breves y diáfanas que están
al alcance de cualquier estudiante de enseñanza media. Las proposi-
ciones no se ocupan ordinariamente con propiedades curiosas de un
número en un caso concreto, sino que sus afirmaciones se refieren
a conjuntos no finitos de números, por lo que sólo son comproba-
bles en casos particulares. El paso al infinito las adorna de una tras-
cendencia e inaccesibilidad, que las hace distintas de las certezas ex-
perimentales del mundo físico. La primera impresión del infinito ma-
temático es, pues, perturbadora.

Mis primeras vivencias en este campo las tuve al escuchar de mi"
padre algunas de las proposiciones de la Teoría de números. Tal vez
fuera la llamada conjetura de Goldbach : Todo número par mayor
que 4 es suma de dos números primos. Seguramente que crecería
mi admiración al saber que la proporción todavía no había sido de-
mostrada.



He dicho que el tema de mi disertación es «La función zeta de
Jliemann», sin embargo no es mi deseo hacer un detallado estudio
monográfico sobre una función que no pierde actualidad después de
125 años de su descubrimiento. Aunque el tema, como en la com-
posición musical, está presente y mantiene el hilo del discurso, el
sentido de éste, es una reflexión sobre la esencia, desarrollo, evolu-
•ción y sentido del pensamiento matemático, y sobre los protagonis-
tas, descubridores unos del hecho matemático, y otros creadores de
:su expresión.

Siento que no podré dar satisfacción a los teóricos de la Cultura
y de la Filosofía que desde tiempos lejanos, vienen disputando sobre
el quehacer de los matemáticos, y la situación de la Matemática en
.la constelación de los saberes ; pero me daría por satisfecho si con-
siguiera una aproximación al problema, a través de uno de los pro-
cesos más fascinantes en la evolución del pensamiento científico.

Efectivamente, este tema sobre el ser y devenir de la Matemática
no sólo interesa a los historiadores de la Cultura, sino que es ocu-
pación frecuente, y a veces preocupación, en la reflexión de los hom-
'bres cultos, entre los que no excluyo a los mismos matemáticos.

Conversaba con un notable universitario sobre temas generales
referentes al pensamiento científico, y la conversación derivó hacia
•estas cuestiones. Sus palabras, casi literalmente, fueron las siguien-
tes : La Matemática que hacéis, ¿es un arte?, ¿es un lenguaje?, y
en todo caso, ¿ es una ciencia útil ? Otras muchas preguntas pudiera
'haberme formulado.

No trataba el amigo que le diera respuesta a sus preguntas, pues
"bien sabía que no tenían contestación matemática. Mis réplicas sólo
planteaban nuevas cuestiones.

Sin embargo aquellas preguntas tan directas, fueron motivo de
lecturas y reflexiones, y también ocasión para admirar el buen juicio
-del que las formulara.

Aunque fuera oportuna una justificación de esa Matemática, no
la haré de momento, pues las razones que se exponen, en estos casos,
dejan de serlo por su carácter subjetivo. Mejor es volver al hilo de
-nuestro tema.
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ANTECEDENTES HISTÓRICOS

Xoí números primos y los compuestos en Pitágoras

Los griegos crearon su propia civilización y cultura, la más im-
presionante de todas y de mayor influencia en el desarrollo de la cul-
tura occidental. La cultura griega fue decisiva en la fundamentación
'de la Matemática como la entendemos hoy día [2].

El centro jónico de Mileto, en donde Pitágoras de Sanios (585 c.-
-500 c. a. C.) asistió a la escuela de Thaïes (640 c.-546 c. a. C.), se
disperso después de que los persas conquistaran el país. En la emi-
gración Pitágoras fundó su propia escuela en Crotona en la Italia

-meridional, y los sofistas se concentraron principalmente en Atenas.
La escuela más celebrada en esta ciudad era la Academia de Platón,

«en donde Aristóteles fue estudiante. La influencia que la Academia
-tuvo en el pensamiento griego no tiene paralelismo, con ninguna otra
'corriente cultural.

Después de este rápido apunte, y dejando de lado las reglas ascé-
ticas y religiosas que informaban la vida de los pitagóricos, me in-
teresa recordar uno de sus principios, tal vez el primero, de la cien-
cia y filosofía pitagóricas : El número es la esencia de todas las co-

-•sas [3]. Seguramente reconocieron en el número una inmaterialidad
"e intemporalidad que por otra parte eran medida y proporción. No
es extraño que uno de los motivos por los que llegaron a tal prin-
cipio, fue la observación de que los intervalos musicales pueden ex-

•presarse por determinadas razones entre números naturales. Así pa-
garon de la Música, que es un bello arte, a la Matemática.

Tenía, pues, gran interés el estudiar el carácter simple o com-
puesto de los números, por lo que Pitágoras y sus discípulos ya

-clasificaban los números naturales en primos y compuestos.

Los primos, cuyos únicos divisores son ellos mismos y la unidad
son importantes porque son los indivisibles, los números primeros,
a partir de los que pueden ser construidos todos los demás números,

-por multiplicación, obteniéndose los compuestos.

A pesar de la simplicidad de su definición, que se remonta a unos
600 años a. C., lo sorprendente es que se conoce muy poco sobre
los números primos 2, .3, 5, 7, 11, 13, ..., etc., y su conjunto. Sa-
"bemos que son la base de la Aritmética y Algebra modernas, pero
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muy poco de su distribución. Seguramente que es el campo de las
Matemática donde hay más conjeturas no demostradas.

La proposición 20 del libro IX de Euclides

Alrededor de 300 años antes de C. ocurrió un suceso de impor-
tancia singular, no sólo en la historia de la Matemática, sino en lai
de la Cultura en general. La aparición de los Elementos de Euclides
transformó la Matemática en una ciencia deductiva.

Se trata de una colección de trece libros {4], que se conoce e»
realidad a través de traducciones, reconstrucciones o comentarios,-
en la que sólo los volúmenes VII, VIII y IX se dedican a la Arit-
mética,. Aún en estos libros prevalece una inspiración geométrica
y un aroma gráfico de acuerdo con el espíritu de la obra. Así, los
números los representa por segmentos, lo que explica que para in-
dicar que un número es divisible por otro se dice que el primer nú-
mero es medible por el segundo.

En el libro VII se encuentra la noción de número primo> así coma
las de mínimo común múltiplo y máximo común divisor, dando un-
procedimiento para su cálculo (Algoritmo de Euclides).

También en el mismo libro se estudian las proposiciones básicas
de la teoría de la divisibilidad.

En el libro IX hay una proporción diferente ya que no se refiere
a propiedades de los números primos sino a cuantos hay.

La proposición 20 del libro IX reza así :
«Hay más números primos que en cualquier multitud dada de-

números primos.»
La palabra multitud es clave en el enunciado. Al dar una colec-

ción se sobreentiende la finitud en sentido coloquial.
El enunciado de la proposición 20 es de una finura extraordina-

ria, por lo que sugiere, en un texto ingenuo. Se trata de dos con-
ceptos básicos de pura matemática conjuntista : el conjunto de toáos-
los números primos, y la infinitud matemática actual de dicho con-
junto.

La demostración que da Euclides es la que se ha conservado a
!o largo de los siglos y que consiste en el desarrollo de la siguiente'
idea : Si al producto de un número finito de primos se le suma uñar
unidad, o es primo el número resultante, o tiene un divisor primo ;
y en ambos casos distinto de todos los primos dados.
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Considero interesante transcribir la demostración según el texto
griego (salvo ligeros cambios de notación), en la que dentro de un
•estilo verbal está presente la pureza del razonamiento deductivo {5].

«Dados los números primos OA, OB y OC, sea OD el menor
.número que esté medido por ellos, y agrégesele la unidad DZ. En-
tonces OZ es un número primo o no lo es. Si lo es, se tienen los

:números primos OA, OB, OC y OZ, que son más que los OA, OB
y OC. Si OZ no es primo estará medido por algún número primo
OH, que no es ninguno de los OA, OB o OC, pues si fuera uno
•de éstos mediría a OD, y por tanto a la diferencia DZ, que es la
unidad, lo cual es absurdo. Luego OH no es ninguno de los núme-
•ros OA, OB u OC, y como por hipótesis es primo, la multitud
•OA, OB, OC y OH tiene más números primos que la dada.

Como destacó Pascal, veinte siglos después : Euclides no sólo
•poseía el espíritu geométrico que lo ha inmortalizado, sino una finu-
ra de espíritu que, de contar con un simbolismo adecuado, le hu-
!biera permitido adelantarse a los aritméticos del siglo xvi, como se
adelantó a los geómetras.

Los MÉTODOS ANALÍTICOS EN LA TEORÍA DE NÚMEROS

.¡La demostración euleriana de la proposición 20

El conocimiento de las leyes que rigen la distribución de los nú-
meros primos, no experimenta ningún avance hasta principios del
siglo ¡xviii, en el que Euler vuelve a demostrar que existen infinitos
números primos, y de manera más complicada de como lo hiciera

i Euclides.
Esta aparente paradoja pone de manifiesto que en Matemáticas

la importancia de un resultado queda palidecida, a veces, por el mé-
todo seguido para alcanzarlo. La demostración euleriana, está tan
llena de significado que no debemos omitirla.

«Si hubiera solamente un número finito de primos: plt p2, ...,'pr,
•teniendo en cuenta que todo entero se descompone en producto de
iactores pfirhos dé manera única, se tendría :

ni'-ir-n.l·Hr-^···Kl-i-·
13



La divergencia de la serie armònica pone de manifiesto que el pri-
mer miembro de la igualdad, no puede ser un producto de un nú-
mero finito de factores.»

Trabajos de Euler

La demostración anterior, es la circunstancia por la que se da no-
ticia de la entrada de los métodos analíticos en la teoría de números ^
pero es evidente que la huella de Euler, el matemático del siglo xviii,,
fue más profunda e iluminadora.

Todavía no se había sosegado el mundo matemático, después
del descubrimiento del Cálculo diferencial, uno de los logros más-
importantes de la cultura occidental, y ya dio comienzo al maravi-
lloso abuso del empleo de los métodos diferenciales.

Antes de conseguir la justificación adecuada de unos métodos,
que permiten el estudio de lo variable, frente a la concepción griegas,
de una Matemática estática, los resultados que se obtienen (el si-
glo xviii es testigo) son espectaculares.

Leonhard Euler (1707-1783) es el llamado a ser testimonio de
este momento estelar de la Ciencia. Nace cerca de Basilea, hijo de
un pastor protestante, y tras seguir cursos de Teología, su interés
por la Matemática le lleva a su estudio, cerca de Johannes Bernoulli,,
publicando sus primeros trabajos a los 18 años.

Disputado su magisterio entre San Petersburgo y Berlín, no-
hubo rama de la Matemática y de la Física en la que no quedara,
marcada su impronta.

Al final de su vida pudo considerar como discípulos a todos los-
matemáticos de Europa, que tanto le admiraban por su ciencia como'
por la nobleza de su carácter.

Entre los 74 volúmenes que ocupan las obras completas de Euler,
hay contribuciones muy importantes a la Teoría de números, y en-
particular aparece la que en el siglo siguiente se denominaría (.(.fun-
ción zetay>. El estudio que se hace de esta función se refiere a los
valores reales, conforme al desarrollo de la Matemática en aquel
momento ![6].

Anticipándonos a la notación introducida por Rícmann escri-
bamos :

««=1^
14



El cálculo de Ç (2) aparece propuesto en el texto «Novae Qua-
drature Arithmeticae» de Pietro Mengoli (1625-1686), profesor de
Mecánica en Bolonia, y Euler da, por vez primera, el resultado
correcto :

<«-ai"í
Calcula asimismo el valor de Ç (s) para los enteros positivos-

pares :

g(2») = '(-D-'¿y (2«)» „>
2(2»)!

en donde Bzn es un número racional. Estos números llamados de
Bernoulli, están determinados por su función generatriz :

x . x -^ B»___= , l__ + ¿ *..
«=2

En 1737 en su trabajo titulado «Variae Observationes circa series-,
infinitas», Euler da resultados importantes referentes a la distribució»
de los números primos, usando productos infinitos ; entre otros, la.
llamada «fórmula del producto de Euler»:

Ç W-£¿-m.-¿r. •».
en donde el producto del segundo miembro se extiende a todos los.
primos p, siendo s real [7].

Establece también las fórmulas asintóticas, para n —> oc :

yJL~iogv4- y y JL~ log (log«),
Á f Á*- Á p

en las que con la p se designan los números primos. En estas fórmu-
las aparece por primera vez una relación entre los números primos'
y la función logarítmica, que es de importancia decisiva, como se.
verá posteriormente.
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Con métodos no siempre «ortodoxos» Euler sigue calculando so-
t>re la función zeta llegando a conjeturar la fórmula [7]

Ç (1 - í) = «-* 21-* T (s) cos -y- Ç (í),

•<jue es Ia famosa ecuación funcional establecida por Riemann en
1859. En opinión de A. Weil, a Riemann le eran familiares los tra-
bajos de Euler.

La justificación de los cálculos de Euler, ha sido un buen motor
impulsor para la depuración de las técnicas del Análisis (estudio de
las convergencias absoluta, uniforme, etc., aproximaciones asintó-
ticas, productos infinitos, criterios de sumación, entre otros).

En nuestros días, muchas de las «verdades evidentes» para Euler
;se justifican mediante recursos de Análisis no estándar [8].

El teorema del número primo

El problema principal de Teoría de números, con intervención de
los métodos analíticos, fue el estudio de la función -K (x), que para
••cada real x indica el número de primos menores o iguales que x.

Es interesante dar alguna noticia de la historia de este problema.
Vista la irregularidad con que aparecen los primos 2, 3, 5, 7,

11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ... en la serie de los números natura-
les y que progresivamente se va aclarando, se presentaba la duda
legítima de si la función TC (x) se podría expresar o al menos apro-
ximar por funciones conocidas. A finales del siglo xvni, Gauss y
Legendre se ocuparon de la cuestión siguiendo vías distintas.

El método de Gauss se puede calificar de «experimental», pues
construyó «a mano» una tabla de números primos hasta tres millo-
nes, calculando cuántos primos aparecían al agrupar los enteros de
-mil en mil, y los tantos por ciento correspondientes.

A partir de estos resultados deduce, que la ' «densidad» con que
aparecen los primos en la serie natural es 1/log x ; lo que con len-
guaje algo más preciso se puede escribir :

*(*)-/
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Por otra parte Legendre, alrededor de 1800, publica en su «Théo-
:rie des Nombres [9] una formula empírica para la densidad, que
coincide con la anterior. Como justificación Legendre expone la
plausibilidad de su fòrmula frente a otras de decrecimiento potencial.

A pesar de la debilidad de estos argumentos, la llamada »fórmula
de Legendre)) tuvo éxito en el mundo matemático, siendo mencio-
nada por los grandes : Abel, Dirichlet y Chebyshev entre otros, en
el período 1800-1850.

Conocida la equivalencia asintótica :

/
dt x

log i ~ logx ' para

la conjetura Gauss-Legendre también se puede escribir en la forma :

,(*) í_, o lim *(*> =i,
log» s->» X/logX

cuyo enunciado, con la imprecisión del estilo coloquial, es una de
las proposiciones más sugestivas de la Matemática: El número de
primos menores que x es aproximadamente igual a x/log x para
x suficientemente grande.

El error relativo de la aproximación tiende a O cuando x crece
indefinidamente.

x Número de primos <;

IO3

IO6

IO«

168
78.498

50.847.478

x x/log x Error relativo

144,8
72.382

48.254.942

0,160
0,084
0,054

En 1850 esta proposición era una conjetura. Algunos pensaban
«que no sería posible dar una demostración rigurosa, pero 46 años
después la conjetura pasó a ser un teorema.

Es justo mencionar que en 1848 el matemático ruso P. L. Che-
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byshev (1821-1894), profesor en la Universidad de Petrogrado, ob-
tuvo el resultado parcial {10] :

1C (X)

°'922<-íÃ^r<1'105-
sin conseguir probar la existencia del límite.

EL ANÁLISIS COMPLEJO EN LA TEORÍA DE NÚMEROS

La memoria fundamental de Riemann

En el tomo de la revista de la Academia de Berlín del año 1859,,,
págs. 671-680, se encuentra una memoria titulada (.(Sobre el número-
de primos menores que una magnitud dada» [10,], original del recién-
nombrado académico Bernhard Riemann. Esta memoria, de sólo 8-
páginas, se ocupa efectivamente de la célebre conjetura de Gauss-
Legendre. Su estilo es el típico de Riemann, una exposición terri-
blemente esquemática con demostraciones llenas de lagunas, y ade-
más es su único trabajo dedicado a Teoría de números.

Sin embargo, en casi todo lo hecho posteriormente sobre núme-
ros primos aparece la influencia de los métodos y resultados de este.
trabajo.

El «curriculum» de Bernhard Riemann es la historia de la vida
nada fácil de un genio. Al final de sus «Obras completas» ¡[11], que-
es un solo volumen de 506 páginas, publicado 10 años después de
su muerte, hay una biografía emocionada escrita por Dedekind. Al
leerla con admiración y respeto voy recogiendo algunas notas para,
conseguir un contacto más personal con uno de los matemáticos de
ideas más originales y penetrantes, muchas de las cuales tardaron,
en ser asimiladas más de medio siglo.

Bernhard Riemann (1826-1866) nace en Breselenz no lejos de
Göttinga, hijo de un pastor protestante, y muere a los 39 años en.
Selasca, en las orillas italianas del Lago Mayor donde esperaba re-
cobrar la salud perdida hacía tiempo.

En la personalidad de Riemann se refleja el ambiente de una fa-
milia tradicional y religiosa, no holgada de medios, a la que siempre-
estuvo muy unido. Educado por su padre hasta los 13 años, pasa
después al gimnasio, cuyo director reconoce su capacidad para las:
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Matemáticas, y le recomienda la lectura directa de los grandes maes-
tros, y entre ellos a Euler y Legendre.

En 1846 se matricula en Göttinga como estudiante de Teología,,
y después, con permiso de su padre, pasa a Matemáticas asistiendo
a las lecciones de Gauss, ya en declive, Weber y otros. El año si-
guiente se traslada a Berlín en donde permanece dos años, y después
vuelve a Göttinga. En Berlín estudia Teoría de números, Cálculo in-
tegral y Ecuaciones en derivadas parciales con Dirichlet ; Algebra
y Mecánica analítica con Jacobí, y con Einsenstein Funciones elíp-
ticas.

Lejeune Dirichlet sucede a Gauss en Göttinga a la muerte de éste
en 1855. Cuatro años después fallece Dirichlet, y Riemann es nom-
brado profesor ordinario.

Pocos días después de su acceso a ordinario en Göttinga, la Aca-
demia de Ciencias de Berlín le recibe como miembro de la misma»
en la rama de Física y Matemáticas, y Riemann envía para su publi-
cación la célebre memoria antes mencionada.

Me he extendido más de lo que pensara en lo que algunos histo-
riadores de la Ciencia denominan, con ligereza, «anécdota humana»,
pero no me pesa. Muchas veces, más interés que los resultados, tiene
el camino seguido para alcanzarlos, y siempre es el hombre quien
recorre los caminos. Además Riemann antes de recorrerlos los ideó,
lo que confirma que la primera cualidad del buen matemático ha de
ser la imaginación.

Definición de la fundón seta en la memoria de Riemann

Punto de partida de la investigación de Riemann, es la ya cono-
cida «fórmula del producto de Euler».

V 1 TT/ l \~l

2¿ ~tf = 11 \- - p< }
n f

en la que n recorre todos los números naturales 1, 2, 3, 4, ..., y p
los primos 2, 3, 5, 7, ... Pero la novedad decisiva que se introduce
es considerar s como variable compleja, y definir la función :

CW-2-¿r.
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para todos los valores de s, para los que convergen los dos miem-
bros de la fórmula de Euler, es decir para ¿R (í) > 1. En este punto
.•se introduce la nomenclatura de la función Ç.

Siendo Riemann uno de los fundadores de la Teoría de funciones
•de variable compleja, era de esperar que considerara s como varia-
ble compleja ; sin embargo, ya en el marco de estas funciones, avan-
zo hasta el final, extendiendo el dominio de definición de C a todo el
plano complejo, excepto en el punto í '= 1, en el que la función tie-
ne un polo.

Es intereeante observar que Riemann no habla de prolongación
analítica de la función 2 n~s definida en el semiplano ¿R. (s) > 1,
sino que habla de encontrar una fórmula para la función que sea
•válida para todo s del plano complejo. Una prolongación por cade-
nas de discos, a la manera de Weierstrass, no es del gusto de Rie-
mann, para el que las funciones de variable compleja han de ser
tratadas globalmente, y la mejor forma es por sus representaciones
integrales.

Efectivamente, en su memoria obtiene la representación de la fun-
ción Ç por la siguiente fórmula :

+ »
f (- X)*'1

2sen( i t í )r ( j )C( í ) = í- J ~ j— dx,

en donde la integral se calcula a lo largo del camino que parte de
+ oc siguiendo una paralela al eje x próxima a este eje, da vuelta

alrededor del origen en sentido directo, y vuelve a + Oo paralela-
mente al mismo eje x.

Esta igualdad le permite considerar la función Ç para todo s, ob-
teniendo así una función meromorfa con un único polo en s ¡= 1.

Conseguida una definición adecuada para la función Ç, Riemann
pasa a demostrar la ecuación funcional intuida por Euler, con los
métodos de la teoría de residuos. Los resultados no sólo confirman
la validez de la ecuación funcional en el caso real, sino que permiten
la caracterización de Ç en el caso complejo. La ecuación obtenida:

C (ï) — T (1 - j) (2 it)*-' 2 sen |-^-j c (1 - í),

también se puede escribir

I s \ * /1 - s \ i--*r (-g-J *-T c w = r (—ã—) *—ï~ c (i - *)
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en la que resalta la invariância del primer miembro al sustituir s
por l — s.

En esta forma, aparece claramente que el contenido matemático-
de la ecuación funcional de la función £ es la propiedad de invariân-
cia. Riemann lo confirma dando una segunda demostración de la-
misma, basada en la ecuación funcional de la función thêta de Jacobí.

Como la función Ç tiene un polo en s = 1, de la propiedad de in-
variância resulta que el primer miembro de la igualdad anterior es.
una función que tiene dos polos en los puntos s • = 1 y s = O ; por
eso es conveniente, como se hace en la memoria, introducir la nueva
función ? definida por

£(í) = í ( í - l )*—FT (4-)c(í),\ *• i

para la que la propiedad de invariância es simplemente

£M = ?tl-í).

Además la función \ es entera, pues la función no tiene singu-
laridades en el semiplano ,¿R (s) > 1/2, y por la propiedad de inva-
riância, ? tampoco tendrá singularidades en el semiplano êR. (s} < l/2_

Los ceros de la función zeta. Hipótesis de Riemann

Una vez introducida la función \, interesa su representación coma
producto infinito, de forma semejante a la descomposición factorial
de un polinomio. Es pues obligado el conocimiento de los valores
que anulan a la función, para construir formalmente el producto in-
finito y poder estudiar su convergencia.

Como la función \ es entera, y P es una función meromorfa
con polos en los puntos O, —1, —2, ..., de la definición de
? resulta que la función Ç ha de tener ceros en todos los puntos
s '= — 2 w con n Ç. N, y además Ç (s) ̂  O en todo punto del semi-
plano <R (s) < 0. Por otra parte, de la fòrmula del producto de
Euler, resulta Ç (í) ̂  O para todo punto del semiplano ¿R (s~) > 1.
En consecuencia, los únicos ceros de la función Ç aparte de los tri-
viales, deben encontrarse en la franja O < ¿^ (s) |< 1, llamada banda
crítica.

Además, la ecuación funcional simétrica, nos dice que tales ceros.
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se encontraron simétricamente situados con respecto a la recta
5? 0) •.= 1/2.

El desarrollo de la función % en producto infinito está tratado en
la memoria de Rietnann de manera sorprendente. Se sigue con difi-
cultad la línea del razonamiento, y las conclusiones son oscura con-
secuencia de las premisas. Sin duda ésta es la parte más difícil del
trabajo de Riemann, cuyos métodos y resultados, sin embargo, que-
daron confirmados años más tarde por los estudios de von Man-
goldt, Hadamard, de la Vallée Poussin entre otros.

En la memoria hay tres afirmaciones relativas a los ceros de la
función zeta, aunque la última está moderada con el adverbio «pro-
bablemente».

La primera asegura que el número de ceros de Ç, cuya parte ima-
ginaria se halla comprendida entre O y T, es aproximadamente

T T T
"o^r'og 2ic 2 i '

con un «error relativo» del orden de — . Hasta 1905 no consiguió

von Mangoldt una demostración correcta del aserto [12].
La segunda afirmación de Riemann es todavía más desconcer-

tante, pues asegura que el número de dichos ceros situados en la
recta ¿R (s) = 1/2 es aproximadamente el dado por la expresión an-
terior. De esta afirmación imprecisa no se da demostración., ni se
indica el sentido de la forma de aproximación ; y nadie desde en-
tonces hasta hoy ha sido capaz de demostrar el aserto. Las tenta-
tivas de demostración han sido numerosas y los resultados parciales.
Son notables los siguientes : Hardy en 1914 demuestra que

;(i+«)- O

tiene infinitas raíces reales [13] ; Hardy y Littlewood en 1921, que
el número de raíces reales entre O y T es por lo menos K T, donde
K es una constante positiva (14] ; Selberg en 1942, que el número
es por lo menos K T log T l[15] ; y Bohr y Landau en 1914, que

el número de raíces de Sí h i t\ = 0, para las cuales es
V ¿i I

iO < #(/) < T, — e < y (t) < si,
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'•es igual a la expresión dada por Riemann con un error relativo que
tiende a O cuando T tiende a infinito {16].

Riemann, inmediatamente después de la segunda afirmación, in-
dica que es muy probable que todos los ceros no triviales de la fun-
ción Ç estén situados en la recta ¿R. (s) = 1/2. Esta afirmación es la
llamada «.hipótesis de Riemann^.

En 1900, Hubert situó el problema de demostrar o contradecir
la hipótesis de Riemann en la lista de las más importantes con que
-debían enfrentarse los matemáticos del siglo xx ;[17]. Ahora, a fines
•del siglo, el resultado teórico más avanzado es el de Levinson en
1974, según el cual, al menos una tercera parte de los ceros de la
junción Ç están situados en la recta eR (s) .= 1/2 [18].

Usando un computador los matemáticos Rosser, Schoenfeld y
Yohe, de la Universidad de Wisconsin, han probado que los tres
primeros millones de ceros de la función Ç están en la recta mencio-
nada [19]. Últimamente R. P. Brent ha confirmado la hipótesis para
los 8,1 f x IO7 primeros ceros, lo que es una noticia, pero evidente-
mente no una demostración.

El reto sigue en pie. Una demostración de la hipótesis origina-
•ría inmediatamente un progreso acusado en muchos de los proble-
mas referentes a los números primos. El conocido especialista de
'Teoría de números, E. Landau, dedica un capítulo entero de su tra-
tado [20] a la hipótesis de Riemann, presentando multitud de im-

•portantes proposiciones que serían consencuencia de la famosa hi-
-pótesis.

LOS PAPELES POSTUMOS DE RlEMANN

_E/ estudio de los manuscritos por Siegel

La hipótesis de Riemann preocupaba al mundo matemático y apa-
• recia como un resultado terriblemente difícil y a la vez deseado. Ya
se ha indicado que Hubert se hizo eco de esta situación incluyén-
dola en la «lista oficial» de los grandes problemas.

Un natural excepticismo sobre las razones que movieron a Rie-
•mann a formular sus proposiciones, en parte mitigado por las de-
mostraciones posteriores que las confirmaban, se extendía y no es
extraño que Hardy escribiera en 1915 que Riemann «no podía pro-

~bar» las proposiciones referentes a la función zeta [21], o que Lan-
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dau calificara en 1908 de meras conjeturas a dichas proposicio-
nes [20].

Este era el ambiente cuando en 1932 C. L. Siegel publicaba um
estudio sobre trabajos relativos a la función zeta y a la Teoría ana-
lítica de números [22], encontrados en los manuscritos de Riemann,
archivados en la Universidad de Göttinga. Se trataba de un suceso
de importancia singular en el estudio de la función zeta, y no sólo-
por contener nuevos resultados fundamentales, sino porque consti-
tuían testimonios de la profundidad y pericia de Riemann en sus in-
vestigaciones, y una lección a los investigadores sobre su «manera,
de hacer».

El que lea este trabajo de Siegel, juzgará como ligeras las afir-
maciones que valoraban, en menos, descubrimientos en un momento-
estelar de la historia de la Matemática.

Entre los temas que recoge Siegel hay dos de especial interés.
En unos, se da una nueva forma integral de la función Ç por medio»
de la fórmula de Rieman-Siegel:

^r\y- = F(í) + F(l-ïj,

donde F está definida por :

e— ixx* x—*
F(s)

I s \ £_ f e-'**' x-*=r\T"r * j ,£«,_,-.-*, dx'
siendo A un segmento de pendiente — 1 que atraviesa el eje reaE
entre O y 1 {23].

Aunque se hayan preferido las otras representaciones integrales,
de la función Ç, Siegel afirma que Riemann en lecciones no publica-
das, deduce la teoría de transformación de las funciones theta del
estudio de una integral que generaliza la que aparece en F.

El método del puerto para la aproximación de integrales

El otro tema presenta más interés y sorpresa, pues se ocupa dé-
la determinación de los ceros de la función zeta, que manifiestamen-
te está en conexión inmediata con la famosa hipótesis. Por otra parte
los métodos seguidos para la determinación de las aproximaciones--
asintóticas tenían y tienen el carácter de una verdadera creación.
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Al realizar la simple idea de aproximar los ceros de la función,
zeta, hallando los de una función adecuada que la aproxime, se pre-
sentan los difíciles problemas de los métodos asintóticos.

Es frecuente que la función que aproxima asintóticamente a una
definida por una integral, conste de dos partes : la parte finita, suma,
de una o varias funciones, y el resto en el que aparece alguna inte-
gral del tipo de la considerada pero de menor orden de magnitud.-

La tentación de cargar el peso de la aproximación sobre la parte
finita, transformándola en serie, no suele llevar a buen fin, pues or-
dinariamente se trata de un desarrollo divergente. Mejor es buscar,,
entre las secciones finitas del desarrollo la más próxima a la función,
y estudiar en consecuencia la magnitud del resto. La utilización de-
series divergentes en la aproximación de funciones, ya presente en.
los trabajos de Euler, Stieltjes, Poincaré entre otros, y que fue tema
muy del agrado de nuestro nunca olvidado R. San Juan, todavía no
ha encontrado un tratamiento satisfactorio de suficiente generalidad..

El problema de elegir la sección finita de mejor aproximación,
requiere el estudio del resto y al aproximarlo se replantea el proble-
ma original, pero en condiciones más favorables.

En el caso de la función zeta, y en otros análogos, se trata de
aproximar una integral definida en el campo complejo ; y se busca
por deformación del camino de integración, que su valor quede con-
centrado en una pequeña parte del mismo, en el entorno de un pun-
to, y así poder aplicar métodos locales.

Este método llamado del puerto o del descenso rápido, que fue-
redescubierto por J. P. W. Debye en 1910, en el estudio de aproxi-
maciones asintóticas de las funciones de Bessel [24], es uno de los
métodos efectivos que con cierta generalidad es aplicable a la deter-
minación de aproximaciones asintóticas de funciones definidas por'
integrales definidas.

Al leer, en la elaboración de Siegel, el texto de Riemann, se tiene1

la impresión de estar leyendo un escrito actual. Para obtener un'
desarrollo asintótico de la función zeta, se parte de la representación;
integral primeramente considerada :

r a — í) r
C")—2Ï71/

(— xY dx
e* — 1 ~'

+ «

con el camino de integración acostumbrado alrededor del origen. De;
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«esta integral se segrega una parte finita, bien sea desarrollando
^e" — 1)-1 como progresión hasta N términos, o bien sustituyendo
•el camino de integración por otro C, compuesto por una circunfe-
rencia de centro el origen y radio entre N y N • + 1,-y el acostum-
brado corte a lo largo del eje positivo desde la circunferencia a + oo.

Así se obtiene :

N ^t N

C (s) = V n'* + r (l — s) (2 T:)*-' 2 sen —¿p- V »-(l-*) +
«=i »=l

T (l — s) f (—x)'e-n* d x
+ 2 ic » J e* — l x ~ '

c

«que se puede esc; 'bir en forma más simétrica usando las propiedades
•de la función r.

Como el caso más interesante en el estudio de los ceros de la
íunción zeta, se presenta para í¡= 1/2 + i t, t real, haciendo esta
sustitución en la fórmula anterior, y después de algunas transforma-
ciones se obtiene

C (-g-+ ")=«-"« z M

•donde

6 oo = y (log r (~ -^-)) - -Y log x

N _JL

Z (t) = V « ~ 2 2 cos [6 (/) - i log «] +
^-J
K = l

e-it(t) e—tn/3 f (—*)—(l/2) + i*í-N*

+ (2 ic)i/3 (2 ic)«' í-«'»/* (l - » «-«'*) J ?"-̂ l rf *

Cuando N —> ao, la suma de JV términos que aparece en la ex-
presión de Z se transforma en una serie que es divergente, aunque
.sus términos vayan decreciendo.

Obtenida la fórmula de í { h i t ] , se observa que para la deter-/-U4
\ 2 /

rminación de los ceros de la función zeta situados en la recta
¿R. (s) '•= 1/2, tiene especial interés el estudio de Z (f) que es una
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Junción real para valores reales de t. La aproximación finita de Z
«equivale a la del término integral de la fòrmula, que se desig-
jia por R.

Con este objeto, Riemann introduce la técnica citada, y que pos-
-teriormente se denominò método del puerto, y obtiene la aproxi-
mación :

i cos 2 u r i p ì — p — -75-)
/ * \--T \ lb'

R ,̂ (_ l N—l — 4 ,v \ 2iu / cos2iuj»

«donde p es la diferencia entre (í/2 Tc)1/2 y su parte entera.
Estas aproximaciones han sido la base de una técnica precisa

para la determinación de los ceros de la función zeta situados en
Ja recta de la hipótesis riemanniana.

Como ya se ha dicho, en el Centro de Investigaciones Matemá-
ticas de Madison en Wisconsin, hay tres bobinas de cinta magnética
que almacenan tres millones y medio de ternas de números estrecha-
mente vinculados con los valores de Z y las aproximaciones de R.
Salvo error, estas cintas prueban la existencia de tres millones y

-medio de ceros de la función zeta situados donde Riemann los vio :

«es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln von Ç j h í í l = 0
\ 2 /

:reell sind», según el texto de la célebre memoria.

EL ESTILO DIRECTO DE RlEMANN

'Técnicas en el teorema del número primo

Hemos de dejar, de momento, el estudio de la famosa hipótesis
•y de las tentativas de Riemann, de las que dan fe sus escritos pos-
tumos, para volver al problema del que se ocupa en su singular
memoria.

El papel de la función zeta en la memoria de Riemann es instru-
mental, ya que el problema que se estudia es el de la frecuencia con

•que aparecen los números primos en la serie natural. Este carácter
instrumental responde al sano principio de que el objetivo principal
-de la investigación es el descubrimiento científico, y es subsidiario
•el estudio del instrumento. Sin embargo, ocurre a veces con estos
"instrumentos, construidos con ideas como material básico, que sus
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características configuran de tal manera los descubrimientos cientí-
tíficos, que sólo son expresables por medio de ellos. (Recuérdese la
introducción de los «números ideales» como instrumento de facto-
rización, y el concepto de ideal como característico de una era en.
el Algebra). No fue éste el caso de la función zeta, cuando la intro-
dujo Riemann, pues el problema de la distribución de los números
primos es de los que H. Poincaré sitúa en primera división, «porque
se proponen por sí mismos», y no como otros propuestos por los-
mismos que los resuelven y que sitúa en divisiones inferiores.

Riemann fue el primero en observar la conexión que existe éntre-
la distribución de los ceros de la función zeta y la de los números
primos, y lo más sorprendente son las técnicas que emplea para poner
de manifiesto tal conexión, pues son las que después de medio siglo-
se justificarían como notables teorías.

Para establecer que la frecuencia con que aparecen los números.'
primos en la sucesión natural es asintóticamente equivalente a
1/log x, para, valores grandes de x, Riemann emplea los siguien-
tes recursos :

a) Teorema de J . Hadamard [25] de representación de una fun-
ción entera como producto infinito (1893).

b) Expresión del logaritmo de la función zeta por una integral'
de tipo Stieltjes :[26] (1894), en la que la función de distribución es.
monótona y escalonada.

c) Inversión de la integral de Riemann-Stieltjes anterior, y que-
dada la forma que presenta suele denominarse inversión de Mel-
lin [27] (1900).

Riemann emplea estas técnicas de forma rigurosa y sin indecisio-
nes ni arbitrariedades, aunque alguna justificación sea insuficiente..
Creo muy interesante seguir este desarrollo más de cerca.

Una vez introducida la función Ç, de la que se ha hecho mención:
anteriormente, y determinados sus ceros p, se tiene el desarrollo de~
Hadamard en producto infinito de la función \ :

sw^wnl1-!-)
cuya convergencia resulta de un estudio sobre la densidad con que-
aparecen los ceros de la función zeta. De esta fórmula se hará usa-
posteriormente.
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Para establecer la relación entre los ceros de la función zeta y
la distribución de los números primos, vuelve Riemann a la expre-
,-sión euleriana de la función Ç :

^>=nhr=W) ° loscc^ZZ-^-"

Para .¿R (í) > 1. Esta serie doble es la que se expresa en forma
«de integral del tipo Stielt j es, escribiendo :

os
log £ (í) = / -r-« d / (X), para R (í) > 1,

•donde la función / es creciente y escalonada {28], con saltos en los
jnúmeros primos o sus potencias exclusivamente, siendo el salto igual
a 1/n para x = p" ; con más precisión,

J M = -o-*-[ V J—L. V -M
2 ¿l n ~r ¿L> n \"

\-p" <* pn ̂  * J

El conocimiento de la función / proporciona una información va-
liosa que permite detectar la aparición de los números primos al re-
correr la sucesión de los naturales, por lo que es natural tratar de
invertir la integral, para expresar ] por medio de la famosa función Ç.

Riemann era un maestro en el análisis de Fourier, y son de sobra
conocidas sus contribuciones en este campo, por lo que no tuvo difi-
cultad en realizar la inversión, hoy llamada de Mellin, obteniendo
de forma rigurosa

ÍZ-J-Í03

J(*)==~¿T/ logCW*--^-, («>!),
a — i oo

•que es un resultado básico de su memoria.
Para el cálculo de la integral, establece previamente un desarro-

llo de log C (s), obteniéndolo a partir de los resultados ya consegui
<los referentes a las funciones •? y Ç, y en particular de la expresión
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de esta última en producto infinito :

log ç (í) = log $ (0) + 2 log (l - -Í-) - log r (-J- + l) +

+ -g-logic — log(í — 1).

La sustitución de log Ç (í) en la fórmula integral, previa una in-
tegración por partes, expresa / (x) como suma de cinco términos,,
siendo el principal :

a -j- z OD

2 It » log

l r d f log (s - 1) l
g-rj -TT [ , ']*"'• <•>»'

« — z oo

que Riemann, con su especial habilidad en el cálculo de integrales-
definidas, prueba que es igual a la función logaritmo integral :

UM-.«, r / t^_+r_^_i
B^ol . / log/ +./ log/ J

O 1+=

El cálculo del término que contiene las raíces p de la función Ç,,
es seguramente el más comprometido, pues requiere información,-
sobre la situación de estas raíces. Admitiendo la posibilidad de inte-
gración término a término de la serie, previo el apareamiento usual'
de las raíces p y 1 — <c>, supuestas ordenadas según módulos crecien-
tes, con ¿K. (p) > O para toda raíz, se obtiene :

2 ir » log x

v

r*+% T1 "4
L.ds i

I
s

- - - - \ - 7"
xs äs =

- ¿^ [Li(*P) + Li(*l-p)].
2/Tp)>o

Es inmediato comprobar que, en el cálculo de la integral de la~
función / (x), el término que proviene de s/2 log ic se anula ; y
el que proviene de ? (0) es :

-¿Tèrf+m"-™—»«-
a— i<&
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Finalmente, calcula Riemann el término restante por integración:

término a término de log F I h l) , expresado como serie, lle-
\ 2 /

gando a

± L_ f
! ic í log A: J

a-^-iv) log r (*+•) /
dt

x*ds = J t ( f t - l ) log t -
X

Reuniendo estos resultados parciales se obtiene :

CO

/ (*) = Li (*) - £ [Li(*P) + Li(*i-pj]+ / t (t*-l) log t + IOB£(°)'
J > ( p ) > 0 %

que sin duda es el resultado fundamental de la memoria de Riemann..

Una fórmula para TC (x)

El objetivo de la investigación de Riemann, evidentemente no>
era la función / (x), sino la v. (x) que para cada x da el número de
los primos menores o iguales que x. Sin embargo la relación entre-
estas dos funciones es fácil de obtener a partir de sus definiciones :

/ W = *(*) + -|-*(*i/2)+-|-K(*i/3)+ ...+-i-* (*!/«)+...,

en donde para cada x la serie del segundo miembro es finita.

Como / es la función conocida, se deberá invertir esta fòrmula-
para obtener ic, para lò cual basta aplicar el método de Möbius, ob-
teniéndose :

ic (*) = / (*) - -* / O1/2) - -§- / C*1/3) - -g~ 7 (^1/5) + "4" 7 (:trl/6) +

+ ..,+J&LjM ;+...,

en donde I¡JL (n) es la llamada función de Möbius, cuya complicada
definición es la siguiente: >\j, (n) •= O, si n es divisible por el cua-
drado de un primo ; fi (n) = 1, si n es un producto de un número«
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par de primos distintos j y ¡A (ri) = —l, si « es un producto de un
numero impar de primos distintos.

Definitivamente n (x) se obtiene sustituyendo en la fórmula an-
terior la de Riemann para / (x). La expresión de n (x) que resulta
está formada como suma de términos de tres tipos :

a) Términos que no crecen con x, que proceden de los dos úl-
timos sumandos de / (x).

b) Términos que crecen con x, pero cuyos signos oscilan, que
proceden de los Li (.x9) en / (x), y Riemann los denomina «perió-
dicos».

c) Términos que crecen constantemente cuando x crece, que pro-
• ceden de Li (x) en / (x).

Escribiendo solamente los primeros términos del tipo c) se tiene :

1 1 1 1
-ic (x) = Li (x) - -3- Li (xlty - -y Li (*i/8) - -¡p Li (*l/6) + -g- Li (»1/6) — . . .,

y cuando se consideran simplemente uno o varios de los primeros
términos de este desarrollo se obtienen fórmulas empíricas que dan
buenas aproximaciones de ic (x).

Si sólo se toma el primer término, se obtiene esencialmente la
.aproximación de Gauss :

*W~(-¿¿f- = u (*>-L '(2);
2

y si se toman dos términos

ic (x) ~ Li (*) - -y Li (*i/2),

se obtienen aproximaciones que en muchos casos son mejores que
las gaussianas.

Al considerar exclusivamente los términos del tipo c), es decir,
prescindiendo de los decrecientes.y de los enigmáticos términos «pe-
riódicos», conforme a la sugerencia de Riemann, se obtiene la fórmu-
la aproximada

Z t*. W
^Li (*!/«).

«=2
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Analizada por Lehmer con auxilio de sus famosas tablas [29],
•que alcanzan hasta los diez millones, reconoce que las aproximacio-
nes obtenidas, para B (x) son las mejores conocidas.

Reconoce el mismo Riemann el carácter indicativo de estos resul-
.tados y propone el estudio de los términos «periódicos» desprecia-
dos, para alcanzar un conocimiento más ajustado de la distribución
:de los números primos.

Nadie hasta el momento ha realizado este estudio, y no se tiene
información alguna sobre las perturbaciones causadas por los tér-
minos «periódicos» en las estimaciones de •* (x) calculadas a partir
-de las aproximaciones crecientes.

LA DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DEL NÚMERO PRIMO

JLa función fy de Chebyshev '

La información contenida en la memoria de Riemann sobre la dis-
tribución de los números primos es de una riqueza extraordinaria,
pues en ella aparece una fórmula para el cálculo de -K (x). Para un
físico esta fórmula supondría la más perfecta descripción matemática
de una realidad ; no así para un matemático, pues en su deducción se
lian deslizado algunas, que se podrían llamar, hipótesis de trabajo
referentes a la situación de los ceros de la función Ç, y en la Mate-
mática no se admiten tal tipo de hipótesis.

Además, la fórjnula encontrada es una serie que contiene infinitos
términos, y no se sabe cuál es de orden superior a la suma de los
restantes, con objeto de obtener una aproximación asintótica de
•* (x), que es el objetivo del teorema del número primo.

De hecho, admitiendo la hipótesis de Riemann puede darse una
•demostración muy sencilla de este teorema ; sin embargo, hubo que
•esperar hasta 1896 para obtener una demostración independiente de
tal hipótesis.

A veces, en la historia del descubrimiento científico, una larga
espera queda gratificada por un resultado al que se llega simultá-
neamente por distintos caminos. Así ocurrió cuando el matemático
francés J. Hadamard, y el belga C. J. de la Vallée Poussin prueban
independientemente el célebre teorema del número primo sin hacer
uso de la hipótesis riemanniana.
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Naturalmente que los dos desarrollan ideas contenidas en la cé-
lebre memoria, pero no pretenden llenar sus posibles lagunas ni me-
nos analizar la fórmula hallada para -n (x). Su programa es más redu-
cido, y sus técnicas tienen la habilidad de orillar algunas dificultades,
considerables, apartándose lo indispensable del núcleo del problema.
Así a Hadamard le basta con probar que no existe ningún cero de
la función situado en el borde de la banda crítica, y de la Vallée-
Poussin encuentra una región suficientemente amplia en dicha banda,
que está libre de ceros de Ç.

Aun en forma esquemática conviene conocer la línea de razona-
miento de estos dos notables matemáticos. La función / de la fórmu-
la fundamental de Riemann tiene el inconveniente de que su relación;
con la Ç es a través de una fórmula integral que proporciona el loga-
ritmo de C, con las dificultades inherentes a la multiValencia de esta
función. Más cómodo es el uso de la función 4*, ya considerada por
Chebyshev [10] también escalonada y monótona creciente, que en-
cada potencia />" de un número primo tiene un salto igual a log p -T,
es decir,

<]»(*)= ¿^ i°«P
?"<*

para todo x >0 que no coincida con la potencia de un número primo,-
tomando en estos puntos el valor promedio de la forma acostum-
brada.

La relación entre la función Ç y la nueva <\>, viene dada por la.
fórmula integral

JüJíL
C W

QO

= I' X-*dti(X}

en la que el primer miembro es una función con polos en las raíces;
p de í y en los ceros — 2 n , y analítica en el resto del plano.

Siguiendo razonamientos de inversión análogos a los usados para,
determinar la función /, obtuvo H. von Mangold la siguiente
fórmula :

1̂ Xf 1̂ X~1H

. <l> (») = *-21/T" + 2-, ~~2lT~ + I°g2li:' para x>1'
n ' M
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Por otra parte, ya en 1850 Chebyshev probó que el teorema del
nùmero primo equivale a la proposición :

<j> (x) ~ x, para x -> oo ,

es decir,

lim *(*)-*-.();
í-í-oj ;£

luego en virtud de la fórmula de von Mangold, la demostración de
dicho teorema equivale a probar que es

lira
:ï->oo

l f x~~i xP NT1 x2" 1

- -ZiT + ̂ -^r-10«2» =°-L p r » J

o bien

v—i -vO—— 1

= 0
^T Xí>—1

lim >, ——
:r-»-co ^_J

Si el límite de esta serie se pudiera calcular término a término,
para que fuera nulo, bastaria que se tuviera ¿R. (p —• 1) < O para to-
dos los ceros de la función £, es decir, que todos fueran interiores
en la banda crítica.

Demostraciones de Hadamard y de la Vallèe Poussin

Hadamard (30] y de la Vallée Poussin [31¡] consiguieron la de-
mostración a partir de la función ty, pero evitando el paso resbala-
dizo de tomar límite término a término, y el empleo de la fórmula
de von Mangold, de la que tal vez desconfiaban. Efectivamente evitan
esta fórmula y directamente obtienen sendos desarrollos, de funcio-
nes relacionadas con la <]>, a través de integraciones. Las fórmulas
obtenidas son estructuralmente análogas a la de von Mangold, pero
se han conseguido bordear las dificultades que ésta presentaba.
La fórmula de -la Vallèe Poussin es :

/
X-l ¿KP"1 -e-l -e-««-!

r-*<M^ = log*-2l ( 1} -2, 2 « ( 2 « + l) +
o p "

1 C' (0)+VÕÕT+const-' (*>i);
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y la de Hadamard :

X

/
X-i xf XT' *~2" C(0)

'-'*«¿/ = *-2, T--Z 12í)r-T(õrlog^const" <*>«•
o p «

Incluso se puede desarrollar una demostración análoga a la de
estos autores [32] basada simplemente en la integración de ty, que
da lugar a la fórmula :

x-

/
*_. V xe+í 'V x-*«*1 c (0)*t(t)dt = -£- ¿j -( } -2, -2»(2»-i) -x~aflT+

o c "
-{-const., (x > !)•

En cierta medida, es accesorio partir de una u otra fórmula, lo
decisivo, que es el progreso real después de la fórmula de von Man-
gold, es la demostración de que no existen raíces P de la función ^
en la recta <¿R (s) = 1.

Probado el teorema del número primo, es decir, la equivalencia
a sintetica

it (x) ~ Li (x), para *: —*• oo ,

dio comienzo a una serie de trabajos, que se ocupaban de precisar
el orden de la diferencia TC (x) — Li (x). Para finalizar esta infor-
mación recordaremos que uno de los primeros resultados fue debido
a de la Vallée Poussin, que en 1899 probó la existencia de un c > O
tal que es :

\t(x).— U (x) • < Li (x) e~^cìog *

para valores suficientemente grandes de x [33.].

Es justo hacer una pausa en este recorrido, en homenaje a estos
dos notables matemáticos J. Hadamard (1865-1962) y Ch. de la Vallée
Poussin (1866-1962), de cuyas lecciones en nuestra Universidad son
testimonio sendas publicaciones muy leídas y apreciadas.

He de reconocer que me perturban algunas coincidencias en la
vida de estos dos analistas : Nacen con un año de diferencia, mue-
ren en el mismo año, casi centenarios, y prueban independientemente
el teorema del número primo en el mismo año. Tal vez esto con-
firme la creencia extendida entre los matemáticos dedicados a la
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Teoría de números, de que todo aquel que logra dar una demos-
tración del teorema del nùmero primo, alcanza la longevidad.

Unas palabras finales sobre este famoso teorema, que es un re-
sultado típico de la Teoría analítica de números. Tan enrevesada es
su demostración, que aun siguiéndola paso a paso hasta alcafar
un término feliz, queda siempre oscura la relación entre la presencia
de los números primos y el complicado instrumento demostrativo.

Durante años se buscó una demostración elemental, es decir, en
la que sólo se usaran propiedades básicas de los números primos.

Al fin en 1948, A. Selberg y P. Erdös dieron una demostración
de este tipo [34], pero resultó tan difícil de entender como la anti-
gua. Cada paso del razonamiento se puede considerar como elemen-
tal, pero el número de pasos es tan grande y la manera de estar
relacionados tan complicada, que no se consiguió la transparencia
buscada. Seguramente es inevitable, y responde al «principio de con-
servación de las dificultades» : Un teorema duro, lo es, con indepen-
dencia de como se llegue a él.

EL NÚMERO DE CLASES EN EL TEOREMA DE FERMAT

El llamado «.último teorema de Fermat»

Existen mitos en el mundo de la Cultura, cuyos orígenes se des-
cubren en problemas y teorías, afincados en una determinada cien-
cia, que durante períodos largos de tiempo han sido objeto de dis-
cusión. Es frecuente que la controversia haya estado acompañada
por dificultades semánticas y valoraciones diferentes por estudiosos
de distintas procedencias.

Precisamente este «valor añadido» a una problemática puramente
científica, es inevitable en la aparición del mito, que se incorpora al
quehacer cultural a través de un nombre que sugiere la presencia de
algo inaccesible y a la vez deseado. Ejemplos de estas denominacio-
nes son el «perpetuimi mobile», la «cuadratura del círculo» entre
otros. La existencia de estos mitos es una interesante realidad y
nunca un fenómeno de regresión científica.

En el campo específico de una ciencia, en nuestro caso la Ma-
temática, también se presentan situaciones semejantes, pero sólo
accesibles a los especialistas, en los que a través del tiempo se va

37



definiendo el carácter mítico de algunas proposiciones. Ordinaria-
mente, se trata de conjeturas, cuya verdad está confirmada en nu-
merosos casos particulares, pero sin demostración general, después
de muchos años de tentativas. En la clasificación, ya mencionada,
que hacía Poincaré de los problemas, entre los que se proponen por
sí mismos, tal vez fuera oportuno desglosar los que son mitos, tes-
tigos vivos de la historia de la Matemática.

En esta disertación ya hemos tratado de la «hipótesis de Rie-
mann», pero anterior a esta proposición es la llamada «último teo-
rema de Fermat» cuyo simple enunciado es el siguiente ;

«.No existen ternas de números enteros x, y, z, no nulos que ve-
•rifiquen la ecuación:

x« -\-y" = z"

donde n > 3 es un número entero positivo.))
La anécdota de su formulación [35;] por P. S. Fermat (1601-

1665), a mediados del siglo xvn ; las demostraciones parciales de los
grandes matemáticos Euler y Gauss (n ••= S), Legendre y Dirichlet
(n = 5) y Lamé y V. R. Lebesque (n = 7) ; los fracasos de otros
/grandes como Kummer, el mismo Lamé y Cauchy entre otros, para
•dar una demostración general ; los premios millonarios ofrecidos a
•quien consiguiera el éxito ; y otras muchas circunstancias como la
comprobación de la certeza de la proposición para miles de valores
del exponente n, conseguida en los últimos tiempos, justifican el ca-
lificativo de mítico al último teorema de Fermat.

Estos son los hechos, pero la curiosidad científica no se satisface
con la simple noticia, sino que inquiere sobre los motivos de la difi-
cultad, casi insuperable, de una demostración general.

En 1843 E. Kummer entregó un manuscrito a Dirichlet, el pre-
decesor de Riemann en la cátedra de Göttinga, con una que creía
demostración del teorema de Fermat en el caso general. Dirichlet
le hizo notar que, para que la demostración fuera correcta, era ne-
cesario que en el anillo Z {«¿] de las raíces />-ésimas de la unidad,
no sólo todo elemento se expresará como producto de factores irre-
ducibles, sino que además esta descomposición tenía que. ser única ;
"hecho improbable, sobre el que tenía serias dudas.

El diagnóstico de Dirichlet es de una precisión .extraordinaria.
Kummer amplía el anillo Z de los números enteros al.Z{£P] adjun-
tando al Z una raíz primitiva />-ésima de la unidad sp, y para los nue-
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vos enteros de este anillo considera una teoria de divisibilidad, aná-
loga a la euclidea. Precisamente en esta presunta analogía está el
error del manuscrito de Kummer, pues falla el teorema fundamental
<de la divisibilidad. La propiedad de que todo elemento entero se pue-
•de descomponer como producto de factores irreductibles, de manera
única, no ocurre siempre en los anillos Z [s¿] especialmente en lo
••que se refiere a la unicidad. Cuando la «fa eterización es única» la
-demostración de Kummer es correcta.

Antes de analizar los casos de no unicidad, conviene seguir más
<de cerca el razonamiento de Kummer.

Es obvio que basta considerar los casos en que n = 4, o bien
••n = p, siendo p un entero primo impar. La demostración en el caso
-n = 4 es elemental, por el método llamado de «descenso al infinito».

Cuando p es entero primo mayor que 2, la no existencia de solu-
ciones enteras de la ecuación

xP -\-yf = z*,

•en las que p no divide a x y 2, se suele denominar primer caso del
teorema de Fermat. El segundo caso se presenta al considerar las
-posibles soluciones en las que p divide a z.

El objeto de ampliar el anillo de los enteros al Z [s¿] es el de
•descomponer el primer miembro de la ecuación de Fermat en fac
lores lineales, ya que puede escribirse en la forma :

f - i
U (*• - 6> V) = zf
; = t

En el primer caso del teorema de Fermat se demuestra que si
i ±£. j (mód. p), los elementos x + c'p y y x + s*f y carecen de fac-
tores comunes no triviales. Entonces, si Z [e„:] es de factorización
linica, deben existir elementos

«i,«» ßi. ßs € ZM- ßt y ßs unitarios

•de forma que :

x -f ff y = fij et/ y .*• efy-= ßs a¿;

y se prueba que la simultaneidad de estas dos igualdades es con-
tradictoria.

39



También resulta que el elemento 1 — ep, es siempre irreducible
en Z [sj], y que p admite la descomposición p = (1 — s,,)"-1 §, sien-
do § un elemento unitario de Z [«„•].

En el segundo caso del teorema de Fermat, si z = p* z0 coit
k :> 1 y 20 no divisible por />, la ecuación puede escribirse en la
forma :

Xf +yf = (1 - Ë#)*0- 0 p/ V-

Entonces, si Z [ej] es de factorización única se prueba que esta,
igualdad es asimismo contradictoria [36].

El programa de Kummer

En esta exposición esquemática, ya se observa que la propiedad"
de «.factorización única» es decisiva en las demostraciones. Kummer
ya se dio cuenta que para p <= 23, en el anillo Z [e2a] no podía lle-
varse a cabo una teoría de divisibilidad análoga a la euclidea. Todos--
sus esfuerzos para superar tal dificultad quedan plasmados en una
serie de artículos aparecidos entre 1845 y 1847, que son la base de
la actual Teoría de ideales [37;]. Feliz error el de Kummer en sir
fallida demostración general del último teorema de Fermat.

El programa que idea Kummer para superar las dificultades de
la factorización no única, en esencia, es el siguiente :

Si en el anillo A de los enteros de un cierto cuerpo de números;
algebraicos, la descomposición en factores primos no está definida
de manera única, entonces se trata de hallar un conjunto A, en el
que esté definida una multiplicación asociativa y conmutativa (mo-
noide conmutativo) con factorización única, y una aplicación de A
en A, en la que a cada a € A le corresponde un elemento de A, que
se designa por (a), de manera que se conserve la multiplicación
(homomorfismo).

Para todo número <x 96 O de A, su imagen (a) se podrá descom-
poner de manera única en producto de factores primos, pero estos
factores no pertenecerán al anillo dado A, sino al nuevo monoide A.
En la unicidad de la descomposición «al modo de Kummer» se de-
berá tener presente, • que algunos números primos de A, pueden tener
por imágenes en A elementos no primos.

En los artículos citados, Kummer desarrolló su programa con
éxito. Incluso, exigiendo al monoide A la condición de mínimo e»
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el sentido de la inclusión, queda determinado salvo isomorfismes..-
En 1927, E. Nöther daba una caracterización axiomática de los-

anillos en los que es válida una descomposición al modo de Kum—
raer. Estos eran los anillos nötherianos, enteramente cerrados y tales-
que todo ideal primo no nulo sea maximal ; es decir, los que hoy
llamamos anillos de Dedekind, entre los que se encuentran los ani—
líos de enteros de los cuerpos algébricos, y en particular los Z [«,•]
para cada p.

La construcción del monoide A se consigue por diversos méto-
dos. Kummer propone como elementos de A unos «números idea-
les», cuya definición precisa da lugar al concepto de ideal, básico en>
Algebra moderna. Una realización de A, es el conjunto de los idea-
les no nulos definidos en el anillo A, en el que se considera la mul-
tiplicación de ideales de la forma acostumbrada [38].

El número de clases

La medida en que un anillo A de Dedekind es no factorial, se-
pone de manifiesto en la complejidad del monoide asociado que res-
taura la factorialidad, al modo de Kummer. Para conseguir infor-
mación precisa sobre A, se distribuyen los elementos de 'A en clases,
previa una adecuación de A a la técnica algebraica.

Para simplificar llamaremos divisores a los elementos de ;A, que
será el monoide de los divisores de A. Por otra parte la estructura
algébrica de A es demasiado simple, y para poder razonar con co-
modidad sería deseable que A fuera un grupo respecto de la multi-
plicación. Esto se consigue introduciendo los divisores fracciona-
rios. Si K es el cuerpo de fracciones de A, un divisor fraccionario
de K es un producto finito de divisores de A elevados a exponentes"

enteros (no necesariamente positivos). El conjunto A de los diviso-
res de K, enteros o fraccionarios, en el que se opera con la multi-

plicación, tiene estructura de grupo, y obviamente es. .A ç 'A,
A cada J; •= aß-1 € K con ia, f i ' € A, se le hace corresponder et'

divisor (•£) — (a) (ß)"1 '€ iA, que se denomina divisor principal corres-
pondiente a g. La aplicación l>—> (?) del grupo multiplicativo K*"

del cuerpo K, en el grupo de divisores A es un homomorfismo, que
extiende el homomorfismo w.~—>-(a) del grupo multiplicativo A* del
anillo A, en el monoide de divisores ¡A.
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De estas definiciones y propiedades resulta que el conjunto Â0

de todos los divisores principales, es un subgrupo de A.

Establecida, en sus rasgos principales, esta infraestructura alge-
braica, estamos en condiciones de dar la definición fundamental :

*• A

El cociente A/A0 es el grupo de las clases de divisores de A. Su
cardinal, representado por h (A) o simplemente por h, es el llamado
número de clases del anillo A. La condición h = 1, cuando existe
una sola clase, se presenta si, y solamente si, todos los divisores de
A son principales, y es equivalente, por ser A un anillo de Dede-
kind, a la factorialidad de A.

En la realización de A, en la que sus elementos son los ideales
no nulos de anillo A, los ideales fraccionarios son los A-submódulos
de K finitamente generados, y los ideales principales son los de la

:forma •£ A, para cada \ '6 K*.

El cuerpo de fracciones del anillo Z [e,1], llamado cuerdo ciclo-
tómico, es el O [«„]. En 1847, Kummer probó la finitud de h pari
estos cuerpos y posteriormente Dirichlet para cuerpos de números
arbitrarios.

Un progreso notable en el estudio del teorema de Fermât se con-
siguió considerando para cada primo p el número de clases h del
cuerpo Q [s¿]. Kummer demostró el teorema, para cada exponente
primo p de la ecuación de Fermat, que no divide al correspondien-
te h. [39]. A raíz de este resultado, clasificó a los números primos
en regulares e irregulares : un primo p >> 3 es regular si no divide
a h,- e irregular, en caso contrario. Es interesante observar que los
únicos irregulares menores que 100 son los primos 37, 59 y 67, para
los que entonces quedó sin demostrar el teorema de Fermat.

Dos preguntas fundamentales quedaban formuladas tras estos
^resultados :

¿ Cómo se reconoce si un número primo es regular, o no lo es ?
¿ Cómo se trata el caso irregular ?

La contestación a la primera pregunta equivale a la determina-
•ción del número de clases de un cuerpo ciclotómico. Es sorprenden-
te e inesperado que en la resolución de este problema, el instru-
mento adecuado sea la función zeta, cuya utilidad se pone de mani-

festo en los momentos críticos de los grandes problemas de la
'Teoría de números.
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LA FUNCIÓN ZETA Y EL NUMERO DE CLASES

Segunda generación de la función zeta

Es Dedekind el que generaliza de manera natural la función zeta
•de Riemann, adaptándola a los problemas de divisibilidad en los
cuerpos ciclotómicos, y en general en los cuerpos K de números
algébricos [M]. Si con la gótica n, designamos un divisor cual-
quiera del cuerpo K, y con N (n) su norma, la función zeta de Dede-
.kind es :

^^-Z^W' OD.
n

•en donde n recorre todos los .divisores enteros del cuerpo K. En la
realización de los divisores como ideales no nulos, los elementos n
son los ideales del anillo de enteros K.

Para la función CK es también válida la descomposición euleriana
en producto infinito :

^ ^ = I I i - N ( 8 n - OD
ß

-donde el produto se extiende ahora a todos los divisores primos de K.

Por prolongación analítica se obtiene una función meromorfa en
el plano complejo, con un único polo en í = 1, y cuyo residuo está
•dado por

lim (s — 1) CK'(Í) — -uh.
i-í-i

donde x es una constante no nula específica de K y h el número de
•clases del cuerpo.

Si n = r + 2 t es el grado del cuerpo K (r y 2 t números de
isomorfismos reales y complejos de K en Ç), si D y R son el dis-
criminante y regulador de K, y si w es el número de raíces de la
unidad contenidas en K, la expresión de x es

2r+í -aí R
X =

'V\D
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Las funciones L

Partiendo de esta situación, una forma de obtener h explícitament
te en el caso de los cuerpos ciclotómicos es calcular, por otra vía,,
el residuo de la función CK en el punto s = 1.

Se supondrá que K es el cuerpo ciclotómico w-ésimo Q («)r

siendo pues, s una raíz primitiva w-ésima de la unidad : «OT •= 1.
Si en la fórmula euleriana del producto, para cada número primo

p se agrupan los términos que se refieren a los divisores Q de p, se
tiene

^^niii-Ncs)-*. OD,
f 6\f

donde el producto exterior se refiere a todos los números primos,.
y los productos interiores son finitos. Considerando los caracteres
modulares x> módulo m, la formula anterior se transforma en:

g*(')~G(*)niii-X(;>)jr'- o«.
en donde G (j) es el producto finito

GW = n 1-N(0)- •
S,f

Invirtiendo el orden de los productos en la última expresión de
ÎK C0> se presenta en la nueva forma :

CK<í)=G(i)JJ¿(í,z),
x

en la que para cada carácter ^, módulo m, L es la función de la
variable compleja j definida por el producto infinito

•¿('•xí-IlT^Íf ^(f)p-s

En particular, cuando se trata del carácter unidad x0> módulo m,
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<JC«0) = 1> si m. c. d. (p, m) = I ; XoO) = 0, si m. c. d. (/>, m)>l), se
tiene :

¿(no) = CMlI(l->)
/ > | m \ ? '

•donde el segundo factor es evidentemente un producto finito.
Desglosando de la fòrmula de CK el factor que corresponde al

carácter unidad, se tiene finalmente :

C¿M = ̂ WC(*)IlL(*,x), (*>l),
X*Xo

«donde se ha designado por F (s) el producto unito

"•>-nT=ïw*n(.-£f i >

Las transformaciones del producto euleriano que define ÇK han
•sido ocasión para la introducción de las funciones L, cuyo paren-
tesco con la función zeta de Riemann es evidente. En particular
-esta relación se manifiesta en la analogía de sus propiedades.

A partir de la propiedad multiplicativa de los caracteres, prece-
'diendo como en el caso de la función zeta, se tiene :

v-» Y (n)LW-2é--^r- c>i).«=i

•que es la serie de Dirichlet de carácter x, módulo m.

Las funciones L, en principio sólo definidas en el semiplano
¿R. (s) > 1, son prolongables analíticamente, por medio de fórmulas
integrales al estilo de la de Riemann para la función zeta, y resulta
-que L (s, /„) es una función meromorfa con un único polo simple
«n í i= 1, y las L (s, 7), para x 7^ X>o> son funciones Denteras [íl].

A partir de la nueva expresión de ÏKJ y conocidas las propieda-
-des de las funciones L, se obtiene como residuo de ÇK en s •— 1.

lim (t - 1) ÇK (í) = F (1) JJ L (l, x);
^-^1 X*Xo
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y en consecuencia el valor, del número de clases h del cuerpo ciclo-
tórni c o m-é sim o es :

,_ WV I D :->Oi)]I¿(i,x).
Í^'TÍÍJÍ

Criterio de regularidad de Kummer

En el contexto del teorema de Fermat, tienen interés los valores,
de h, para los cuerpos ciclotómicos m-ésimos, en los que m es un
número primo impar, que se designará por p = 2 q + 1.

La determinación de los distintos valores que aparecen en la.
fórmula de h, relativos al cuerpo Q («,), da para el número' de clases :.

h =
2 í-'*?*X*Xo

n^'tf'
donde R és el regulador del cuerpo K. La expresión en forma finita,
de las series L (1, X), para los distintos caracteres x T¿ /„, modula
p, da la expresión definitiva de h como producto de dos números-
enteros

en la que h^ es el número de clases del subcuerpo real Q (ep,+ e,,"1),,
formado con todos los números reales del cuerpo Q (e,), y h,2 está,
dado por :

1
| -f(9) ?(&*) ... P(9t-t) | ."» - (2/X-

donde :9 es una raíz primitiva de grado p —• 1 de la unidad.

En 1850, Kummer demostró que si p ¡> 3 es un entero primo-
que-'no divide a 'h.2, tampoco divide a A1; y que p Divide a h.2 si, y
solamente si, divide a alguno de los numeradores dé los números
de Bernoulli B2lt para 1 < 2 < p— 3. Escribiendo B2S =; P^/Q,^
en forma irreducible, se obtiene el siguiente criterio de regularidad:

Un entero primo p :> 3 es regular si, y solamente si, no divide a
ninguno de los numeradores P.z, P4, ,..., Pp_3. . .
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El caso irregular

En 1954, Carlitz dio una demostración sencilla, basada en un teo-
rema de von Staudt-Clausen, de la existencia de infinitos primos irre—
guiares [42Q, por lo que la demostración del teorema de Fermat,
quedaba abierta para infinidad de exponentes primos.

Kummer creyó haber encontrado una demostración del teorema
de Fermat en los casos de los tres primeros primos irregulares 37,,
5!) j 67, pero en 1920 Vandiver advirtió que existían incorrecciones,
en la presunta demostración [43>].. Sin embargo pudo corregirse y
ello condujo a la publicación en 1954, por el mismo Vandiver junto
con D. H. Lehmer y E. Lehmer de un criterio, .o . condición sufi-
ciente para e l caso irregular { 4 4 J . . . . .

Si p es un primo irregular que divide a un _P,2!£, con 2 k < p — 3,.
entonces se dice que el par (p, 2 £) es irregular.

Sea p un primo irregular, y se supone .que P = r p + l es u.rr.
primo que satisface P '<^ p2 —• p. Sea í un entero tal que. V ̂  l
(mód. P). Para cada par irregular (p, 2 k], se forma el producto-

Ú
/i-l-2*

(trt _ !)*.'

A = l

en el que es

'f = ̂ - y ¿=¿v-**.«=i

Si para todos los pares irregulares se yerifica JVr
!2it =é 1 (mód. P),,

entonces el teorema de Fermat es válido para el exponente p.
El criterio ha sido aplicado por Johnson, para todos los primos-,

irregulares menores que 125.000, con resultado positivo [45].

LA FUNCIÓN ZETA EN GEOMETRÍA ALGEBRAICA

Tercera, generación de la función zeta

El interés por el estudio de la Geometría algebraica sobre «cuer-
pos no clásicos» creció a la par que el de la teoría de congruencias-
superiores. Artin .observaba en su tesis en 1924 ['46], que las ecua-
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«ciernes de congruencia en el sentido de Dedekind, podían inter-
pretarse como ecuaciones algebraicas sobre un cuerpo finito K9

-con q = pd.
Ya Poincaré, en la conferencia que pronunciara en el Congreso

Internacional de Matemáticas en 1908, decía que los métodos de las
• curvas algebraicas podían ser aplicadas al estudio de las congruen-
• cias de dos variables.

En la tesis citada, Artin estudiaba las extensiones cuadráticas del
cuerpo de las funciones racionales Ka (r) de una variable sobre un
cuerpo finito Ka, y tomando como base los trabajos de Dedekind
sobre los cuerpos de números, desarrolló una teoría adecuada de

rideales, introduciendo el concepto de fundón seta, análogo al de
Riemann-Dedekind, cuya importancia en el desarrollo de la moderna

• Geometría algebraica ha sido decisiva.
Posteriormente F. K. Schmidt [47!] observó que era posible ge-

•neralizar los teoremas de Artin a cualquier extensión algebraica K
de IQ (7*), y vio que los problemas adquirían una formulación mu-
cho más natural si se reemplazaba la noción de ideal por la de di-
visor y se consideraban los resultados desde un punto de vista geo-
métrico. F. K. Schmidt interpreta el cuerpo K como el de las fun-

«ciones racionales de una curva algebraica lisa X definida sobre K,,
•que supone inmersa en un espacio proyectivo P^(Q), siendo ß tin
«dominio universal» de característica p.

Para cada entero n > 1, el número de puntos de X cuyas coor-
denadas pertenecen a la única extensión Ka» de KQ, de grado n,
son el número finito Nn. La función Ç de X se define por la fórmula:

«x ¡ «. * -n (. - T&r - n « - '""v'=«* (2 4- '-) •
S 8 '«^i '

-donde es t — q~s, y contiene toda la información diofantica que so-
bre X se puede desear.

El estudio de F. K. Schmidt de la función zeta, para curvas de-
finidas para cuerpos finitos, inaugura el estudio de la Geometría
algebraica de características p. Así F. K. Schmidt demuestra el teo-
rema de Riemann-Roch para esta característica y prueba la raciona-
lidad de la función seta, como consecuencia del mismo.

Concretamente es

P(f-*) P(t)
Ç (X I K,, í) — (1 _ rî) (1 _ ̂  - (1 _ #) (1 _ q f ) ,
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«en donde

^W==jJ ( l -<w/ )
» = i

•es un polinomio de grado 2 g, g <= gènero de X, con coeficientes
de Z, y cuyas raíces se permutan por a —*- ç «rv-l

Oirá z^ /a «.hipótesis de Riemann»

Primeramente formulada por Artin en su tesis, para la nueva
función zeta, conserva su enunciado original aun cuando la natura-
leza analítica de la función sea completamente distinta afirmando que
los ceros de la función se encuentran en la recta áR (s) == 1/2, lo que
•equivale a:

I w I - Vq

Tomando logaritmos de los dos miembros de la igualdad

•exp- (2 -%r '")=II(1 - «'• ')/(1 -')(!-?<)\«^i / 1=1
«e obtiene

9 f

^„-1 + ̂ -^a/»,

<iue puede entenderse como la ley de distribución de los elementos
primos en términos de los ceros de la función zeta.

Hasse observó que la hipótesis de Riemann es equivalente a la
.acotación :

\Nn~\-q"\ <2¿-?»/2

y la demostró en 1933 para todas las curvas de género uno [48]. En
algunos casos particulares la había comprobado Artin anterior-
-mente.

Al pretender extender estos resultados a curvas de género mayor
•que uno, Deuring [49!] y Hasse [50:] observaron que previamente
«era necesario desarrollar una teoría de correspondencias en caracte-
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rística p, conocida entonces para curvas definidas sobre el cuerpo»
de los números complejos según los métodos de la escuela italiana.

En una memoria aparecida en 1940, A. Weil [51] esbozó una
demostración de la «hipótesis de Riemann)) para una curva cual-
quiera. Las circunstancias difíciles del momento le movieron a
apresurar su publicación.

Una demostración definitiva sólo llegó después que Weil elabo-
rara sus «Foundations of algebraic Geometrie» [52], en el período
transcurrido entre 1942 y 1946, en donde aparece la noción clave de
«.variedad abstracta)). La demostración se consigue mediante la ver-
sión en característica p del teorema de Castelnuovo y el estudio de
las propiedades de la jacobiana de una curva, considerada como va-
riedad abstracta sobre un cuerpo finito.

Después de probar la «hipótesis de Riemann» para curvas,.
A. Weil en su artículo fundamental [53] en 1949, introdujo una.
función seta para variedades de dimensión superior formulando la.
correspondiente hipótesis acerca de la situación de sus ceros y polos..
La función zeta introducida, tiene la misma interpretación diofántica.
que en el caso de las curvas : informa sobre el número de solucio-
nes que poseen los sistemas de ecuaciones algebraicas en caracte-
rística p. •

La «hipótesis de Riemann» en dimensión arbitraria forma parte-
de las llamadas «conjeturas de Weil)), que han sido el gran motor
impulsor de la Geometría algebraica en los últimos cuarenta años..

La demostración de la «hipótesis de Riemann)) para variedades

Las «Foundations of Algebraic Geometry» creados por A. Weil'
para la demostración de la «hipótesis de Riemann» para curvas, fue-
ron insuficientes a la hora de demostrar sus conjeturas en dimensión
arbitraria. El desarrollo de una Geometría algebraica abstracta, apta
para la demostración de las conjeturas, fue el programa llevado a
cabo por la escuela francesa bajo la dirección de A. Grothendieck.

Las conjeturas enunciadas por Weil en 1949, fueron probadas
todas por Grothendieck [54] salvo la segunda, que precisamente es:
la que corresponde a la «hipótesis de Riemann». Este honor estaba
reservado a P. Deligne [55], quien en 1974 logró dar su demostra-
ción, usando todo el aparato formal creado por Grothendieck.

El estudio de las variedades en característica p, y la consiguiente?,
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demostración de las conjeturas de Weil no deben considerarse como
un hecho aislado, o como un resultado exclusivo de la Geometría
algebraica, sino como una forma de estudio «local» de los difíciles-
problemas que la Teoría de números tiene planteados.

La información que proporcionan las conjeturas de Weil se usa
hoy día, vía la teoría de Iwasawa y el estudio de formas modulares,
para conseguir un conocimiento más profundo de las extensiones
ciclotómicas de los cuerpos de números tan estrechamente ligadas
al teorema de Fermat.

Transcribimos al respecto el siguiente comentario de A. Weil que,
aunque lo formuló en 1947, sigue teniendo la más completa actua-
lidad :

(.(Después de que hubiera podido perdersela esperanza de demos-
trar la hipótesis de Riemann por los métodos de la Teoría de fun-
ciones, hoy nos aparece bajo un nuevo aspecto que la presenta inse-
parable de la conjetura de Artin sobre las funciones L, siendo ambos'
problemas dos aspectos de una misma cuestión aritmético-algebrai-
ca, en donde el estudio de todas las extensiones ciclotómicas de um
cuerpo de números dado, jugará sin duda un papel decisivo.»

REFLEXIONES EN TORNO A LA GÉNESIS Y DESARROLLO DE LA FUNCIÓN ZETA.

Una realidad científica

Con la última cita de A. Weil cierro esta historia viva de la, fun-
ción zeta de Riemann, que se anunció como uno de los procesos más.
fascinantes de la evolución del pensamiento científico. Desde sus raí-
ces que se pierden en las fuentes del idealismo griego, su aparición-
en el Análisis en la fórmula multiplicativa de Euler, y su definición:
en la célebre memoria de Riemann en 1859, con presencia continuada
desde esa fecha hasta los últimos resultados de la escuela francesa
de Geometría algebraica, permiten presentar a esta función como-
ejemplo de la génesis y desarrollo de una idea matemática trascen-
dente.

Además, las sucesivas etapas de la historia de la función zeta„
se encuadran en circunstancias culturales que en algunos aspectos
reflejan los métodos de investigación en los centros universitarios:
y la valoración social de los matemáticos.
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En la época euleriana, los descubrimientos sobre la función zeta
íueron propiedades notables pero no organizadas. Se trataba de los
hallazgos de los cultivadores del nuevo Cálculo infinitesimal en un
ambiente matemático optimista.

El período más brillante de la función zeta es la era de las uni-
versidades germanas, en las que la jerarquía de la cultura transcen-
día a los docentes. En sus seminarios se investigaba y se aprendía
a investigar en un mundo de ideas, que al diferenciarlas y ordenar-
las se convierten en realidad científica. Sea disculpado el matemático
si intercala un elogio a estas universidades, en las que ha residido
nuestra ciencia durante muchos años. A principios del siglo xx los
estudiantes de Matemáticas de todo el mundo, recibían el mismo con-
sejo : «Haz tu maleta, y llévala tú mismo a Göttinga».

La ciencia francesa estuvo presente en la historia de la función
zeta durante esta época con algunas individualidades geniales, que
demostraron el «espíritu de fineza» que diría Pascal. En el declive
de la universidad alemana a mediados de este siglo, aparece la crea-
tividad francesa en toda su potencia, cuando consigue integrar en un
equipo a brillantes individualidades. La influencia de este grupo re-
formador, investigador y creador, ha sido decisiva durante los años
pasados, que corresponden en espíritu a la tercera generación de la
función zeta.

Sin duda esta historia es la de un hecho cultural europeo de es-
pecial significado. Sorprende y admira que la investigación sobre
una teoría matemática haya sido el vínculo invisible que ha reunido
a numerosas mentes privilegiadas, a través de siglo y medio, para
•un trabajo en común. A través de generaciones se persigue un pro-
greso continuado en el conocimiento. No se trata, pues, de un pro-
greso évaluable por un aumento de comodidades, sino de un pro-
greso efectivo-del hombre, en su cualidad superior de ser inteligente.

Dice el gran especialista de Teoría de números, G. Hardy, que
«el matemático es un constructor de configuraciones con ideas», lo
que según el pensamiento platónico, sería el argumento decisivo para
afirmar la realidad de estas configuraciones. Sin embargo, para ase-
gurar esta realidad tal vez bastara observar que son causa de un
progreso real del hombre en su trayectoria de superación continuada.
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La creación matemática y otras consideraciones

No creo que nadie dude de la identidad de la Matemática como*
ciencia, y seguramente una de las primeras en el mundo de la Cul-
tura, la llamada «cultura invisible», y dejo pasar la posible sombra
de escepticismo cuando se considera la crisis de sus fundamentos-
Me detengo, pues, ante el matemático en su taller intelectual, es;
decir, cuando descubre o inventa un nuevo concepto, proposición o
teoría, o simplemente frente a la realidad matemática.

Se discute si el quehacer del matemático es el descubrimiento o>
la invención, y la discusión se suele avivar al incluir un leve matiz,,
preguntando si las verdades matemáticas son descubiertas o inven-
tadas. En efecto, la palabra «verdad» no admite compromiso, pero>
en Matemáticas, a través de lógicas más o menos formalizadas, las
verdades suelen tener el sentido de proposiciones lógicamente con-
sistentes con unos postulados de un sistema inicial. Sin embargo«
ningún matemático serio aceptaría como esencia de la Matemática-,
una pura tantología.

La disputa entre descubrimiento y la invención, es la de dos con-
cepciones filosóficas en contraste. Una, el idealismo platónico, segúnt
el cual la Matemática tiene cierta existencia objetiva, y el hombre
descubre trozos de su realidad, no menos firme que la física. La otra
concepción, de la que se encuentra noticia en Aristóteles, sitúa ef
origen de la Matemática en el poder organizador de la mente huma-
na, y es en esencia kantiana.

Los argumentos en favor de una y otra tesis están respaldados
por los más notables matemáticos y físicos. No puedo por menos de
citar un comentario muy fino de Einstein, cuando fue interrogado :
«Me di cuenta que había inventado el concepto de espacio-tiempo»
relativistico, después de haberlo hecho ; pero cuando realizaba mí
trabajo notaba que descubría un aspecto de la realidad».

La distinción entre descubrimiento e invención tiene un carácter
muy subjetivo y hasta se podría decir que emocional. Por otra par-
te, hace ya tiempo que circula en los ambientes universitarios la .frase
«hacer Matemáticas», que aleja la controversia, porque ya decía
Goethe : «Cuando no se sabe lo que es una cosa, se le da nombre

y basta». • • • •
En el proceso de «hacer Matemáticas» se superponen las intui-
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ciones a distintos niveles de abstracción, con la labor artesanal de
precisar sus formulaciones, y la técnica de formalizarlas como esla-
bones de una cadena lògica. La lògica da solidez a la construcción
matemática, pero es más una servidumbre que un estímulo creador.
La creación matemática no tiene su origen en la frialdad de un jue-
go lógico, sino en intuiciones, que no son regalo de una inactividad
expectante, sino fruto de una reflexión comprometida, en un deter-
minado contexto. Podríamos decir que se trata de una intuición ac-
tiva. Ya decía Lebesque, que «la intuición es tanto más penetrante
cuanto mayor sea el conocimiento de Matemáticas».

Las propiedades de la función zeta, las expone Riemann, en su
célebre memoria, con la precisión de quien contempla una realidad,
pero sus demostraciones tienen una sorprendente concisión, y a veces
son simples esbozos. En efecto, tales propiedades son resultado de
intuiciones activas que van descubriendo una realidad en el contexto
de los descubrimientos de otros grandes matemáticos, y de las posi-
bilidades de una teoría de variable compleja recién estrenada. Las
adecuaciones de la función zeta, según Dedekind, Artin y Weil al
estudio de los cuerpos de números, curvas y variedades algébricas,
no son fruto de un juego lógico, sino réplicas a intuiciones en un
contexto de abstracción superior al de Riemann.

No ya el análisis de las grandes creaciones, sino la simple expe-
riencia personal de cualquier matemático, atestigua que los descu-
brimientos no son el eslabón final de un encadenamiento lógico. Las
creaciones tienen un sentido que precede a toda formalización, y aún
antes de ésta, la intuición las reviste de una realidad presencial.

No está muy alejado el sentido de la creación matemática del de
la artística, y muchos matemáticos así lo reconocen. Poincaré, Hardy
y Halmos por citar algunos, han escrito apasionadamente sobre este
tema. Hardy llega a afirmar que sólo «la belleza y la seriedad» sirven
para valorar la creación matemática.

Tal vez estas consideraciones me ayuden a contestar a la pregun-
ta sobre la presencia del factor artístico en la creación matemática,
que formulé al principio ; y aún podría agregar otras razones en
íavor de esta tesis, que creo más objetivas, ya qué se refieren al con-
tenido y a la realización de una creación matemática. Es opinión
general que los conceptos matemáticos tienen una pureza y trans-
parencia de gemas intelectuales, y también se reconoce que' la Ma-
temática pertenece a las «obras bien hechas» que elogiara Eugenio
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¿d'Ors. Sin duda, estos dos argumentos no literarios permiten apoyar
.la afirmación de que la Matemática también es arte.

.El binomio intuición-lógica

Volviendo al hilo de nuestra reflexión sobre el trabajo del mate-
mático, me doy cuenta de que he puesto especial énfasis al destacar
«el papel que juega la intuición en la creación matemática, por lo que
.seguramente queda desdibujado el papel de la Lógica. En ningún
caso se trata de situar la intuición frente a la Lógica, pues sin un

«equilibrio entre los dos términos del binomio intuición-lógica no
existe Ciencia. Si la intuición es el maestro y la Lógica el sirviente,

>el sirviente siempre tiene algún poder sobre el maestro : frena la
intuición desmandada. Con un donaire precisa H. Weyl esta situa-
tion: «La Lógica es la higiene que precisa el matemático para man-
tener sus ideas sanas y vigorosas». Como decíamos, la Lógica es
una servidumbre que tiene la Matemática, de la que no se puede
"liberar, pues interviene en momentos esenciales de la creación mate-
mática, y está presente en todos los razonamientos ; es decir, la Ló-
gica pertenece al -método matemático. Es cierto que la idea de un
razonamiento matemático, modelo de rigor, certidumbre y univer-
salidad, más que una realidad es una ilusión deseada. La crisis de
fundamentos, los problemas de consistencia y completitud, las insu-
ficiencias de las escuelas conjuntistas, intuicionistas, formalistas, etc.,
los interrogantes abiertos por los teoremas de Godei y otros, son
•motivos de real inquietud y han oscurecido la imagen que sé tenía
• de la Matemática como ciencia del razonamiento inapelable.

Probablemente esta situación se presenta cuando el análisis lógico
sobrepasa las fronteras alcanzadas por la creación matemática, que
•es trabajo de síntesis, originándose una situación de desequilibrio.

Sin embargo la presencia de estas crisis, que descubren en las
ciencias su dimensión humana, no interrumpe el progreso científico.
La Matemática sigue creciendo y sus resultados y métodos se pre-
sentan increíblemente efectivos. No hay duda de que las proposi-
ciones requieren demostraciones adecuadas y con ellas entran a for-
mar un cuerpo de doctrina ; pero copletando la idea antes expuesta,
-podemos afirmar que el sentido de rigor en las demostraciones de-
•pende del contexto matemático-lógico del momento. La Matemática
«crece en una serie de avances, en los que manda la intuición. Des-

55



pues se consolidan paso a paso a través de las correcciones de inad-
vertencias y errores, hasta que las demostraciones alcanzan el nivek
de rigor del momento. Por esto algún matemático asegura que no-
hay demostraciones finales, es decir, definitivas.

A. N. Whitehead, el compañero de B. Russell en la redacción,
de los Principia Mathematica, refiriéndose a la Lógica dice : «Se
trata de un instrumento soberbio, pero su uso requiere un fondo de-
sentido común».

En el estudio realizado sobre la función zeta, a través de las dis-
tintas épocas, se percibe claramente la adecuación del lenguaje y
técnicas de demostración a la situación del pensamiento matemàtico-
dei momento. La flexibilidad del razonamiento de los tiempos eule-
rianos es totalmente distinta de los planteamientos asépticos a lo«
Bourbaki, pero en toda ocasión se reconoce un buen sentido de
rigor, que no deja la menor duda de la validez de las demostracio-
nes. Este buen sentido no se adquiere por un entrenamiento diferen-
ciado en técnicas lógicas, sino en el ejercicio de «hacer Matemáti-
cas» serias.

Es posible que junto a las intuiciones primeras de espacio y nú-
mero, estén presentes los principios lógicos que codificó Aristóte-
les ; y seguramente en el equilibrio del binomio intuición-lógica está:
la clave del buen trabajo del matemático en su taller de ideas.

Un perfil humano

Antes de terminar estas consideraciones sobre la identidad de la.
Matemática, génesis de sus conceptos, certidumbre de las proposi-
ciones, etc., sugeridas por las reflexiones sobre el tema de esta di-
sertación, parece oportuno hablar de los matemáticos. Precisamente
la teoría de la función zeta muestra de una forma clara e incisiva el'
papel jugado por algunos grandes de la Matemática. Claro que la
historia de una teoría no es la de sus autores, pero ya dijo Goethe-
que «la historia de una ciencia es la misma ciencia», y si es la Mate-
mática, imprime carácter a los que la cultivan.

A medida que iba evocando las vidas de aquellos maestros en*
las universidades europeas : Göttinga, Berlín, Jena, Lovaina, París,
un sentimiento de admiración crecía hacia esa rara especie de cien-
tíficos, tantas veces extraños en su sociedad, que son los verdaderos;
matemáticos.
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Efectivamente las interpretaciones del matemático, como hombre-
de ciencia, son siempre varias e incompletas. Para unos, practican,
la más intelectual de las artes creativas ; para otros, son descubri-
dores de configuradores de ideas, cuya consistencia está asegurada
por la Lógica ; y muchos se preguntan si no estarán llegando a una.
situación límite cuando el descubrimiento matemático se valora por
no ser contradictorio. Sin embargo, todos reconocen en la Matemá-
tica una utilidad de sus estructuras lógicas, y precisión en el lengua-
je, estrictamente unidos a la evolución de las Ciencias de la Natura-
leza, y que mueven al físico E. Wigner a hablar del «poder irrazo-
nable de la Matemática».

Pero estas apreciaciones y distingos, más propios de un especta-
dor que de un actor, no son motor que impulse el progreso científi-
co real. El matemático en su trabajo no cultiva una duda hamletiana
sobre el ser o no ser de sus creaciones. El que con seriedad inves-
tiga sobre una teoría científica, ha de creer en su trabajo, y tener
el convencimiento de que su aportación personal puede suponer un
progreso efectivo en el conocimiento de algún aspecto del mundo-
sensible o del universo de las ideas. Si alcanza el éxito, ilusionado,
siente la necesidad de compartir el hallazgo.

El ejemplo de los matemáticos de la «saga de la función zeta»-
es aleccionador. Ellos creen en su trabajo, y se sienten arrastrados
a una investigación, algunos durante años, en la que son actores-
en el descubrimiento. La razón última de este comportamiento habrá-
que buscarla en el convencimiento personal de la existencia de una-
verdad-matemática, aunque sea discutida su naturaleza y expresión.
Los matemáticos son los llamados al ejercicio de profundizar en el
conocimiento de esa verdad, y transmitirlo a los demás. Hay unas
sencillas palabras del citado H, Hardy en su libro «Autojustificación
de un matemático» en las que resume su vida : «He añadido algo al
caudal de conocimientos de la humanidad y he ayudado a otros para
que hicieran lo mismo».

Al reflexionar sobre estas ideas, en particular en lo referente a
los matemáticos en su labor científica, se presentan con claridad dos
aspectos que merecen un comentario más explícito :

Al decir que el matemático ha de creer en su trabajo, se le pide
que sea auténtico frente a sí mismo ; y al decir que el matemático
ha de compartir sus descubrimientos, se le pide que sea auténtico»
frente a los demás.
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La primera cualidad es la honestidad del investigador y la segun-
•da cualidad es la generosidad del profesor. Las dos configuran el
perfil humano del matemático.

No dudo que en teóricos de otros campos del conocimiento tam-
bién se manifiestan estas notas que perfilan su personalidad, y yo los
he conocido en esta Academia. No obstante, creo que cuanto más
.alejadas se encuentren las intuiciones sensibles del campo de interés
del investigador, más sincera ha de ser su adhesión a un trabajo,

-que esencialmente será ejercicio de ingenio y reflexión.

POST SCRIPTUM

Aunque exactamente no se sabe la procedencia, se atribuye a
•Gauss la siguiente cita : «La Matemática es la reina de las Ciencias,
y la Teoría de números la reina de las Matemáticas». Realmente que
es algo desmedido el elogio, en particular en lo referente a la Teoría
<le números. Pero hay algo de cierto, pues no se puede negar que
en esta Teoría resplandecen más que en otras, las buenas cualidades
que tradicionalmente se atribuyen a la Matemática : la simplicidad
de los conceptos fundamentales, la belleza de las proposiciones se-
-rias, el rigor de sus razonamientos, la intemporalidad de sus verda-
des, etc., y yo añadiría el fuerte poder de seducción que tiene para
-el curioso que principia su estudio.

Sin embargo, esta brillante situación de la Teoría de números
entre las ramas de la Matemática, no se corresponde con la consi-
«deración que tiene en el cuadro de nuestros estudios universitarios,
pues sólo en algunas universidades se profesa como disciplina vo-
luntaria.

Recuerdo que en nuestros años mozos, en los capítulos introduc-
torios al Análisis del texto del gran matemático riojano Rey Pastor,
se estudiaban fundamentos de la Teoría de números que constituían
una entrada fascinante en los estudios facultativos de Matemáticas.

Los estudiantes de aquellas promociones conocíamos las teorías
"básicas de la divisibilidad, congruencias, ecuaciones diofánticas, etc.,
y por lo menos sabíamos que los números enteros no sólo sirven
-para construir los racionales.

Reformas de planes en busca de organigramas didácticamente más
-coherentes, barrieron capítulos de información algo dispersa, pero
«que frecuentemente ayudaba a despertar el sentido creativo de los
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-estudiantes. En muchas universidades desaparecieron las enseñanzas
-de Teoría de números, y sólo en algunas quedaron en el último curso
Acornó asignatura optativa.

Yo tuve la suerte de poder impartir esta enseñanza durante varios
.años en la Universidad de Barcelona, donde se creó un pequeño, pero
selecto, grupo de estudiosos de esta materia. Entre ellos quiero dis-
tinguir a doña G. Pascual Xufre, que después de mi marcha conti-
nuó la docencia con gran competencia ; y a uno de los más activos

::miembros del grupo doña P. Bayer Isant, actualmente catedrático
•de Teoría de números en la Universidad Central de Barcelona, y
•durante varios años profesora de la misma disciplina en la Univer-
.sidad de Regensburg.

Cuando la Teoría de números vuelve a interesar en el mundo ma-
temático, espero que las universidades españolas le encuentren un

"lugar de preferencia en sus planes de estudio e investigación. Se trata
-de una teoría difícil de grandes matemáticos, pero por esto vale la
•pena dedicarse a ella. He dicho.
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DISCURSO DE CONTESTACIÓN

DEL

EXCMO. SR. D. ALBERTO DOU MASDEXEXAS



Excmo; Sr. Presidente,
Excmos. Sres. Académicos,
Señoras, señores :

Al contestar a vuestro discurso en nombre de la Academia, cúm-
pleme ante todo daros una cordial bienvenida y expresar la satis-
Jacción de esta Corporación por contaros entre sus miembros.

Siguiendo una laudable costumbre tengo que exponer el curricu-
lum vitae del recipiendario con el fin de presentarlo al público y a
.la sociedad.

Enrique Lines Escardó nació en Logroño en el seno de una tra-
-dicional familia numerosa. De su padre, aragonés y matemático, he-
redó entusiasmo y tesón en el estudio de la Matemática, y de su
.madre catalana el buen sentido que le ha acompañado en el ejerci-
cio de cargos de responsabilidad y dirección.

Después de realizar sus estudios secundarios en Logroño y Bar-
celona empezó los universitarios de Ciencias Exactas en esta última
•ciudad. En su Facultad asistió a las lecciones de Análisis que impar-
tía D. José María Orts y Aracil, catedrático ejemplar a cuyo entu-

.siasmo contagioso se deben muchas de las vocaciones analistas de
los que se formaron en aquella Facultad. En la Universidad Central
terminó la Licenciatura, después de haber asistido a los cursos de
los Rodríguez Bachiller, Navarro Borras, Alvarez Ude, Fernández
Baños y otros, que justificaban la fama del excelente profesorado
de la Facultad madrileña.

Aunque la afición e interés del estudiante Lines se centraba en
-el Análisis, debió causarle un fuerte impacto el estudio del Cálculo
de Probabilidades y Estadística matemática, que entonces era nove-
dad en los planes de estudio, y cautivaba a los jóvenes ya fuera por
su aspecto probabilistico, próximo al Análisis, o por el carácter es-
tadístico, cuyos métodos parecían alejados del riguroso logicismo.
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En efecto, sus primeras preocupaciones y trabajos se refieren aL
Cálculo de Probabilidades, en el que todavía no se habían impuesto,
los métodos de la Teoría de la medida, y daban a su estudio el atrac-
tivo de algo que se está descubriendo.

Pasados los años dolorosos de la contienda española, se doctora,
el profesor Lines con una tesis sobre «El método de la función ar-
bitraria en el Cálculo de Probabilidades».

Desde entonces se incorpora a la labor docente, tanto en España,
como en el extranjero, que ha sido y es, junto con el estudio e in-
vestigación la dedicación de su vida. Pasó por los grados previos
del profesorado universitario, hasta alcanzar a mediados de la década,
de los cuarenta la Cátedra de Análisis Matemático en la Universidad
de Zaragoza, de la que posteriormente pasó a Barcelona. Aquí en
Barcelona conocí como alumno a Lines, por primera vez, o mejor
le reconocí, pues nos habíamos visto en Madrid al principio de lós-
anos cuarenta. Aunque no asistí a sus clases de Análisis Matemático
1." y 2.°, pues tuvo la bondad de convalidármelas por mis previos,
estudios, sí me consta positivamente, por alguno de sus alumnos-
aventajados, el entusiasmo que despertó gracias a la alta calidad de
su enseñanza. Recuerdo el impacto duradero que me causó su curso-
de Doctorado (1950-51) sobre los Funcionales analíticos de Fantap-
pié al que asistí con mucho interés y redacté uno de mis primeros-
trabajos a nivel de iniciación a la investigación matemática. A prin-
cipios de los 70 se trasladó a Madrid a la Cátedra de. la misma de-
nominación en la Complutense y finalmente en la U. N. E. D. Desde-
su cátedra ha encauzado con extraordinario éxito las vocaciones;
matemáticas de numerosos universitarios, actualmente profesores en-
distintas Universidades y otros Centros docentes del país.

Antes de acceder a la cátedra en España, ejerció como Docente
(invitado) en la Universidad de «Friedrich-Schiller» de la ciudad ale-
mana de Jen,a, durante tres semestres, y participó en los seminarios
de los profesores R. Koening, Deuring, Damkohler, F. K. Schmidt
entre otros.

Durante el curso 51-52 permaneció el profesor Lines en la Uni-
versidad de Maryland tomando parte en los trabajos del «Institute-
for Applied Mathematics», en relación con los profesores Weinstein,.
Díaz, Zarantonello, Payne, Weinberger y otros, dando distintas con-
ferencias sobre «Aplicación de la Teoría de los funcionales analí-
ticos».
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En la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales de
Barcelona, como profesor extraordinario de la Cátedra «Paulina
Castells» desarrolló cursos desde el año 57 al 63 sobre ternas de
Análisis Matemático Superior en sus aspectos de aplicación.

Por invitación de Universidades y Centros Técnicos Superiores,
de Venezuela, impartió tres cursos de postgrado entre los años 72
y 74, destinados a profesores de nivel superior, sobre Teoría, de la
medida e integración y Técnicas del Análisis complejo y del Anali*-
sís funcional.

Es notable la labor docente del profesor Lines en el campo dé-
la Teoría de números, durante su estancia en la Facultad barcelor

nesa, de la que él mismo ya se ha hecho eco. Aparte de las leccio-
nes ordinarias para alumnos del último ciclo, en el Seminario co-
rrespondiente se despertaron firmes vocaciones, que han dado con-
tinuidad al estudio de esta noble rama de la Matemática en nuestro*
país.

La dedicación a la Universidad tiene sus servidumbres, pues con-
frecuencia obligan al empleo de energías y tiempo en tareas, no do-
centes en sí, pero que posibilitan la vida de la Institución. Segura-
mente por ese buen sentido al que hemos hecho referencia, el pro-
fesor Lines se vio implicado en tales trabajos. Durante diez años
fue Secretario General de la Universidad y perteneció a la Comisión-
promotora de la Universidad Autónoma en la capital catalana, du-
rante los primeros años de su organización y funcionamiento. Pre-
sidió, durante varios años la Comisión local Fullbrigth en Barcelo-
na ; y bajo los auspicios de esta Fundación, fue invitado durante el
otoño del 67, a realizar un viaje de estudios por distintas Universi-
dades de EE. UU. Asistió a distintos seminarios en Universidades
de Filadèlfia y Luisiana, en Minneapolis como profesor invitado, y
objeto de especial invitación en el Instituto Tecnológico de California,
con motivo del aniversario de su fundación. Durante este viaje pudo-
estudiar la organización y problemática de las Universidades de
aquel país.

En la Facultad de Matemáticas de Barcelona fue Jefe del Depar-
tamento de Teoría de funciones, y también jefe de la Sección-
de Matemática Aplicada del Seminario de Barcelona adscrito al
C. S. I. C. Fue uno de los fundadores de la revista «Collectanea
Mathematica» en el año 48, publicada por dicho Seminario. Desde
su fundación, miembro de su Comité de redacción y Director de la
misma en el bienio 69-70.
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Desde la fundación de la U. N.E. D. en Madrid es Director del
Departamento de Matemática Fundamental, habiendo organizado sus
estudios y preparado textos y material para la enseñanza en dicho
Centro,
: Pertenece a la Real Sociedad Matemática Española, de la que
iue Presidente en el período 1974-78.

En el C. S. I. C, fue Consejero Adjunto del Patronato Alfon-
so X el Sabio y actualmente es Jefe del Departamento de Matemá-
tica Aplicada del Instituto «Jorge Juan». Fue Académico electo de
la Real de Ciencias de Barcelona y actualmente Académico corres-
pondiente de la misma.

Lines se interesó al principio de su carrera por los temas del
Cálculo de Probabilidades y fruto de ello fue su tesis referente a una
cuestión que había preocupado a Poincaré y de la que trataba en su
«Calcul des Probabilités». Se trata de explicar el origen de los fenó-
menos aleatorios. El método de la función arbitraria corresponde a
un esquema en el que pequeñas diferencias en las causas originan
grandes diferencias en los efectos, y del cual un ejemplo típico es
«1 juego de ruleta. La introducción de las técnicas de medida en la
Teoría de la probabilidad restó interés a la cuestión del origen del
azar, y los estudios de esta índole se desplazaron a otras áreas de la
Matemática. Sin embargo, en aquel momento, las aportaciones del
profesor Lines tenían interesante originalidad. Aparte de dar un
tratamiento riguroso al método clásico, propone generalizaciones
sustanciales que estudia en casos particulares, y por métodos direc-
tos da la solución exacta de algunos problemas de tipo ergòdico.

Cuestiones de Análisis relacionadas con estos problemas las trata
•en trabajos sobre «La medida media de conjuntos no acotados».
También con técnicas directas estudia la frecuencia de puntos de
redes situados en determinadas zonas del espacio.

A esta época pertenecen algunos trabajos sobre «Problemas de
coincidencias». M. Fréchet en los Exposés d'Analyse Genérale (Act.
Sc. et Ind. 942) menciona detallada y repetidamente (incluso con una
referencia en el índice) el caso estudiado por Lines, que resume en
una nota.

Por aquellas fechas se ocupa Lines del estudio de las funciones
casi-periódicas, relacionándolas con la resolución de problemas ergó-
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dicos concretos. Fruto de este interés fue un extenso trabajo titulado
«•Aplicaciones de la teoría de redes regulares al estudio de las fun-
ciones casi-periódicas» que fue premiado por el C. S. !.. C. en un con-
curso nacional. Partiendo de nuevas demostraciones de los teoremas
de aproximaciones diofánticas de Kronecker, se hace un estudio de
funciones generalizadas casi-periódicas, con exponentes característi-
cos pertenecientes a un módulo de números de base finita.

En relación con estos trabajos se expone un «Método de cálculo
efectivo de aproximaciones diofánticas para sistemas reducidos de
tipo lineal», por medio de fracciones continuas.

En el campo de las funciones casi-periódicas Lines tiene otros
trabajos que generalizan estas funciones en un sentido asintótico á
la manera de Fréchet, o bien cuando la variable toma valores dis-
cretos. Basándose en estas ideas se escribió una tesis doctoral.

Ya Catedrático de Análisis matemático en la Universidad de Bar-
celona, a raíz de la estancia en España del matemático L. Fantappié,,
se interesa vivamente por la teoría de los «Funcionales analíticos»,,
publicando una amplia memoria en la que se aplican aquellas técni-
cas a problemas de ecuaciones en derivadas parciales, titulada «Re-
solución en forma finita del problema de Cauchy sobre una hiper-
superficie cualquiera en la ecuación de ondas, con cualquier número
de variables, y en otras notables de tipo hiperbólico». A partir del
cálculo de los funcionales por medio de sus indicatrices proyectivas,
obtiene las soluciones en forma finita, es decir, por medio de inte-
graciones sobre dominios e hipersuperficies, del problema de Cauchy,
de las ecuaciones citadas. Parece que son las primeras soluciones
obtenidas con esta máxima generalidad. No menos interés tienen las
soluciones para las ecuaciones de los telegrafistas, y otras hiperbó-
licas de órdenes 4 y 2 k, así como en las ecuaciones de propagación
de las ondas en medios cristalinos uniáxicos. Obtenidas las solucio-
nes en forma finita estudia su validez en el campo real que es el que
físicamente tiene más interés. En esta extensa memoria se pone de
manifiesto la utilidad práctica de los métodos funcionales en el estu-
dio de problemas concretos.

Publica después en una revista italiana la memoria «Sobre los
productos funcionales relativisticamente invariantes», que dentro del
área de la Teoría de los funcionales, respondía al deseo de construir
instrumentos de cálculo en el esquema relativistico.

Posteriormente ocupan el interés del profesor Lines temas rela-
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•donados con los fundamentos y entre los trabajos publicados cita-
jnos : «Esquemas lógicos ,de cálculo», «Sobre la estructura del con-
junto de los números naturales» y «Estructuras lineales y su orien-
tación», estos últimos en Coll. Math.

En esta reseña sólo nos hemos detenido en los trabajos que hemos
.considerado más representativos para situar la actividad del nuevo
Académico ; pero reconociendo que una de las notas más caracte-
rísticas de su personalidad es la preocupación docente, creemos que
es significativa la publicación en estos últimos años de dos volumi-
nosos tratados : Análisis II (Cálculo en espacios normados. Teoría
de la medida e integración) y Análisis IV (Análisis complejo), apar-
te de los Principios de Análisis Matemático de próxima aparición.

Por otra parte ha dirigido las versiones españolas de numerosas
obras de reconocidos especialistas extranjeros.

1. Siguiendo la misma laudable costumbre, a la que me he refe-
rido al comienzo de mis palabras, paso a comentar brevemente el
•discurso del recipiendario.

Vaya por delante que su lectura me ha fascinado. Nuestro nuevo
•compañero, tomando como hilo conductor la historia de la función
zeta de Riemann, no solamente nos ha ilustrado acerca de uno de
los más bellos episodios de la historia de las Matemáticas que co-
mienza en los Elementos de Euclides y sigue vivo hasta nuestros
días, sino que, además, nos ha dado una lección espléndida de lo
•que son las Matemáticas, las Matemáticas multimilenarias, las Ma-
temáticas de siempre. En particular llama la atención, cómo partien-
do de formulaciones tan comprensibles y al parecer tan .elementales,
muy pronto, casi de repente nos damos cuenta de que tocamos mis-
terio y desde muy cerca.

2. Mi comentario va a ceñirse a las Reflexiones con las que el
autor termina su discurso. Aunque mis consideraciones participan de
todas las que él hace a lo largo de este capítulo final y en último
término se identifican sustancialmente con ellas, mi comentario quiere
ser de una manera muy concreta una explicación y confirmación de
:aquel dejar «pasar la posible sombra de escepticismo» de que habla
Lines al comienzo de su sección sobre la creación matemática.

2.1. Ahora está de moda hacer patente y poner de relieve esta
'«sombra». Esta «sombra de escepticismo» viene provocada principal
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y recientemente, en este presente siglo, por la proliferación de para-
dojas, de las cuales no se acaba de dar una explicación completa-
.mente adecuada. Un origen algo más remoto de esta oscuridad hay
que situarlo en los rápidos avances del Análisis matemático a partir
¡del siglo xvii y en el descubrimiento de las geometrías no euclídeas ;
e incluso en el descubrimiento de las manchas del sol que acaban
.con la brillantez de las teorías aristotélicas.

Pero es sobre todo en este siglo, en el que por diversas razones
•que enumera Lines : «La crisis de los fundamentos, los problemas
de consistencia y completitud, las insuficiencias de las escuelas con-
juntistas, intuicionistas, formalistas, etc., y los interrogantes abier-
tos por los teoremas de Godei y otros», se empaña la trasparencia
del razonamiento matemático. Como razones más concretas pode-
mos citar además de las paradojas ya clásicas, el postulado de selec-
ción de Zermelo ; la crítica de Brouwer (1923) : «Una teoría errónea,
aunque no se la coja en contradicción no por eso deja de ser erró-

:?nea ; ni más ni menos que una acción criminal aunque no sea conde-
nada en juicio no por eso deja de ser criminal)) ; el axioma (genera-
lizado) del continuo ; y el hecho de que varios matemáticos como
G. H. Hardy, H. Weyl, R. L. Wilder, y numerosos filósofos reba-
jen el valor probativo de las demostraciones matemáticas. Más aún,
no es raro hoy día oír hablar o leer sobre descubrimientos devasta-
dores, desastres intelectuales, calamidades irremediables que convier-
ten en proposiciones peligrosamente dudosas las que antes eran con-
sideradas como verdades incontrovertibles.

Desde luego que hay muchos matemáticos que, como nuestro
•nuevo compañero, dejan pasar esta posible sombra de escepticismo,
y algunos llegan a afirmar la validez incondicional e incluso la ver-
••dad inmutable de las proposiciones matemáticas ; así por ejemplo
J Dieudonnè y los Bourbakistas, K. Godei y el mismo G. H. Hardy.

2.2. La disparidad de juicios que manifiestan los matemáticos
^cuando hablan de la certeza de sus teoremas o del valor probativo
••de sus demostraciones, se hace también patente en .otros aspectos.
Obviamente no es éste el lugar de una exposición sistemática. y
documentada de las disparidades que muestran los matemáticos cuan-
«do analizan su disciplina, pero permitidme enumerar algunas.

Lines trata explícitamente en su discurso la opción entre descu-
brimiento o invención de los teoremas, alternativa que se refiere a
"la ontologia de los entes matemáticos. Parece claro que aquí hay
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una disparidad de apreciación. Creo que son frases corrientes, por
ejemplo, las siguientes : que Gauss descubrió las geometrías rima-
nianas, que Lebesgue creó o inventó la teoría de la medida, que
Dedekind creó los números reales, etc. En particular este último es-
muy explícito en carta a H. Weber: «con todo yo aconsejaría que
por número real... se entendiera algo nuevo que el espíritu crea.
Somos de naturaleza divina y sin ninguna duda poseemos fuerza
creadora no sólo en cosas materiales (ferrocarriles, telégrafos), sino-
muy especialmente en cosas espirituales» (24-1-1888).

Asimismo, el recipiendario se ocupa explícitamente del binomio
intuición-lógica, que tan importante papel juega en la explicación,
del quehacer investigador propio del matemático ; e ilustra apelando-
también aquí a la historia de la función zeta, los diversos modos
según los cuales se ha entendido y aplicado este binomio..

2.3. Todavía cabe mencionar la importante disparidad que se da
entre los matemáticos, cuando quieren dar criterios que permitan:,
valorar los resultados, juzgar de su calidad, decidir cuáles son las
buenas matemáticas. Y obsérvese que para orientar la investigación,
matemática hay que tener en cuenta tales criterios.

Creo que hay cierto consenso en considerar el juego de la gene-
ralización, la especialización inútil y la abstracción por sí misma corno-
una calamidad actual. Ahora bien, unos para ponderar la buena ca-
lidad del quehacer matemático hablan de rigor, pureza, forma, arte-
y estética. Así G. G. J. Jacobi en carta (1830) a A. M. Legendre-
escribe que el único objetivo de la ciencia es el honor del espíritu:
humano y por tanto un teorema de Teoría de Números es tan pre-
cioso como un resultado acerca del sistema planetario. Estos mate-
máticos temen que se les pueda llamar ingenieros o físicos o incluso-
matemáticos aplicados. Pero corren el peligro de que queden aislados
en una torre de marfil. Por otro lado otros, creo que actualmente-
la mayoría de los mejores matemáticos, estiman que el criterio pri-
mario para valorar positivamente un resultado matemático es su ins-
trumentabilidad para el servicio de otras ciencias. Para éstos, por
tanto, el criterio supremo de calidad se encuentra en un control que-
ejerce la Naturaleza, de modo que las teorías y teoremas matemá-
ticos resulten aplicables al mundo exterior.

.3. Los .fundamentos de las Matemáticas son.hoy día muy diver-
sos. Por otra parte los fundamentos determinan la metodología dé-
las Matemáticas, .entendida como aquella parte de la epistemología.
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que se ocupa de la validez o corrección del discurso matemático en.
cuanto formalmente deductivo. Consecuentemente se habla hoy de
diversas Matemáticas, siendo las más importantes las intuicionistas
y las formalistas. Todavía dentro de estas últimas especialmente
(puesto que también dentro de las intuicionistas) se distinguen a su
vez varias Matemáticas, según el conjunto de axiomas que se pre-
suponga, por ejemplo según se admita o no el axioma de selección,
o el axioma (generalizado) del continuo. Sin duda que esta diversi-
dad de Matemáticas es causa de alguna de las disparidades de las
que hemos mencionado en la sección 2 anterior.

Con todo, me parece que para juzgar del sentido de las mencio-
nadas disparidades o para poder decidir sobre la verdad o falsedad
de sus afirmaciones, juega un papel mucho más relevante el hecho-
de que actualmente bajo el mismo nombre de Matemáticas se entien-
den dos disciplinas extraordinariamente distintas. La razón de esta
distinción está en la diversa naturaleza de los objetos a los que se
supone que se refieren las proposiciones y teoremas matemáticos.
Es una razón profunda pues afecta también a su epistemología, ya
que los objetos referidos son elementos esenciales para la determi-
nación de la verdad o falsedad de las proposiciones. A estas dos dis-
ciplinas las llamaremos Matemáticas formales y Matemáticas clási-
cas. Las primeras se refieren a entes ideales, que pueden ser entida--
des de un tercer mundo (platonismo) o entidades mentales que se
suponen previamente construidas (intuicionismo) ; mientras que las;

segundas se refieren a las cosas del mundo exterior que se supone
independiente de la mente humana.

3.11. Las Matemáticas tradicionales, es decir las que se han he-
cho desde Platón hasta el siglo xiix, deben ser consideradas como
Matemáticas clásicas, pues se refieren por lo menos mediatamente,
al mundo físico de las cosas exteriores, el mundo que percibimos
con los sentidos y que se supone que es independiente de nuestra:
mente. En Platón las Matemáticas se refieren a ciertas entidades o
Ideas, con existencia real, de las cuales participan las cosas del mun-
do físico, y por tanto ni se plantea problema alguno de su consis-
tencia lógica ni ofrece especiales dificultades la aplicabilidad de sus-
teoremas al mundo físico. En Aristóteles y Santo Tomás los con-
ceptos matemáticos se abstraen de la realidad física y los teoremas
matemáticos se aplican exactamente a la realidad del mundo exte-
rior, cuando ésta se concibe con su cantidad y se abstrae de las cua—
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Cidades sensibles. Tampoco aquí pueden plantearse ni el problema de
.aplicabilidad ni el de la consistencia, pues el mundo físico es un mó-
ndelo de las estructuras matemáticas. Las Matemáticas son la ciencia
que se ocupa de la cantidad, que puede ser discreta (Aritmética) o
-continua (Geometría). En Kant las Matemáticas constan-de juicios
sintéticos «a priori» y tampoco se plantean los problemas de consis-
tencia y aplicabilidad.

3.12. La gestación y creación de las geometrías no euclídeas
.(1733-1832) plantea por primera vez la aparentemente igual consis-
tencia lógica (aunque esta consistencia sea sólo relativa y no se de-
•muestre hasta 1871 por F. Klein) de sistemas matemáticos extraor-
dinariamente elaborados y rigurosos que contienen proposiciones

•contradictorias. En la Geometría euclidea, o del ángulo recto, la suma
de los ángulos de un triángulo es dos rectos, mientras que en la Geo-
metría del ángulo agudo es menor que dos rectos. En la hipótesis,
-entonces tácitamente admitida y sin posible ocurrencia de duda, de
••que la Geometría vigente en el mundo físico era una Geometría ele-
mental (pues nadie cuestionaba que los cuerpos se movían conser-
vando ángulos y distancias) y que era la misma en todo el espacio
físico (pues en todo él se podían mover los cuerpos), sólo una de

las dos geometrías podía ser verdadera ; y en cuanto tal su consis-
tencia lógica está asegurada. Para la otra geometría se abre el pro-
blema de la consistencia ; y el de su inutilidad, hasta tal punto que
para Kant la geometría euclidea determina las condiciones de posi-
'bilidad objetiva, y por tanto la geometría del ángulo agudo ni si-
•quiera es objetivamente posible.

A los mismos nuevos problemas de consistencia y aplicabilidad
llevan los avances del Análisis en el siglo xvin. Mencionemos, por
ejemplo, el desarrollo del concepto de función, desde la definición
-analítica que explicita Euler (1748) hasta la definición de Dirichlet
•(1829) ; la introducción de los números imaginarios (o «imposibles
(unmögliche)» que dirá Euler); y la aceptación de los espacios n-
dimensionales. Es claro que estos conceptos no son abstraídos del
mundo físico, por lo menos no lo son de manera obvia; y rápida-

-mente las Matemáticas se independizan del mundo exterior e incluso
•de la Física, que hasta entonces había sido su soporte. ¿ Qué garan-
tias podemos tener de su consistencia y de su aplicabilidad? ¿Cómo
juzgar de la consistencia y de la aplicabilidad de los transfinitos de
•Cantor?
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3.13. A pesar de todo ello, muchos matemáticos actuales consi-
deramos que las Matemáticas son consistentes/ aunque alguna vez
.muy excepcionalmente podría deslizarse algún paralogismo que sería
corregido, y que su aplicabilidad es fantástica y patente. Así los nú-
meros naturales nos permiten hablar de las naranjas, la integral de
Lebesgue nos permite hablar de la masa, la topología de la proximi-
dad mutua entre dos puntos, etc.

Así pues, las Matemáticas clásicas son una ciencia de la Naturale-
za, como la Física. Incluso pensando en características tales como
rigor, necesidad, universalidad, podríamos decir que las Matemáti-
•cas son a la Física, lo que ésta es a la Biología. En principio, y
desde luego en plena contradicción con lo que nos enseña su histo-
ria, para reconstruir las Matemáticas podríamos prescindir de la con-
sideración de lo que sea la vida, no se necesita la experiencia de la
masa ni de la inercia, ni siquiera la del espacio ; nos podría bastar
la interna experiencia del tiempo. No obstante si se hubiesen cons-
truido sin más base empírica que la experiencia temporal, es muy
dudoso que fueran el instrumento de todas las ciencias, o mejor no
liabría ciencias formalizadas, y su utilidad no sería probablemente
mayor que la que tiene la Aritmética elemental.

3.2. Las Matemáticas formales, como se desprende de lo ante-
riormente dicho en 3.11, también pueden considerarse sucesoras de
las Matemáticas tradicionales. No en cuanto éstas se aplicaban me-
•diatamente al mundo físico, sino en cuanto encontraban inmediata-
mente su verdad absoluta en las Ideas platónicas, en las sustancias
«concebidas con su cantidad y abstrayendo de las cualidades sensibles,
o en cuanto eran la expresión de la forma de nuestra sensibilidad.

Con la desaparición de estas entidades inmediatas y el rechazo
•del mundo físico, quizás para conservar un rigor y exactitud preten-
didamente absolutos, las Matemáticas se han convertido en una dis-
ciplina hipotético-deductiva, puramente formal, vaciada de contenido
físico, pues la naturaleza de sus objetos es totalmente irrelevante,
y en la que consecuentemente ha desaparecido el concepto de ver-
dad, que ha sido sustituido por el de validez o de deducción correcta.

En este sentido las Matemáticas formales, como la Lógica tra-
dicional, se ocupan exclusivamente del discurso deductivo y de su
validez formal, es decir, teniendo en cuenta sólo la forma de las pro-
posiciones y prescindiendo del contenido o materia de las mismas.
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La Lógica tradicional es una parte de la actual Lògica matemàtica,
y ésta a su vez es una parte de las Matemáticas formales.

Para, los matemáticos clásicos entender así las Matemáticas es
degradarlas y convertirlas en un juego. Con todo, no tanto resultan.
un juego, cuanto el juego, y como tal con un alto valor estético-
y positivo, que subyace a todos los juegos y determina las condicio-
nes indispensables de validez para el desarrollo de cualquier ciencia.

á. Fue mi deseo mostrar que esta distinción entre Matemáticas,
clásicas y Matemáticas formales permite dar cuenta en buena parte
de las disparidades antes mencionadas. Pero la necesaria brevedad
de este discurso me impide hacerlo, aparte de que tal explicacióri-
resultará bastante obvia a quien intente elaborarla.

He dicho al principio (2) que mi comentario sería una explicación,
y confirmación del dejar «pasar la posible sombra de escepticismo»-
de que habla Lines en su discurso. Hubiese deseado especialmente
mostrar que las razones concretas que cité (2.1), en particular et
postulado de selección de Zermelo, la crítica de Brouwer y el axioma
(generalizado) del continuo, no empañan la posición única y supre-
ma del discurso matemático en cuanto a rigor, universalidad, con-
sistencia y verdad se refiere. También aquí la brevedad del discurso-
me aconseja omitirlo.

Hay que admitir que la consistencia de las Matemáticas, incluso-
de las formales, lo que es decisivo también para las clásicas, no es
demostrable mediante argumentos claros y convincentes, o por ló-
menos no lo es dentro del mismo sistema. Pero, las Matemáticas
gozan de una verificación y comprobación que se extiende a más de-
cuatro mil años de duración.

En cuanto a su verdad es claro que la de las Matemáticas clási-
cas es más cierta que la de la Física. Para que una proposición dé-
las Matemáticas clásicas sea verdadera hay que asegurarse de que-
las realidades a que se aplique satisfacen los axiomas pertinentes
que se presuponen ; y en la Física hay que suponer o demostrar
previamente, además, que satisfacen las leyes que se apliquen en la
deducción.

En cuanto a las Matemáticas formales, su validez es casi abso-
luta, por lo menos si no se suponen axiomas que incluyan en su for-
mulación alguno de los transfinitos cantorianos superiores al 8¡0. Es
verdad que no se demuestra la consistencia y que hay una viva dia-
léctica sobre los fundamentos ; y que «esta dialéctica confiere a lar.
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.Matemática un acentuado carácter de historicidad. Resulta, pues,
«que ni siquiera en la Matemática le es ni le será posible al hombre
la posesión de una verdad absoluta», como ya expliqué (1966) en este
.mismo lugar.

Así pues, las Matemáticas gozan de una certeza exclusiva y su-
prema en el ámbito del conocimiento humano, y con sobrada razón
Liniés «deja pasar la posible sombra de escepticismo». La oscuridad
es inseparable de todo conocimiento humano y en particular en la
Teología es esencial. No hay verdad absoluta ni siquiera en las Ma-
temáticas, ni es necesario, pues el conocimiento no nos ha sido dado
para establecer la total independencia y supremacía absolutas del
hombre, sino en orden a la acción humana de salvación, y para esto
es ciertamente más que suficiente y con creces.

Deseo finalmente dar de nuevo a Enrique Lines la bienvenida a
esta Corporación, que se honra desde hoy de contarle entre sus
.miembros. He dicho.

77


