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El descubrimiento en 1985 de la molécula C60 del carbono, Ilamada fullereno, revoluciond
la quimica del carbono. En esta nota presentaremos aspectos matematicos de tales
estructuras, centrdndonos en propiedades cualitativas: sus propiedades topoldgicas.

Los fullerenos son estructuras formadas por pentagonos y hexagonos. Partiendo del
teorema de Euler y la teoria de grafos se mostraran algunas consecuencias matematicas

sobre las posibles configuraciones de los fullerenos. Aunque el escrito tiene una

naturaleza divulgativa, se enunciardn y demostraran resultados expresados con rigor
matematico. Es ésta también una manera de divulgar cdmo se hacen las Matematicas

a =" y como se escriben.

. -

The 1985 discovery of the C60 carbon molecule, called fullerene, revolutionized carbon
chemistry. In this note we will present mathematical aspects of such structures, focusing
on qualitative properties: their topological properties.

Fullerenes are structures made up of pentagons and hexagons. Starting from Euler's
theorem and using graph theory, some mathematical consequences will be shown on
the possible configurations of fullerenes. Although the writing is informative in nature,
results expressed with mathematical rigor will be stated and proved. This is also a way
of disseminating how mathematics is done and how it is written.
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La aparicién del fullereno (Kroto et al., 1985) revoluciond
la Quimica del carbono. En afos sucesivos, el grafeno,
los nanotubos y otros tipos de estructuras de carbono
proporcionaron nuevos materiales de propiedades muy
ricas que los han hecho apropiados para aplicaciones muy
diversas (véase, por ejemplo, (Martin, 1911)).

Desde la propia Quimica y desde las Matematicas se
han estudiado aspectos cuantitativos y cualitativos de
tales estructuras. En esta nota nos centraremos en los de
segundo tipo, en particular en los que tienen que ver con
la topologia de estas estructuras. Nuestro afan no sera
tanto dotarnos de un extenso aparato matematico para
estudiar los fullerenos cuanto de centrarnos en aspectos
muy concretos que por su sencillez podamos analizar con
detalle, para poder mostrar al publico no especializado
los fundamentos matematicos de la topologia de los
fullerenos. Las referencias (Anova et al., 2016), (Ardanza
et al., 2007), (Benedek & Bernasconi, 2004), (Garcia, 2015),
(Marusic, 2007) y (Schwerdtfeger et al., 2015) cubren
sobradamente los aspectos que vamos a desarrollar
aqui, pero queremos aprovechar la ocasion para detallar
aquellos aspectos matematicos del tema que en la
Literatura suelen estar obviados.

Las referencias (Alvarez et al., 2013), (Extremiana et al.,
2001) y (Massey, 1972) se ofrecen, entre otras muchas
posibles, para introducirse respectivamente en la Teoria
de Grafos, en el estudio de los poliedros y en el de las
triangulaciones, que constituyen el bagaje matemadtico

necesario para abordar este estudio.

Dicho con palabras comunes, la Topologia es la parte de las
Matematicas que identifica los objetos cuando se pueden
deformar de modo continuo para pasar de uno a otro.
Asi, la esfera y el cubo son topoldgicamente equivalentes,
porgue existe una aplicacion continua de la una en el otro,
biyectiva y de inversa también continua. Basta considerar
la esfera circunscrita al cubo y las semirrectas de origen
el centro de las dos figuras. Cada una de esas semirrectas
corta en un Unico punto a la esfera y en un Unico punto al
cubo. La aplicacién que hace corresponder a cada punto
de la esfera el del cubo que esta en la misma semirrecta
cumple todas las condiciones descritas. Una tal aplicaciéon
se llama un homeomorfismoy la Topologia clasifica objetos
por la relacion de ser homeomorfos. Para el topdlogo, la
esfera y el cubo son de la misma clase de objetos.

Obviamente, esfera y cubo tiene propiedades geométricas

distintas. Para el gedmetra son objetos de distintas clases.
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La clasificacion geométrica de los objetos es en general
mas fina que la topoldgica, porque la geometria exige
qgue se preserven cantidades que se pueden medir, como
longitudes, areas, voliumenes y angulos. Como vamos a
estudiar solamente los objetos desde el punto de vista
topolégico no vamos a profundizar mas en esta distincion

entre Topologia y Geometria.

Citemos dos resultados del siglo XVIII que se consideran
precursores de la disciplina topoldgica y que revelan la

naturaleza de los enunciados topoldgicos.

El teorema de Euler (1750) establece que para todo poliedro
convexo el numero de vértices menos el de aristas mas el
de caras es igual a dos, esto es, escrito como férmula,
v-a+c= 2.

Se puede comprobar facilmente que esa propiedad la
tienen todos los poliedros platénicos, pero también es
cierta para poliedros con menos regularidad, como prismas
0 piramides. Mas aun, para todo poliedro convexo, como
hemos escrito en el enunciado. No importa el tamano, ni
los dngulos que formen sus caras. De hecho, la propiedad
es cierta para mas poliedros: para todos aquéllos que sean

homeomorfos a la esfera, aunque no sean convexos.

La cantidad v-a+c, que se llamara mucho tiempo
después caracteristica de Euler, es una nocion aplicable
a superficies curvadas, como la esfera, en las que se haga
una descomposicion en regiones o caras, limitadas por
Iineas, llamadas aristas. Por ejemplo, se puede calcular
la caracteristica de Euler de la esfera, que es 2, a partir
de la descomposicion cldsica de un balén de futbol en

pentagonos y hexdgonos.

-
e
-

Figura 1: Descomposicion poligonal de la esfera.

En efecto, el nimero de vértices es 60, el de aristas es 90 y

el de caras es 32, con lo que v-a+c=2. Hagamos la cuenta:

Las caras las contamos con el dedo, y obtenemos
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doce pentagonos. Los hexagonos rodean a cada
pentdagono, por lo que en principio tendriamos
cinco hexagonos por cada pentdgono, lo que nos
daria un total de 5 x 12 = 60 hexagonos, pero como
cada uno de ellos toca a tres pentagonos significa
que estamos contando cada hexdgono tres veces.
Asi que el nimero de hexdagonos es 20, con lo que
el nimero de caras es 12 + 20 = 32.

Aristas hay cinco en cada pentdgono, lo que hacen
5 x 12 = 60 y de cada vértice de cada pentdgono
sale una arista mas, lo que sumarian 60 mas. Pero
éstas unen vértices de dos pentagonos distintos,
por lo que las estamos contando dos veces. Asi que
de éstas hay 30 y el niumero total de aristas es 60
+ 30 = 90.

Vértices hay tantos como vértices en los
pentdgonos, que son 5 x 12 = 60, puesto que cada

vértice estd en un Unico pentdgono.

Hemos hecho la cuenta con todo detalle para poner de
manifiesto que con un poco de cuidado y observacion
tenemos que contar muy poco, pues deducimos las
cantidades mediante argumentos sencillos. De hecho,
aplicando el teorema de Euler, podemos probar que una
descomposicion como ésta de la esfera en pentagonos y
hexagonos siempre tiene doce pentdagonos. Enunciemos

con precision:

Teorema 1. Supongamos que la esfera estd descompuesta
en regiones pentagonales y hexagonales de modo que en
cada vértice concurren tres aristas. Entonces el nimero de

regiones pentagonales es igual a doce.

Demostracion. Sabemos, por el teorema de Euler, que
v-a+c=2. Llamemos p al nimero de caras pentagonales y

h al de caras hexagonales. Entonces c=p+h.

Como cada pentdgono tiene 5 aristas, cada hexdgono
tiene 6 y cada arista esta en dos caras, resulta que

_ Sp+6h

T2
De modo similar, como cada pentdgono tiene 5 vértices,
cada hexdgono tiene 6 y cada vértice estd en tres caras,
se tiene que

5p + 6h
3

Y aplicando ahora el teorema de Euler obtenemos

Sp+6h Sp+6h

2=v-atec=—7H —5 t(pth)
_(10-15+6p+(12-18+6h  p
- 6 "6

con lo que p=712, como queriamos probar.

Por supuesto, el teorema es cierto para cualquier poliedro

homeomorfo a la esfera. Por ejemplo, en el dodecaedro
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regular resulta que el niumero de caras pentagonales es
doce y que no tiene ninguna cara hexagonal. Podriamos
pensar si existe una descomposicion similar de la esfera
sélo con hexagonos, pero la cuenta anterior lo impide: una
tal descomposicion tendria cero pentdgonos y el nimero
que fuera de hexagonos, lo cual es imposible, seguin
acabamos de demostrar. En 2017 hubo una campana en
el Reino Unido para promover el cambio de las sefiales de
trafico que indican los estadios de futbol, y que consisten
en un balén de futbol descompuesto en hexdgonos. Figura

que es imposible construir, como acabamos de comentar.

Figura 2: Seiales matematicamente imposibles.

En Espana las correspondientes sefales son correctas.

3,

Figura 3: Senal correcta.
Pero ain podemos deducir una propiedad mas:

Corolario 2. Supongamos que la esfera estd descompuesta
en regiones pentagonales y hexagonales de modo que en
cada vértice concurren tres aristas. Entonces el nimero de

vértices es par y mayor o igual que 20.

Demostracion. Con la notacién del teorema precedente

resulta que como sabemos que p=12 entonces tenemos

S5p +6h +
=P = SOLEh 90+ 2p

con lo que se cumple lo que hemos dicho.

El dodecaedro regular tiene 20 vértices, y conforme
vayamos anadiendo hexagonos ird creciendo el nimero
de vértices de acuerdo con la féormula precedente. De
hecho, demostraremos mas adelante, pero con otro
tipo de técnicas matemadticas, que no puede existir una
descomposicion de la esfera en doce pentagonos y un
hexdgono, que daria lugar a una descomposiciéon con 22

vértices.

Siempre que descompongamos una esfera en regiones, la

caracteristica de Euler de la descomposicion sera igual a
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dos, siendo este nimero un invariante de la esfera. Si en
vez de una esfera tomamos un toro, esto es, la superficie
de una rosquilla, su caracteristica de Euler es nula, e

igualmente la de todo poliedro homeomorfo a un toro.

También tiene a Euler como protagonista. La ciudad esta
situada en las orillas de un rio que se divide en dos brazos
y sobre una isla. Queda dividida asi en cuatro regiones,
unidas por siete puentes. El acertijo local era tratar de
recorrer los siete puentes de la ciudad sin repetir ninguno.
En realidad es un problema en que lo que importa son esos
datos, mas el de que regiones une cada puente, y no las
medidas de los puentes o la separacion entre éstos. Euler,
dibujando un grafo, demostré en 1736 la imposibilidad de
hacer tal recorrido, zanjando para siempre el problema.

Figura 4: Grafo para resolver el problema de los puentes de
Konigsberg.

Los puentes estan representados por las lineas (llamadas
aristas) y las cuatro regiones por los puntos (llamados
vértices). Entre dos vértices hay tantas aristas como
puentes haya entre las correspondientes regiones. La
figura se llama un grafo. Para que haya solucion (con
salida y llegada en el mismo vértice), todos los vértices
del grafo tienen que tener grado par (esto es, nimero par
de aristas en el vértice). El camino resultante se Ilama un
ciclo euleriano: pasa por todas las aristas una sola vez.
Si los puntos de salida y llegada son distintos, entonces
éstos han de tener grado impar y todos los demas deben
tener grado par. En el grafo asociado a los puentes de
Konigsberg los cuatro vértices tienen grado impar, por lo

que el recorrido es imposible.

La eleccion de estos resultados como ejemplos arquetipicos
de teoremas topoldgicos no es casual. Juegan un papel muy
importante en el estudio de las propiedades matemadticas
de las moléculas del carbono, como veremos mds adelante.
Como tantas veces a lo largo de la Historia, resultados
puramente matematicos, obtenidos casi por mero placer
|idico, son importantes por sus aplicaciones posteriores.

Y también podemos observar que, aunque los resultados
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son de facil comprension, sus demostraciones requieren
pensamiento refinado, puesto que las demostraciones son
universales, vdlidas para todos los conjuntos que estan en

la situacién dada por las hipdtesis de los enunciados.

Las formas alotrdpicas del carbono son muy variadas. El
diamante y el grafito aparecen en la Naturaleza. En la
segunda mitad del siglo pasado y principios de éste se
fueron descubriendo y obteniendo otras. El fullereno C
fue descubierto en 1985 por Harold Kroto, Robert Curly
Richard Smalley, que recibieron por ello el Premio Nobel
de Quimica en 1996. El carbono puede tener enlaces 31, 22,
211, 1111 (donde el ndmero indica si el enlace es sencillo,
doble o triple). Haciendo un modelo matematico en el
que los atomos de carbono del fullereno C,, ocupan los
vértices y los enlaces son las aristas, los fullerenos son
de tipo 211, por lo que cada vértice tiene tres aristas y se
disponen espacialmente formando un icosaedro truncado,

que es el poliedro asociado a un balén de futbol.

Figura 5: El buckminsterfullereno C,.

La denominacion de la molécula es un homenaje al
arquitecto Richard Buckminster Fuller, famoso por sus
disefios de cupulas geodésicas, como la del Pabelldn
Americano en la Exposicion Universal de Montreal del afo
1967, que se recuerdan de algin modo la disposicion de los

dtomos en la molécula Coor
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Existen fullerenos de diverso nimero de dtomos, pero
cada uno de ellos define descomposicién de la esfera
en regiones pentagonales y hexagonales de modo que
en cada vértice concurren tres aristas. Asi que podemos
estudiarlos matemdticamente aplicando los resultados de
la primera seccion. Por ejemplo, en virtud del Corolario
2, todos ellos tendran numero par de vértices, que serd
mayor o igual que 20, con lo que serdn moléculas de la
forma G,

El numero de fullerenos C, diferentes crece de manera
muy rapida al aumentar el valor de n; por ejemplo, hay
1.812 fullerenos C,,, pero solo uno de ellos, el llamado
buckminsterfullereno, que es el icosaedro truncado,
no tiene pentdgonos adyacentes. Esta propiedad, que
demostraremos en la siguiente seccion, se denomina regla
del pentdgono aislado (IPR, por sus siglas en inglés) y tiene
interés quimico porque los fullerenos que la verifican son
mucho mas estables. Por algo fue éste el primero en ser
descubierto.

En la Naturaleza ocurren irregularidades. Por ejemplo,
podemos obtener fullerenos en que algunas de sus caras
no sean pentagonales ni hexagonales, sino heptagonales.
;Qué podemos decir de su numero? Nuevamente las
matematicas vienen en nuestro auxilio. Razonamos
como en la demostracion del Teorema 1. Llamamos p,
h y H al nimero de caras pentagonales, hexagonales y

heptagonales, respectivamente. Entonces

) (5p + 6h + 7H)

c =p+h+H,a=27;
Sp+6h+TH
VETy

con lo que haciendo un calculo directo se ve que
2=v-atc=

Sp+6h+7H  5p+6h+7H

3 2

- H
+(prh+H) = =

lo que significa que p-H =72. Asi que por cada heptagono
que aparezca debe aparecer un pentdgono adicional. Si
queremos formalizar el resultado, hemos demostrado el

siguiente

Teorema 3. Supongamos que la esfera estd descompuesta
en regiones pentagonales, hexagonales y heptagonales de
modo que en cada vértice concurren tres aristas. Entonces
el ndmero de regiones pentagonales menos el de regiones

heptagonales es igual a doce.
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Hasta ahora hemos estudiado las propiedades topoldgicas
de los fullerenos empleando de modo sistematico el
Teorema de Euler. Vamos a ver que a cada poliedro le
podemos asociar un grafo, grafo en el sentido en que
el propio Euler introdujo el concepto para resolver el
problema de los puentes de Konigsberg. Y aplicaremos lo

gue obtengamos al estudio de los fullerenos.

A cada poliedro homeomorfo a la esfera se le puede
asociar un grafo, obtenido al proyectar las aristas del
poliedro ortogonalmente sobre el plano que contiene a

una de las caras desde un punto exterior al poliedro.

Figura 6: Proyeccion de Schlegel de un cubo.

La cara mds préxima al centro de proyeccién, se proyecta
englobando a todas las demds del grafo resultante. El
cubo tiene el grafo indicado en la Figura 6. Este modo
de obtener el grafo de un poliedro se Ilama Proyeccion
de Schlegel y fue introducido en 1866 como medio de
estudiar politopos de cuatro dimensiones mediante sus

proyecciones en el espacio de tres dimensiones.

Figura 7: Proyeccion de Schlegel de un icosaedro truncado.

En particular, a cada fullereno se le asocia de este modo
su grafo. Los grafos de los fullerenos son 3-regulares (o
cubicos). Esto significa que llegan tres aristas a cada
vértice (porque los fullerenos tienen un enlace doble y
dos simples en cada carbono). Los grafos del icosaedro

C,oy delicosaedro truncado C son’

1 llustraciones de R. A. Nonenmacher - Own work, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4321718

llustraciones similares han sido elaboradas a partir de ellas.
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Figura 8: Proyeccion de Schlegel de un dodecaedro y un icosaedro
truncado.

Estamos ya en condiciones de probar el siguiente teorema

matematico:
Teorema 4. No existe el fullereno C,,

Demostracion. Sabemos, por el Corolario 2, que de existir
tal fullereno tendria que estar compuesto por doce
pentdgonos y un hexdgono. Coloquemos el hexdagono en
el centro y comencemos a rodearlo de pentdagonos. Al final

aparece otro hexagono: la cara que engloba a todas las

demas:
A
L 2 h 2 \
<«
A AN . b - /
s,
* e
Paso 1. Paso 2.

Figura 9: Pasos de la demostracion del Teorema 4.
con lo que el nimero de hexagonos es dos.

También podemos demostrar el siguiente resultado que

habfamos anunciado en la seccién precedente:

Teorema 5. E/ buckminsterfullereno C, que tiene forma de
icosaedro truncado, o balon de futbol, es el fullereno mds

pequeno que satisface la IPR.

Demostracién. Como el nimero de pentagonos es siempre
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igual a doce (por el Teorema 1), lo que tenemos que
minimizar es el nimero de hexagonos.

Como no puede haber dos pentagonos adyacentes, cada
pentagono debe estar rodeado de cinco hexagonos.
Tomemos un pentagono inicial. Estarda rodeado de cinco
hexdgonos, que forman un primer anillo que circunda el
pentagono inicial. Ahora fijémonos en cada uno de esos
hexagonos. Tiene seis poligonos adyacentes, uno por
cada arista del hexdgono. Como queremos minimizar el
numero de hexagonos, tres de los poligonos adyacentes
deberan ser pentagonos y los otros tres hexagonos, y
debiendo estar situados intercalados los pentdgonos
con los hexagonos, para que no haya dos pentdgonos
adyacentes. Obtenemos asi un segundo anillo alrededor
del pentdgono inicial, formado por cinco pentdgonos vy
cinco hexdgonos. Iteramos el razonamiento y obtenemos
otro anillo también formado por cinco pentagonos y cinco
hexagonos. Finalmente, el pentdgono que engloba toda la
configuracion junto con cinco hexdgonos adyacentes a él.

@
/ \ Jj g% %.
4 -

a) b) <)

d) €)
Figura 10: Pasos de la demostraciéon del Teorema 5.

Este es el grafo del fullereno mds pequefio que verifica
la IPR, que es el del buckminsterfullereno Ceor CON sUS
12 pentagonos y 20 hexdgonos. La demostracion esta

concluida.

Un ciclo en un grafo es un camino cerrado de aristas (esto
es que empieza y acaba en el mismo vértice). Los grafos
de los fullerenos no admiten ciclos eulerianos (que pasan
por todas las aristas una sola vez, como se planteaba
en el problema de los puentes de Kdénigsberg, que Euler

resolvid), pues todos sus vértices son de grado tres.

Un ciclo hamiltoniano en un grafo es un camino de aristas
que empieza en un vértice, pasa por todos los vértices
del grafo y vuelve al vértice inicial, sin haber pasado dos
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veces por un mismo vértice. Existen fullerenos, como el
icosaedro y el icosaedro truncado, en los que con un poco
de paciencia podemos dibujar ciclos hamiltonianos. Basta

que tomemos sus grafos asociados.

e

Figura 11: Grafos hamiltonianos en el dodecaedro y en el icosaedro
truncado.

Esta propiedad, ¢serd cierta en general o hemos sido
afortunados al encontrar los ciclos hamiltonianos?
Esta cuestion es un problema abierto, del que no hay
demostracion todavia. El enunciado positivo, todo grafo
de un fullereno admite un ciclo hamiltoniano, se conoce
como conjetura de Tait, y se espera que ciertamente sea la

respuesta correcta de la cuestion.

No es dificil demostrar que si debilitamos las hipdtesis
el resultado es falso: existen poliedros convexos
(homeomorfos a la esfera) que no admiten ciclos
hamiltonianos. El rombododecaedro es ejemplo de esta

situacion.

Teorema 6. £/ rombododecaedro no admite ciclos

hamiltonianos.

Demostracion. El rombododecaedro tiene doce caras, que

son rombos.

Tiene 14 vértices, de los que 8 vértices son de grado 3 (los
blancos de la figura) y 6 de grado 4 (rojos). El grado es,
recuérdese, el nimero de aristas que llegan a cada vértice.
Dado un vértice cualquiera, los vértices vecinos tienen
color diferente de los del vértice dado. Si hubiera un ciclo
hamiltoniano, cada vez que pasara de un vértice a otro
deberia pasar de un vértice blanco a uno rojo, por lo que

deberia haber tantos de un color como del otro.

La conjetura de Tait no estd demostrada todavia (ni
refutada), pero si estamos en condiciones de demostrar es
la siguiente propiedad:
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Figura 12: El rombododecaedro.

Teorema 7. Si el grafo de un fullereno admite un ciclo
hamiltoniano, entonces se pueden colorear las aristas de
tres colores, de modo que las aristas que concurren en cada

vértice sean de distinto color.

Demostracion. Basta observar la siguiente cadena de

razonamientos:

Py

N VN

Figura 13: Ciclo hamiltoniano (azul y fucsia) en el dodecaedro.

Un ciclo hamiltoniano tiene 2n vértices, y, por
tanto, 2n aristas. Por lo tanto, se puede colorear
alternativamente de dos colores.

En cada vértice concurren tres aristas: dos que
estan en el ciclo hamiltoniano y una que no: por
tanto, las aristas que no estan en el ciclo no estan

empalmadas entre si.

Coloreando las aristas que faltan de un tercer
color, ya tenemos el grafo entero coloreado de tres

colores.

Y la demostracion estd concluida.

Y ahora, ;nos hemos ido demasiado lejos en nuestros
devaneos matematicos o podemos encontrar alguna
relacion de este resultado con los fullererenos? En Quimica

se llama una estructura de Kekulé a la determinacion del
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enlace doble de entre los tres que salen de cada atomo. En
Teoria (matematica) de Grafos se llama perfect matching
en un grafo a un subgrafo (esto es, a un conjunto de
aristas del grafo) que contienen todos los vértices del
grafo y de modo que cada vértice estd en una sola arista
del subgrafo. Por lo tanto, dar una estructura de Kekulé
en un fullereno significa dar un perfect matching en el
grafo asociado al fullereno. Y, uniendo con el resultado
precedente, cada vez que definamos un ciclo hamiltoniano
en el grafo de un fullereno estamos determinando tres
estructuras de Kekulé en el fullereno: las correspondientes

a cada color de los tres con que podemos colorear el grafo.

Podriamos proseguir el estudio con otras configuraciones
de las moléculas del carbono. Por ejemplo, refiriéndonos
a las matematicas del grafeno, que es una capa, de un
atomo de espesor, de atomos de carbono que forman
una malla hexagonal. Matematicamente hablando,
definen una teselacion del plano. O a los nanotubos,
que se obtienen enrollando capas de grafeno de manera
cilindrica. Sin embargo, hemos preferido centrarnos en
el caso de los fullerenos en que el aparato matematico
que hemos necesitado es suficientemente sencillo para
realizar una exposicion divulgativa. En concreto, hemos

podido demostrar:

Todo fullereno tiene 12 pentagonos.

Cada heptagono que se incluya supone afadir un

nuevo pentagono.
La no existencia de C,,

El buckminsterfullereno C60 es el mdas pequefio
que verifica la regla del pentagono aislado.

Si el grafo de un fullereno admite un ciclo
hamiltoniano, se pueden colorear las aristas de tres
colores, admitiendo tres estructuras de Kekulé.

La exposicion toma como punto de partida el teorema de
Euler, que establece que para todo poliedro convexo el
nimero de vértices menos el de aristas mds el de caras es
igual a dos, esto es, escrito como férmula, v-a+c= 2. Més
aun, afirma que para toda descomposicion poligonal de la
esfera en regiones esa cantidad, la caracteristica de Euler
de la descomposicion poligonal es dos, con lo que este
nuimero es un invariante de la esfera. Como todo teorema
matematico, esta afirmacion requiere demostracion y no
basta con mostrar que se satisface en todos los ejemplos
que uno pueda proponer. La demostracién requiere de los

siguientes pasos, que esbozamos:
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La esfera se puede triangular, esto es, hacer una
descomposicion en regiones cada una de las cuales
sea homeomorfa a un tridngulo. Esto es obvio, pues
tenemos muchas descomposiciones triangulares de
la esfera. Por ejemplo, las que definen tetraedro,

octaedro e icosaedro.

Si en un tridngulo de una triangulacion se toma
un punto interior y se definen tres triangulos
pequefios, la caracteristica de Euler de Ila
triangulacion no varia, puesto que el nimero de
vértices ha aumentado en uno, el de aristas en
tres y el de caras en dos (han aparecido tres caras

“pequenas” y ha desaparecido una “grande”):

Figura 14: Invarianza de la caracteristica de Euler.

Por el mismo tipo de razonamiento que el del
argumento precedente, toda descomposicion
poligonal origina (de muchos modos) una
descomposicion triangular, que tiene la misma
caracteristica de Euler que la poligonal. Ademds,
dos triangulaciones de la esfera tienen la
misma caracteristica de Euler, porque siempre
podemos obtener una nueva triangulacion que
sea refinamiento de cada una de las dos dadas
y que, por el punto anterior, tendra la misma

caracteristica que cada una de ellas:

R

Figura 15: Invarianza en descomposiciones poligonales y
subdivision comtn a dos triangulaciones.

Por lo tanto, todas las descomposiciones poligonales de
la esfera tienen la misma caracteristica de Euler. Basta
comprobar que para una de ellas la caracteristica es dos

para poder asegurarlo ya para todas.
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