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DISCURSO

DEL

SR. D. MIGUEL VEGAS Y PUEBLA-COLLADO



Seiiores Académicos :

Desde el momento en que, por un exceso de vuestra
benevolencia, me elegisteis para que me sentase entre
vosotros y tomase parte en las arduas tareas encomenda-
das 4 esta ilustre Corporacidn, se desarroll6 en mi espiritu
una lucha, con tenacidad sostenida, entre dos aspiraciones
6 tendencias diametralmente opuestas.

De una parte, mi deseo de hacer, en plazo breve, pa-
blica y solemne manifestacién de mi profundo agradeci-
miento por la merced recibida, era vehementisimo, por-
que entendia y sigo entendiendo que, & falta de méritos
propios que justificase vuestra conducta, no me quedaba
otro medio de corresponder, aunque de una manera incom-
pleta, 4 vuestro proceder, harto desacertado en la ocasién
presente, que acudir cuanto antes me fuese posible 4 vues-
tro llamamiento.

Pero, por otro lado, me inspiraba temor el acto de hoy,
en que mi voz desautorizada ha de resonar en este recinto

y dirigirse 4 un concurso tan escogido como competente
“en todas las cuestiones de las ciencias fisico-matematicas,
quimicas y naturales, para cumplir con un inflexible pre-
cepto reglamentario. Y jcémo no habfa de encontrarse te-
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meroso quien tiene la alta honra de dirigiros la palabra,
obscuro catedratico, modesto pedn del gigantesco edificio
constituido por las ciencias mateméticas, cuando varones
preclaros, adornados de cualidades preeminentes y dotados
de caudal abundante de conocimientos cientificos, se han
sentido embargados en solemnidades de esta indole!

Y si 4 la falta de conocimientos se une la carencia abso-
luta de aquellas condiciones del bien decir que tan conve-
nientes son siempre y tan necesarias en circunstancias
como las presentes, comprenderéis que seria en mi teme-
ridad grande presentarme aqui, si no contase con vuestra
benevolencia, patrimonio de todos aquellos que, como vos-
otros, 4 la aureola cientifica que os rodea unen la nobleza
del corazén.

Vengo 4 ocupar un puesto, no 4 llenar el vacio que de-
jara entre vosotros mi predecesor el Excmo. Sr. D. Javier
de los Arcos y Miranda, cuya cultura cientifica pudisteis
apreciar en su rapido paso por la Academia: cultura que
le elevb a4 un puesto preeminente en la milicia y en la po-
litica y que demostr6 sobradamente durante el tiempo qué
fué profesor de la Academia de Ingenieros militares.

La circunstancia de que al cabo de algunos afios ven-
ga 4 ocupar la vacante que dejara D. Simén Archilla,
uno de mis maestros mas respetados, con quien me unian
estrechos vinculos de gratitud y de amistad, justifica, 4 mi
entender, que aproveche la ocasién presente, no para en-
comiar su labor cientifica, sus talentos valiosisimos y sus
virtudes privadas y publicas, tan presentes en la memoria
de todos y que en otras ocasiones ensalzaron plumas mas
autorizadas que la mia, sino para hacer ptblica manifesta-
cién de mi profunda gratitud y del dolor que me causa ver
privada 4 la ciencia espaiiola de uno de sus cultivadores
méis eminentes, a esta ilustre Corporacién de uno de sus
miembros més distinguidos, 4 la Universidad de uno de
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sus profesores m4s eximios, 4 sus hijos de un padre ejemi-
plar y 4 los que tuvimos la dicha de conocerle y tratarle
de un verdadero y carifioso amigo.

Y permitidme, finalmente, que tamblen envie la expre-
si6bn de mi agradecimiento & todos mis maestros, 4 quienes
debo lo poco que mi inteligencia haya adquirido en orden
4 las ciencias fisico-matematicas, algunos de los cuales,
cuyos nombres no cito por no herir su excesiva modestia,
figuran en primera linea en la lista de los que por modo
diverso han contribuido al adelantamiento de la ciencia y
4 la difusién de la misma en nuestra patria.

Aficionado desde mi juventud 4 la Geometria y dedica-
do desde hace veinte afios 4 su cultivo y enseflanza, en la
rama que se relaciona con el Anilisis matematico, me ha
parecido como un deber elegir un tema que estuviese in-
cluido en el campo de la Geometria Analitica; y, entre los
muchos que pudieran proponerse, he creido conveniente el
que se refiere 4 la Interpretacion geométrica del timaginarismo:
asunto de gran importancia, que aparece en los umbrales
del edificio matematico, sobre el que se ha escrito mucho
y errado no poco, y acerca del cual atn queda bastante por
decir y por explorar.

Dependiendo toda cantidad imaginaria compleja de una
de segundo grado, 4 éstas se dirigirdn nuestras observacio-
nes. En el terreno algébrico, toda imaginaria de segundo
grado aparece como raiz de una ecuacién también de se-
gundo grado en el caso de que no se satisface por nimeros
reales, es decir, cuando acusa una verdadera imposibili-
dad, aunque de indole diversa que la que se presenta en el
caso de que, siendo los coeficientes de la ecuacién funcio-



nes de cantidades variables, para valores particulares de
estas cantidades se anulan el primero 6 los dos primeros de
dichos coeficientes, supuesta ordenada la ecuacién por las
potencias descendentes de la incbgnita. Ahora bien, mien-
tras el binomio subradical que entra en la constitucién de
la expresién de las raices de la citada ecuacion no es ne-
gativo, ésta representa en una figura fundamental 6 de
primera categoria en cualquier sistema de coordenadas
proyectivas, dos elementos distintos 6 confundidos, uno de
los cuales es el elemento limite del sistema cuando es nulo
el primer coeficiente de la ecuacién y, cuando se anulan
los dos primeros coeficientes, aquellos elementos se con-
confunden con dicho elemento limite; es decir, que una
ecuacidén de segundo grado con una incdgnita, cuando el
citado binomio subradical no es negativo, representa siem-
pre dos elementos distintos 6 confundidos de -una serie
rectilinea, de un haz de rectas 6 de un haz de planos, aun
cuando dicha ecuacibén sea imposible.

¢ Ocurrira algo analogo, cuando la ecuacion sea imposi-
ble porque sea negativo el mencionado binomio, 4, en otros
términos, cuando sean imaginarias sus raices?

Pregunta es ésta que aparecid en el momento mismo en
que el genio de Descartes, dando 4 conocer su sistema de
coordenadas, transformé de una manera profunda el modo
de ser de la Geometria y establecié las bases de la llama-
da Geometria Analitica, y 4 contestarla se dedicaron mu-
chos de los matematicos posteriores; pero sus investigacio-
nes no tuvieron otro resultado que dar la contestacidén
negativa de que dicha ecuacién no podia representar nin-
gtn elemento de una figura fundamental, toda vez que en-
tre estos elementos y los nimeros reales existia una corres-
pondencia univoca.

Que las soluciones imaginarias de las ecuaciones con
una incégnita representan elementos imaginarios de una
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figura de primera categoria, era, pues, un modo convencio-
nal de expresar sencillamente que dichas soluciones no te-
nian representacién real objetiva, ni tampoco la tenfan las
ecuaciones de coeficientes imaginarios en cualquiera de las
figuras geométricas; y las figuras imaginarias se admitieron
en el campo de la Geometria con el exclusivo objeto de
dar sabor geométrico 4 las cuestiones analiticas en que in-
tervenia el imaginarismo, de igual modo que en el siglo
pasado se” ide6 el espacio de mas de tres dimensiones
para poder dar interpretacion geométrica 4 todas las cues-
tiones algébricas que dependen de ecuaciones de méas de
tres variables independientes.

Al eminente gedmetra Staudt cupo la gloria de ser el
primero que diera una contestacién afirmativa 4 la pre-
gunta anterior, manifestando que los nimeros imaginarios,
si bien no representan elementos de una figura fundamen-
tal, representan algo que 4 dicha figura pertenece; y puesto
que este algo podré reemplazar 4 un elemento en muchas
cuestiones geométricas, desde luego en todas las sujetas 4
la ley importantisima de la correlacién 6 de la dualidad,
era logico denominarle elemento imaginario, es decir, pun-
to, recta 6 plano imaginario, segin que se trate de una
serie rectilinea, de un haz de rectas 6 de uno de planos.

Observando el ilustre Profesor de la Universidad de Er-
langen que en una multitud de cuestiones relativas 4 céni-
cas y 4 cuddricas el conocimiento de una involucién de
puntos conjugados respecto de una de estas figuras, equi-
vale al de dos de sus puntos, que el conocimiento de un
haz de rectas en involucidén cuyos pares de rayos corres-
pondientes son conjugados respecto de una cbnica, equi-
vale al de dos de sus tangentes, y que el conocimiento de
un haz de planos en involucién equivale 4 una pareja de
planos tangentes 4 una cuédrica, establecié que una invo-
lucién podia tomarse como equivalente al conjunto de sus
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elementos dobles, y de aqui que, cuando éstos no eran rea-
les, dijera que lo eran imaginarios, es decir, que una invo-
lucién eliptica representa el conjunto de dos elementos
imaginarios conjugados.

Faltaba distinguir entre si los elementos conjugados, y
para ello uni 4 la involucién cada uno de los dos sentidos
en que podia ser recorrida, y de este modo definié un ele-
mento geométrico imaginario como una involucién eliptica
unida 4 un sentido sobre la misma, y con la misma invo-
lucién, tomada en sentido contrario, definié el elemento
imaginario conjugado.

Y como para determinar una involucién bastan dos pa-
res de elementos conjugados, de aqui que una figura sim-
ple ordenada determine una involucién en la cual son con-
jugados el primer elemento con el tercero y el segundo con
el cuarto, y también un sentido definido por los tres pri-
meros elementos; y, por consiguiente, dicha figura simple
puede tomarse como representante de un nimero imagi-
nario.

Y, efectivamente; estando representada una involucién
de primer orden por una ecuacién bilineal simétrica, en
cualquier sistema de abscisas proyectivas, la ecuacion de
segundo grado que se obtiene al suponer iguales los valores
de las variables est4 tan intimamente enlazada con aquélla,
que puede afirmarse que el conocimiento de una de estas
dos ecuaciones implica el de la otra, y, por tanto, es légico
asegurar que una involucién contenida en una figura geo-
métrica fundamental equivale al conjunto de los dos ele-
mentos representados por una ecuacién de segundo grado
con una incognita, elementos que son necesariamente dis-
tintos, toda vez que-el binomio subradical de que depen-
den los valores de las raices no puede ser nulo, 4 causa de
ser univoca la correspondencia existente entre los elemen-
tos constitutivos de cada una de las parejas que componen
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la involucién. Si, pues, las raices de esta ecuacidén de se-
gundo grado son imaginarias, ;no es racional admitir que
su conocimiento implica el de dicha involucién, 6, en otros
términos, que una pareja de ndmeros imaginarios conjuga-
dos es representante de una involucién eliptica? Y habién-
dose representado los dos sentidos opuestos contenidos en
una figura de primera categoria por los signos opuestos
mas y menos, y diferencidndose entre si dos cantidades
complejas conjugadas por el signo que afecta al coeficiente
de la parte imaginaria, ; no es asimismo légico tomar como
representacién geométrica de una de estas cantidades, la
involucién eliptica que determina la ecuacién de segundo
grado, de donde procede, unida al sentido que la figura 4
que esta involucidn pertenece, representa el signo del coefi-
ciente dicha parte imaginaria?

- Si consideramos representados los elementos de una figu-
ra de segunda categorfa por sus coordenadas en un siste-
ma binario cualquiera de coordenadas proyectivas, y para
fijar las ideas nos referimos 4 una figura plana en coorde-
nadas tangenciales, una ecuacién lineal representa un pun-
to real cuando los coeficientes son ntimeros reales, y cuan-
do son imaginarios facil es demostrar que determina una
serie rectilinea en involucién definida por los puntos que
representan las ecuaciones obtenidas igualando 4 cero la
parte real, el coeficiente de la parte imaginaria y por las
que se deducen sumando y restando estas dos ecuaciones,
siendo conjugados los puntos representados por las dos pri-
meras y los que representan las dos Gltimas; y si 4 esta
involucién se une el sentido que corresponde al signo que
en la citada ecuacién afecta al coeficiente de la parte ima-
ginaria, 6 sea el determinado por el tercer punto de los an-
teriores, el primero y el cuarto, se obtiene un punto ima-
ginario, que debe considerarse representado por la citada
ecuacion de coeficientes complejos.
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Dados dos nlimeros imaginarios, de ellos se deducen tres
parejas de néimeros reales, 4 saber: la formada por las par-
tes reales, la obtenida sumando las dos partes que compo-
nen cada uno de ellos y la que se deduce de restarlas. Y
como estas tres parejas representan tres rectas concurren-
tes, estando las dos Gltimas arménicamente separadas por
la primera y por la que une su punto de concurso con el
punto limite del sistema, se obtiene as{ una representacién
armoénica de una recta imaginaria, 6 sea un haz de rectas
en involucién definido por estos dos pares de rectas. Pero
las coordenadas homénimas de estas parejas de rectas son
soluciones de una ecuacidn bilineal representante de una
involucién contenida en el eje de coordenadas respectivo, y
el nimero imaginario dado relativo 4 este eje, es raiz de la
ecuacién de segundo grado que representa los puntos do-
bles de dicha involucién. Luego dos nimeros imaginarios
son las coordenadas de una recta imaginaria perteneciente
4 una figura plana. '

Asimismo, un ndmero real y otro imaginario son las
coordenadas de una recta imaginaria definida por el haz
en involucién que proyecta la involucidén rectilinea que el
ndmero imaginario dado determina en el eje coordenado
respectivo, desde el punto real que en el otro eje determi-
na el ntmero real.

Por consiguiente, puede asentarse de un modo general
que en toda figura plana 6 radiada, dos nimeros represen-
tan un elemento en un sistema cualquiera de coordenadas
binarias proyectivas, elemento que es real si aquellos na-
meros son ambos reales, é imaginario en los demés casos;
y que una ecuacién lineal cualquiera con una 6 dos varia-
bles representa una figura fundamental, cuya base sélo es
real cuando los coeficientes de dicha ecuacién son todos
reales.

Siendo el espacio un conjunto de puntos, por conside-
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raciones anélogas 4 las anteriores se patentiza que tres nd-
meros representan un punto en un sistema cualquiera de
coordenadas ternarias proyectivas, punto que es real cuan-
do aquellos tres nimeros son reales, ¢ imaginario en los
demads casos, siendo la base de la involucién que lo define
una recta que pasa por uno de los puntos de interseccién
del plano limite del sistema de ccordenadas adoptado (el
del infinito en coordenadas cartesianas) con los ejes coor-
denados, y situado en uno de los planos de los haces gene-
radores del espacio, 6 exterior 4 todos estos planos, se-
gln que sean reales dos coordenadas, una sola 6 ninguna.
Y correlativamente en un sistema ternario de coordenadas
tangenciales, tres nimeros representan un plano que sola-
mente es real cuando son reales; estando la recta, base de
la involucién que le define, en uno de los planos coorde-
nados, cortando dicha recta 4 uno de los ejes, 6 cruzan-
dose con ellos, segin que sean reales, dos coordenadas,
una sola 6 ninguna.

Asimismo, una ecuacién lineal, con una, dos 6 tres va-
riables, representa un plano 6 un punto, seglin que se trate
de coordenadas de puntos 6 tangenciales, el cual es real
cuando los coeficientes de la ecuacién son todos reales, é
imaginario cuando esta circunstancia no se verifica.

El sistema formado por dos ecuaciones lineales de coe-
ficientes reales, representa una recta real, interseccion de
los dos planos representados por dichas ecuaciones, si se
trata de coordenadas de puntos. Cuando uno de estos pla-
nos es real y el otro imaginario, podra ocurrir que aquél
pase 6 no por la arista del haz de planos en involucién
que define éste: en el primer caso los dos planos deter-
minan dicha arista, que esta, por tanto, representada por
el sistema de ecuaciones considerado; y en el segundo,
este sistema representa una recta imaginaria definida por
el haz en involucidon que el plano real dado determina
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en el haz de planos en involucién que define el plano
imaginario. ’

Cuando las dos ecuaciones lineales tienen imaginarios
sus coeficientes y representan, por tanto, dos planos ima-
ginarios, puede suceder que las bases de las involuciones
que definen estos planos se confundan, estén en un plano
6 se crucen: en el primer caso la base comun es la recta
representada por el sistema formado por las dos ecuacio-
nes dadas, y en el segundo, dichos planos pertenecen 4 una
radiacibn, y, por tanto, dan lugar 4 una recta imaginaria,
definida por un haz de rectas de primer orden en invo-
lucibn. ‘

En el tercer caso, las dos involuciones que definen los
dos planos imaginarios son proyectivas y engendran un haz
alabeado en involucibn, perspectivo con ellas, haz que no
tiene rayos dobles y que se halla recorridoen un sentido de-
terminado, toda vez que 4 cada una de las involuciones de
planos que le han engendrado ha de unirse un sentido. Un
haz alabeado en involuciéon con un sentido contenido en él,
debe, pues, llamarse recta imaginaria, por estar determi-
nado por dos planos imaginarios y representado por un sis-
tema de dos ecuaciones lineales de coeficientes complejos,
recta que es esencialmente distinta de las hasta aqui consi-
deradas, 6 sea de las pertenecientes 4 una figura plana 6
radiada, y que, para distinguirlas de éstas, se dice que son
de segunda especie, y que las contenidas en una figura de
segunda categoria son de primera especie.

Ahora bien, como un haz alabeado en involucidon define
un sistema en involucién constituido por dos figuras no
homolégicas, que tiene como ejes los rayos dobles de
aquel haz, cuando existen, y sin ningln punto ni plano do-
ble real cuando dichos rayos dobles son imaginarios; y
como en este Gltimo caso todos los haces alabeados en in-
volucién contenidos en el sistema determinan unos mis-
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mos sentidos en cada una de sus directrices 6 rectas dobles,
puede afirmarse, con todo rigor, que un sistema en involu-
cién de tercera categoria sin ningdn punto ni plano doble
real define dos rectas imaginarias de segunda especie,
conjugadas entre si, que se distinguen por los dos sen-
tidos contenidos en una cualquiera de las directrices del
sistema. :

El conjunto de un sistema en involucién de tercera cate-
goria sin puntos ni planos dobles reales con un sentido en
el mismo, viene, pues, representado por un sistema de dos
ecuaciones lineales de coeficientes imaginarios, lo cual
puede verse de un modo directo observando que los pun-
tos dobles de uno de estos sistemas tienen coordenadas
que verifican 4 dos grupos de dos ecuaciones de esta espe-
cie, y que lo mismo acontece 4 las coordenadas de los pla-
nos dobles.

El concepto de recta imaginaria de segunda especie pue-
de establecerse también de un modo directo anédlogo al se-
guido para definir los puntos, los planos y las rectas ima-
ginarias de primera especie, observando que los rayos de
un haz alabeado de segundo orden, 6 sea las rectas de uno
de los dos sistemas de generatrices rectilineas contenidas
en un hiperboloide 6 paraboloide alabeado, pueden deter-
minarse por una cualquiera de las series que determinan
en los rayos de su haz director, es decir, en las generatrices
del otro sistema; con lo cual queda determinado un siste-
ma de abscisas proyectivas fijando el rayo de origen y los
rayos limite y unidad; y como en él una ecuacién bilineal
y simétrica representa una involucién contenida en el haz,
cuyos rayos dobles tienen por abscisas las raices de una
ecuacién de segundo grado con una incbgnita, el conoci-
miento de cada una de ellas entrafia el de la ecuacién de
donde procede, y, por tanto, el de una ecuacidén bilineal
representante de una involuciodn,



- Cuando las coordenadas de un elemento de una figura
de segunda 6 de tercera categoria satisfacen 4 una ecua-
cién, se dice que aquel elemento pertenece 4 la figura
que la ecuacidn representa; definiciobn que es evidente
cuando se trata de elementos reales, pero cuya signifi-
cacién no aparece tan clara cuando los elementos son
imaginarios. A

Veamos, pues, la significacién geométrica del hecho
analitico de que un sistema de dos nGimeros verifican una
ecuacibén lineal, en el caso de ser dichos nimeros imagina-
rios, 6 cuando son imaginarios los coeficientes, 6 cuando
se verifican 4 la vez estas dos circunstancias.

Si, para fijar las ideas, nos referimos 4 una figura plana
considerada como conjunto de puntos, la parte real y el
coeficiente de la parte imaginaria de las cantidades com-
plejas que constituyen una solucién de una ecuacidn lineal
de coeficientes reales, verifican las dos ecuaciones lineales
en que la propuesta se descompone, las cuales ponen de
manifiesto que la recta real representada por esta ecuacién
es la base de la involucién que define el punto imaginario
cuyas coordenadas componen aquella solucién imaginaria;
la solucién real Gnica de una ecuacién lineal de coeficien-
tes imaginarios es comin 4 las dos ecuaciones obtenidas
igualando 4 cero la parte real y el coeficiente de la parte
imaginaria, y, por tanto, representa el vértice del haz de
rectas en involucién que define la recta imaginaria de
primera especie representada por la ecuacién propues-
ta; finalmente, las partes reales y los coeficientes de
las partes imaginarias de las dos cantidades complejas
que constituyen una solucién de una ecuacién lineal de
coeficientes imaginarios, verifican las dos ecuaciones de
coeficientes reales en que ésta se descompone, y aparece
claro que la involucién que define la recta imaginaria re-
presentada por la ecuacién dada es perspectiva con la
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que define el punto imaginario correspondiente 4 la ¢i-
tada solucién (1).

Decir, pues, que un elemento real de una figura plana
6 radiada contiene 4 otro imaginario 6 que aquél est4 con-
tenido en éste, quiere decir que el elemento real es la base
de la involucién que define el imaginario; y cuando se dice
que un elemento imaginario contiene 4 otro también ima-
ginario, quiere expresarse que son perspectivas las involu-
ciones que definen estos elementos.

De donde se concluye que si un elemento real contiene
4 otro imaginario, contiene también 4 su conjugado; y que
si un elemento imaginario contiene 4 otro imaginario, el
conjugado del primero contiene asimismo el conjugado del
segundo.

De cuanto llevamos dicho se deduce que todos cuantos

(1) Efectivamente, si (x; - 7x,, ¥, + ¢v,) s una solucién de la
ecuacion ) ) .
A+ADx+(B+Bi)y+ (C+Cé)=0, [a]
6 sea, P 4 (g =0, designando por P y Q los polinomios
Ax+By+C y A'x+By-+C,
se debe verificar la condicién
(A + A1) (%, + %) +(B+B'0) (9; + 9, + C+Ci=0
que da lugar 4 las dos siguientes:

Ax,+By, +C —(4'%+ B'y,) =0,
A'x,+ By, + C 4 (4 %3+ B yg)=0.

Pero el punto imaginario considerado estd definido por la involu-
ciéon MM, NN,....., cuyos puntos M, M,, Ny N, tienen las coordena-
das homogéneas (x;, y; 1), (%2 25, 0), (% + Xgy Y11+, 1) ¥ (%, — Xy
31—, 1); v, si designamos por Py, Q,, Py y O, los resultados de sus-
tituir en los polinomios P y Q, en lugar de las variables las coorde-
nadas de los dos primeros puntos, las igualdades dltimas se transfor-

man en las
P ~Q;=0, 0O+ Py=0, (B]

vy las rectas me, my, # y #; que unen aquellos cuatrc puntos con el
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problemas y cuestiones sujetos 4 la ley de correlacién pue-
dan proponerse con elementos reales de una figura de se-
gunda categoria, se presentan también cuando algunos 6
todos ellos se sustituyen por otros imaginarios, dando lugar
a relaciones geométricas entre las involuciones y los sen-
tidos que definen estos elementos, y enlazdndose asi inti-
mamente proposiciones que en la apariencia no tienen co-
nexién alguna, pero que al traducirlas al lenguaje algébri-
co conducen 4 una misma cuestién sobre ecuaciones.

Con objeto de aclarar esto, citaremos sblo un ejemplo
de todos los que respecto de esta materia pueden propor-
cionarse, que tan admirablemente expone el nunca bien
ponderado Staudt en sus Beitrige zur Geometrie der Lage y
de los que mi muy querido amigo, compafero y respetado
maestro D. Eduardo Torroja da 4 conocer en su notable

panto real de la recta representada por la ecuacion {«], tienen por
ecuaciones las

P
g emh P gre=o
Terte 970 Y P g
por tanto, la ecuacién de la involucién m#, . nny..... es
P,
) (P—zz °)
re(r-grge) (T )=

la cual, en virtud de las relaciones [f] y designando por ) al pardme-
tro determinado por la igualdad
_ (07— Q02—4p0202
A+p) Q0. (QF— QY ’

se transforma en la

— Q422 PQ=0

que representa la involucién que define la recta imaginaria repre~
sentada por la ecuacion [a].
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Tratado de Geometria de la Posicién. La proposicién de élge-
bra que dice que una ecuacidn lineal con dos variables, ya
tengan 6 no reales sus coeficientes, queda terminada cuan-
do se conocen dos de sus soluciones, conduce 4 la siguien-
te proposicién geométrica: 4 su correlativa en el plano y
a las correspondientes con ellas en las radiaciones:

Dos puntos determinan un recta, que es real cuando
dichos puntos son reales, 6 uno real y el otro imaginario
situado en una recta real que pasa por el primero, 6 los dos
imaginarios siendo comdn la base de las involuciones que
los definen; y en los demas casos dicha racta es imagi-
naria. _

Que dos puntos imaginarios determinan una recta ima-
ginaria, quiere decir, segin lo antes manifestado, que su-
poniendo recorrida cada una de dos involuciones rectili-
neas de un plano en un sentido determinado, existe un sblo
haz de rectas en involucién perspectivo con las dos, el
cual se confunde con el obtenido considerando los sentidos
contrarios de aquéllos; y como 4 un sentido tomado en una
de dichas involuciones rectilineas se puede hacer corres-
ponder dos opuestos en la otra, puede sentarse que: dos
involuciones rectilineas de bases distintas de un plano son
perspectivas desde dos centros distintos; teorema que pue-
de enunciarse también diciendo que: un cuadrivértice pla-
no completo de vértices imaginarios, siendo dos de ellos
‘conjugados de los otros dos, tiene real el tridngulo forma-
do por sus puntos diagonales.

Cuando se estudia una figura en el espacio en un siste-
ma cualquiera de coordenadas rectilineas ternarias proyec-
tivas, ya sean tangenciales 6 no, el hecho analitico de sa-
tisfacerse una ecuacidn lineal por tres ntmeros, quiere de-
cir en el terreno geométrico: que un punto estid en un plano
6 que un punto estd en la arista de un haz de planos en
involucion, cuando aquellos nimeros son reales y la ecua-
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cién tiene sus coeficientes reales 6 imaginarios; que la base
de una serie rectilinea en involucién estid en un plano,
cuando siendo reales los coeficientes de la ecuacién, alguno
de dichos ntmeros es imaginario; y que la arista de un haz
de planos en involucibén contiene una serie rectilinea en in-
volucién, 6 que estas dos involuciones son perspectivas,
cuando tanto los citados niimeros como los coeficientes de
dicha ecuacion lineal son imaginarios: é interpretaciones
correlativas pueden hacerse empleando coordenadas tan-
genciales. _

La solucién real de un sistema de dos ecuaciones linea-
les de coeficientes imaginarios da lugar al vértice 6 al pla-
no de un haz de rectas de primer orden en involucidn; una
solucién imaginaria de un sistema de dos ecuaciones linea-
les de coeficientes reales indica que la recta representada
por este sistema es base de la serie 6 del haz de planos en
involucién que determinan dicha solucién; y una solucién
imaginaria de un sistema de dos ecuaciones lineales de
coeficientes imaginarios indica que una serie rectilinea 6
un haz de planos en involucién es perspectivo con un haz
de rectas de primer orden, también en involucién, 6 que los
elementos conjugados de aquella serie 6 de aquel haz de
planos son asimismo conjugados en un sistema en involu-
cién sin puntos ni planos dobles reales, segiin que la recta
imaginaria representada por el citado sistema de ecuacio-
nes sea de primera 6 de segunda especie.

II

Establecidos estos conceptos, cabe ya dar interpretacién
geométrica 4 toda cuestion algébrica referente 4 ecuacio-
nes lineales y 4 ntmeros, ya sean 6 no reales éstos 6 los
coeficientes de aquéllas; con lo cual aparecen agrupadas
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proposiciones geométricas de indole tan diversa como las
que se refieren & puntos, rectas y planos, con otras en
que intervienen figuras fundamentales en involucién y
sistemas en involucién en el espacio, y que mediante la
consideracién de los elementos imaginarios pueden sin-
tetizarse en una sola; resultado de verdadera importancia,
toda vez que la mayor perfeccidén de una ciencia est en
raz6n inversa del ndmero de principios que le sirven de
fundamento, y que su ideal se reduce & condensar en una
sola proposicién todas las verdades que la constituyen.

Antes de que el genio de Staudt hubiera dado 4 conocer
el concepto geométrico de los elementos imaginarios, nadie
hubiera sospechado que existiera relacién alguna entre la
proposiciéon que establece que dos puntos determinan una
recta, y la que da 4 conocer que dos series rectilineas en
involucién, cuyas bases se cruzan, tomadas cada una de
ellas en un sentido determinado, definen un sistema en in-
volucién en el espacio y un sentido en el mismo; y, sin em-
bargo, ambas proposiciones conducen 24 la de Algebra, que
dice que todo sistema de dos ecuaciones lineales con tres
incognitas queda determinado por el conocimiento de dos
soluciones, ya sean éstas reales 6 no. Por tanto, en todas
las cuestiones sujetas 4 la ley de correlacién puede reem-
plazarse un elemento real por otro imaginario,

Respecto de una cénica 6 superficie cénica de segundo
orden representada por una ecuacion de segundo grado de
coeficientes reales, es decir, que sea directriz de un sistema
polar real plano 6 radiado, un elemento imaginario est en
ella 6 la es tangente cuando los elementos conjugados de
la involucién que define el imaginario son también conju-
gados respecto de dicha curva 6 superficie, y asimismo un-
punto imaginario esta en una cuadrica, directriz de un sis-
tema polar real, 6 un plano imaginario la es tangente cuan-
do los puntos 6 los planos conjugados de la involucién que

2
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define aquel punto 6 plano imaginario son también conju-
gados respecto de dicha cuédrica. Es decir, que el hecho
analitico de que las coordenadas de un plano imaginario,
por ejemplo, verifican 4 la ecuacién de coeficientes reales
representante de una superficie conica, se traduce en Geo-
metria en ser conjugados, respecto de esta superficie, los
planos conjugados de la involucién que define el plano
imaginario (I).

De donde se concluye: 1.°, que si una recta real corta
4 una coénica 6 cuéddrica en un punto imaginario, contiene
una involucién de puntos conjugados respecto de dicha
curva 6 superficie; 2.°, que si por una recta real pasa un
plano imaginario tangente 4 una cuadrica, ya sea 6 no su-
perficie conica, dicha recta es arista de un haz de planos
en involucidén, cuyos planos correspondientes son conjuga-
dos respecto de la superficie; 3.°, que si por un punto real
pasa una recta imaginaria tangente a una cdnica, aquel
punto es vértice de un haz de rectas en involucién, cuyos
rayos correspondientes son conjugados respecto de dicha

(1) Pues, si Au? + Bv*4+2Huv+2Gu -+ Fu + C=0 es la ecua-
cion de una superficie coénica en coordenadas tangenciales radiadas,
Y (22, + ©,¢, v, + 0,7) son las coordenadas de un plano imaginario tan-
gente 4 la superficie, se verifica la condicién

Aoty Fiu,? + B+ 10,2 +2H (4, - iwy) (v, +i0,)
+2G (uy + tuy) + 2F (v, + ivy) + C=0,
la cual se descompone en las
A (ud —uy? + Bl —v2) + 2 H (u, 4, — v, v,)
+2Gu,+2Fv, + C=0,
Awyu,+ Bo,v, + H (44, 3 + v, 04y) + Gogy - Fo, =0,

que manifiestan: la primera, que son conjugados los planos cuyas
coordenadas son (u#, — 2, V; — V) ¥ (#y -+ 2, v, +0,), ¥ la segunda,
" que lo son también los planos cuyas coordenadas homogéneas son
(%, V4, 1) ¥ toty, vy, 0); ¥ estos dos pares de planos dterminan la invo-
lucién que define el plano imaginario antes citado.



— 19 —

conica; 4.%, que cuando un plano real que pasa por el vér-
tice de un cono de segundo orden le corta en una recta
imaginaria, este plano contiene una involucién de rectas
conjugadas respecto del cono; 5.°, que cuando un elemen-
to imaginario est4 en una cénica 6 cono de segundo orden
6 es tangente 4 esta curva 6 superficie, y cuando ese punto
imaginario esta en una cuddrica 6 un plano imaginario es
tangente, el elemento imaginario conjugado con aquél per-
tenece también 6 es tangente 4 dicha curva 6 superficie;
y 6.° que si dos conicas tienen com@n un punto imagina-
rio, también tienen comfin su conjugado, y ambas curvas
tienen comun la involucién de puntos conjugados que defi-
nen aquellos dos imaginarios, y correlativamente.

Estableciendo las condiciones analiticas que expresan
que toda solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales
de coeficientes imaginarios es también solucién de una
ecuacién de segundo grado con tres variables de coeficien-
tes reales, 6, dicho en lenguaje geométrico, cuando una
recta imaginaria estd contenida en una superficie de se-
gundo orden, directriz de un sistema polar real, se deduce
que, si el sistema de aquellas ecuaciones lineales tienen
una solucién real, el discriminente de la ecuacién de se-
gundo grado es negativo 0 nulo, mientras que es positivo
cuando aquel sistema de ecuaciones tiene imaginarias to-
das sus soluciones. Por tanto, las rectas imaginarias con-
tenidas en una superficie cénica G ordinaria de segundo
orden son de primera especie, mientras que las contenidas
en las cuéddricas imaginarias 6 alabeadas son todas de se-
gunda especie. .

- Mé4s atn: la interpretacidn geométrica de las citadas
condiciones conduce & establecer que, cuando una recta
imaginaria de primera especie estd contenida en una cué-
drica, también lo esta su conjugada; y que la involucién
de rectas que define 4 las dos se confunde con la in\%o-~
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lucién de rectas polares, que tiene como base la de'aqué-
lla; y que si una recta imaginaria de segunda especie per-
tenece 4 una cuddrica imaginaria 6 alabeada, toda direc-
triz del sistema en involucién que define dicha recta es
base de una involucién de puntos y de otra de planos con-
jugados comunes 4 este sistema y 4 la citada superficie.

Establecidos asi los conceptos fundamentales acerca de
las relaciones entre los elementos imaginarios y las ecua-
ciones de segundo grado de coeficientes reales, facil es de-
ducir la proposicién geométrica en que se traduce toda
cuestién analitica en la que entren estas ecuaciones y otras
lineales que tengan imaginarios los coeficientes, dando lu-
gar & relaciones entre conicas 6 cuddricas con involuciones
y sistemas en involucién, que se demuestran con sencillez
utilizando las cantidades imaginarias, pero cuya demos-
tracién directa es en muchos casos dificil y en casi todos
laboriosa.

Aclararemos esto con algunos ejemplos. Una recta ima-
ginaria situada en el plano de una cénica sin serle tan-
gente, la corta en un punto real y otro imaginario, 6 en
dos imaginarios no conjugados respecto de la curva; lo
cual, en el lenguaje ordinario, quiere decir que existe
una sola recta del plano de una cénica que contiene una
involucién de puntos conjugados respecto de esta curva,
involucién que es perspectiva con otra dada de rectas cuyo
vértice se encuentra en dicha curva, 6 que existen sélo dos
rectas que son bases de involuciones de puntos conjugados,
respecto de la cénica, perspectivas con un mismo haz de
primer orden en involucién cuyo vértice no esta sobre la
curva. Asimismo se encuentran ficilmente demostradas las
proposiciones siguientes:

1.*  Existe un so6lo punto del plano de una cénica que
es vértice de un haz en involucién de rectas conjugadas
respecto de la curva, perspectivo con una involucién dada
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contenida en una tangente, y cuando la base de esta invo-
lucidén rectilinea no es tangente 4 la cénica, existen dos
puntos que cumplen con las mismas condicicnes;

2. Existe un sélo plano que pasa por el vértice de una
superficie conica de segundo orden y que contiene un haz
en involucién de rectas conjugadas respecto de la superfi-
cie, perspectivo con un haz de planos en involucién dado
cuya arista est4 en la superficie; y cuando esta dltima cir-
cunstancia no se verifica, existen dos planos que cumplen
con aquella condicién, y correlativamente existen una 6
dos rectas de una radiacién que son aristas de haces en
involucién de planos conjugados, respecto de un cono de
segundo orden contenido en dicha radiacién, que son pers-
pectivos con un haz de rectas también en involucién, cuyo
plano es 6 no tangente al cono;

3.> Existe una sola recta 6 dos que son bases de invo-
luciones de puntos 6 de planos conjugados respecto de una
cuadrica y perspectivas con un haz de rectas en involuciéon
dado cuyo vértice estd 6 no en la superficie, 6 cuyo plano
sea 6 no tangente;

4.* Una recta imaginaria de segunda especie puede
ocupar respecto de una cuadrica las posiciones siguien-
tes: estar en la superficie, ser tangente 6 cortarla en dos
puntos imaginarios no conjugados; 6 en otros términos,
un sistema en involucién en el espacio y una cuadrica
puede encontrarse en uno de los siguientes casos: contener
cada directriz del sistema una involucién de puntos conju-
gados comin al mismo y 4 la cuédrica, 6 existir una sola
directriz, 6 dos que cumplan con esta condicién.

De la consideracién de las soluciones comunes a dos
ecuaciones de segundo grado con dos incbgnitas, se dedu-
cen las diferentes posiciones que dos conicas de un plano
6 dos conos de segundo orden con el mismo vértice, pue-
.den ocupar. Asi, concretandonos 4 las curvas, pues lo



mismo puede repetirse en los conos, podemos afirmar que
pueden tener comunes: cuatro puntos y cuatro tangentes;
tres puntos y tres tangentes, siendo tangentes entre si las
dos curvas en uno de estos puntos; dos puntos y dos tan-
gentes, siendo tangentes en cada uno de ellos; dos puntos
y dos tangentes, teniendo un contacto de segundo orden
en uno de ellos, 6 un solo punto y la tangente que le co-
rresponde, siendo osculatrices en él.

Cuando las dos cénicas tienen cuatro puntos imaginarios
6 cuatro tangentes imaginarias comunes, estos elementos
son conjugados, y, por tanto, las dos curvas tienen co-
munes dos involuciones de puntos conjugados en el primer
caso y dos involuciones de rectas conjugadas en el segun-
do, y en los dos existe un tridngulo fnico real autopolar
respecto de las dos curvas, siendo reales 6 imaginarios 4 la
vez los cuatro puntos y las cuatro tangentes cuando un
vértice de este tridngulo es interior 4 las dos curvas, y en
caso contrario, son reales los puntos é imaginarias las tan-
gentes, 6 reales éstas ¢ imaginarias aquéllas.

Cuando las dos cénicas tienen comunes dos puntos rea-
les y dos imaginarias y, por consiguiente, dos tangentes
reales y dos imaginarias, las dos curvas tienen comunes
dos involuciones de puntos y otras dos de rectas conjuga-
das, una con elementos dobles y la otra sin ellos; y como
el cuadrivértice inscrito comin y el cuadrilitero circuns-
crito también comin tiene dos vértices 6 dos lados reales
y los otros dos imaginarios conjugados, el tridngulo forma-
do por sus elementos diagonales, el cual tiene un vértice y
el lado opuesto reales y los otros dos vértices y lados ima-
ginarios, es autopolar respecto de ambas curvas; es decir,
que existe un solo punto real y una sola recta real, que son
polares entre si respecto de dichas curvas. .

Si las dos conicas se tocan en un punto y se cortan en
otros dos imaginarios conjugados, tienen comin una sola
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involucién de puntos conjugados y otra de rectas conjuga-
das; y cuando las dos conicas tienen un doble contacto
imaginario, tienen comdn una serie rectilinea y el haz de
sus polares, siendo también polares entre si las bases de
las dos figuras.

ITI

La consideracién de los elementos imaginarios permite
ampliar el concepto de las figuras geométricas, ya consi-
derando como formando parte de ellas, no sdlo sus ele-
‘mentos reales, sino también los imaginarios, ya suponien-
do que la base respectiva sea imaginaria.

Una figura cualquiera de base real es, segin esto, el
conjunto de todos sus elementos reales y de todas las in-
voluciones elipticas determinadas por ellos.

Una serie de puntos situados en una recta imaginaria de
primera especie se compone de un punto real, el vértice
del haz de rectas en involucién que la define y de todas
las involuciones elipticas rectilineas perspectivas con aquel
haz, tomadas en el mismo sentido que él; un haz de planos.
cuya arista es una recta imaginaria de primera especie se
compone de un plano real, el que contiene el haz de rectas
en involuciéon que le define y de todos los haces en invo-
lucibén sin planos dobles perspectivos con aquél, tomados
en nu mismo sentido; una serie de puntos 6 un haz de
planos cuya base es una recta imaginaria de segunda es-
pecie es el conjunto de todas las involuciones de primer
orden de puntos 6 de planos conjugados contenidas en un
sistema en involucién en el espacio sin puntos ni planos
“dobles, tomadas en un mismo sentido; un haz de rectas de
" plano real y vértice imaginario tiene un rayo real, la base
de la serie en involucién que define dicho vértice, y todos
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los demds son imaginarios de primera especie, y, por
tanto, se compone de aquella recta real y de todos los ha-
ces de rectas en involucién obtenidos proyectando dicha
serie rectilinea tomada en un sentido desde los diferentes
puntos del plano exteriores 4 su base; un haz de rectas de
vértice real y plano imaginario se compone de la recta
real, arista del haz de planos en involucién que define el
plano, y de todos los haces de rectas en involucibn, seccio-
nes de aquel haz de planos por todos los que pasan por
dicho vértice sin contener 4 aquella recta real; y un haz
de rectas de vértice imaginario y plano imaginario tiene
todos sus rayos imaginarios de segunda especie 6 una infi-
nidad de rayos de primera especie y otra infinidad de se-
gunda especie, segin que la base de la serie rectilinea en
involucién que define el vértice y la arista del haz de pla-
nos en involucién que define el plano del haz de rectas se
confundan 6 se crucen, componiéndose, en el primer caso,
de todos los sistemas en involucidén en el espacio que con-
tienen ambas involuciones, y en el segundo, de todos los
haces de rectas en involucién perspectivos de dichas dos
involuciones y de todos los sistemas en involucién que las
contienen.’

Una figura plana de plano imaginario contiene: una se-
rie rectilinea de base real situada en la arista del haz de
planos en involucién que define aquel plano; todos los pun-
tos imaginarios definidos por las involuciones elipticas con-
tenidas en dicha arista, y los definidos por las involuciones
perspectivas con aquel haz, tomadas en el mismo sentido
que €l; las rectas imaginarias de primera especie definidas
por los haces de rectas en involucién perspectivos en dicho
haz de planos, y todas las rectas imaginarias de segunda
especie definidas por todos los sistemas en involucién en el
espacio que contienen al mismo haz de planos antes citado.

Finalmente, una radiacién de vértice imaginario se com-
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pone: de todos los planos reales que pasan por la base de
la serie rectilinea en involucién que define dicho punto; de
esta misma base, Unica recta real contenida en la radia-
cién; de los planos imaginarios definidos por todas las in-
voluciones elipticas de planos cuya arista comtn es dicha:
base, y de todos los definidos por las involuciones perspec-
tivas con la rectilinea que define el vértice, tomadas en el
mismo sentido que ésta; de todas las rectas imaginarias:
de primera especie definidas por los haces de rectas en in-
volucidon que proyectan aquella involucién rectilinea desde
todos los demés puntos reales del espacio, y de todas las
rectas imaginarias de segunda especie definidas por los sis-
temas eninvolucidn en el espacio que contienen lacitada in-
volucidn rectilinea, tomados en el mismo sentido que ésta.

El concepto de figura simple, 6 sea, de la constituida por
cuatro elementos de una figura fundamental, se generali-
za asimismo, y como el estudio de una figura fundamental
cualquiera puede reducirse al de otra perspectiva con ella
de base real, pueden también generalizarse los sistemas de
abscisas, y el concepto de valor de una figura simple, 6 sea
de razbdn doble 6 anarmoénica, diciendo que es el cociente
de las razones de las diferencias entre las abscisas de los
dos primeros elementos y las de los otros dos, valor que
esta, por tanto, enlazado con la abscisa de uno cualquiera
de los cuatro elementos mediante una ecuacibén bilineal, y,
por consiguiente, un elemento de una figura simple queda
determinado cuando se conoce el valor de esta figura y los
otros tres elementos.

Ahora bien, si consideramos tres elementos de una figu-
ra fundamental cualquiera, y obtenemos las razones dobles
de las figuras simples constituidas por dichos elementos y
cada uno de los demés, habrd razones dobles imaginarias
siendo positiva la parte imaginaria, razones dobles imagi-
narias con su parte imaginaria negativa y razones dobles
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reales. De aqui que, con relacién 4 tres elementos de una
figura fundamental, todos los demés estén distribuidos en
dos campos, uno compuesto de todos los elementos cuya
abscisa, en el sistema definido por aquellos tres, es imagi-
naria con su parte imaginaria positiva, y el otro constituido
por todos los elementos de abscisa imaginaria, siendo ne-
gativa la parte imaginaria respectiva. El limite de separa-
cién de ambos campos estd constituido por los elementos
cuyas abscisas son reales, los cuales tienen entre si un en-
lace analogo al que poseen los elementos reales de una se-
rie de puntos, de un haz de rectas 6 de un haz de planos
de primer orden de base real, y presentan la misma conti-
nuidad que éstos, y por esta razdn diremos con Staudt que
dichos elementos constituyen una cadena.

Y como los signos més y menos representan en el terre-
no geométrico los dos sentidos opuestos contenidos en una
figura fundamental cualquiera, podemos decir que, cuando,
se refieren los elementos de una de estas figuras 4 tres de
ellos, los contenidos en uno mismo de los dos campos es-
tdn en un mismo sentido respecto de aquellas tres, sentido.
que es contrario del correspondiente 4 los elementos del
otro campo. Los elementos de la cadena que separa los
dos campos, no estin en ninguno de dichos sentidos respec-
to de los tres elementos de referencia, y se dice que son
neutrales. De aqui que pueda definirse una cadena como
el conjunto de todos los elementos de una figura funda-
mental que son neutrales con relacién 4 tres de ellos, defi-
nicién dada por Staudt, en la que fundamenta su bella
teorfa acerca de las cadenas y de los sentidos, teoria que

sirve de base 4 la generalizacién de la relaciéon proyectiva
entre dos figuras (1).

(1) Beitvige zuv Geometvie dev Lage. - Zweites Heft.—§ 15.— pa-
gina 137 4 142, S :
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Siendo el coeficiente de la parte imaginaria de la razén
doble de una figura simple cualquiera, el cociente de dos
funciones de segundo grado de la parte real y del coeficien-
te de la parte imaginaria de la abscisa del cuarto elemen-
to (1), y siendo el divisor esencialmente positivo, por ser
la suma de dos cuadrados, el signo del cociente es el de la
funcidn dividendo, la cual carece del término rectangulary
tiene los coeficientes de los cuadrados de las variables igua-
les al determinante formado por la unidad, los coeficientes
de las partes imaginarias y las partes reales de las absci-
sas de los tres primeros elementos de la figura simple. De
donde se deduce que, segin que esta funcibén sea positiva,
negativa 6 nula, asi el cuarto elemento de dicha figura
simple estd en uno de los dos campos separados por la
cadena definida por los tres primeros elementos, en el otro

(1) Sia;+By7, a5+ 847, 25+ B2 y ¥+ 7y son las abscisas de los cua-
tro elementos de una figura simple, su razén doble es
y— oy Byt —ay —Byd . %y + By — oy —fy7 ,
a4+ —x—yi @+ Byl —x —yi

06 sea,

7% (@ —ay) (@' —x) — (B; —By) By —y) + [(og — 23) By —v) + (B, — )(’/2"‘35)]5;
(@2 — &) (o) — ) — (3, — B By _J’l+ (2 — @} By —2) + Bo— B3) (y—x))E

y designando, P, B, Q y S las partes reales de los términos de este
quebrado y los coeficientes de 7, se tiene
— P+Qi PR+QS+(QR-—-PS)
R+ Sé R+ 52

Mas por ser el denominador R? 4 S? esencialmente positivo, el
signo de la parte imaginaria es el del polinomio

¢ (6 =QR—-PS=Ax*+ Ay*+ Gx + Fy +C,
siendo los coeficientes 4, &, F'y C funciones de a,, 8,,%,,8,, 25 y B5, ¥

By oy 1
A=i 8, a, 1

S |
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6 en esta cadena; 6, en otros términos: el citado cuarto ele-
mento esti con relacidn 4 los otros tres en un sentido, en
el contrario 6 es neutral; y puesto que el signo de esta fun-
cidn caracteriza el sentido 4 que pertenece el elemento co-
rrespondiente respecto de otros tres, la designaremos, para
abreviar, con el nombre de caracteristica. Todos los elemen-
tos pertenecientes 4 una cadena tienen nula su caracteristi-
ca respectiva, y, por tanto, la ecuacién obtenida igualando
4 cero dicha caracteristica, puede considerarse como repre-
sentante de la cadena. Y como esta ecuacion es de segun-
do grado y se reduce 4 una de primer grado sélo cuando
es nulo el coeficiente comdn de los cuadrados de las varia-
bles, he aqui que se dividan las cadenas contenidas en una
figura fundamental en cadenas lineales y de segundo orden.

Cuando las caracteristicas de los cuatro elementos de
dos figuras simples tienen el mismo signo, las dos figuras
se dice que son de la misma especie. Por tanto, una figura
simple y la que se obtiene permutando dos elementos y
también los otros dos, son de la misma especie, mientras
que cambia la especie de una figura simple cuando se per-
mutan los dos primeros ¢ los dos Gltimos elementos, y tam-
bién cuando se substituyen los elementos por sus conju-
gados.

Las figuras simples neutrales gozan de las mismas pro-
piedades que las constituidas por elementos reales, y, por
tanto, cuando la razén doble de una figura simple es la uni-
dad negativa, dos unidades 6 media unidad, la figura debe
llamarse armoénica.

Como los elementos reales se prestan con mas claridad
y sencillez 4 la consideracién de nuestra inteligencia, es
indudable que la manera més clara y sencilla de distinguir
entre si los diversos elementos constitutivos de una figura
fundamental, de relacionarlos y de abarcar su conjunto,
consiste en establecer una representacion real de estos ele-
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mentos, es decir, buscar elementos reales tan intimamente
ligados 4 aquéllos, que el conocimiento de unos entrafie el
de los otros. Y esto se consigue, evidentemente, observan-
do que la parte real y el coeficiente de la parte imaginaria
de la abscisa de un elemento perteneciente 4 una serie 6 4
un haz, ya sea de rectas ¢ de planos, puede considerarse
como coordenadas binarias de un elemento de una figura
de segunda categoria; y, por tanto, que pueden establecer-
se representaciones reales planas y radiadas de las figuras
fundamentales, representaciones que serdn tan diversas
como diversos son los sistemas de coordenadas binarias
que pueden considerarse en una figura de segunda catego-
ria, y que permiten estudiar é investigar propiedades y re-
laciones entrelos elementos que integran aquellas primeras
figuras por medio de los que componen las segundas.

Si nos concretamos 4 las representaciones planas, pue-
den ser puntuales 6 tangenciales, segiin que el sistema de
coordenadas adoptado para representar los elementos de la
figura plana sea puntual 6 tangencial. Y si para concretar
més tomamos una representacién puntual, resulta que,
dada una figura fundamental cualquiera, existe siempre en
un plano cualquiera otra figura real relacionada con aqué-
lla de tal modo que, 4 cada elemento de la primera, ya
sea 6 no real, corresponde un punto real de la segunda; 4
los elementos de aquélla cuya abscisa es real, correspon--

~den los situados en uno de los ejes coordenados; 4 los que
tienen su abscisa imaginaria pura, corresponden los situa-
dos en el otro eje de referencia; y 4 los demés que tienen
su abscisa compleja, corresponden los puntos del plano de
representacién no situados en ninguno de los ejes coorde-
nados. A los elementos de una cadena corresponde una
recta 6 una cénica, segin que la cadena sea lineal 6 de se-
gundo orden, recta 6 cénica cuya ecuacidn se obtiene igua-
lando 4 cero la funcién caracteristica de los elementos de
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dicha cadena. Y como la forma de esta ecuacién indica.
que todas las cénicas representantes de las diversas cade-
nas determinan en la recta limite del sistema de coordena-
das adoptado unos mismos puntos imaginarios conjugados,
se deduce que todas las cadenas constituidas por los ele-
mentos de una figura fundamental tienen como correspon-
dientes las conicas de un complejo de segunda especie,
cuyo eje es la citada recta limite. '

Pero una coénica perteneciente 4 un complejo, queda de-
terminada por tres de sus puntos, dos puntos determinan
un haz de coénicas del complejo, y todas las cénicas del
complejo que pasan por un punto forman una red de se-
gunda especie, cuyo eje es el mismo del complejo; luego
pueden establecerse las proposiciones siguientes:

Tres elementos cualesquiera de una figura fundamental
determinan una cadena; por dos elementos pasan una in--
finidad de cadenas, cuyo conjunto simplemente indefinido
se denomina haz de cadenas, y todas las cadenas que tie-
nen un sélo elemento comin constituyen un sistema doble-
mente indefinido que debe llamarse red de cadenas.

Hemos visto que un elemento de una figura fundamen-
tal pertenece 4 uno 1 otro de los dos campos en que queda
dividida por una cadena contenida en ella, segin que sea
positiva 6 negativa su caracteristica, es decir, segin que
la parte real y la imaginaria de su abscisa respectiva haga
positivo 6 negativo al primer miembro de la ecuacién que
represente la cénica correspondiente & dicha cadena.
Luego aquellos dos campos tienen como correspondientes
en el plano de representacién, las dos porciones de este
plano separadas por dicha cénica, De aqui que cuando dos
elementos pertenecen 4 un mismo campo, se diga que estin
4 un mismo lado de la cadena que lo limita, y que estdn 4
distintos lados de esta cadena, 6 que estdn separados por
ella cuando dichos elementos pertenecen 4 campos distintos.



Cuando la cadena es lineal, los campos separados por
ella corresponden a los dos 4ngulos completos en que que-
da dividido el plano de representacién por la recta corres-
pondiente con dicha cadena y la recta limite.

Como dos puntos de una cénica la dividen en dos por-
ciones separadas, de aqui que dos elementos de una figura
de primera categoria dividan 4 cada una de las cadenas
que los contienen en dos porciones, que deben llamarse
segmentos rectilineos cuando la figura que se considera es
una serie rectilinea, y angulos rectilineos 6 diedros cuan-
do nos referimos 4 un haz de rectas 6 de planos.

Conclayese de esto la siguiente proposicién, que parece
paraddgica: dos puntos de una serie rectilinea son extremos
de un nimero indefinido de segmentos, y dos rayos de un
haz de rectas 6 de planos limitan asimismo una infinidad
de 4ngulos rectilineos 6 diedros, siendo preciso para deter-
minar uno de estos segmentos 6 dngulos, fijar la cadena 4
que ha de referirse, 6 un elemento contenido en el mismo.

Siendo elipses, todas las cdnicas representantes de las
cadenas contenidas en una figura fundamental, en una re-
presentacibén cartesiana, puesto que todas ellas determinan
en la recta del infinito del plano de representacién unos
mismos puntos imaginarios, se deduce que cuando dos de
estos curvas se corten en dos puntos, éstas dividen 4 cada
una de ellas en dos porciones separadas por la otra; por
tanto, cuando dos cadenas tienen dos elementos comunes,
¢éstos dividen 4 cada una de ellas en dos porciones sepa-
radas por la otra.

En fin; toda propiedad relativa 4 rectas, conicas, haces
"de rectas 6 de cbnicas, redes y complejos de lineas de se-
gundo orden, da lugar 4 otra relativa 4 cadenas lineales 6
de segundo orden, haces, redes y complejos de cadenas.

Si para la representacién plana de los elementos de una
figura fundamental se emplean coordenadas cartesianas
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rectangulares, las cénicas representantes de las cadenas
curvilineas son circunferencias, y, por tanto, todas las
propiedades de las cadenas se pueden deducir de las rela-
tivas 4 las rectas y circunferencias de un plano.

Para formarse idea del conjunto de las cadenas conteni-
das en una figura de primera categoria, y aun para estudiar
las relaciones que las enlazan y las propiedades que po-
seen, puede establecerse una representacién puntual 6 tan-
gencial de las mismas, y, por consiguiente, de las cénicas
correspondientes de una cualquiera de las representaciones
planas de la figura respectiva. Efectivamente, todas las c6-
nicas pertenecientes 4 un complejo vienen representadas
por ecuaciones en las que entran sblo tres coeficientes ar-
bitrarios; y si estos coeficientes se consideran como coor-
denadas ternarias de un punto 6 .de un plano en el espacio,
se obtiene asi una figura de tercera categoria relacionada
con el complejo de tal modo, que 4 cada conica de éste
corresponde un punto 6 un plano de aquélla; 4 cada haz de
cbnicas corresponde una serie rectilinea 6 un haz de pla-
nos, y 4 toda red de cénicas corresponde una figura plana:
6 radiada. Por tanto, cada propiedad de una figura en el
espacio da lugar 4 otra relativa 4 las cbnicas pertenecien-
tes 4 un complejo y otra correspondiente de las cadenas
contenidas en una serie rectilinea 6 en un haz de rectas 6
de planos, tomados en el sentido més amplio y general.

Quiza la representacioén real mas natural de los elemen-
tos constitutivos de una figura fundamental sea aquella en
la que se toma como representante de cada uno de ellos el
elemento real que contiene la involucién que le sirve de
base. Asf, una serie de puntos 6 un haz de planos cuya’
base respectiva es una recta imaginaria de segunda espe-
cie, viene representada por la congruencia lineal constitui-
da por todas las directrices de un sistema en involucidn en
el espacio; y, por tanto, de las propiedades de estas figu-
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ras pueden deducirse las de todas las figuras fundamenta-
les, toda vez que, bien sea por proyeccion, bien por sec-
cién, puede substituirse una figura fundamental por una
serie de puntos 6 por un haz de planos cuya base sea una
recta imaginaria de segunda especie. En esta representa-
cién 4 toda cadena corresponde un haz alabeado de segun-
do orden, y 4 los dos campos separados por la cadena co-
rresponden los dos sistemas en que quedan divididas las
rectas de aquella congruencia por dicho haz.

Los rayos de un haz de rectas de vértice imaginario y
plano real, son uno real, base de la involucién que define
el vértice, y los demés imaginarios, correspondiendo uno 4
cada uno de los puntos reales del plano. Y si buscamos la
relacién que enlaza las coordenadas cartesianas del punto
real de cada uno de los rayos pertenecientes 4 la cadena
que determinan tres cualesquiera, vemos que dichas coorde-
nadas verifican una ecuacion lineal 6 una de segundo grado
sin término rectangulo y con iguales coeficientes enlos tér-
minos que dependen de los cuadrados de las variables, es
decir, que los citados puntos reales estdn en una recta 6 en
una cdnica, que es circunferencia en el caso de ser perpen-
diculares los ejes coordenados. Més aln: siempre puede
reducirse el estudio de una figura fundamental cualquiera
al de una serie rectilinea de base real, y ésta 4 la del haz
que la proyecta desde uno de los puntos del infinito defini-
dos por las direcciones de los ejes coordenados cartesianos
como conjugadas y por las direcciones de las bisectrices
de los 4ngulos formados por estos ejes, 6 sea desde uno de
los puntos normales 6 circulares del plano en el caso de
ser rectangulares las coordenadas empleadas. Pero, enton-
ces, tomando la base real de aquélla serie como eje de
-abscisas, se deduce que las coordenadas del punto real del
rayo proyectante de un punto cualquiera de una serie, son
la parte real y la imaginaria de su abscisa respectiva,

3
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con lo cual aparece de nuevo la representacion plana reat
de los elementos de una figura fundamental obtenida  an-
teriormente, y las usuales representaciones del imagina-
rismo.

Resulta, pues, que la representacién involutiva de las
cantidades imaginarias, no sélo es la que responde mejor
4 las condiciones del problema, sino que de ella se deriva
la representacién plana puntual, y, por consiguiente, la
vectorial 6 mé’dulo-aArgumental' en suma, todas las demas
representaciénes; ya sean planas 6 radladas, puntuales o

tangenciales.

Iv

Generalizado el concepto de figura geométrica me-
diante la consideracién de los elementos imaginarios, no
és dificil generalizar también las relaciones entre dos figu-
ras. Y empezando por el caso més sencillo, § sea por el
caso en que las relaciones analiticas que enlazan las coor-
denadas de dos elementos homblogos, son de tal natu-
raleza que hacen que las coordenadds de uno de ellos
sean funciones lineales de las del otro, es decir, cuando las
dos figuras son proyectivas, observemos que, siendo rea-
les los coeficientes que entran en dichas relaciones, se co-
rresponden no sélo las soluciones reales, sino también las
imaginarias; es decir, que hay correspondencia univoca
entre los elementos reales de dichas figuras y también en-
tre los imaginarios, presentandose la particularidad de que
si son homoblogos dos elementos imaginarios, también lo
son sus conjugados. En esta relacién, llamada por esta cir-
cunstancia relacién real-proyectiva, Ias ecuaciones que ex-
presan que son homdlogos dos elementos imaginarios, ex-
presan también que los élementos conjugados de aquéllos
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se corresponden, y, por tanto, el conocimiento de dos ele-
mentos imaginarios homdlogos supone, en realidad, el de
otro par de elementos también homélogos, por lo cual es-
tos dos pares de elementos reemplazan 4 dos pares de ele-
mentos homologos reales.

Asi, la relacién real-preyectiva entre dos figuras funda-
mentales queda determinada por una pareja de elementos
homélogos reales y otra de elementos homoblogos imagina-
tios, siendo digno de notar que si estos Gltimos son conju-
gados entre si, las dos figuras constituyen una involucién
con elementos dobles reales (1).

Del mismo modo puede sentarse: 1.°, que la relacién ho-
mogréafica 6 correlativa entre dos figuras de segunda cate-
goria, queda determinada por dos parejas de elementos
reales homologos y una pareja de elementos imaginarios, 6
por dos parejas de éstos, v 2.°, que asimismo queda deter-
minada la relacién real-proyectiva entre dos figuras en el
espacio por tres pares de elementos homdlogos, reales y un
par de elementos imaginarios, también homélogos, 6 por
dos pares de estos Gltimos y uno de los primeros. Y como
en las ecuaciones de coeficientes reales, las soluciones

(1) Enefecto;sia +8Y—1 ya—pBVY—1 son las abscisas de dichos
elementos, han de verificar la ecuacién bilineal

Axx'+ Bx + Cx' + D=0,
y deben, por tanto, verificarse las relaciones
A@+)+(B+Cat D=0,
B —CB=0;

de las cuales, la segunda prueba que son iguales los coeficientes
By C, vy, por tanto, que las dos figuras estdn en involucién, y de la
primera se deduce la

B — AD= (At Bp + 42,

que manifiesta que en esta involucién son reales los elementos
dobles. '
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imaginarias vienen siempre 4 pares, los elementos dobles
de dos figuras relacionadas real-proyectivamente, vienen
siempre por parejas cuando son imaginarios.

Siendo bilineal la ecuacién que enlaza las abscisas de
los elementos hombélogos de dos figuras de primera catego-
ria relacionadas real-proyectivamente, los valores de las
figuras simples homologas, es decir, las razones dobles co-
rrespondientes son iguales entre si, ya sean 6 no reales los
elementos constitutivos de dichas figuras simples, y, por
tanto, estas figuras son, en cuanto al sentido, de la misma
especie, y, por consiguiente, si una es neutral, también lo
es la otra; 4 una cadena en la primera corresponde otra
cadena en la segunda, y la cadena constituida por los ele-
mentos reales se corresponde consigo misma, 4, si se quie-
re, es doble, si bien sblo puede tener dobles dos elementos.

Cuando los elementos homoélogos se corresponden do-
blemente €n dos figuras relacionadas real-proyectivamente
aparecen los sistemas en involucidn, ya sean homograficas
6 correlativas dichas figuras, y en el Gltimo caso, el siste-
ma es polar, y goza de todas las propiedades caracteristi-
cas de estos sistemas, tanto en lo relativo 4 los elementos
reales como 4 los imaginarios. En particular, los puntos
dobles constituyen una cénica 6 una cuadrica, que puede
'ser real 6 imaginaria, pero representada siempre por una
ecuacién de segundo grado de coeficientes reales.

En el caso en que todas las soluciones de una ecuacién
de segundo grado, con dos 6 tres variables, son imagi-
narias, se dice que es imaginaria la conica 6 cuddrica
que representa, expresién que tiene ahora un sentido claro -
y preciso, puesto que no quiere decir otra cosa sino que,
en el sistema polar de donde ha provenido dicha ecuacibn,
todas las involuciones de elementos conjugados contenidas
en él tienen imaginarios sus elementos dobles, y como los
puntos del plano del infinito contenidos en dicha curva 6
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superficie son imaginarios, de aqui que las conicas imagi-
narias se consideren incluidas en el grupo de las elipses y
las cuadricas imaginarias en el de los elipsoides, y las ge-
neratrices rectilineas que una cualquiera de estas cuédricas
contiene son rectas imaginarias de segunda especie.

Asi como de una ecuacién de segundo grado con una
incognita se deduce una ecuacién bilineal simétrica, re-

“presentante de una involucién cuyos elementos dobles tie-

nen por abscisas las raices de la primera ecuacibén, asi
una ecuacién de segundo grado, con dos 6 tres variables,
da lugar 4 un sistema de dos 6 tres ecuaciones bilineales,
cuyo modulo es simétrico, y que representa, por tanto, un
sistema polar plano, radiado 6 en el espacio. Con lo cual
‘puede establecerse un concepto de elipse 0 de elipsoide
imaginario, analogo al establecido respecto de los elemen-
tos imaginarios, diciendo que una cédnica 6 cuadrica ima-
ginaria no es otra cosa que la directriz de un sistema po-
lar plano, radiado 6 en el espacio, con lo cual todas las
propiedades relativas 4 las cénicas 6 cuédricas imaginarias
daran lugar 4 otras relativas 4 sistemas polares en que in-
tervienen elementos reales ¢ involuciones de primer orden;
teniendo presente que, 4 una involucidn eliptica de puntos
conjugados en uno de estos sistemas polares, corresponde
otra involucion eliptica de rectas 6 de planos conjugados
con aquélla, y que 4 un sentido determinado en la primera
corresponde otro sentido en la segunda, que no otra cosa
quiere decir que es imaginario un punto, un plano 6 una
recta doble.

Para establecer la relacién proyectiva en su aspecto mas
general, es decir, suponiendo que los elementos constituti-
vos de las dos figuras que se relacionan sean reales 6
imaginarios todos ellos ¢ algunos, y que se consideran
como homélogos dos elementos cualesquiera, ya sean los
dos reales ¢ los dos imaginarios, ¢ uno real y otro imagi-
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nario, basta suponer que las ecuaciones bilineales que en-
lazan las coordenadas de dos elementos homélogos cuales-
quiera no tienen reales todos sus coeficientes.

Todas las propiedades de estas ecuaciones que sean in-
dependientes de la naturaleza de los coeficientes, tendra
como correspondiente en la Geometria otra relativa 4 figu-
ras proyectivas en su concepto mas general. Asi, los ele-
mentos dobles son uno 6 dos en las figuras de primera ca-
tegoria; en las figuras de segunda categoria no pueden
existir un cuadrivértice ni un cuadriladtero plano completo
doble, si se trata de figuras planas; ni un cuadriarista ni
tetraedro radiado completo doble en las radiaciones; y en
las figuras proyectivas en el espacio no puede existir un
quinquevértice ni un pentaedro completo que sea doble.

El ntmero de parejas de elementos homblogos necesario
y suficiente para determinar la, relacién proyectiva entre
dos figuras cualesquiera, es el mismo que en el caso de la
relacion real-proyectiva, y las razones dobles de las figuras
simples homoélogas son iguales entre si, y, por tanto, estas
figuras simples son de la misma especie en cuanto al
sentido. _

Y aqui parece llegado el momento de poner de mani-
fiesto lo erréneo de la proposicion admitida por muchos, en
la que se afirma que la correspondencia univoca entre los
elementos de dos figuras cualesquiera de la misma catego-
ria basta para determinar la relacién proyectiva entre ellas.
Pues si relacionamos, por ejemplo, dos series cuyas bases
sean dos rectas imaginarias de segunda especie, conjuga-.
das entre si, de modo que 4 todo punto de una de ellas co-
rresponde su conjugado en la otra, la correspondencia en-
tre los elementos de las dos series es univoca; mas atn: &
toda figura armonica de la una corresponde otra figura ar-
monica en la otra, y 4 toda cadena de la primera corres-.
ponde en la segunda otra _cadena; pero las das series ng,
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pueden ser proyectivas, porque las razones dobles de las
figuras simples homélogas no son iguales, puesto que en
cuanto al sentido son de especie diferente. Més aln: si re-
lacionamos dos series contenidas en una recta real, de
‘modo que 4 todo punto de una de ellas corresponda su
conjugado, la correspondencia entre los puntos de ambas
series es univoca, y, como en el caso anterior, se corres-
ponden las cadenas y las figuras armoénicas; pero tampoco
son proyectivas estas series, por no ser iguales las razones
dobles de todas las figuras simples homélogas; y la verdad
de esta afirmacién se pone mdés en evidencia observando
que todo punto real se corresponde consigo mismo, y, por
tanto, que las dos figuras tienen dobles todos los elemen-
tos de una cadena, cosa absurda 4 todas luces en dos figu-
ras proyectivas.

Idénticas consideraciones pueden hacerse respecto de
dos figuras de segunda categoria, cuyas bases sean elemen-
tos imaginarios conjugados, y también cuando.se relacio-
nan dos figuras en el espacio de tal modo que & todo ele-
mento de una de ellas corresponda su conjugado, sblo que,
en este caso, son dobles todos los elementos reales del
espacio. 4

Si suponemos que no son reales todos los coeﬁc1entes
de las ecuaciones bilineales que enlazan las coordenadas
de los elementos homoblogos de dos figuras correlativas de
la misma base y que el mddulo de la transformacién es si-
métrico, dichas figuras constituyen un sistema polar en el
concepto mas amplio, en el cual se corresponden doble-
mente los elementos homélogos, sistema que tiene idénti-
‘cas propiedades que los polares reales, y cuyas directrices
son imaginarias. Pero estas cénicas y cuadricas imagina-
rias son de indole bien distinta de las hasta ahora conside-
radas, 6 sea de las que proceden de los sistemas polares
reales, pueéto que las ecuaciones que las representan, si
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bien son cuadraticas como las de estas altimas, no tienen
reales todos sus coeficientes. ;

Toda recta del plano de una conica directriz de un sis-
tema polar general, es tangente 4 esta curva 6 tiene con .
ella dos pnntos comunes; y los puntos reales que pueden
contener dicha cénica pueden ser cuatro, tres, dos 6 uno
sblo, segin sea la posicién relativa que ocupen las dos cb-
nicas reales que representan las ecuaciones obtenidas igua-
lando 4 cero la parte real, y el coeficiente de la parte ima-
ginaria del primer miembro de la ecuacién que representa
la citada coénica.

Una cosa andloga puede repetirse para las superficies
conicas directrices de los sistemas polares radiados gene-
rales; y, respecto de una cuadrica directriz de un sistema
polar en el espacio, una recta estd en ella, es tangente 6
la corta en dos puntos; un plano la corta en dos rectas, 6
segin una curva de segundo orden; un punto esta en ella
6 es vértice de un cono circunscrito de segundo orden de
la misma, y los puntos reales que dicha cuédrica puede
contener son los comunes 4 las dos cuddricas reales, repre-
sentadas por las ecuaciones obtenidas, igualando 4 cero
los dos polinomios reales de segundo grado que constitu-
yen la parte real, y el coeficiente de la parte imaginaria
del primer miembro de la ecuacién que representa la pri-
mera superficie. ‘

La forma compleja de las ecuaciones que representan
las conicas y las cuédricas, tomadas en el sentido més
general, es la misma que la que tienen las ecuaciones que
representan los puntos, rectas y planos imaginarios, lo
cual permite establecer el concepto geométrico de estas
figuras por un procedimiento andlogo al seguido para ex-
plicar el concepto de los elementos de primer orden.

Efectivamente, toda ecuacién de segundo grado, de
coeficientes complejos, representa una linea 6 superficie
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doble de un haz 6 de una serie de cénicas 6 de cuédri-
cas en involucién; y, por tanto, una coénica 6 cuédrica.
imaginaria, puede considerarse como un sistema simple
de cébnicas 6 cuédricas en involucién, unido 4 un sentido
en el mismo; pudiéndose determinar éste en una involu-
ci6n de primer orden, 6 en una figura elemental proyec-
tiva con aquélla. De otro modo, como la ecuacién que
representa un sistema simple de coOnicas 6 de cuadricas,
depende de un pardmetro variable, cuyos diferentes valo-
res determinan las diferentes lineas 6 superficies que
constituyen el sistema, estos valores pueden considerarse
~como las abscisas de las lineas 6 superficies correspon-
dientes en dicho sistema; con lo cual aparece patente la
analogia de los mismos con las figuras de primer orden, y,
por tanto, pueden definirse las cénicas y las cuadricas
imaginarias como acabamos de hacerlo, es decir, por una
involucién unida 4 un sentido.

Generalizado el concepto de cdnica y de cuadrica, se
generalizan también los de los sistemas formados por ellas,
y, en particular, los de haces, series, redes y complejos de
cbnicas, y asimismo los de haces, series, redes y comple-
jos de cuadricas. \

En efecto, puesto que la ecuacién de una red depende
s6lo de dos parametros arbitrarios, cuyos valores deter-
minan cada una de las lineas 6 superficies que la consti-
tuyen, estos pardmetros pueden considerarse como las
coordenadas de cada una de dichas cénicas 6 cuédricas
en la red; conicas 6 cuédricas que son reales cuando son
reales sus coordenadas respectivas, ¢ imaginarias en los
demas casos. La analogia de las redes con las figuras de
segunda categoria aparece asi con una claridad evidente,
y, por tanto, todo cuanto de estas figuras se establezca,
da lugar 4 proposiciones referentes 4 dichas redes, susti-
tuyendo los elementos de aquellas figuras por coénicas ¢
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cuddricas y las figuras de primera categoria de las prime-
ras por sistemas simples de las segundas.

Esta analogia se manifiesta atin mas observando que si,
por ejemplo, en una red de conicas se consideran las po-
lares de un punto respecto de cada una de estas lineas, se
obtiene una figura plana, y que todas las figuras planas
derivadas asf de la red son proyectivas entre sf; con lo cual
se generaliza el concepto de relacién proyectiva, conside-
rando como tales dos redes 6 una red y una figura plana 6
radiada, cuando son proyectivas dos figuras de segunda
categorfa derivadas de las dos redes, 6 una figura de se-
gunda categoria derivada de la red y dicha figura plana 6
radiada; es decir, que deben considerarse como proyee-
tivas dos redes 6 una red y una figura plana 6 radiada
cuando las coordenadas de los elementos homdlogos de las
dos figuras estan relacionadas por dos ecuaciones bilinea-
les, cuyos coeficientes pueden ser reales 6 no, dando asf
lugar 4 la relacidn proyectiva, ya siendo real-proyectiva, ya
en su concepto mas general.

Del mismo modo se generaliza el concepto de complejo
de conicas y de cuadricas, se patentiza la analogia de es-
tas figuras con las figuras en el espacio y se extiende el
concepto de relacion proyectiva entre dos complejos y en-
tre uno de éstos y las figuras de tercera categoria; y tam-
bién los sistemas de orden superior de cuéadricas se rela-
cionan con las congruencias y con los complejos lineales,
pudiéndose por este medio estudiar las propiedades de una
de estas figuras por medio de las otras y generalizar los
conceptos.

En los sistemas simples ha lugar 4 considerar, por tan-
to, las figuras simples y las cadenas lo mismo que en las
figuras de primer orden, y hasta cuanto se ha dicho rela-
tivo 4 la representacion plana 6 radiada de estas figuras
puede repetirse para aquéllas, cosa que se reduce, 4 sus-
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tituir dichos sistemas simples ‘por figuras de pr1mera cate-
gorfa proyectivas con ellos.

Mas como la relacién proyectlva entre una. ﬁgura de se-.
gunda categoria y una red de cbnicas no es otra. cosa, en
el fondo, que la transformacién cuadrética, de aqui que el
concepto geométrico del imaginarismo generaliza las pro-
piedades de estas transformaciones y hasta puedan redu-
cirse todas las involutivas & dos de ellas: la inversién y
la polaridad respecto de un tridngulo; pues si bien existe
también la inversion respecto de una coénica, esta transfor-
macidén se reduce, mediante lo imaginario, 4 una inversién
respecto de un tridngulo con dos lados imaginarios conjuga-
dos, y entonces la cbnica directriz de aquella inversién es
la linea analagmética de ésta, que tiene dobles todos sus
puntos.

Finalmente: las figuras de tercero y de cuarto orden
experimentan también gran generalizacion, toda vez que
estas figuras se derivan de las de segundo orden por trans-
formaciones lineales 6 cuadratricas; actuando. sobre estas
figuras y las de primero 6 segundo orden, se obtienen y ge-
neralizan las propiedades de otras de orden Superlor y asi
sucesivamente.

Pero la teoria del imaginarismo, perfectamente estable-
cida y desarrollada en las figuras de primero y de segundo
orden por el insigne Staudt, no ha llegado 4 establecerse
de igual modo en las figuras de orden superior al segundo;
pues si bien son muchos los esfuerzos realizados con este
objeto y muchas las cuestiones relacionadas con esta ma-
teria que todos los matematicos han suscitado (1), puede

(1) Grundsiige einev vein geometvischen Theorie dev algebrai-
schen ebenen Curven,; Ernest Kotter, Berlin 1887.

Die Definition dev geometrischen Gebilde duvch Construction ihver
Polaysysteme; Zeitschvift fiir Mathematik und Physik,; vol 24, pa-
gina 221,
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afirmarse que, en la actualidad, unos y otras no son méis
que hechos, importantes sin duda, pero que no llegan 4
constituir un edificio cientifico asentado sobre bases séli-
- das capaces de resistir los ataques de una critica severa.

Vv

Resta sblo examinar si las operaciones calculatorias
tienen significacion en el sistema de representaciéon de
Staudt. Me limitaré 4 establecer el concepto de la suma-
cién y multiplicacién; pues de la primera se deducira la
sustraccién, y de la segunda la divisién, la elevacién & po- .
tencias de exponente numérico y la extraccidén de raices (1),
conceptos que se derivan de un modo natural de la ecua-
cién de la involucidn.

En efecto, siendo esta ecuacién bilineal y simétrica con
dos variables, que representan elementos de dos figuras
fundamentales cualesquiera, si se supone nulo el coeficien-

Généralisation de la Théorie de Vinvolution, Annali di matemd-
tica pura ed applicata, serie 1, vol. 2, pag. 86.

Ueber Imvolutionen hohever Gvade,; Weyr, Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, vol. 72, pag. 280.

Die hoheve Projectivitiit und Pevspectivitit in dev Ebene, darv-
gestellt duvch geometrischer Analyse; Grassmann, Journal fiiv
Math; vol. 42, pag. 193.

Eine geometvische Ableitung dev Polaveigenschaften ebenev Cur-
ven, Zeitschrift, vol. 22, pdg. 220,

(1) Beitvige suv Geoinetvie der Lage,; Staudt, zweites Hef, pagi-
nas 166 4 182. - )

Tratado de Geometria de la Posicién; Torroja, paginas 257 4 271.
Madrid, 1899.

Ueber die von Staudt’schen Wiirfe; Sturm, Math. Ann. Vol. 9, p4-
gina 333. ‘

Uebev von Staudt’s Rechnung mit Wiivfen und verwandte Proc-
escse; Schroder, Manh. Ann. Vol. 10, pdg. 289.
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te del producto de las variables, se obtiene una ecuacién
en la cual entra la suma de éstas y un término indepen-
diente; y si se anula el coeficiente de la suma de las va-
riables, resulta una ecuacidon compuesta del producto de
éstas y de un término conocido; término que se hace igual
4 una de dichas variables cuando la otra se anula, en el
primer caso, y cuando es igual 4 la unidad, en el segun-
do (1).

. En el caso de la suma, el elemento limite del sistema
es doble de la involucién, y la figura simple correspon-
diente 4 la suma de otras dos costituidas por los tres ele-
mentos de referencia y dos conjugados, es la que corres-
ponde al elemento conjugado del origen.

De cuya definicién se deduce que esta operacién cum-
ple con todas las leyes formales de las operaciones calcu-
latorias, y de ella se deduce la de la operacidn inversa, 6.
sea la substracién, si bien ésta se reduce facilmente 4 la
suma, con s6lo anadir al minuendo la contraria del sus-
traendo, figuras simples contrarias que son las que corres-
ponden 4 dos elementos conjugados de la involucién que
tiene como elementos dobles el origen y el elemento limite
del sistema.

Pues dos abscisas contrarias estdn enlazadas por la
ecuacion x + &' =0 que define una involucidn, cuyos ele-
meatos dobles son el origen y el elemento limite del siste-
ma de abscisas.

Si en la ecuacién de la involucién se anula el coeficiente

(1) En efecto; siendo axx’ +B(x +&') + y=0la ecuacién de la in-
volucioén, cuando es doble el elemento limite 4 del sistema(4BC)
de abscisas adoptado, se reduce 4 la f(x 4+ x)+vy==0, 6 sea 4 1a
%+ x' =k, en la que 2 es evidentemente al valor de x correspon-
diente al x’ = 0.

Asimismo, siendo xx’'==% la ecuacién de la involucién que tiene
conjugados el origen y el elemento limite, % es el valor de x corres-
pondiente al &’ =1,
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de la suma de las variables, queda reducida 4 otra que da
el producto de las dos figuras simples correspondientes 4
las abscisas de dos elementos conjugados. El producto de
dos figuras simples que tienen comunes los tres primeros
elementos, es, pues, otra figura simple con los mismos tres
primeros elementos, y el cuarto es ¢l conjugado con el ter-
cero en la involucibén definida por los dos primeros elemen-
tos como conjugados y por los dos tltimos elementos de
los factores como conjugados también; definicién que f4cil-
mente se transforma en la ordinariamente aceptada, en la
cual el producto de dos figuras simples que tienen comu-
nes los dos primeros elementos, siendo el cuarto de la pri-
mera el tercero de la segunda, es otra figura simple que
tiene comunes con ellas dichos primeros elementos, y para
tercero y cuarto los que ocupan estos lugares en el multi-
‘plicando y en el multlphcador (1).

Facilmente se deduce que en la operacion asi definida
se cumplen también las leyes formales de las operaciones
de célculo, asi como la definicién del cociente, si bien
éste se reduce 4 la multiplicacién del dividendo por la figu-
ra inversa del divisor, siendo inversas dos figuras corres-
pondientes 4 dos elementos conjugados de una involucién
que tiene como elemento doble el elemento unidad del sis-
tema y como conjugados el origen y el elemento limite; "

(1) - De modo que si (4 B€)es un sistema de abscisas, y D— D,
un par de elementos conjugados de la involucién 4 B . CC,, se tiéne
la igualdad . .

. ABCD =< ABCD =A4ABCC(,,

la cual se transforma en la

ABCD><ABDC,= ABC(,“

por ser proyectivas las figuras simples A BCD, y ABDC,, por serlo
ambas’ con la BAC, D homéloga de la prlmera en la c1tada 1nvo-

lucidén.
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Y voy 4 concluir, pues bastante he abusado ya de vues-
tra indulgencia al obligaros 4 seguirme en esta excursién
por las altas y 4ridas regiones de la Geometria, mas 4ri-
das por la torpeza de mi pluma, que lo son ellas en sf mis-
mas; y aunque puede decirse que mi misién se ha reducido
4 esbozar el cuadro del imaginarismo en la ciencia de la
extensién, pues un desarrollo mas amplio darfa materia
para muchos libros, temo, sin embargo, haberme extendi-
do demasiado, y provocado en vuestro espiritu el cansan-
cio y desfallecimiento; que en la esfera de la inteligencia
sucede algo parecido a4 lo que ocurre en el mundo fisico
cuando ascendemos 4 sitios elevados y en ellos permane-
cemos demasiado tiempo, 4 saber, que cansada nuestra
vista de contemplar la profundidad, parece como se debi-
lita y desfallece, sobreviniendo el vértigo, que en el orden
inmaterial se traduce en el aburrimiento.

Mas antes de terminar, permitidme que llame vuestra
atencion por Gltima vez sobre lo que acontece con la cues-
tibn que nos ocupa, exactamente idéntico 4 lo que sucede
en gran parte de las cuestiones de las diversas ramas de la
Ciencia. Cuando se considera que, merced 4 los esfuerzos
realizados por la inteligencia humana, del hecho, al pare-
cer aislado, de que es aritméticamente imposible la extrac-
cién de toda raiz de grado par de una cantidad negativa,
se ha llegado a4 establecer una multitud de proposiciones
que, 4 emejanza de sillares, constituyen en la actualidad,
si no un edificio terminado y completo, al menos tna parte
no pequena del mismo, nuestro espiritu, lleno de entusias-
mo ante la labor realizada, no puede por menos de reco-
nocer lo grande que es la inteligencia del hombre. Pero
cuando se considera que para llegar 4 estos resultados ha
sido precisa una labor de continuo martilleo durante cerca
de ochenta siglos; cuando se examina lo deleznable y mo-
vedizo de los cimientos sobre que descansa el cuerpo del
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edificio cientifico construido, merced 4 las hipdtesis en que
se apoya; y, en suma, cuando, vuelta la vista hacia adelan-
te, se contempla lo muchisimo que falta por recorrer en el
camino emprendido y para terminar la construccién de di-
cho edificio, todo espiritu bien equilibrado se vera precisa-
do 4 exclamar: {Cudn insignificante es la potencia intelec-
tual del hombre y la cantidad de materias conocidas por
el mismo! jCudn inmensa es la inteligencia y la infinita sa-
biduria del Creador!



DISCURSO

DEL

SR. D. EDUARDO TORRG]JA



Seriores:

A nadie, que 4 D. Miguel Vegas y 4 mi trate 6 conozca,
causara extrafieza la profunda satisfaccién con que en nom-
bre de la Academia vengo hoy 4 festejar su ingreso y dar-
le la bienvenida.

Va ya para veinticinco aflos en que, sin ser adivino,
descubri sus altas cualidades de inteligencia y de carécter,
dichosamente reveladas en mi entonces joven discipulo de
Geometria Descriptiva por su sostenida atencién en la
clase y por los abundantes frutos que de su asidua apli-
caci6én sacaba.

Habiame yo propuesto desde que de aquella asignatura
y de su enseflanza me habia encargado, exponerla y ex-
plicarla por los fecundisimos procedimientos de la Geome-
trfa pura; y alterando el plan tradicional, hasta entonces
seguido en las Facultades de ciencias y Escuelas de Es-
pafa, resolvi hacer preceder su estudio de unas nociones
de Geometria de la Posicién tomadas de la fundamental
obra de Staudt, y que no pude hasta mediados de 1884
publicar.

Mis discipulos primeros viéronse forzados 4 recoger en
apuntes mis lecciones, muy dificiles de otro modo de rete-
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ner y aun de entender; y puse con esto 4 severa prueba
sus dotes de inteligencia y de voluntad. _

Asi pude apreciar las muy sobresalientes de nuestro nue-
vo compaifero, no desmentidas en lo m4s minimo, sino més
y més acrecentadas en el estudio de las otras asignaturas
de la carrera.

Su tesis doctoral fué prueba de la persistente preferen-
cia que en mi clase habia mostrado porla Geometria dela
Posicién, y constituyé un notable estudio geométrico de
las curvas alabeadas de tercer orden y de las formas de
ellas derivadas, asi como los sobresalientes ejercicios de
oposicién con que gand, bien poco después de doctorarse,
la Catedra de Andlisis Matematico de la Facultad de Za-
ragoza, fueron muestra de que aquella preferencia no ha-
bia sido exclusiva, sino perfectamente llevadera para su
clarisimo entendimiento con €l dominio de las demés dis-
ciplinas de la Matematica.

No estuvo desempefiando aquella Catedra mucho tiem-
po. La muerte del veterano y meritisimo Catedratico don
Ignacio Sanchez Solfs ofrecié pronto 4 Vegas ocasion de
lucir en nueva palestra sus excepcionales conocimientos de
Geometria Analitica, logrando la Céatedra de esta asigna-
tura en la Universidad Central, para en ella poder acerta-
damente hermanar el magisterio del Anélisis con el de la
Geometria de Posicion y responder cumplidamente 4 sus
gustos, 4 sus aficiones, 4 sus aptitudes, & lo que puede
llamarse su vocacibn. ‘

De cémo profesa desde 1891 la Geometria Analitica, es
elocuente testimonio su texto de esta ciencia.

Data su primera edicion de 1894 en un nutrido tomo de
596 paginas, de las cuales en las treinta primeras, rom-
piendo ya los moldes antiguos, expone la parte elemental
de la asignatura, haciendo el estudio de las series rectili-
neas y de los haces de rectas y de planos; figuras en las
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que no considera solamente los segmentos 6 los 4ngulos
que limitan dos de sus elementos, dados por sus abscisas
referidas 4 dos 6 tres de ellos, sino también los cambios de
estas abscisas en razdén con las variaciones de los elemen-
tos de referencia y la relacién proyectiva entre cada dos de
tales figuras, de la cual son caso particular tan interesan-
te y tan para fijar la atencidén las series y los haces en in-
volucidn. '

Sobre preparacién tan adecuada facil le es desarrollar
con gran generalidad la materia propia de la Geometria
Analitica de dos 6 tres dimensiones, empleando no sblo
las coordenadas cartesianas y las pluckerianas, sino ade-
més las trilineales y las tangenciales ternarias en el plano
y las cuaternarias en la Geometria de tres dimensiones.

No se atrevid aun en esta primera edicién, sin duda por
no creerse con suficiente autoridad; 4 estudiar, 4 la par de
las figuras planas las radiadas, privandose con esto de abar-
car las relaciones proyectivas entre las radiaciones, al igual
de las de las figuras planas y las del espacio homogréficas
6 correlativas entre si, y en particular las involuciones y
los sistemas polares planos y los de tres dimensiones.

En cambio, en la segunda edicién (1907), la transfor-
macién es ya completa: estudia, & continuacién unas de
otras, las figuras planas y las radiadas del mismo orden,
y en cada una de ellas las que son correlativas, aparecien-
do idénticas las ecuaciones que expresan propiedades co-
rrelativas que se refieren 4 puntos y rectas de un plano y
4 rectas y planos de una radiacién, y las que resuelven los
problemas correspondientes 4 las mismas.

Casi simultadneamente hace la discusién de la ecuacibén
general de segundo grado con dos variables, ya represente
una linea plana 6 una superficie conica, ya un haz plano
de rectas 6 uno radiado de planos; puesto que los mismos.
son los caracteres que distinguen los casos en que dichas
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figuras sean de segundo orden propiamente tales & se com-
pongan de dos de primero.

A la vez también estudia la polaridad respecto 4 una
curva 6 4 una superficie conica, ambas de segundo orden,
y, en general, todas las cuestiones que se refieren 4 propie-
dades proyectivas.

Esta forma de exposicién permite simplificar el estudio
de las figuras en el espacio, y, en particular, el de las cui-
dricas propiamente tales. »

En todas las cuestiones antepone las de carécter proyec-
tivo, dejando para el segundo lugar las métricas, que se
refieren 4 cada uno de los casos particulares m4s intere-
santes; y esto no sblo en las figuras de primero y segundo
orden, sino también en las de orden superior, como ocurre
al estudiar la curvatura de las lineas y superficies en ge-
neral. :

En muchos capitulos, y especialmente en la teoria ge-
neral de las superficies, ha necesitado el Sr. Vegas recu-
rrir 4 las propiedades analiticas que van incluidas en el
célculo infinitesimal; y no ha temido esta intromisién, con
objeto de no dejar truncada la exposicién y de presentar-
la completa, 4 fin de que los alumnos, que no pueder. en el
segundo curso de su carrera estudiar mas que la parte ele-
mental, tengan donde completar mas adelante sus conoci-
mientos, cuando hayan terminado el curso de Célculo di-
ferencial é integral.

Siendo tal y tan importante la obra del Sr. Vegas, pro-
fesando y propagando éste la Geometria desde los genera-
lisimos puntos de vista que desde los primeros afios de mi
profesorado yo tuve y adopté por los mejores, viendo al que
fué mi discipulo gozar de la merecidisima autoridad de que
entre los que al estudio de las matematicas se consagran
goza, no ha de causaros extrafieza, como he dicho, que al
recibirle en esta casa sienta yo singularisima satisfaccién,
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y que por causa de tan estrecho parentesco cientifico haya
tenido que ser quien hoy se adelante 4 darle sentido para-
bién y carifiosa salutacién.

En el discurso, macizo y substancioso, que acabéis de
oir, hay una afirmacioén sincera y oportuna que tengo yo,
con tanta 6 mds razén que el Sr. Vegas, que tomar por
mia, por cuanto se refiere 4 las grandes dificultades que se
ofrecen 4 quien no sea maestro del buen decir, para tra-
tar, en ocasiones como la presente, de materias verdade-
ramente Aridas y abstrusas, tales cuales son las que de
nuevo, por natural corespondencia, he de volver 4 conside-
rar ante vosotros.

A tal punto llegan, que sdlo el sentimiento hondo del
deber y el vivisimo afecto, que 4 nuestro nuevo compaiero
profeso, han podido vencer mi repugnancia 4 disertar en
ptblico y en forma que me es imposible hacer amena, sobre
las teorfas mas culminantes de la Geometria pura, en que
el imaginarismo ha encontrado propia y adecuada corres-
pondencia geométrica.

Y reduciré mi contestacion & los més breves términos
posibles, limitindome 4 un extracto 6 resumen de cuanto
ha dicho, que permita por condensacién apreciar mejor la
unidad de su magistral exposicién y la sélida trabazén y
enlace, que no es sblo caracter distintivo de la nueva Geo-
metria, sino signo y prueba del dominio con que el sehor
Vegas abarca lo mismo para analizar que para sintetizar el
vasto campo de las ciencias de la cantidad y del espacio.

~ Mas permitidme que antes de tal resumen 6 compendio
de la doctrina del imaginarismo diga algo de lo que antes
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de Staudt habia llegado 4 ser la representacién geométrica
de las cantidades complejas, ampliando una indicacidn,
que habréis sin duda notado, del discurso del Sr. Vegas.

Es indudable que dicha representacion fué una conse-
cuencia inmediata del establecimiento de los sistemas de
coordenadas debidos al genio del insigne Descartes, que
_con su introduccidén en el campo de las ciencias matema-
ticas cambié de una manera profunda el modo de ser de
las dos ramas que constituyen la Matematica pura, enla-
zandolas y completandolas entre si y dando nacimiento 4
una nueva ciencia, la Geometria Analitica.

Efectivamente; siendo la forma mas general de la can-
tidad la forma compleja, y constando toda compleja bino-
mia de una parte real y de otra imaginaria, producto de una
cantidad real por la unidad imaginaria, es claro que 4 toda
cantidad imaginaria corresponde un punto cuyas coorde-
nadas cartesianas son: la abscisa la parte real, y la orde-
nada el coeficiente de la parte imaginaria, y reciprocamen-
te. De donde se concluye que asi como existe una corres-
pondencia univoca entre los nimeros reales y los puntos
de una recta, asi también es univoca la correspondencia
entre las cantidades complejasy los puntos de un plano.
De este modo toda cantidad real tiene como representante
un punto del eje de las abscisas, toda imaginaria pura
esta representada por un punto del eje de las ordenadas, y
las dema4s cantidades se representan por los restantes pun-
tos del plano.

Acerca de la importancia que tiene este concepto geo-
métrico del imaginarismo, no he de insistir por ser sobra-
damente conocidos los extraordinarios progresos realizados
por las teorfas de las funciones y de las ecuaciones mer-
ced 4 su influjo, y en las cuales desplegaron sus geniales
facultades Gauss, Cauchy, Weierstrass y otra multitud de
insignes matematicos.
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Sélo voy 4 llamar la atencién sobre un concepto 4 todas
luces erréneo, que se repite con frecuencia en los libros ele-
mentales y aun en obras de caracter mas superior. Me re-
fiero 4 la afirmacién de que la unidad imaginaria es stmbolo
de perpendicularidad.

Pues es claro que, estando representada una imaginaria
pura por un punto situado en el eje de las ordenadas del
sistema de representacién adoptado, la unidad imaginaria
lo esta por el punto de abscisa nula y ordenada unidad; y
como el sistema de coordenadas cartesianas que se adopte
puede ser cualquiera, dicha unidad podra contarse en cual-
quier direccibn; y solo en el caso de que los ejes coordena-
dos sean perpendiculares entre si, la citada unidad deberd
contarse en la direcciéon perpendicular al eje de las abs-
cisas.

Més aln, en el estado actual de la ciencia se han esta-
blecido una multitud de sistemas binarios de coordenadas,
~ rectilineos unos y curvilineos otros, en todos los cuales los
puntos de un plano vienen representados por dos ndmeros,
y, por tanto, las cantidades reales vendran representadas
por puntos del rayo de origen del haz de rectas 6 de cur-
vas representado por los valores de la coordenada x, mien-
tras que las imaginarias puras lo estan por los del rayo de
origen del haz representado por las coordenadas y. Y, si en
lugar de considerar el plano como conjunto de puntos, se le
considera como conjunto de rectas, toda cantidad comple-
ja vendra representada por una recta, que serd tangente 4
una U otra de las lineas de origen de las dos series de li-
neas coordenadas, segtin que dicha cantidad sea real 6 ima-
ginaria pura. \ .

Y como las radiaciones son figuras de segunda catego-
ria, lo mismo que las figuras planas, es indudable que tam-
bién pueden hacerse representaciones radiadas del imagi-
narismo, dando lugar 4 tantas representaciones como sis-
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temas binarios de coordenadas puedan imaginarse, ya se
considere como elemento generador de la radiacién la recta
0 el plano.

Pero si decir que la unidad imaginaria es simbolo de
perpendicularidad no es exacto de un modo absoluto, lo es
en el caso de que se establece una representacién plana del
imaginarismo y en ella se adopta un sistema de coordena-
das cartesianas rectangulares.

Lo que en ningin caso puede admitirse es la pretendida
demostracién que suele darse de aquella afirmaciéon. En
efecto; para demostrarlo dicen «que la unidad imaginaria
es la media geométrica entre la unidad positiva y la nega-
tiva, y, por tanto, que aplicando la construccién de la me-
dia geométrica entre dos segmentos rectilineos, establecida
en la Geometria, la citada media geométrica es el segmen-
to que en el eje de las ordenadas determina la semicircun-
ferencia que tiene como didmetro el segmento del eje de
las abscisas, limitado por los dos puntos que las tienen
iguales, uno 4 la unidad positiva y el otro 4 la negativa».

Ahora bien; si la media geométrica entre dos cantidades
es el término medio de una proporcién continua, y asi debe
ser considerada en la proposicién anterior al hacer aplica-
cion de la Geometria métrica, ;es posible que exista una
media geométrica entre dos cantidades de signos opuestos?

Si la demostracién citada fuese cierta, habria que reco-
nocer que existia una contradiccién palmaria entre el Ana-
lisis y la Geometria. Mas, si nos fijamos un poco, observa-
remos que la construccién empleada no es la de la media
geométrica entre los dos segmentos mas uno y menos uno,
sino la que hay entre més uno y mas uno, y que por eso
existe dicha media; pues si se aplica bien dicha construccién
geométrica, resulta imposibilidad. En efecto; para cons-
truir la media geométrica entre dos segmentos a y b, se
construye sobre el segmento a b, suma de los dos, como
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diametro, una semicircunferencia, y el segmento que deter-
mine en la perpendicular al + a 4 6, en el extremo comtn
de los dos segmentos dados, es el medio geométrico entre
ellos. Ahora bien; si dichos segmentos a y b son de signos
contrarios, es evidente que el extremo comin 4 los mismos,
cuando se ha determinado su suma, es exterior4 esta suma,
y, por tanto, que la perpendicular 4 la recta a + b, en el
citado extremo, no puede encontrar 4 la circunferencia des-
crita sobre dicha suma como didmetro: resultado que pone
de manifiesto que, lejos de existir contradiccion alguna en-
tre las dos ramas constitutivas de las ciencias matemati-
cas, hay entre ellas una admirable armonfa, sin la cual, por
otra parte, no podria subsistir una 0 otra; en cuyo caso, el
gigantesco edificio de la Matematica, falto de base, por la
destruccién de una de las dos columnas que le sostenian,
se derrumbaria con estrépito, cubriendo con sus escom-
bros no s6lo la multitud de fenémenos mecanicos, que tanto
contribuyen al bienestar material, fendmenos que palpamos
y que constituyen los progresos admirables realizados por
la humanidad en el orden de la materia, sino lo que es més
transcendental, todas las admirables concepciones, todeslos
razonamientos, todas las teorfas, tan penosamente adqui-
ridas por la inteligencia humana ea setenta siglos de con-
tinuado y persistente combate con lo desconocido.

Otra forma de representacién plana de las imaginarias
es la derivada de la consideracién de estas expresiones
bajo su forma trigonométrica 6 mdédulo-argumental, en la
cual toda imaginaria se representa por un vector situado
en un plano y tomado en un sentido determinado, vector
cuya longitud absoluta, medida con determinada unidad,
da el médulo, y el 4ngulo que su direccién forma con una
determinada y fija del plano, un dngulo igual al argumen-
to de la imaginaria.

Esta representacién, intimamente enlazada con la car-
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tesiana de ejes rectangulares antes expuesta, y mis aln
con el sistema polar, permite representar todas las canti-
dades por los diversos vectores coplanares, que tienen
como origen comin un punto del plano de representacion;
las cantidades reales estin representadas por vectores con-
tados en el eje de las abscisas, las imaginarias puras lo es-
tdn por vectores contados en el eje de las ordenadas, y las
demés por los restantes vectores del plano.

Concepcién de verdadera importancia, merced 4 la que
tan grande ntimero de matemdticos pudieron formular tan-
tas y tantas proposiciones de Algebra y de Geometria,
como las que se contienen en las obras de Cauchy (1),
Argand (2), Mourey (3), Briot y Bouquet (4), Hotiel (5),
Laisant (6), y més particularmente en las del insigne pro-
fesor de la Universidad de Padua, Giusto Bellavitis (7),
cuya teoria de las equipolencias constituye una verdadera
joya cientifica, y un nuevo método dé investigacién que,
generalizado por Hamilton (8) al espacio, di6 origen 4 la

(1) Mémoive sur les quantités géométriques (Exercices d*Analyse
et de Physique mathématique, t. 1V, pdg. 157, 1847.)

(2) Essai sur une maniere de representer les quantités imaginai-
ves dans les constructions géométriques, 1868.

(3} Vrwaie théovie des quantités negaltives et des quantilés preten-
dues imaginaires, 1828.

(4) Fonctions doublement péviddiques.

(51 Théorie elementaive des quantités complexes.

(6) 1héorie et applications des Equipollences, Paris, 1897.

(7) Cdlculo de las equipolencias (Anales de Fusinieri, t. V. pagi.
na 244.)

Memoria sobre el método de las equipolencias (Anales de Fusinie-
ri, t. XVIIL.)

Soluciones grdficas de algunos problemas de Geometrvia por el
método de las equipolencias (Memoria del Instituto de Venecia, t. I,
pdgina 225.) '

Exposicion del método de las equipolencias (Memoria de la Socie-
dad italiana, 1854.)
~ Exposicidn de los nuevos métodos de Geometria Analitica (Memo-
morias del Instituto de Venecia, 1860.)

" (8) Eléments des Quaternions, Londres, 1866.
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teorfa de los cuaterniones, cuyas aplicaciones 4 la Mecé--
nica y 4 la Iisica matematica ponen fuera de duda su
excepcional importancia. ‘

No hace 4 mi propoésito exponer, ni aun a grandes rasgos, .
la esencia del método vectorial, que, sin dejar de tener la.
importancia que la interpretacién anterior del imaginaris-
mo, tiene sobre ella la ventaja de dar una representacién
geométrica, clara y definida, de las operaciones funda-
mentales del Calculo, porque estas teorfas han traspa-
sado los limites de lo elemental y van vulgarizdndose mis
cada dia.

Apoyado en este calculo geométrico, Bellavitis (1), con-
siderando determinado un vector por su longitud y su ar-
gumento, 6 sea el &ngulo que forma con el eje de las abs-
cisas, establece la proposicién que antes menciondbamos
relativa 4 la unidad imaginaria como simbolo de perpen-
dicularidad, y la demostracién que presenta es casi la mis-
ma que la que acabamos de analizar.

¢Creyd, pues, este gran gedmetra en los groseros absur-
dos antes mencionados? De ningln modo; pues no dice de
una manera absoluta que la unidad imaginaria sea simbolo
de perpendicularidad, sino que hace esta afirmacién en los
supuestos que sienta acerca de la representacion vectorial
de las cantidades imaginarias y de las definiciones de las
operaciones con ellas efectuadas, en virtud de cuyos su-
puestos se extiende el concepto de media geométrica, con-
siderdndose como medio geométrico entre dos vectores, el
término medio de una equipolencia continua, cuyos extre-
mos son éstos.

De este modo, como el argumento de dicho vector me-
dio es la media aritmética entre los argumentos de los vec-
tores extremos y la longitud del mismo la medida geomé-

(1) SaggiosullAlgebra degli Immaginarii,; Venezia, 1852;pdg.19,
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trica propiamente dicha entre las de los citados extremos,
el vector medio geométrico entre otros dos estd dirigido,
segln la bisectriz, del 4ngulo formado por ellos; y, por tan-
to, el vector imaginario unitario debe contarse en la regién
positiva del eje perpendicular al de las abscisas. Pero, tén-
gase bien entendido que més bien que demostracién, es
este resultado una comprobacién de que las hipbtesis he-
chas acerca de las operaciones calculatorias con vectores,
y que los razonamientos hechos 4 partir de ellas, son 16-
gicos y legitimos, toda vez que llega 4 obtener un resulta-
do que estd de acuerdo con el convenio de que una canti-
dad imaginaria se represente por un vector con su argu-
mento.

Il

Sin desconocer la transcendental importancia que en la
ciencia tienen las representaciones geométricas del imagi-
narismo, sobre todo la vectorial, ninguna de ellas es, 4 mi
juicio, la que verdaderamente generaliza todas las propo-
siciones sobre elementos y cantidades reales, ni la que d4
contestacién satisfactoria 4 una multitud de hechos anali-
ticos. En efecto; toda propiedad relativa 4 puntos de una
recta se representa en el terreno algébrico por una ecua-
cién de la que son soluciones las abscisas que les corres-
ponden. Ahora bien; si algunas de las soluciones de esta
ecuacidn son imaginarias, 6 si son imaginarios los coeficien-
tes, jqué significacién gométrica tendra este hecho en todos
los casos antes citados? Para dar contestacién 4 esta pre-
gunta, hay que salirse de la recta, siendo asi que, dando
lugar las relaciones algébricas de coeficientes reales entre
cantidades reales 4 una propiedad relativa 4 puntos de la
recta, cuando estas cantidades 6 aquellos coeficientes son
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imaginarios, 6 cuando se verifican 4 la vez estas dos cir-
cunstancias, debera existir una propiedad que se refiera
también 4 la recta, la cual serd la generalizacién verdade-
ra de aquélla.

Y, si consideramos los rayos de un haz de rectas 6 los
planos de un haz de planos, y mas aun, los elementos de
una figura de segunda 6 tercera categoria, el hecho de ad-
mitir una ecuacién soluciones imaginarias no tiene inter-
pretaciéon alguna en todos los citados sistemas de repre-

sentacién del imaginarismo.
Staudt di6 4 conocer en el afio 1856 (1) una teorfa geo-

métrica de las imaginarias, sobre la cual tan acabada
disertaciéon acabéis de oir de labios del Sr. Vegas, que
creo también yo es la que verdaderamente responde 4 la
cuestién que nos ocupa en todos sus aspectos, y de la cual
paso & hacer el extracto que os anuncié, con el doble ob-
jeto que os he manifestado.

IT1

Empieza por definir los elementos imaginarios por me-
dio de involuciones elipticas, 6 sea, sin elementos dobles
reales, en unién con los sentidos opuestos en que un ele-
mento puede recorrer la figura que le contiene, haciendo
ver que dos nimeros cualesquiera reales 6 imaginarios son
rafces de una ecuacién de segundo grado de coeficientes
reales, de la cual se deriva una ecuacién bilineal y simétri-
ca con dos variables, que representa una involucién. El co-
nocimiento de esta involucién implica el de aquellos ntime-
ros 6 inversamente, resultando asi representada algébrica-
mente una involucion eliptica por dos ndmeros imaginarios

(1) Beitrige sur Geometrie der Lage,; Erstes Heft, S., 76.
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conjugados; 'y diferencidndose éstos por el signo de'la parte
imaginaria, y por este signo uno de los dos sentidos con-
tenidos en la involucidn.

Demuestra después que, en las figuras de segunda cate-
goria, toda ecuacién lineal de coeficientes imaginarios
representa lo que hemos llamado elemento imaginario, re-
duciendo este caso 4 las figuras fundamentales. Por ejem-
plo, si se trata de la ecuacién

(A-+ Ad)x+(B+Bi)y + (C+ C'd) =0,
en coordenadas cartesianas, la ecuacidn
Ax + By + CH+a(d'x+ By - C)=0,

representa, para cada valor de «, una recta de un haz cuyo
vértice es el punto de encuentro de las rectas representa-
das por las ecuaciones

Ax By +C=0 y Ax+By+ =0,

y, por tanto, el valor de « puede considerarse como Ia
abscisa de dicha recta en el citado haz. L.uego si 4 « da-
mos los valores correspondientes 4 cada solucién de la
ecuacion

M 4 1=0,

se hallardn pares de rectas de una involucidn, cuyos rayos
dobles se obtienen dando 4 « los valores de las raices de la
ecuacidn

N r1=0, 6sea *i==+V_1.

Y una cosa analoga se hace en la figuras de tercera ca-
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tegoria. Pero en éstas, al considerar lo que representa el
sistema de ecuaciones

x=(a+adz+ @+ p)
y=0+b s+ @497

se ofrecen los dos casos distintos, seglin sean 6 no compa-
tibles las cuatro ecuaciones

x=az+p, y=bz+gq, a’Z—f—p'=O y b'Z—f—q’:O,

representando en el primer caso una recta imaginaria de
primera especie, definida por un haz de rectas de primer
orden en involucién; puesto que las dos ecuaciones

x—az—p-ta(@z+p)=0y x—bz—q -+« z+ ¢)=0,

corresponden, para los diferentes valores de «, 4 dos haces
perspectivos, ya que son equivalentes las ecuaciones

azg+p =0y bz+qg=0

y en el segundo caso, cruzdndose las aristas de estos ha-
ces, al dar a « los pares de valores que satisfacen 4 la
ecuacion

M+ 1=0,

se obtienen dos involuciones proyectivas de planos, que
engendra un haz alabeado en involucién con su sentido en
él; y, por consiguiente, las dos ecuaciones propuestas re-
presentan una recta imaginaria de segunda especie.
Investiga 4 continuacién la interpretacién geométrica
propia de las coordenadas de un elemento de una figura
de segunda 6 de tercera categoria que satisfagan 4 una
ecuacidén lineal, ya sean reales 6 imaginarios los coeficien-
5



tes de esta ecuacién 6 aquellas coordenadas, deduciéndose
como consecuencia los principios siguientes, base de la ley
de correlacidn, aplicables 4 elementos de naturaleza cual-
quiera: ‘

1. Dos puntos determinan una recta.

2. Dos planos determinan una recta.

3.° Un punto y una recta exterior 4 él determinan un

plano; y A
4. Un plano y una recta, no situada en él, determinan
un punto. '

Finalmente; se establecen las posiciones que respecto de
una conica, representada por una ecuacién de coeficientes
reales, ocupa un punto 6 una recta de su plano, ya sean
reales 6 imaginarios estos elementos, y las cuestiones ané-
logas en las cuadricas, para deducir, por Gltimo, la inter-
pretacién geométrica de las soluciones imaginarias de los
sistemas formados por dos ecuaciones de segundo grado
con dos incognitas, haciendo ver que una solucién de esta
clase representa una involucién de elementos que son con-
jugados 4 la par respecto de las dos figuras de segundo
orden representadas por dichas ecuaciones.

Generalizado el concepto de punto, pasa 4 generalizar
el concepto de figura geométrica, ya sea de primera 6 de
segunda categoria, considerando como tal el conjunto de
todos los elementos reales é imaginarios que 4 ella perte-
necen. Asi, la ecuacién

y—yi=m(x —x,)

en coordenadas binarias de puntos representa las diferen-
tes rectas que pasan por el punto (xy, ¥,), supuesto variable
el pardmetro m, y tomando este parametro todos los valo-
res posibles reales 6 imaginarios, y siendo también reales
6 imaginarias las coordenadas x; € vy
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Al considerar la razén doble

.’X31~—x4 ’ .‘X22~x4

de la figura simple 4 BCD constituida por cuatro elemen-

- tos cualesquiera de una figura fundamental, podra ocurrir
que sea real, que dicha razén doble sea imaginaria con la
parte imaginaria positiva 6 que, siendo imaginaria, tenga
_negativa su parte imaginaria; y de aqui que cuando se fijan
los elementos 4, B y C para definir un sistema de abscisas,
los demés elementos de la figura fundamental determinada
por dos cualesquiera de ellos, se dividan en tres grupos, 4
saber: el formado por los elementos cuyas abscisas son com-
plejas con el coeficiente de la parte imaginaria positivo, el
formado por los que tienen complejas sus abscisas y negati-
vos dichos coeficientes, y el formado por los elementos que
tienen sus abscisas reales. Los elementos del primer grupo
forman un campo y las del segundo otro campo, separado del
anterior por los elementos del tercer grupo, los cuales se
‘dice que son neutrales respecto de los 4, By Cy que con
ellos forma una cadena. De aqui resulta que las propieda-
des de los elementos de una cadena son analogas 4 las de
los elementos reales de una serie 6 de un haz, existiendo
en aquéllos la misma continuidad que en éstos.

Para ver con mas claridad los elementos de una figura
fundamental establece en un plano una representaciéon pun-
tual de las abscisas complejas de los mismos, con lo cual
resultan relacionadas las figuras propuestas y la situada
en el plano de representacibén, de tal modo que 4 cada ele-
mento de aquélla corresponde un punto real de ésta, 4 cada
cadena de la primera, una cénica en la segunda, al con-
junto de todas las cadenas de la primera un complejo de
cbnicas que tiene como eje la recta limite del sistema de



coordenadas adoptado para dicha representacion; cada uno
de los dos campos en que queda dividida la figura funda-
mental por una cualquiera de sus cadenas, corresponde
con una de las dos porciones del plano de representacion
en que lo divide la cénica relativa 4 dicha cadena.

De aqui resulta la analogia de las propiedades de las
cadenas y las relativas 4 las cbnicas de un complejo de
segunda especie, pudiéndose deducir de este modo to-
das las propiedades de las cadenas, que el gran ingenio de
Staudt di6 4 conocer.

Estas consideraciones permiten generalizar los concep-
tos de segmento rectilineo y de angulo rectilineo 6 diedro,
considerando como tales 4 las dos porciones en que una
cadena queda dividida por dos de sus elementos. Y como
por dos elementos pasan infinitas cadenas, correspon-
dientes 4 las conicas del citado complejo, que contienen
los dos puntos correspondientes 4 dichos elementos, se
deduce la sigulente proposicidén, que parece una para-
doja: Dos puntos de una serie rectilinea son extremos de
infinitos pares de segmentos, y dos rayos de un haz son
lados 6 caras de infinitos pares de 4ngulos rectilineos 6
diedros.

Entre la multitud de representaciones reales de los ele-
mentos de una figura fundamental, existe una digna de
especial mencién; aquella en que se toma como represen~
tante de cada elemento el real que es base de la involu-
cién que sirve para definirlo. De este modo los puntos de
una serie rectilinea y los haces de un haz de planos, cuya
base es una recta imaginaria de segunda especie, estan
representados por la congruencia que forman las directri-
ces del sistema en involucién que define dicha recta, con
lo cual las propiedades de las figuras fundamentales se
reducen 4 las de las congruencias de rectas, puesto que
toda figura fundamental puede considerarse como perspec-
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tiva con otra cuya base sea una recta imaginaria de se-
gunda especie.

Como por proyeccién 6 secciébn puede reducirse el es-
tudio de una figura fundamental al de una serie de base
real, y el de ésta al del haz que la proyecta desde uno de
los puntos circulares del plano, se deduce que, tomando
como eje de las abscisas de un sistema cartesiano la base
de la serie, las coordenadas del punto real, representante
de un rayo del citado haz, son precisamente la parte real
y el coeficiente de la imaginaria de la abscisa respectiva,
apareciendo asi como natural consecuencia de la represen-
tacién involutiva de los ndmeros imaginarios las demds
representaciones de que nos ocupamos en la primera parte.

A seguida emprende el Sr. Vegas el examen de las re-
laciones entre las figuras fundamentales que se deducen de
las transformaciones lineales, 6 sea la relacién proyectiva,
ya en el caso de ser reales las coeficientes de las formulas
de transformacién, es decir, la relacién llamada real pro-
yectiva, porque con ella 4 elementos reales corresponden
otros reales, ya en el caso més general, en que los citados
coeficientes son imaginarios. Y al buscar en este caso la
directriz de un sistema polar, aparece representada por una
ecuacién de segundo grado con dos 6 tres variables de coe-
ficientes imaginarios, estableciéndose de este modo Ia re-
presentacién geométrica de dichas ecuaciones. Mas como
estas ecuaciones pueden ponerse en la forma P+:Q0 =0,
andloga 4 la de las rectas imaginarias en un sistema de
coordenadas de puntos, puede darse de esta ecuacién una
representacién anéloga a la dada de las ecuaciones linea-
les, extendiendo el concepto de relacioén proyectiva 4 los
sistemas simples de cbnicas y de cuadricas.

Los conceptos de cénicas y de cuadricas asi generaliza-
dos, permiten generalizar también las transformaciones
cuadraticas y, por consiguiente, las figuras de tercero y
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cuarto orden, y reducir las transformaciones cuadraticas -
involutivas 4 dos, 4 saber: la inversion y la polaridad res-
pecto de un tridngulo.

De las consideraciones establecidas se deduce esta im-
portante proposicién, acerca de la cual se ha discutido
no poco.

La correspondencia univoca entre los elementos de dos
figuras no basta para que estén relacionados proyectiva-
mente. '

Esto se ve claramente, considerando en una recta real
relacionados sus puntos de modo que 4 todo punto imagi-
nario corresponda su conjugado, pues entonces existe co-
rfespondencia univoca entre los elementos; més adn, se co-
rresponden las cadenas y hasta las figuras arménicas, y, sin
embargo, las dos series no son proyectivas, puesto que todo
punto real es doble,y en dos figuras fundamentales pro-
yectivas de la misma base no puede haber més de dos
elementos dobles sin que lo sean todos.

Finalmente, de la ecuacién de la involucién

Axx' + Bx -+ x)— C=0

se deduce la significacidén geométrica de las operaciones
. . . , C
calculatorias; pues si 4 =0, se obtiene x 4 x" = 5 que

define la suma; y si B=0, se obtiene xx’ = %, que per-
mite definir la multiplicacién, de las cuales se deducen las
demas. Todas las operaciones asi definidas estdn sujetas
4 las leyes formales de las operaciones calculatorias que se
establecen en la Aritmética Universal.

- De este compendio del discurso del Sr. Vegas se des -
prende el cardcter eminentemente légico de la doctrina de
Staudt y la inquebrantable fuerza de sus sucesivas gene-
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ralizaciones y consecuencias; y resalta por lo mismo con
natural vigor aquella cualidad que mas acredita una doctri-
na matematica en particular y cientifica en general: la de
ser casi exclusivamente deductiva a4 partir de pocos, pero
muy fecundos principios.

Si no creyera yo que no me es licito seguir discurriendo
mas tiempo ante vosotros, ain me permitiria, en apoyo de
tal tésis, anadir algo acerca del principio de la proyectivi-
dad en Geometria, que es como el primordial de los que
informan los modernos desarrollos de la ciencia del es-.
pacio.

Y os le presentaria como medio de generalizar las pro-
piedades particulares de algunas figuras estudiadas por la
Geometria métrica 6 por la analitica, deduciendo de ellas
otras aplicables 4 grandes familias de lineas 6 de superfi-
cies, en las que se transforma la simetria en involucién en
sus varios aspectos, de lo cual he mostrado dos ejemplos,
elegidos entre otros muchos, de estudio de las superficies
doblemente proyectivas y de una alabeada de cuarto or-
den, en el dltimo Congreso de Ciencias de Zaragoza.

Pero la impaciencia general que todos sentimos por dar
al nuevo Académico el fraternal abrazo y la cordial enho-
rabuena, me aconseja asimismo dar por terminada mi con-
testaciéon a

Venga sin més dilacién 4 ocupar el puesto que ha con-
quistado por sblo su propio esfuerzo; y desde él, con el
prestigio y la autoridad con que ejerce su magisterio, haga
prosélitos y funde en Espaia escuela de la nueva Geome-
trfa, que tan vastos y esplendorosos horizontes ofrece 4 la
inteligencia humana.

4 su discurso.




