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SENORES ACADEMICOS:

Modesto profesor de Matemadtica, consagridbame al cui-
dado de iniciar inteligencias juveniles en estas disciplinas
del humano saber, cuando, abrumado por vuestras bonda-
des, me encuentro exaltado por vosotros al puesto que dejo
vacante la muerte del insustituible y llorado D. Eduardo
Saavedra. Aun temiendo fundadamente que el compromiso
contraido sea muy superior 4 mis fuerzas, he aceptado el
inmerecido cargo honrado y complacido, y aqui me tenéis
dispuesto 4 compartir vuestras tareas.

Mi nombramiento no tiene ni puede tener otra explica-
cion que el haber llegado 4 vuestros ofdos mi fervoroso y
casi innato entusiasmo hacia las Ciencias exactas, y vues-
tra designacion, que no he de ocultaros que con toda el
alma agradezco, me pone en trance parecido al del noble
godo, al del historico personaje, que alejado del mundanal
ruido, viése sorprendido por su exaltacion al trono. Mi
eterna gratitud, sefiores académicos, y desde ahora insig
nes compafieros, por vuestra donacién generosa.

Convendréis conmigo, y quedaréis por ello obligados &
ser muy indulgentes, en que para mantener el honor del
puesto con el brillo y esplendor con que lo mantuvieron
Echegaray y Saavedra — entre otros muy ilustres varones
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que honraron la medalla ndmero 6 —tendria que desple-
gar esfuerzos muy superiores 4 los de mis modestos miiscu-
loz mentales. Admitiréis igualmente no ser éste ya sola-
mente puesto de honor, sino sitio de verdadero peligro, por
la tension v desasosiego espirituales 4 que ha de estar so-
metido el que intente no ya igualar, sino ni aun siquicra tra-
tar de seguir 6 de imitar 4 tan perfectos modelos. Echega-
ray y Saavedra alcanzaron fama mundial. Tanto el uno
como el otro, por sus aptitudes variadisimas y excepciona-
les para las mds opuestas disciplinas, y por las obras maes-
tras producidas por sus excelsas mentalidades, conquista-
ron, desde su juventud, el derecho 4 ver inscritos sus pre-
claros nombres, con dureos € indelebles caracteres, en las
pdginas de la Historia.

Perdido Saavedra para la Ciencia y la Literatura pa-
trias, réstanos el ilustre presidente de esta Real Academia,
este asombroso veterano, admiracion de propios y extra-
flos por su vigor y agilidad intelectuales, mds bien acreci-
dos que amenguados por la edad, y cuyos recientes traba-
jos compiten con ventaja, en frescura, belleza y lozania,
con los que su genio produjera en aquella juventud de que
nos habla en sus exquisitos Kecuerdos.

No tuve la honra de conocer personalmente 4 Saavedra,
mas asocianse en mi memoria las noticias primeras de su
inmenso sabsr con mis evocaciones infantiles.

Para los que frecuentidbamos, en una de las dltimas dé-
cadas del siglo anterior, las aulas de la Escuela de Cami-
nos por las cuales desfilaron, primero como alumnos y
luego como maestros meritisimos, Saavedra y Echegaray,
estos ilustres ingenieros seguian formando parte de aque-
lla casa. Aunque no les hubiéramos alcanzado como profe-
sores, sentiamos aiin en el ambiente ¢l luminoso rastro de
sus ensefianzas. Nuestros maestros habian sido discipulos
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de ambos, y en la orientacion de los programas notdbase la
influencia de aquellos insignes varones. Los triunfos cienti-
ficos v literarios de los dos cgregios ingenieros eran consi-
Jderados como victorias propias; nuestro incipiente espiritu
de Cuerpo, que en fa juventud — 4 veces también en otras
edades - adquiere marcados tintes de exclusivismo. no ad-
mitia peros ni distingos tratdindose de sus producciones.
Cuando los trabajos estaban al alcance de nuestros cono-
cimientos, los alabdbamos por conviccion; cuando asi no
era, por demasiado elevados en relacidén 4 nuestra escasa
base cientifica, postuldbamos, como dicen los matemaiticos,
y eran ensalzados 4 sentimiento, por hipdtesis. Un drama 6
un articulo de Fisica de nuestro Echegaray, un trabajo so-
bre resistencia de materiales 6 un informe académico del
inclito Saavedra, eran admitidos como dogmas, sin dudas
ni vacilaciones. Enteramente parecia que hubiéramos cola-
borado en aquélios 6 que sus autores no los publicaron sin
haber obtenido antes nuestro benepldcito. En honor 4 la
verdad, el sabio profesorado de aquel ilustre centro docente
nos daba el ejemplo, procurando injertar con toda ocasion
y con todo motivo, en los primeros brotes de nuestra cul-
tura técnica, la admiracion hacia las ensefianzas del afama-
do ingeniero. Afn recordardn con gusto, como yo lo re-
cuerdo, los que en aquella época fueron mis entrafiables
compaiieros, el deleite que nos producia la sustitucion de la
conferencia marcada para el dia por la lectura y comenta-
rio de algin trozo entresacado de las Memorias 6 mono-
grafias del insigne maestro.

Ha sido estudiado Saavedra por meritisimos escritores
como ingeniero, como arguitecto, como historiador, como
arqueologo, como arabista, como fil6logo, como matema-
tico y como literato, mereciendo singular mencion la admi-
rable y sentidisima biografia que en la Revista de la Socie-
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dad Matemdtica Fspariola le dedico nuestro egregio pre
sidente. Repetir como un eco, como una resonancia, lo que
todos sabéis y lo que no se habrd seguramente borrado de
vuestra memoria, me pareceria casi una redundancia, y en
cambio, pretender hacer un andlisis serio yde primera mano
de la obra de Saavedra, seria en mi una verdadera temeri-
dad, un loco atrevimiento, casi una profanacion. Confieso
que carezco de la preparacién necesaria para esa labor de
honda ¢ intensa cultura, y estas cosas no son de las que se
improvisan. Para estudiar 4 Saavedra se necesitaria casi
ser otro Saavedra. El jugo sinovial de sus escritos, la va-
riadisima erudicion de sus obras, la multiplicidad de sus
creaciones, la diversidad de sus actividades mentales, todo
ello requiere una base de ilustracién y una altura de pen-
samiento fuera del alcance de mi especializacion matemd-
tica. Yo leo verbigracia, el estudio de Saavedra acerca de
nuestras calzadasromanas, y me parece que me hallo frente
4 un ingeniero de los Escipiones; mas he de limitarme 4 eso,
4 admirarlo, y seria pretensidn pueril atreverme 4 mis; leo
sus concienzudas investigaciones acerca de la arquitectura
drabe, y me parece que me hallo ante un alarife del Cali-
fato, sin que por cuenta propia me atreviera 4 decir otra
cosa que lo que en diversas formas se ha repetido y que to-
dos sabéis. Creo, en suma, que la mejor forma de honrar
la memoria de nuestro gran Saavedra, de aquel espiritu tan
sincero, tan enemigo de las falsas apariencias, tan apegado
4 la verdad, es beber en mi vaso, cultivar mi jardin. Me pa-
rece como que oigo la voz patriarcal de nuestro D. Eduar-
do, que me dice al oido: «Zapatero, 4 tus zapatos», y obede-
ciendo la orden, 4 mis zapatos, es decir, 4 mis matematicas
me voy.



“El célculo de los vectores tiene un sentido
geométrico claro y preciso, y las operaciones ana-
liticas con los simbolos marchan paralelamente
con estas construcciones geométricas, que son tan
firmes, y tan claras, y que, por decislo asi, son
ain mas plasticas que las mismas operaciones
numéricas.,,— Resolucion de ecuaciones y teoria
de Galois. —L ecciones explicadas en el Ateneo
de Madrid por José Echegaray, pig. 36.

Mis primeros pasos en la Matemdtica fueron dirigidos
por maestros tan competentes como Catald, Portuondo y
Garcini, de cuyo valer cientifico tenéis brillantes pruebas en
publicaciones de esta docta Corporacion. Sean mis prime-
ras palabras, al abordar mi tema, para rendirles publico
homenaje de respeto y de carifio.

Iniciado en estos estudios por los ilustres profesores que
acabo de citar, y 4 los cuales me atreveré 4 calificar deopor-
tunistas en Matemdtica, en contraposicion con los dogma-
ticos € intransigentes, apasionados del puro Andlisis ¢ de la
Geometria purisima, nunca entendi bien, y cada dia lo com-
prendo menos, el deslinde de campos, analitico y geométri-
co, que muchos, 4 mi entender equivocadamente, tratan de
establecer. Acaso sea yo el equivocado; mas creo firme-
mente que las intransigencias, ya sean analiticas, ya geo-
métricas, antes perjudican que favorecen los adelantos ma-
temdticos.

No estd mal que dediquemos algunas horas de estudio 4
los verdaderos y hermosisimos monumentos cientificos, edi-
ficados con pie forzado por geniales matemadticos; pero cui-
dado con entregarnos de por vida 4 la contemplacién, repe-
ticion y comento de lo que dijera el maestro. Tales apasio-



namientos, vuelvo 4 repetir, antdjanseme nocivos, por cons-
tituir una rémora para el desenvolvimiento de la personali-
dad en fos trabajos de investigacion.

Pudo creerse en tiempos de Galois, y asi hubo (ste de
afirmario, que una parte del problema de la resolucion alge-
braica de las ecuacicnes constituia en cierto modo como un
coto aislado, sin conexiones de ningin linaje con el resto de
los estudios matemdticos. Trabajos mds recientes sobre el
particular han quebrantado un tanto semejante afirmacion.
Seguramente dardn buena cuenta de ella las investigacio-
nes de matemdticos vivientes 6 venideros. No es necesario
el don de profecia para formular tales pronésticos. La His-
toria de la Matematica, tan descuidada por cierto en nues-
tra patria, 4 pesar de los esfuerzos y clamores con que el
heroico Garcia de Galdeano trata de illamar la atencion de
los rectores de nuestra ensefianza hacia estos importantisi-
mos estudios, esa Historia, repito, tan abandonada, nos de-
muestra 4 cada paso que las cuestiones matemdticas al pa-
recer mds inconexas poseen afinidades que, una vez puestas
de manifiesto, constituyen los mds firmes puntos de apoyo
para el rdpido avance de la ciencia.

No extrafiaréis, tras de esta profesion de fe, que como
veis tiene sus raices en los ya lejanos tiempos de mi inicia-
cion en los hermosos estudios de la Matemdtica, que en el
trabajo que os ofrezco —modesto tributo 4 vuestro saber—
espigue mis recursos, 4 medida de la necesidad, en los cam-
pos de la Geometria y del Andlisis. Aun asf, temo que mi
labor no teriga el jugo bastante para justificar la eleccion
con que me honrasteis.

Antes de desarrollar el método que he seguido en la re-
solucion de las ecuaciones de cuarto grado he de decir algo
acerca de otras de menor grado, que aclarard el trabajo de
investigacion.



No me detendré en la determinacion del cociente de dos
complejas, 6 de dos vectores, interpretacion geométrica de
la resolucion de las de primer grado, por ser sobrade cono-
cida de todos aquellos que se han asomado al estudio de la
teoria de los vectores.

Pongamos nuestra atencion, breves momentos, en la de
segundo grado. En una ecuacion de éstas, cuyu forma sed
binomia, son conocidas sus soluciones inmediatamente. Sus
raices se representan geométricamente en el plano de Cau-
chy por dos afijos simétricos respecto al origen. Reducire-
mos 4 éste el caso general. Consideremos la ecuacion gene-
ral de segundo grado con una incognita. Los afijos de sus
raices determinardn los extremos de un segmento rectilineo,
cuyo punto medio tiene por coordenada las semisumas de
las d:1 mismo nombre de sus extremos. [.a imaginaria co-
rrespondiente 4 este punto medio serd la semisuma de las
raices de la ecuacion de segundo grado, cantidad que ya
sabemos como estd formada en funcion de los coeficientes.
Una traslacion, definida por el vector correspondiente 4 di-
cha semisuma, llevard 4 coincidir aquel punto medio con el
origen, y tendremos de esta suerte 41a ecuacion convertida
en una binomia. Obsérvese que la marcha sefialada geomé-
tricamente es la que se sigue en los elementos al resolver
la ecuacion de segundo grado. La traslacion equivale 4 la
sustitucion que hace desaparecer el término de primer gra-
do, 6 lo que es lo mismo, al aumento, en los dos miembros,
del término necesario para convertir 4 uno de ellos ¢n el
cuadrado de una funcion de primer grado de la incognita y
al otro en una cantidad conocida.

Pasemos 4 la ecuacion de tercer grado. Si ésta fuera una
binomia, tendria sus raices representadas por los vértices
de un tridngulo equildtero, cuyo centro coincidirfa con el
origen. Intentemos reducir 4 este caso la resolucion de la
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ecuacion completa. Imagindndonos el tridngulo cualquiera,
cuyos vértices sean los afijos de sus raices, sabemos que
existen dos puntos del plano, los cuales, tomados como polos
de una inversion por radios vectores reciprocos, transfor-
man el tridngulo en equildtero. Estos puntos, llamados por
Neuberg centros isodindmicos del tridngulo, estdn deter-
minados por las raices de una ecuaciéon de segundo grado,
resolvente de la de tercero, cuya ecuacion es la que se co-
noce en las teoria de las formas con el nombre de cova-
riante canodnico, 6 canonizante, de la forma binaria cibica
que corresponde al primer miembro de la ecuacion dada.
Como quiera que las sustituciones lineales efectuadas con
las variables imaginarias equivalen 4 las operaciones geo
métricas de traslacién, rotacion, homotecia € inversion,
tendremos trazado el camino que conduce 4 reducir 4 bino-
mia la ecuacién de tercer grado. Llevaremos, mediante una
traslacion, 4 coincidir uno de los centros isodindmicos con
el origen. Transformaremos por una inversion el tridngulo
en equildtero. Por tltimo, haciendo coincidir, por una nue-
va traslacion, el origen con el centro de este tltimo tridn-
gulo, tendremos resuelto el problema. Este fué el procedi-
miento que segui y desarrollé en otro lugar al resolver las
ecuaciones de este orden *.

Existe un grupo de ecuaciones, 4 las cuales llamé armo-
nicas por ser los afijos de sus raices los vértices de un poli-
gono armonico, cuya resoluciéon puede hacerse de un modo
andlogo al indicado para las de tercer grado. Los poligonos
armonicos tienen, como los tridngulos, dos centros isodin4-
micos que permiten la transformacion del poligono en otro
regular por medio de una inversion. Estas ecuaciones se re-
solverdn valiéndose de una ecuaciéon de segundo grado y

*  Mathesis, 1905, paginas 61-66.
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una binomia del mismo grado que el de la ecuacién dada.
En particular, son arménicas las de cuarto grado, cuyo in-
variante de tercer orden es nulo *.

El procedimiento que desarrollo mds adelante para la re-
solucion de las ecuaciones de cuarto grado no tiene en su
parte analitica nada comudn con los conocidos de Ferrari
Descartes, Euler y Lagrange; tampoco es andlogo al que se
deduce del estudio de las ecuaciones poliédricas del ilustre
Klein. Es algo muy elemental, y cuya exposicién no necesi-
ta del auxilio de elevadas teorias, aunque en su parte final,
como ya veréis, se puede enlazar con los de Cayley y Syl-
vester. Estos insignes gedémetras ingleses hicieron verdadec-
ros derroches de sagacidad eliminatoria al tratar algunos
de los casos de reduccion de las formas binarias 4 sus cano-
nicas; problema que aplicado 4 las de cuarto grado viene 4
ser en el fondo el de la reducciéon de la ecuacion 4 bicua-
drada. Respecto 4 la parte geométrica del tema por mi des-
arrollado y 4 1a manera de reducir la ecuacién 4 reciproca,
las creo de alguna novedad; por lo menos, no conozco nin-
gin trabajo andlogo que haya sido hecho para las de cuar-
to grado.

El malogrado matemdtico italiano Cesaro dio en la tra-
duccion y arreglo al alemdn de su notable obra de Andlisis
una interpretacion geométrica de las raices de la resolven-
te de sexto grado (Jacobiana de la binaria bicuadrdtica). El
eminente profesor mencionado desarrollé el asunto de la
reduccion de la binaria de cuarto grado 4 su candénica, como
suelen hacerlo los continuadores de la obra de Cayley y
Sylvester, y se fund6 en la definicion de razon arménica de
cuatro nimeros imaginarios para llegar 4 la consecuencia

# Revista de la Real Academia de Ciencias, Tomo I[, ntim. 3 —Ecuacio-

nes armonicas.
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de ser las raices del jacobiano los puntos dobles de las tres
involuciones que determinan las cuatro rafces. En la parte
final del estudio cinemdtico que tengo la honra de someter
4 vuestra benevolencia llego de un modo natural y breve 4
estos puntos dobles. Los centros de las tres involuciones,
puntos de los cuales no se ocupo Cesaro, son los que em-
pleo en la simplificacion del problema.

Todo lo que hasta aqui he dicho respecto 4 las ecuacio-
nes de los tres primeros grados, y la investigacion referen-
te 4 la de cuarto, se basa en aquellos movimientos geomé-
tricos que correspcnden 4 las sustituciones lineales con va-
riables imaginarias. Mas notese que pueden concebirse mul-
titud de transformaciones geométricas, las cuales, una vez
traducidas al lenguaje algebraico, permitirin abordar los
problemas de este género por muy diversas sendas.

Si, juzgdndolo con suma indulgencia, mereciera vuestra
aprobacion el estudio cinemdtico que presento, creeré ha-
ber contribuido en la medida de mis fuerzas 4 enaltecer en
dia tan solemne para mi la memoria del insigne Saavedra.
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Estudio cinemdtico de la ecuacion de cuarto grado.—Los
puntos de Miguel del cuadvivértice en la reduccion d
las formas veciproca v bicuadrada.

En un cuadrildtero plano se producen, por la combina-
cion de sus lados tres 4 tres, cuatro tridngulos, cuyas cir-
cunferencias circunscritas pasan por un punto. Este punto

es conocido con el nombre de punto de Miquel del cuadrild
tero, y la demostracion de la propiedad recordada se en-
cuentra en la mayor parte de los tratados de Geometria 6
de Analitica.

El punto .)/ es centro de semejanza directo del par de la-
dos AB, C1), asi como también del otro par 4D, BC. De
la semejanza de los tridngulos MDDy I/ BC se deduce

MA MWD AD

uB  MC  BC
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De 1a semejanza de los tridngulos MAB y MDC se ob-
tiene

MA __MB _ AB
MD  MC  DC’

De estas y las anteriores relaciones haliaremos, por mul-
tiplicacion y division miembro 4 miembro, que la razén de
distancias del punto de Miquel & dos vértices opuestos es 1a
misma que la de los productos de los lados que concurren
en estos vértices; es decir,

MA  AD-AB MB AB-BC

MC CB-CD MD DA-DC’

Las relaciones que anteceden determinan otras seis cir-
cunferencias que pasan también por M. Dos cualesquiera de
ellas determinarian el mencionado punto cuando no se for-
masen triangulos, es decir, cuando tres de los puntos ABCD
estuviesen en linea recta.

De la misma semejanza citada se tendrd, evidentemente,

MA- MC=MB- MD.

Supongamos una ecuacion cualquiera de cuarto grado
con coeficientes reales ¢ imaginarios. Convengamos en re-
presentar sus rafces, como es corriente, por sus afijos en el
plano de las variables imaginarias. Quedard definido, de
este modo, un cuadrivértice del cual podemos deducir tres
cuadrildteros, uno convexo y otros dos con un par de lados
cruzados. Cada uno de estos cuadrildteros tendrd un punto
de Miquel; por consiguiente, el cuadrivértice que corres-
ponde 4 las raices de una ecuacion de cuarto grado tendrd
tres de estos puntos.
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Fijémonos por un momento en el cuadrivértice represen-
tativo de las raices de una ecuacion reciproca de cuarto
grado. ’

Si Ay C son los afijos correspondientes 4 un par de
raices reciprocas, y By D los afijos del otro par, se ha de
tener:

La recta OX ha de ser, ademds, bisectriz comin de los
dngulos AOC y BOD, puesto que los argumentos de dos
cantidades reciprocas son iguales y de signos contrarios.
De todo lc cual se deduce que los tridngulos OABy ODC
son semejantes, asi como también lo son el otro par de

tridngulos OAD y OBC. El origen ser4, por lo tanto, punto
de Miquel del cuadrivértice, y éste se hallard situado en la
disposicion que indica la figura con respecto al eje O X.

Si la ecuacion fuera negativamente reciproca, estaria el
cuadrivértice orientado con respecto al eje O Y, como lo es-
taba antes con respecto al O X; esto es, el eje O Y seria bi-
sectriz comtn de los dngulos .10C v BOD. De ¢sto se des-
prende que una rotacién de un dngulo recto efectuada al-

rededor del origen conduce al cuadrivértice desde la repre-
2
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sentacién geométrica de las raices de 1a ecuacion reciproca
4 1a de las negativamente reciprocas.

Traducido esto al lenguaje analitico quiere decir que la
sustitucion

z=Z\/tl_

transforma 4 una ecuacién reciproca en negativamente reci-
proca 6 viceversa. _

Sefialaremos también que la sustitucion (inversion simé-
trica)

deja invariable el cuadrivértice, pues lo que hace es per-
mutar entre si el par de afijos A, Cy el otro par B, D,

Y

que es la propiedad caracteristica de las ecuaciones reci-
procas.

Si el origen es punto de Miquel del cuadrivértice deter-
minado por los afijos de las raices, suponiendo, ademads, no
ser reciproca la ecuacion

a,s'+4a,224+6a0,5*+4a,2+a, =0,
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se ha de tener entre sus coeficientes 1a relacién de con-
dicion
a,a2=a,a,>

En efecto; sean 2, 2,, 5;, 2, las raices de la ecuacién de
cuarto grado; g, 0., 03, ps Sus moédulos; oy, 7., w4, %, SUS
argumentos, y O £'1a bisectriz comin 4 los dngulos AO0C
y BOD.

Sabemos que

Ahora bien; de las relaciones entre los coeficientesy las
rafces de una ecuacioén y de la igualdad anterior se ob-

tendrin:

o lo que es lo mismo,

a; _ a, \/ a,
a, a, a,
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‘Haciéndola racional, simplificando y quitando denomi-
nadores, )

a,az;’=a,a’

En el caso tratado anteriormente hemos supuesto la
ecuacion no reciproca, pero estd preparada para serlo. La
multiplicacion por un factor » (homotecia y rotacion)
tal que

g g, =2,8,=1,

teniéndose
kg 5 =1 50,8 =1 54.8 = k3,
nos dard
Az gy=1,
6 bien,

12\/ @ g,
A,

Teniendo en cuenta la relacion que liga los coeficientes
cuando la ecuacion, no siendo reciproca, tiene un punto de
Miquel en el origen, se tendr4:

de donde

I8 :\/__a‘ (*)
a;

(*) En todo lo que precede,cuando se ha presentado un radical de indi-
ce 2 no he tomado signo. El doble signo corresponderia 4 las dos posiciones
simétricas de la figura respecto al punto de Miquel.
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Quedard asi determinado el factor que convierte en reci-
proca la ecuacion.

Podemos resumir brevemente, sefialando ya un método
para resolver la ecuacién de cuarto grado.

Dada una ecuacion de cuarto grado, existen tres trasla-
ciones, las que conducen uno cualquiera de los puntos de
Miguel 4 coincidir con el origen, que obligan 4 la ecuacién
4 prepararse, digdmoslo asi, 4 ser reciproca.

La determinacion de una de las cantidades, =, que fijan

las traslaciones, 6 si se quiere, los puntos de Miquel, ha de
depender de una ecuacion de tercer grado, resolvente de la

dada. Una vez coincidiendo el origen con el punto de Mi-
quel, una rotacioén acompaiada de una homotecia, la con-
vertird en reciproca, es decir, en resoluble, mediante ecua-
ciones de segundo grado. ‘ '

He aquf previsto por la Geometria un método para re-
solver ecuaciones de cuarto grado.

Veamos ahora la exposicion analitica del mismo asunto,
paralela 4 1a geométrica, y si se quiere, independiente de la

misma.
I. Si en una ecuacion de coeficientes reales 6 imagi-

narios

a,z'+4a,z*-+6a,3*+4azz+ay—0
hacemos la sustitucion, # =}z, la ecuacion se transforma en
agut +da ru+o0a -+ daziiu+a =0,

Para que la sustitucion transforme la ecuacion en reci-
proca es preciso que se verifiquen las condiciones

d,=a, ", a,=ada,r*,
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De la eliminacion de ) entre estas igualdades resulta la
relacion de condicion entre los coeficientes:

a,az’=a,a,’

Cumpliéndose esta condicion, los valores de X, que me-
diante 1a sustitucion, # == 2 5, hacen reciproca la ecuacion,

son:
A=+ \/_‘11_
as

Hecha 1a sustitucion en la ecuacion se obtiene:

‘ ‘ a,
aozﬁj:éla,va_lu-"—i—éa._,—l—uzt-’lal\/,’iu-irao:O.

as a; asd

Obsérvese que la ecuacion puede transformarse en reci-
proca eligiendo para A valores inversos de los anteriores.
Puede transformarse en negativamente reciproca por medio

de los valores
y '\/ a4
ay
0 por sus inversos.

II. Tratemos ahora de investigar si mediante sustitu-
ciones de la forma

g=7+a
es posible transformar la ecuacion
a,zt+4a,z°+6a,8*+4a,54a,=0

en otra,
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A2 +4A4, 2364, 22 +4 4, Z+ A, =0,

en la cual se verifique
Ao A32= 41412.

Que existen valores de = es evidente, pues de establecer
la condicion anterior ha de resultar una ecuacion algebrai-
ca en «. Sj el grado de esta ecuacion es inferior al cuarto,
el problema de la resolucién algebraica de la ecuacion de
cuarto grado estard resuelto por este procedimiento. Vea-
mos que la ecuacién en «, que, al parecer, es de sexto grado,
se reduce al tercero.

Efectuada la sustitucion, se tienen para valores de los
coeficientes de la transformada

A,=a,,

Ai=a,» +a,,

4, =a,2*+2a,¢« +a,,

Ay =a,2*+3a,«* +3a,s +a;,
Ay=as2'+4a,2*+06a,42* -4az» ; a,,

Imponiendo la repetida condicion se obtiene la ecuacion

2o (@@ +3a 2 +3a,a+ ag)* =
=(ay2t+4da, 23+ 06a,»*+4a,a+a,) a2+ a,)?,
en la cual, haciendo operaciones y reducciones, vemos que

desaparecen los términos de sexto, quinto y cuarto grado,
quedando reducida 4 la siguiente:

basa,a. ’-3+9ﬂoa?zf/“+6aoa2as}a+aoazsi_—_O,
| j |
> ! ) | ) : ; |
—261'0(13;’ —[Z"oa4{ —2a,a,a, —asa,,
s ) /] ¥ i
—4a’ —2a0a1a3i! —4a a,
“—66121(13:

que es una resolvente de la de cuarto grado.
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La marcha que hay que seguir para la resolucion de la
ecuacion de cuarto grado es la siguiente: 1.°, formaremos
la resolvente anterior y determinaremos una de sus raices;
2.°, la sustitucion 5 = Z + a nos dard 4 conocer los coefi-
cientes de la transformacién en Z; 3.°, convertiremos ésta
en reciproca mediante la sustitucion

u = Z\/—‘—ZI—L
A,

Halladas las raices # conoceremos las Z, y, por lo tan-
to, las z.

La reduccion puede hacerse de tres maneras, segin la
raiz de la resolvente que empleemos.

IlI. Una ecuacion reciproca de cuarto grado,

Azt 4Bz +06Cz*+ 4Bs+ A=0,
se reduce 4 bicuadrada por medio de la sustitucion:

_ £+l
Z—1

=

En efecto; sustituyendo, quitando denominadores y re-
duciendo, llegaremos 4 la ecuacion

(14+4B+6OVZ +6(4—2C) 7t - A—4B + 6C=0.

Del enlace de las proposiciones anteriores se deduce que
si en una ecuacion de cuarto grado,

Ayst +d4 A4, 554+ 60A4,5% - 44,2+ 4, =0,

se verifica
Ay A2 = Ay A3,
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v ya sabemos que 4 este caso siempre podemos llegar, Ja
sustitucion,

7 + 1 \/;Tl
g=2T°-\/
Zz—1V 4,

la transformard en bicuadrada.

Asi tendremos, de paso, resuelto el problema de transfor-
mar la forma binaria de cuarto grado en su forma ca-
noénica.

La ecuacion en «, resolvente de 1a de cuarto grado, viene
4 ser una canonizante de la forma binaria correspondiente.
Sabido es que pasamos de los primeros miembros de las
ecuaciones 4 las formas correspondientes por la sustitucion
& X,

Vamos 4 aplicar el método 4 una ecuacién numérica que
se presenta en uno de los casos de division ae la circunfe-
rencia en partes iguales.

Sea la ecuacion

st-2t—dsr—dz 4+ 1=0, M

en la cual

1 2
a,==1, a,:j, a(_,r——g—, a,= —1, ag, 1.

La resolvente en «, deducida bien directamente 6 por me-
dio de la ecuacién hallada es, después de hacer simplifica-
ciones, ’

s - 4z ds - 1 O,

(*) Véase Cours d’Algebre supéricure, par |. A, Serret, 4.c édition, 1879:
t. 11, pag. 638,



cuyas raices son:

. —3+VE  —3-VF

[ ’ 9

La ecuacion en Z obtenida por la sustitucion

s=7Z—1
es
Zy—3725— 22 4-3Z241=0.
No es necesario en este caso efectuar la segunda trans-

formacion, pues esta ecuacion es negativamente reciproca
y sus raices se obtienen sin dificultad; son:

,_3+V5 =V30+6V5
4 ’

S 3-V5 =V30—06V3
; .

Las de la ecuacion dada serdn:

. —1+VE V3046V

7 4 s

L 1 V3 =V30 —6 Vs
y :

Si tomamos cualquiera de las otras dos raices, =, llegare-
mos al mismo resultado; pero el cdlculo se alarga algo por
tener que operar con nimeros irracionales,
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Voy 4 dar una interpretaciéon geométrica sumamente
sencilia del paso de la reciproca 4 la bicuadrada.

Por ser las raices de una bicuadrada dos 4 dos iguales
y de signos contrarios, la representacion geométrica de sus
raices se hard por los vértices de un paralelégramo cuyo
centro coincida con el origen.

Tratemos de determinar puntos del plano que tomados
como polos de una inversion por radios vectores recipro-
cos transformen 4 un cuadrildtero en paralelégramo.

Sean, £, uno de los puntos que se buscan 4, ', C', D",
los reciprocos de 4, B, C, D, en la inversién de polo PPy de
potencia .

Consideremos como pares de vértices opuestos del cua-
drildtero 4, Cy B, D. Ya sabemos que se pueden considerar
otros dos cuadrildteros pareando de otros modos los vér-
tices, pero con ello repetiriamos el razonamiento que sigue.

La formula que da la longitud de un segmento en fun-
cion de su inverso, aplicada 4 los cuatro lados, dara:

AB =—AB—* B C=BC N
PA-PB’ PB-PC

CD =—CD—2t DA =Dd—=%E
PC.PD PD. P

Para que el cuadrildtero se transforme en paralelogramo
se ha de tener

A B =CD, B C =D A4,
de cuyas igualdades deduciremos, teniendo en cuenta las
anteriores,

PA-PB _AB PB.-PC _ BC
PC-PD CD’ PD-PA DA’
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Multiplicando y dividiendo miembro 4 miembro dan:

—— rEY 2

PB*_ IB-BC PA’ _ AB- D4
PD: CD-CA’ pc: CD-BC’

6 lo que es lo mismo,

rPB _\/ AB-BC  PAd A_\/—ZB D
PD cn-DA’  PC CD-BC

Estas igualdades nos determinan dos puntos por inter-
seccion de dos circunferencias, lugares de puntos cuyas ra-
zones de distancia 4 dos vértices opuestos se conocen.

Y

Tendremos, por lo tanto, un par de puntos de los que in-
vestigdbamos para cada uno de los cuadrildteros, es decir,
seis para el cuadrivértice.

Podemos, pues, enunciar el teorema siguiente: Dado un
cuadrivértice, existen seis puntos de su plano que tomados
como polos de una transformacion por radios vectores reci-
procos transforman & sus vértices en los de un paralelo-
gramo.
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La ecuacion que determine estos puntos 7 ha de ser de
sexto grado, asi como era de tercero la que determinaba los
puntos de Miquel.

Veamos ahora cémo estdn enlazados estos puntos con los
de Miquel.

Sea M E la bisectriz comin de los dngulos A MC y
B M D; senalemos sobre ella dos puntos  simétricos con
respecto al M/, tales que

MU2~MA - WC=MB- MD.

De estas igualdades y de la condicion con que hemos
trazado la M E se deduce la semejanza del par de tridngu-
los M AU, MUC,; por la misma razén también son seme
jantes M UB y M UD,y de una y otra semejanza deduci-
remos:

Ud _ M4 _ J[Uz\/MA
vc MU MucC MC’
UB _ MB MU A/ MB.
UD MU MD uD

pero como se tiene por las propiedades de los puntos 4

MA _ AB-AD MB _ BA-BC
HMC CB-CD - MD DA-DC’
resultara
UA A/ AB-AD. UB :\/BA- BC
Uc CB-CD "’ 28)) DA-DC’

lo que nos demuestra que los puntos /2, polos de inversion
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que transforman al cuadrivértice en paralelogramo son los
mismos puntos U.

Hemos visto que una ecuacién reciproca se transforma
en bicuadrada mediante la sustitucion

e L1
e= 2

En la representacion de las reciprocas, M U=1, y la
sustitucion anterior puede escribirse

5=1+4 =",
+Z~1

que equivale & la serie de sustituciones,

=341, 2 = s 5 = — 1.

La primera es una traslacion que hace coincidir el ori-
gen con el punto U la segunda, una inversion de polo U que
transforma el cuadrivértice en paralelogramo, pero no coin-
cide todavia el origen con el centro del paralelégramo, y la
ultima sustituciéon es una nueva traslacion que obliga 4
coincidir el origen con el centro.

El problema del paso de la ecuacién general de cuarto
grado 4 la forma bicuadrada puede abordarse de otra ma-
nera. Demostrada geométricamente la existencia de los seis
centros de inversi6on que transforman el cuadrivértice en
paralelogramo, se ve la posibilidad de efectuar primero una
traslacion que haga coincidir cualquiera de los polos de in-
version paralelogramica con el origen, después una inver-
sion que transforma el cuadrivértice en paralelégramo,
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y, por tdltimo, una nueva traslaciéon que haga coincidir el
centro de este paralelégramo con el origen.
Todas estas operaciones geométricas pueden represen-
tarse analiticamente por la sustitucion:
aZ -+ ¢

YZ+B Z_‘T_.’l’

&
~

que equivale 4 [a serie de sustituciones

€ ’
r=2"ty F=— =Z+tn

El procedimiento analitico que habria que seguir ven-
dria 4 ser, en el fondo, el seguido por los matemdticos ingle-
ses Cayley y Sylvester en la reduccion de la forma binaria
bicuadrdtica 4 su canoénica.



CONTESTACION

DEL

Excmo. Sr. D. JOSE ECHEGARAY



SENORES!

En representacién y 4 nombre de la Academia de Cien-
eias debo contestar al muy notable é interesantisimo discur-

so de D. Augusto Krahe, discurso que con tan merecido
aplauso acabdis de recibir.
Cumplo este deber con verdadera satisfaccién y como

honra sefialadisima, y cumplo & la vez deberes ineludibles
de cortesia y gratitud, al propio tiempo que saludo y doy
la bienvenida al nuevo académico.

Y esta recepcién del Sr. Krahe y mi discurso tienen
cierto caricter de novedad, permitidme que lo afirme, lue-
¢o lo demostraré; cardcter que estas solemnidades no sue-
len presentar con frecuencia.

Me explicaré.

Y para que me comprendais debo acudir 4 tiempos pa-
sados.

Hace cuarenta y tantos afios, yo creo que medio siglo,
que cuando de los tiempos pasados hablo, por siglos y me-
dios siglos los cuento, sin descender 4 unidades de menor
categoria; hace medio siglo, repito, que fui elegido para la
Seccién de Ciencias Exactas de esta ilustre Corporacién.
Honra que nunca olvidaré y que a través de los siglos voy
recordando siempre con emocién que nunca se marchita.

Algo después ocurrié6 una vacante en esta misma Aca-
demia, pero fué en la Seccién de Ciencias Fisicas; y VO
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deseaba vivamente, era para mi gran empefio de justicia
v amistad, que ocupara un puesto entre nosotros, sin mas
dilaciones, aquel varé6n ilustre cuyo nombre nunca se pro-
nuncia por los que le conocieron y admiraron sin profunda
pena y nunca amortiguada veneracién. _

Bien comprendéis que me refiero 4 D. Eduardo Saa-
vedra.

Deseaban todos mis compaifieros, tanto como yo, que
Saavedra fuese elegido sin esperar nuevas vacantes. Pero
¢l, por entonces, se habia dedicado mas 4 las matemadticas
puras que § las ciencias fisicas, y preferfa ingresar en la
Seccién de aquéllas, en vez de ocupar la vacante directa.
Yo faclité la soluciéon del pequeiio conflicto académico,
pasando 4 la Seccién de Ciencias Fisicas y dejando en la
de Exactas puesto, para el cual, por unanimidad y con en-
tusiasmo, fué elegido D. Eduardo Saavedra.

Habia estado en posesién mia la medalla nimero 6; de
esta medalla entré en posesion Saavedra, y ésta es la que
hoy pasa 4 D. Augusto Krahe.

Con lo cual el nuevo académico viene 4 ocupar el pues-
to que sucesivamente hemos ocupado, por orden cronolé-
gico, el que en este momento os dirige la palabra y el que
va nunca hara oir su voz tan bondadosa, tan sujestiva v
tan ilustre en este recinto; en suma, Saavedra y yo so-
mos los inmediatos predecesores del Sr. Krahe en la Aca-
demia de Ciencias.

'Y como estos discursos tienen, por decirlo asi, su tra-
dicién, que les impone normas y pautas, por otra parte bien
naturales, 4 que han de sujetarse todos los académicos en
el acto de su recepciédn, el Sr. Krahe tenfa que hacer hoy el
clogio de los dos académicos que le han precedido, por
cuya causa ha pronunciado frases carifiosas y de alabanza
para mi modesta personalidad; frases que yo le agradezco
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en el alma, porque estan dictadas por la simpatia y si se
quiere por el respeto que los afios, por ser muchos, imponen,
v hasta por influencias de aficiones comunes: que el sefior
Krahe y yo amamos con amor vehemente las matematicas
puras, y si los carifios terrenos tributados 4 un mismo objeto
engendran rivalidades y odios, estos amores 4 la misma
clencia engendran sentimiento profundo de simpatia y fra-
ternidad.

Sea como fuere, en su discurso el Sr. Krahe me aludia
una y otra vez en términos afectuosos,’y vo debia recoger
la”alusién y debia contestar 4 ella como mejor pudiese: lo
dije al empezar, era en mi deuda de gratitud y cortesia.

El nuevo académico, habiendo cumplido ya esta prime-
ra labor de cortesia respecto 4 uno de sus predecesores, la
completa con las frases de respetuoso entusiasmo y justa
admiracion que dl segundo tribhuta y de las que todos nos-
ctros somos eco repetido.

A los elogios que hace del Sr. Saavedra yo me asocio con
la inteligencia y con el corazén, y a nosotros se asocian, de
seguro, todos los demds académicos. Pero jqué elogio po-
dré agregar yo para el Sr. Saavedra que no resulte vulgar v
mezquino, tributado a aquella gran figura del siglo x1x, a
aquel justo entre los justos, sabio entre los sabios, cuya in-
teligencia era toda luz, cuyo corazén era todo bondad y
cuyo nombre sera glorioso en la historia de la ciencia es-
paiiola?

También para el que contesta & estos discursos de re-
cepcién ha fijado la costumbre sus normas y sus pautas. y
después de consagrar un recuerdo siempre vivo y un tribu-
to de admiracién siempre inferior & mi deseo al Sr. Saave-
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dra, debo pagar otro tributo de indiscutible justicia al nue-
vo académico, al que viene 4 ocupar la doble vacante, como
antes exphcaba evocando recuerdos ya lejanos.

El Sr. Krahe, él lo dice y todos lo sabemos, ha dedicado
de preferencia sus grandes energias intelectuales y su amor
al estudio, consagrando aquéllas y éste al cultivo de las ma-
temdticas puras, con preferencia 4 toda otra labor cien-
tifica.

D. Augusto Krahe, alumno brillante de la Escuela de
Ingenieros de Caminos, catedritico por oposicién de Geo-
metria descriptiva y Estereotomia de la Escuela Superior
de Artes é Industrias de Madrid, y por reforma profesor
mds tarde de la clase de Geometria descriptiva y Amplia-
cién de Matemiticas en la misma Escuela, es ya, hace mu-
chos afios, maestro eminente en la ensefianza privada y ma-
tematico ilustre en Espaiia y-fuera de Espaiia.

No se ha contentado con ser lo que pudiéramos llamar
un matematico contemplativo, es decir, con estudiar las
teorias que los maestros han creado, sino que ha construido
por si otras nuevas con trabajos importantisimos de propia
investigacién. Y no necesita ni citas ni demostraciones este
aserto, porque el discurso que acabdis de oir es la me-
jor prueba y la demostracién mis completa de lo que vale
la inteligencia del Sr. Krahe y su facultad creadora.

El contemplar y juzgar la obra ajena, si es digna de ello,
con imparcialidad, admiracién y entusiasmo, es ya acto me-
ritorio, del que no todos son capaces por desgracia, ya por-
que les falte inteligencia para comprender, ya porque les
abrumen 4 veces aquellas tristezas del bien ajeno de que
habla la Doctrina Cristiana.

Pero si estudiar y comprender 4 los maestros, si hacer
suya intelgctualmente la obra de otro matemético es ya
mucho, y es el comienzo de la cultura para la clase intelec-
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tual de un pais, hacer obra propia, agregar siquiera una hi
lada de silleria al monumento de la ciencia, jqué digo una
hilada!, agregar una piedra tan solo 4 su ciclépea mampos-
teria, es mucho mais.

~ Millares de hombres, aunque no todos, son capaces de
admirar un edificio; pero los que van elevando la fabrica
son 1elativamente pocos v deben ser los predilectos.

Asi el Sr. Krahe, que siente en si energias grandemente
activas, al escribir su discurso académico no ha podido re-
sistir aquellos impulsos, y al aproximarse este momento
ha roto resueltamente con la tradicién, segin la que, en
esta clase de trabajos, la parte que pudiera llamar técnica
queda 4 veces reducida 4 un minimo, invadiendo su campo
la parte literaria. Para excusar lo que considera un atrevi-
miento, dice el nuevo académico con modestia y gracejo:
«me parece como que oigo la voz patriarcal de nuestro don
Eduardo, que me murmura al oido: zapatero, d tus zapatos,
y obedeciendo la orden, 4 mis zapatos, 6 sea & mis mate-
mdticas me voy». _

Recuerdo un caso anilogo, pero en otra Academia, la
Academia Espafiola; alli se presentaba el gran poeta, el
poeta inmortal D. José Zorrilla, y también tenia que escri-
bir un discurso en prosa, y también se resistié por impulsos
de su naturaleza poética 4 abandonar en el acto solemne su
maravillosa rima, y al fin, resueltamente, di6 forma, y leyo.
entre grandes aplausos, su discurso de recepcién, pero es-
crito en verso. También el admirable autor de £/ zapatero
y el rey volvié en aquella ocasién 4 sus zapatos. Hay zapa-
tos que son coturnos.

En suma, que nuestro nuevo compafiero ha escogido
para este acto solemne, no un tema general, sino un pro-
blema concreto y al parecer modesto: el de la resolucién de
las ecuaciones de cuarto grado por un nuevo método. Y asi
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que ‘el que lea su discurso encontrard poca retérica, pero
lo encontrard sembrado, como el cielo de estrellas, de fér-
mulas matemadticas, que son las prodigiosas constelaciones
de otro cielo. 7
~ Verdad es que el problema de la resolucién de ecuacio-
nes de cuarto grado es un problema hace mucho tiempo re-
suelto y por multiples artificios; de modo que parece di-
ticil encontrar en él variedad tentadora y materia virgen
v algo nuevo que pueda interesar al espiritu matematico
moderno. Y, sin embargo, el Sr. Krahe ha vencido estas
dificultades, y las ha vencido brillantemente, presentando
un método no solamente nuevo, sino que con él marca nue-
vas y fecundas orientaciones: tal es el mayor mérito, 4
mi entender, que resplandece en su notabilisimo trabajo.

El Sr. Krahe protesta, y protesta con razén, contra todo
exclusivismo en la ciencia matemitica, ya en favor del ana-
lisis, en el que por lo demas todos admiran sus prodigiosos
medios de investigacién, ya en favor de las transformaciones
v representaciones geométricas, que cuando se las contem-
pla no al través del microscopio clasico, para achicarlas, sino
al través de un telescopio para-explorar sus senos infinitos,
en ellos se adivinan grandes conquistas de la ciencia del
porvenir. ' '

El nuevo académico, en su memoria, como habéis oido
v podéis leer, parte de lo miés sencillo, para irse elevando a
lo mas general y complicado. A la manera que el naturalis-
ia parte del protoplasma elemental para seguir el desarro-
llo de 1a vida v llegar 4 los seres superiores.

Aqui lo elemental, el protoplasma, si vale la imagen, de
las ecuaciones, son las de primer grado, y escogiendo las
magnitudes mds generales, es decir, las imaginarias 6 canti-
dades complejas, cita el Sr. Krahe la multiplicacién y di-
visién de vectores, que con la cita basta, y pasa desde lue-
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go 4 las ecuaciones de segundo grado. Ya en ellas empiezan
4 dibujarse las lineas generales del nuevo método, como
en la escala zoolégica se dibujan vagamente en los ani-
males inferiores 6rganos que mdas adelante adquirirdn su-
prema perfeccién.

En este ejemplo elemental estd ya un esquema de la
idea que el Sr. Krahe ha de aplicar a las ecuaciones supe-
riores; este ejemplo da una muestra del propdsito del au-
tor & unir la Geometria y el Andlisis, no como rivales, sino
como partes de una ciencia total, que armoniza sus esfuer-
zos para el descubrimiento de una teoria 6, mejor dicho, para
la solucién de un problema unico: el soberano problema de
la verdad matematica.

El nuevo académico recuerda que las ecuaciones bi-
nomias son las mas sencillas entre las ecuaciones de gra-
do superior, las que se resuelven inmediatamente por la ex-
traccién de una raiz, y el limite de lo elemental en este gé-
nero se encuentran pues en las binomias de segundo grado.

El alumno més modesto de una clase de matemdticas
de Instituto sabe & debe saber cémo se transforma una
ecuaciéon de segundo grado general en ecuacién binomia;
pero cuenta que & veces en lo mas sencillo estd el germen
de lo mis sublime, y el Sr. Krahe no desdeifia este método
infantil. No lo desdefia pero le da sentido més alto y de-
muestra inmediatamente que la transformacién analitica se
interpreta por una traslacién geométrica entre puntos co-
nocidos, 4 saber: el origen y el punto medio del segmento
que une los dos afijos que representan las raices en el pla-
no de Cauchy.

Porque este punto medio se conoce inmediatamente
por la ecuacién misma.

Pues aqui tenéis un esquema, como decia, del método
que aplicé el Sr. Krahe & las ecuaciones de tercer grado,
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en un articulo por todo extremo interesante publicado en el
periédico extranjero que lleva por titulo Mathesis, revista
editada en Paris y en Gante y en la que colaboran ilustres
matematicos del extranjero.

Este es todavia el método que nuestro compaiiero apli-
¢6, en un articulo publicado en la revista de esta Acade-
mia, & las ecuaciones armoénicas de grado superior.

Este es, por fin, el método que desarrolla brillantemente
en la Memoria que acabiis de oir para las ecuaciones de
cuarto grado, y el que es seguro, dado su poderoso ingenio,
su actividad y su amor 4 la ciencia, que generalizara para
otras ecuaciones de grado superior.

Y tal método, prescindiendo de pormenores técnicos, y
considerado desde un punto de vista mas alto, es como, ya
lo podréis columbrar, no sélo sencillo, sino fecundo y gran-
demente comprensivo.

Es como enlazar, segtin antes dije, lo mas complejo con
lo mas simple por artificios especiales de transformacion
analitica y geométrica 4 la vez; es como proyectar, si vale
ia imagen, lo multiple en lo uno, buscando en la sencillez
de éste la explicacién de lo complicado de aquél.

Asi, en el ser zooldgico primitivo esti todo lo que,
desarrollandose, ha de dar el sistema poderoso del ser alta-
mente organizado.

Y asi busca el Sr. Krahe en la ecuacién general de se-
gundo grado, como antes recordabamos, la ecuacién bino-
mia de segundo grado también; y en la ecuacién de tercer
grado la binomia de este mismo grado; y en la ecuacién
armonica del grado n la binomia todavia del grado n; y
en la ecuacién del cuarto grado, no ya una ecuacién binomia,
pero si una ecuacién reciproca que por dos ecuaciones de
segundo grado puede resolverse.

No otra cosa ha hecho el andlisis en estos casos y en
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otros muchos, convirtiendo por transformaciones analiticas
ecuaciones complicadas en ecuaciones de extrema sencillez.

Pero la eficacia de las transformaciones analiticas 4 ve-
ces, no digo siempre, dependen del ingenio del matema-
tico que las inventa, de una especie de intuicién genial, de
la casualidad en alguna ocasién, sin que a priori tales trans-
formaciones resulten 6 evidentes por si 6 como términos
finales de un procedimiento légico.

En cambio, y por ingeniosisimo contraste, el nuevo aca-
démico, en todos los trabajos que he citado y en la Memo-
ria que habéis oido, enlazando la Geometria con el Anéli-
sis, va en este sobre seguro; y cuando emplea una transfor-
macién sabe de antemano el resultado que ha de producir,
porque lo ha visto dibujado, si vale la palabra, en una cons-
truccién geométrica.

Yo no he de repetir lo que el Sr. Krahe explica tan-bien
v con tan perfecta claridad y con tan perfecto enlace en
su Memoria, y he de contentarme con una sintesis de todos
ios trabajos antes citados, y de los que siguiendo el mismo
tumbo pueda realizar en lo sucesivo.

Todas las raices de una ecuacién, que admitiendo el
caso mas general podemos suponer que sean imaginarias, y
si algunas no lo son lo mismo da, porque lo particular estd
comprendido en lo general, pueden suponerse representa-
das por afijos, 6 sea por puntos determinados en un plano,
que, para abreviar, puede llamarse el plano de Cauchy.

Estos puntos determinardn un poligono de tantos la-
dos como unidades tiene el grado de la ecuacién. Pero
mientras el problema no se resuelva, n1 se conoceran dichos
puntos, ni se conocera el poligono.
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- Poco importa, porque de las propiedades de éste y uti-
lizando los coeficientes de la educacién, pueden deducirse
determinados puntos, que para darme 4 entender con cla-
ridad llamaré punios caracteristicos; y estos puntos podran
determinarse, y deberdn determinarse, como antes dije, si el
método ha de ser eficaz, por medio de los coeficientes de la
ecuacién dada, que son cantidades conocidas; en suma, es-
tos puntos caracteristicos se fijaran mediante ecuaciones de
grado inferior al de la propuesta 6 que sean casos particula-
res faciles de resolver. :

Asi, en la ecuacién de segundo grado puede conocerse
directamente por el segundo coeficiente de la ecuacién el
punto medio del segmento de los afijos, que serd punto ca-
racteristico para esta ecuacidn.

Y en Ia ecuacién de tercer grado podran deducirse dos
puntos de los que he llamado caracteristicos, y que Neu-
verg llama centros isodindmicos.

Y en las ecuaciones arménicas del grado n es también
facil obtener dos de estos puntos, que designa el autor cita-
do con idéntico nombre, con el de centros isodindmicos.

Y en las ecuaciones de cuarto grado, por fin, serd facil
hallar tres puntos caracteristicos, que son los puntos de Mi-
quel, y que se obtienen por una ecuacién de tercer grado.

Con lo cual hemos pasado de los puntos desconocidos
a puntos conocidos en ndimero inferior. Pues apdyase en
éstos el Sr. Krahe por transformaciones geométricas per-
fectamente determinadas y sumamente sencillas, como son
traslaciones, inversiones, giros y transformaciones de home-
tecia, cambia aquel poligono de los afijos en otro elemen-
tal, todavia desconocido, que sera en las ecuaciones de se-
gundo grado el conjunto de dos puntos simétricos respecto
al origen, v en las de tercer grado serdn los tres vértices de
un tridngulo equilatero, y en las arménicas del grado » se
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habrén convertido en los vértices de un poligono regular, y
en las ecuaciones de cuarto grado en los vértices de un po-
ligono correspondiente 4 una ecuacién reciproca.

Nada mds elemental, y'agreguemos nada mds ingenio-
so: nada que hable mis y con mas elocuenc1a al sentido
geométrico.

El método, en pocos términos, se condensa; casi en
tres: ‘ ' ’

1. Determinacién de los puntos caracteristicos.

2.° Transformaciones elementales que son de primer
grado, enteras 6 fraccionarias.

Y 3 Resolucién de una ecuacién binomia 6 reciproca.

Y este método geométrico da sentido, da significacién
y firmeza y rumbo seguro al método analitico; porque cuan-
do se aplican las transformaciones analiticas sabemos de
antemano, que han de ser eficaces y conocemos el término
4 que hemos de llegar: de otro modo irfamos transformando
la ecuacién ala gracia de Dios y 4 lo que resultase.

El procedimiento del nuevo académico, sélo con lo que
precede, se comprende que puede ser fecundo, y ademds
por él se da fuerza intuitiva & los metodos histéricos de
este problema

Ampliemos las anteriores consideraciones con un
ejemplo: :

En el orden analitico, las ecuaciones de quinto grado
se han resuelto por funciones elipticas, y entre todos los
métodos que siguen esta orientacién, podemos citar uno,

! de Halphen.
A la manera que muchas ecuaciones se reducen 4 ecua-
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ciones binomias, que es como decir 4 la divisién del perio-
do trigonométrico, 6 sea de la circunferencia, en partes
iguales, las ecuaciones de quinto grado pueden hacerse de-
‘pender de la divisién de los periodos de las funciones elipti-
cas en cinco partes iguales, 6 sea de la ecuacién elemental
que determina esta divisién del periodo. Y puede conse-
guirse esta dependencia por una serie determinada de trans-
formaciones ; mas por ingeniosas que sean, jqué largas, jqué
enojosas!, jqué aridas para el principiante... y aun para el
que, sin ser principiante, tenga en Matematicas sentido ar-
tistico de orden y armonia!

Cuando estas transformaciones alcancen una significa-
cién geométrica, como en el método del Sr. Krahe, todo
este problema se iluminard, por decirlo asi, al destello de
‘una idea superior.

Ya el Sr. Krahe tenemos entendido que trabaja en este
nuevo y arduo problema.

Y con lo dicho pudiéramos terminar, en rigor, este dis-
curso; pero los trabajos del Sr. Krahe son tan interesantes,
son tan sujestivos, que una idea llama 4 otra, y el horizon-
te se ensancha, y no quisiera terminar mi tarea sin apuntar,
siquiera sea de paso, algunas consideraciones que me
acurren.

Mis de un critico descontentadizo, que no seria critico
de pura raza si no lo fuese, pudiera decirnos al Sr. Krahe y 4
mi, que en esta materia por pecador me confieso, que al fin
y al cabo este problema de resolver ecuaciones es un pro-
blema de importancia muy relativa y de puro alarde mate-

mético. ~
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El que asi piense se equivoca, no de medio 4 medio,
sino de entero 4 entero; porque la resolucién de las ecua-
ciones es un problema de inmensa importancia, no sélo en
la ciencia pura, en la que hay también otros problemas que
por otras relaciones se expresan, sino muy principalmente
en la Fisica matematica, en la Fisica experimental y, ade-
mds, en todas las ciencias de aplicacién, y, por lo tanto, en
toda la industria.

Las ecuaciones expresan acaso mis de la mitad, y digo
la mitad por decir algo, de toda la ciencia matematica; y-se
desarrollan en serie que no acaba y que cada vez se ele-
va 4 términos de mayor complicacién y sublimidad. Em-
pezando por las sencillisimas ecuaciones de primer grado;
elevandose 4 las de grado superior; pasando al campo sin
limites de las ecuaciones trascendentes; saltando 4 otra
regién alin méis extensa, la de las ecuaciones diferenciales;
dilatiandose en época moderna hasta abarcar las nuevas te: -
rias de las ecuaciones integrales, como, por ejemplo, la de
Fredholm, en que ya no basta con que estén complicadas
las incégnitas y los datos con relaciones algebraicas, 6 tras-
cendentes, 6 diferenciales, sino que aquellas incégnitas y
sus derivadas mismas aparecen bajo el signo integral: sélo
con esta enumeracién tendria yo infinitos espacios que re-

-correr. Pero aqui pongo término, no porque termine la mate-

ria 6 porque haya llegado al limite del horizonte, que 4 este 1i-
mite no se llega nunca, sino por no hacer interminable el
recuento y no fatigar con exceso la atencién con que me
honran mis oyentes.

Mas 4 pesar de esta inmensa riqueza cientifica, muchos
escritores, muchos criticos y hasta ilustres hombres de cien-
cia con alardes filoséficos, parece como que desdefian toda
ccuacion en general; y aun los hay, que miran compasivos
4 los que 4 esta rama del saber humano dedican sus esfuer-
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zos, porque suponen que toda ecuacibn A = A es una
verdadera fautolo gta, de todo punto estéril, aunque 4 ella se
aplique toda la légica aristotélica.

Vamos despacio.

Es, que #za ecuacion matemitica, en general, no expresa
‘simplemente que una cosa es igual ¢ st misma con identidad
de forma y esencia y por gusto 4 la repeticién estéril; las
ecuaciones, por ejemplo en las Ciencias fisicas, expresan
teyes del mundo material, relaciones entre diversas mag-
nitudes de las que se agitan en el seno del cosmos, aun-
que al reducirse 4 nlmeros estas ecuaciones expresen
igualdades numéricas. Cuando se dice «la atraccién en-
tre dos astros es igual al producto de las masas, divi-
cido por el cuadrado de la distancia y multiplicado el
resultado por una constante», no se escribe una tautologia,
una identidad; se escribe una ley exacta 6 aproximada del
Universo, en la que entran en accién diferentes magnitu-
des, y que encierra en sus contornos algebraicos toda la As-
tronomia y una buena parte de la Fisica matematica clasica.
Y como las ecuaciones expresan leyes del mundo inorgéni-
co, por ellas se resuelven problemas prodigiosos, en los que
parece imposible haya penetrado la inteligencia humana;
y cada vez son mayores y mayores y mis increibles estos
triunfos, sin que se agote la llamada tautologia.

Para condensar mis ideas y hacer menos arido este dis-
curso, me limitaré 4 citar de paso algunos ejemplos. De
este mode se comprendera mejor la importancia de las ecua-
ciones analiticas, desde aquella ecuacién infantil en que se
plantea «el problema del milano y las palomas», que tam-
poco era una tautologia, hasta la suprema regién de las
ecuaciones integrales y otras de mas all4.



— 49 —

Empecemos esta digresién final.

Cuando bajo la accién de ciertas energias se ioniza (y
perdéneseme el empleo de palabras que no estdn en el Dic-
cionario, pero que son insustituibles) un gas, ¢quién hu-
biera podido creer hace algunos afios que era posible cozn-
tar el mitmero de los millones de estos elementos eléctricos
engendrados en el fluido?

Pues esto se realiza de muchas maneras, combinando
siempre el método experimental con las ecuaciones del ma-
tematico.

Basta evaporar agua en el espacio que encierra el gas,
provocar por la expansién de éste la condensacién del va-
por sobre los centros eléctricos, con lo cual cada idn serd
el centro de una gota; y luego ver cémo la neblina que de
este modo se forma desciende lentamente; y luego medir
la velocidad del descenso; y luego hacerse cargo de que
esa misma velocidad es aquella con que cada gota cae, y
por fin acudir 4 una férmula del célebre Stokes, quierce
decir & una ecuacidn que expresa la velocidad de la caida
en funcién del didmetro de la gota.

Con lo cual el problema estd resuelto; porque si dev
pejando el didmetro en dicha ecuacidn en valores de la ve
locidad se conoce este didmetro de la gota, se conoce su
volumen, y si por las fé6rmulas de la termodindmica se de-
termina la cantidad de agua evaporada, se podrd conocer
con esa cantidad de agua cudntas gotas se han formado, v
como hay tantas gotas como iones, el nimero de éstos que-
dari definitivamente determinado.

Si las ecuaciones fueran pura tautologia, hay que con-
fesar que la férmula de Stokes es una tautologia maravi-
losa, que burla la sentencia de esterilidad del critico, que
condené 4 las ecuaciones en general & una impotencia per-
petua.



80 —

Y permitaseme otro ejemplo mds; otra maravilla de la
cientia moderna. » .

Cuando se acusa 4 las ecuaciones analiticas de mero
juego de cubiletes matematicos, hay que buscar testigos de
descargo, y el mejor testigo es la ciencia pract:ca la de los
hechos.

Con lo cual quiero poner en evxdencxa que esta dxgre—
sidn no ‘es inoportuna. )

¢Cudntas moléculas existen en, un peso dado de gas,
por ejemplo, en el que se llama molécula-gramo, sé. pre-
gunta la insaciable curiosidad del sabio? Que es como pre-
guntar por qué cifra estd formado el nimero de Avoga-
dro; y no hace mucho, esta pregunta hubiera sido, mas que
una pregunta impertinente, una pregunta ridicula. Pues
hoy, por muchos métodos, y entre otros por las admirables
experiencias de Perrin, aplicadas 4 las f6rmulas de los ga-
ses, la pregunta se contesta y el nimero se fija con alta pro-
babilidad.

Perrin finge, me]or dicho, fabrica un gas en el seno de
un liquido; este gas artificial es una emulsién; y sus peque-
filsimas particulas simbolizan las moléculas de cualquier
otro fliido gaseoso. Afirma ademas el insigne experimenta-
dor, tedrica y experimentalmente, que las leyes mateméticas’
delos gases reales y del gas que ha fabricado son idénticas y
4 ambos los encierra en la misma férmula. Pero el gas que él
fabricé estd al alcance del microscopio, puede contar el nd-
mero de sus particulas, y por carambola, si vale la palabra,
contara las de los gases en la realidad flslca Esto es todo.

Hay en efecto una férmula,

SRy N 3\

lo == m(l——\gh,
Lo - RT ( “A 8

que -enlaza con cantidades accesibles al microscopio este

nimero N de Avogadro, y como en dicha ecuacién todo es
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conocido menos el nimero N, se despeja la incdgnita, que
esta frase es va de sentido vulgar. Las multitudes 4 veces
tienen mds instinto que los doctos, aunque en otras ocasio-
nes suceda lo contrario, y un hombre solo vea mejor que
millonés y millones de seres mas 6 menos mtehgentes Hay
en la vida ejemplos para todo.

Ello es que mediante una ecuacion, la ecuacion de los
gases, se realiza este prodigio semifantastico: contar las
moléculas, los atomos ¢ las particulas.

Ya lo dijo Henri Poincaré, el gran matematico de Fran-
cia, gloria del siglo xix: «Las mioléculas han dejado de ser
una hipétesis; hasta parece que las vemos, cuando sabemos
contenerlas.»

Porque, en efecto, por los procedimientos de Perrin y
por otros muchos procedimientos, se demuestra que el nu-
mero de que se trata estd representado por esta cifra: 68 se-
guido de 22 ceros, ¢ sean 680.000 trillones, en numeracién
espaifiola.

La cifra es tan formidable, que vale la pena de escri-
birla solemne y alslada con todo su acompanam1ento de
ceros:

Y me ocurre incidentalmente, que al ver esta cifra el
genio de la guerra dcaso pensara: «jqué numero, si esfos
dtomos fueran hombres, para una espléndida moviliza-
cién!» jCémo ante ella se achican movilizaciones que sélo
dan millones y sélo tienen seis ceros! ;Qué son seis ceros
ante veintidds? '

. Es que también acudé 4 sus movilizaciones la natura-
leza; pero el sabio sélo las utiliza para sublimar el espiritu
y para iluminar el cerebro, sin detrimento del craneo.
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Y sigamos con nuestros ejemplos y con nuestras ecua
ciones.

Contar moléculas es realmente empresa increible, pues
la ciencia moderna aln pretende mas: medir el didmetro de
eslas moléculas 6 4tomos en milimetros; quiero decir en
fracciones de milimetro. ' ‘

Problema que sélo el pretender resolverlo era en otro
tiempo llegar al delirio, una insensatez en la ciencia anti-
gua, y que hoy es un problema serio y formal; ya no es un
delirio, y al intentar resolverlo se obtienen resultados de
verdadera importancia. Todo gracias & #na ecuacion, &
una Zautologia, dijera el critico desdeiioso; y el problema
se resuelve, como se resuelven todos los problemas mate-
inaticos de la Fisica, por un procedimiento tdnico, general,
por un método que estd al alcance de todas las inteligen-
cias y, por fin, mediante una ecuacion.

Se quiso saber el nimero de tones de un espacio; se
quiso saber el nimero de moléculas de un gas; pues se quie-
re determinar ahora ¢l didmetro de una de estas moléculas
d datomos.

Y bien, del estudio experimental y tedrico de los fené-
menos naturales deduciré leyes cuantitativas, 6 sean ecuacio-
nes en que entren estos numeros 6 estas magnitudes que bus
co, y de estas ecuaciones, como todo el mundo dice, despeja-
ré la incdgnita. Mas claro: pasaré de la ecuacién primitiva,
por procedimientos légicos 6 de identidad, de esa identidad
tan initil, 4 otra ecuacién en la que el primer miembro esté
expresado por la incégnita que pretendo hallar y el segundo
miembro por cantidades conocidas. Mas claro adn: de la
tautologia A = A 4 la tautologia X = C; y si conozco C,
por ley tautoldgica, perdéneseme el ensafiamiento, sabré lo
que X vale.

Asi en este tltimo problema que indicaba, el del didme-
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tro de los dtomos, y en la ecuacidn general de los gases trans-
formada por Van der Waals,

(1»+ fz:,><”“”»)=RT’

ecuacion en la que se tiene en cuenta en « la influencia de
la cohesién y en & el volumen verdadero de las moléculas;
en esa ecuacién, repito, veré que entra la incdgnita, porque
st entra el volumen entra el didmetro, y de esta ecuacién de-
duciré la fantistica x que buscibamos, que resulta para el
argon igual 2,85 multiplicado por la unidad, dividida por
cien millones, es decir, por 10~ %, fraccién pequeiiisima del
milimetro: del milimetro dividido en cien millones de par-
tes, apenas fres. '

Que al penetrar en estos rincones de lo infinitamente pe-
quefio, siempre nos encontramos con legiones de ceros en el
numerador 6 en el denominador del numero resultante.

Estos ceros vienen unidos 4 unas cuantas cifras signifi-
calivas, que se comprueban en multitud de experiencias y en
los fenémenos mds distintos de la Fisica. Pero todo el inge-
nio de los experimentadores y toda su habilidad se estrellarian
en la impotencia, si no determinasen previamente ccuacioncs
en que estuvieran contenidas las incognitas combinadas por
las leyes del andlisis con parametros accesibles 4 la observa-
cién y 4 la medida.

Las ecuaciones contintan, pues, imperando como arbi-
tros supremos en todos estos prodigiosos problemas, que han
pasado de ser idealismos vaporosos a ser realidades medi-
bles y contables.
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Un dltimo ejemplo de la alta funcién que ejercen las
ecuaciones en cualquier investigacién, por profunda que sea,
de la Fisica matemdtica 6 experimental.

Pretender contar los iones, contar las moléculas de un
gas, determinar su didmetro, si no se tratase de hechos positi-
vos, seria pasar los limites de lo sensato y de lo verosimil;
pero 4 mas aspira el poder de estas ecuaciones matematicas: 4
injar el didmetro de los electrones.

Medir el volumen y el peso de un’astro que se ve, que
casi con el telescopio se maneja, era ya un triunfo prodi-
gioso. de- la ciencia cldsica; pues hoy se aspira 4 medir la
masa y-el radio de estos dtomos de electricidad 4 que se da
¢l nombre de electrones, y por una férmula bien sencilla.
Sin remontarse mucho, acudiendo 4 la-méds elemental teoria,
voy a citar la férmula que expresa la masa electromagnética
de un electrén, 6 me;or dicho, su primera aproximacién,
que es - :

Com=2RE -

Sabemos que 7 representa la masa, la cual se puede
medir, por e;emplo mediante la teorfa de.los rayos catd-
dicos, y la ‘de la 1on1zac1on antes citada, gracias. tam-
bién 4 varias ecuauones aphcadas 4 procedimientos expe-
rimentales; y en dicha ecuacién a es el.radio_del electrsn,
suponiendo que fuera esférico.

De modo que este problema mconcebxble depende de
una ecuacién de primer grado, y no hay mas que despejar a.

" Y cuando una ecuacién de primer grado da estos resul-
tados no hay motivo para ver con cierta desdefiosa superio-
ridad las ecuaciones de tercer y cuarto grado, que tiene mu-
cho en si: mis pequefio es un itomo y encierra un mundo.

*
* ¥
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He presentado estos ejemplos ‘de la- manera vaga'y~ ge-
neral que pueden presentarse en un discurso de esta clase,.y
dirigiéndome no sélo 4 los que ya conocen la materia, para
los que cuanto yo digo es inttil, y las reservas criticas que
pudiera hacer sobre definicién de didmetros y grandes nu-
meros, ellos las hardn de antemano; sino dirigiédome al pu-
blico en general, que no se é_omp_one de especialistas. A este
ptblico he querido éxplicarle que todas las criticas més 6
menos filoséficas que contra las ecuaciones matemdticas se
dirigen, como si fueran lucubraciones estériles de los sabios,
son de todo punto inconsistentes y vacias.

Y no sélo la inmensa teoria de las ecuaciones en general,
sino las grandes creaciones matem4ticas son prodigiosas en
la regién de las ideas y son fecundisimas en las ciencias de
aplicacién; que sin las matematicas la industria en general
es rutina, y la rutina significa derroche de fuerza, impoten-
cia 'y atraso. '

De aqui la importancia de las matemiticas en la eivi-
lizacién moderna. -

Podria borrarse del mapa toda Grecia: Arquimedes y
Euclides se elevarfan eternos sobre las ruinas de aquel pue—
blo admirable. Y no hablemos de épocas mds recientes, no
hablemos de Newton, ni de Hamilton, ni de lord Kelvin, ni
de Descartes, ni de Pascal, ni de Leplace, ni de Poisson, ni
de Cauchy, ni de Lagrange, ni de Poincaré; ni hablemos de
Leibnitz, ni de Jacobi, ni de Gauss, ni de Abel, ni de tantos
otros, que serdn mas duraderos que las piraimides de los Fa-
raones; contra ellos es impotente la mas potente artilleria,
porque sus nombres flotan en la regién eterna de la ver-
dad, y alli no llegan ni balas ni metralla.
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Animado de estos sentimientos, que son ya muy viejos
en mif, y en edad ya casi me hacen la competencia, me dolia
en el primer discurso que tuve que pronunciar en esta Aca-
demia, y me dolia quizd en términos. sobradamente acres,
de la carencia de grandes matemdticos en Espafia en los
tItimos siglos y del desdén con que entre nosotros se miraba
el cultivo de esta ciencia suprema.

Cincuenta afios han pasado y el horizonte se aclara y al-
borea. Hoy en Institutos, en Universidades, en Escuelas es-
peciales, militares y civiles, en la ensefianza privada, en to-
das partes hay profesores eminentes de ciencias matem4ti-
cas y fisicomatemdticas, que son las ciencias 4 que me con-
creto; hoy se estudian y se comprenden los trabajos de los
matemadticos extranjeros de primer orden, y empiezan tra-
bajos propios, dignos de alta consideracién y que abren an-
chos horizontes para nuestra patria y la prometen dias glo-
110S0S. '

Esta misma recepcién, por el discurso del Sr. Krahe y
por el premio que ha de otorgarse al Sr. Rey Pastor, es un
ejemplo de lo mucho que vale y puede el nuevo espiritu ma-
tematico que entre nosotros despierta.

Séarios permitido buscar con ansia, entre las nubes de la
polvora y de los explosivos, rayos de luz que alumbren un
nuevo arranque de civilizacién de la que simbolizan las
orandes naciones, y un nuevo esfuerzo en el orden intelec-
tual de la patria espafiola: sea nuestro lema trabajo y es-
peranza.




