REAL ACADEMIA DE CIENCIAS
EXACTAS, FISICAS Y NATURALES

DISCURSO INAUGURAL

DEL ANO ACADEMICO 1g72-1973

LEIDO EN LA SESION CELEBRADA EL DIA 22 DE NOVIEMBRE DE IQ72

POR EL ACADEMICO NUMERARIO

EXCMO. SR. D. JUAN GARCIA-FRIAS GARCIA

M-ADRILID

DomrIcitio pE LA ACADEMIA:
VALVERDE; 22.—TELEFONQ 221-25-29 -
1972 ’



Depésito Legal: M. 32.843.-1972

TALLERES GRAFICOS VDA. DE C: BERMEJO.—J. GARCIA MORATO, 122.— MADRID



LOS ELEMENTOS NUMERICOS DE n DIMENSIONES

En la presente investigaciéon se pretende mostrar que los ntimeros
reales “considerados como «conjuntos m-ordinalesy llevan implicito la
estructuracién puramente aritmética de n-dimensiones, cuya aplicaciéon
al espacio se corresponde, para n = 1, n = 2 y n = 3, con las estruc-
turas geométricas de una, dos y tres dimensiones; respectivamente, y,
en particular, con la linea recta, el plano y el espacio, para las estruc-
turaciones que aqui denominamos elementos numéricos de varias dimen-
siomes; y, en su.consecuencia, las proposiciones contenidas en los axio-
mas geométricos son también peculiares de dichos elementos, las cuales
pueden demostrarse partiendo de los axiomas aritméticos y de la teoria
implicita en los mismos —teoria matricial dimensional—, presentindose
como ejemplos las del primer grupo de axiomas de Pasch-Schur —axio-
mas de ordenaciéon y enlace— vy las del sistema de Hilbert.

Expreso mi agradecimiento al profesor Rvdo. P. Dou MaxdeXexas,
S. J., v al profesor Ancochea Quevedo, por su amabilidad al examinar
detenidamente este trabajo y por sus interesantes observaciones, que me
han sido muy ftiles en la redaccién definitiva.

®OR ¥

El ntimero en su acepcién ordinal y-en su idoneidad para constituir,
con otro u otros, el ente basico de los elementos numéricos de varias
dimensiones, lo lamaremos aqui nimero dimensional o simplemente
dimensional, .y al conjunto de estos dimensionales lo denominaremos
término dimensional o simplemente término. Es obvio que dos tér-
minos .de un solo dimensional, (A) y (A’), constituyen un intervalo
(A)H (A" (1), que es igual a la diferencia entre los n@imeros. cardina-

1) En lo sucesivo utilizaremos el signo | puestc entre los dos terminales ~—voz

que aplicaremos 2a los términos que delimitan al intervalo de una dimensién— para
expresarfo por medio de ellos.



les correspondientes a los dos dimensionales. Este intervalo, que vamos
a designar, en general, con el simbolo A E,, es unidimensional, porque
los términos que contiene son de un solo dimensional, y de una dimen-
sién, ya que al tratar de ésta en sentido puramente aritmético, puede
considerarse de un modo lato la dimensionalidad de un conjunto numé-
rico de esta clase, como el grado de wvariabilidad independiente de sus
términos. Conviene advertir, para evitar confusiones, que la voz dimen-
stdn la empleamos aqui con cardcter exclusivo para la posesion de la
cualidad que propiamente implica, y asi tenemos, por ejemplo, un in-
tervalo de una dimensién, de dos dimensiones, etc., etc., mientras que
el adjetivo dimensional se concreta a su verdadero significado .de- per-
tenencia o también referencia a las estructuraciones de ciertas dimen-
siones. El intervalo A E, es, ademas, elemental, porque la elementclidad
dimensional puede aritméticamente considerarse. como lo cualidad de
“toda estructura de n-dimensiones de estar determinada por n + 1 cua-
lesquiera de.sus términos dimensionalmente idéneos, v solamente n + 1,
que-es el minimo necesario de su dimensionalidad, siendo evidente qﬁe
al estar el intervalo (A) H (A’) constituido por la parte de la sucesion
de los ntmeros reales comprendida entre los' dos términos que son sus
terminales, goza de dicha cualidad, y si lo consideramos en toda su ex-
tension, es-decir, en la totalidad deé la sucesion de los ntmeros reales,
tanto positivos como hegativos, tendremos el ‘elemento E, unidimen-
sional de una dimensién. ' i

- Como con esta clase de términos —o sea, de un solo dimensional—
no es posible distihgu_ir:si los intervalos A E, pertenecen a un mismo
E, cuando no son contiguos, surge la necesidad ‘de ampliar el término
con otro dimensional B, pues entonces si que-es posible tal distincion,
siempre.que el término (A, B) que asi resulta, conserve su cualidad in-
divisible, es decir, que los dos dimensionales A y B no tengan entre si
ninguna. relacién cardinal, sirviendo solamente en su funcién determi-
nante, ' delimitadora y ordenadora de los dos intervalos dimensionales
A’— A.y B’— B, que asi se presentan condensados, constituyendo
un solo intervalo de una dimensién delimitado por los términos (A, B)
y (B, B), que serd bidimensional por constar sus términos de dos di-
mensionales. '

_El intervalo (A, B) H (A", B") es. elemental, porque también goza
de la cualidad expuesta para la elementalidad dimensional, ya que si-al
dividirlo en k& partes cualeéqui_era,_ de modo qué se verifique que la ra-
z6n entre los intervalos dimensionales respectivos. .
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€s la misma para todos, tendremos

A
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AD” = mAa
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AD + Ab” + ADY + .+ AD® =m(Aa’ + Aa” £ Aa” + i+ Aa®)

AD + Ab”"+ AB” + ... + ADW® B —B
Aa"+‘Aa”+Aa”’+...+’Aa(k) - A/_A

=" m

o sea, que la condicién por la cual los términos del intervalo
(A, B) H (A’, B') pertenecen a él, estd definida exclusivamente por esta
relacién entre sus dos terminales, sin ninguna otra condicién, estando
caracterizada, en su consecuencia,. la elementalidad dimensional del
A E, bidimensional porque la razén entre los intervalos dimensionales
del todo es la misma que lo de cada una de las partes, y, viceversa, los
intervalos A E, contiguos que tengan la misma razdn entve sus respec-
tivos wmtervalos dimensiondles, pertemecen a un mismo T A E,, que es
la. suma de todos ellos. A esta razén constante la llamaremos mddulo
wunidimensional y la- designaremos por el simbolo m,. El A E, bidimen-
sional elemental que asi se obtiene, contintia siendo de una dimensién
con la ampliacién del término en otro dimensional B, ya que al ser la
razén A b/A a= m,, constante, ADb:= m; Aa, y, por consiguiente,
el dimensional ‘A sigue siendo el tnico independiente.

'La comparacién —operacién matemética por. excelencia— de estos
intervalos A E, bidimensionales soélo es posible de un modo directo,
cuando cada uno de los intervalos dimensionales del mismo orden ‘de
los dos intervalos (A, B) H (A", B) v (4, B) H (A’, B’) son iguales en
ambos, es decir, que :

Aa=A" A
Ab=B -—B

A — A
B'—B

i

Il

© solamente los dos A a o los dos A b, pues’entonces los dos A E, pro-
puestos, son iguales o desiguales, respectivamente, ya que en los deméas
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casos en que son desiguales los dos Aa y los dos A b, el valor de A E;
solo puede obtenerse de un modo indirecto. A estos intervalos A E;, que
son iguales por serlo sus dos intervalos dimensionales Aa y A Db, dos
a dos, y tienen el mismo signo o el opuesto en ambos a la vez en los
respectivos épdenes en cada A E,, los denominaremos intervalos idém-
ticos, porque en realidad les corresopnde esta calificacién con respecto
a los que también son iguales, pero no lo son sus correspondientes in-
tervalos dimensionales Aa y ADb, o aunque lo sean, no son opuestos
ambos intervalos A E,.

Hemos visto que una sucesién de A E, contiguos del mismo m, —y,
por consiguiente, también los intervalos idénticos— pertenecen a .un
“mismo E,, pero si tales intervalos no son contiguos, por ejemplo,
(A, BYH(A’, BY) v (A7, BYH(A™, B, yelm, del (A, BYH(A”, B")
—o sea, de un terminal del primero con un terminal del segundo—_'— €s
distinto del m, de aquellos dos, tendremos:

B B =m, (A —A)
B — B = '}’ﬂ]‘(_’Ax” _ Ar)
B/// - B// — m| (}A/” _.l___ AA//“)

{\B, . B) . (Bn - B’) = (B//r . B”} -
=m, (A" — A) + (A — A")) + m (A" — AT,

0 sea, que al no poderse poner el moédulo unidimensional como factor
comiin, no puede obtenerse el m, para el (A, B) H (A", B”), y, por
tanto, los dos intervalos A E, propuestos no pertenecen a un mismo
E,. Ahora bien, es evidente que el hecho de tener dos A E, el mismo
m, cuando son idénticos, aunque no pertenezcan a un mismo E,, tiene
que suponer una relacién entre ellos estrechamente ligada a la cualidad
que caracteriza al E, bidimensional como elemento de una dimensién.
En efecto, si dos A E, son idénticos, como »

(A, B) 4H(A + Aa, B + Ab)
(A BYH A+ Aa, B + AD)

sus terminales delimitan los intervalos

(A, BYH (A", B)
(A +Aa, B Ab)HA + Aa, B+ ADb),
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que también son idénticos, pues

(A" + da)— (A +Aa)=A"—A
(B "~ Ab)— (B +Ab)=D8B —3B.

I

Como A a puede tener un valor cualquiera, resulta que todos los
pares de términos (A ~ A4, B + ADb). 'y (A" 4+ Aa, B’ + ADb), toma-
dos a partir de los respectivos términos del par (A, B), (A’, B), deli-
mitan intervalos A B, idénticos, es decir, que constituyen una sucesién
de A E’, idénticos, y lo mismo que la sucesién de los néimeros reales
admiten entre cada dos de. ellos otros A B del mismo m,, que, a su
vez, admiten otros entre cada dos, y asi sucesivamente, llegandose asi
a la conclusidén de que esta sucesion de A F', se sucede como la de los
nitmeros feales, no teniendo entre ellos ningan término comun, porque
si lo tuvieran se confundirian en un solo A E’,, ya que un término cual-
quiera y un m, determinan un elemento E, 1nico.

Se puede demostrar del mismo modo, que los dos A E, idénticos
propuestos al principio,

A B)H(AG+ Aa, B4+ ub) oy (A, BYH(A + Aa, B 4 Ab),

forman parte de otra sucesion de A E - idénticos con otro modulo m,,
cuyos terminales son pares 'de términos sobre los intervalos

(A, BYH (A, B) v (A4 Aa B+ AD)H(A £+ Az B £ AD),

y, por tanto, gozan de la misma propiedad con respectc a aquellos in-
tervalos. Esta propiedad podemos muy bien denominarla paralelismo
aritmético, porque al concretarla a lag lineas rectas —que, a su vez, son
la concrecién de los E, en el espacio—, nos encontramos con el para-
lelismo geométrico, pero como este (itimo se restringe al campo de la
“linea recta v del plano, mientras que el aritmético es peculiar de los
elementos de cualquier ntimero de dimensiones, como veremos més ade-
lante, parece mas apropiado emplear una denominacidén qie lleve implhi-
cito ¢l significado general del mismo, y puesto que la cualidad por Ia
cual los E, perteniecen a una sucesién de esta clase es que tienen el mis-
mo m,, y, como también veremos después, esta cualidad, en general,
estd implicita en lo que denominaremos matriz - dimensional, - o sim-
plemente matriz, los elementos correspondientes pueden llamarse
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isomatriciales, y, por consiguiente, la voz #somatrismo parece la maés
adecuada para designar a esta cualidad en lugar de paralelismo arit-
mético. : ' '

% %

Es facil observar que los dos pares de intervalos A E,

I (A B)H(A +Ada, B+ 4D
1T (A, B)H (A + Aa, B 4 AD)

: I (A, B) H (A, B) o
Iv (A4+Aa,B+rABHMHA L Aa; B +AD)

son contiguos, porque el terminal (A + A a, B 4+ Ab), final del I, es
¢l terminal principio del TV; el terminal (A + A a,; B + A b), final del

1V, es el terminal final del III; el terminal (A”, B’), principio del III, ‘
es ¢l terminal final del TI, y el terminal (A, B), principio del II, es el
terminal principio del I, formando todos ellos, por tanto, un contorno
cerrado conteniendo en su interior un recinto R, isomatrimorfo, de dos
dimensiones (2), porque si consideramos un intervalo A E, de cada par,
con un misnio terminal comtn, por ejemplo,

T (A,B)H(A +4a, B 4+AD
11 (A, B)H (A%, B)

como independientes —ya que podemos dar a sus dimensionales A’ v
A+ Aa cualquier valor dentro de:Aa—, los otros dos no son independien-
tes, porque el IIT es idéntico al Ty el IV al II, y lo mismo puede de-
cirse de todos los A E, delimitados por dos términos cualesquiera per-
tenecientes a los A E; del contorno o en el interior del mismo, como
puede‘ facilmente demostrarse, o sea, que las dos sucesiones A E, que
suponen los intervalos I y II, respectivamente, son las {inicas indepen-
dientes, y, por tanto, el R, isomatrimorfo delimitado por los dos pares
I, 11T y 11, TV, es de dos dimensiones, conforme con la nociéon aritmé-
tica de dimensionalidad.. '
También se puede observar que el R, expuesto constituye un cuadyi-
ldtero isomatrimorfo, que en ‘el aspecto aritmético se corresponde con
el paralelogramo en el geométrico. Si en este cuadrilitero isomatrimor-
o 2 Asi ~como para una dimension, el intervalo A E,I es efectivamente tal intervalo.
para dos dimensiones solameute lo es cuando, como veremos mdis adelaute, los A E

son los que denominaremos intervalos isodimensionales, pues entonces tmicamente e
-recinto R en general se identifica con’ la mocién de intervalo de varias dimensiones.
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fo se completan dos A'E, con un terminal comtin, con el A I, delimita-
do por los terminales no-comunes, el contorno cerrado que asi se obtiene
comprende en su interior un #rildtero, que en el aspecto aritmético se
corresponde con el fridngulo en el geométrico. El trilatero asi consti-
tuido queda determinado, por tanto, por dos A E, con un terminal co-
mfin, pues los terminales de todo A E, no sélo- determinan su extensién
sino también su ordenacién, lo que lleva implicito su invariacién al
estar inmérsos en los elementos numéricos de varias dimensiones, o sea,
no sélo en los de dos, sino en los de cualquier ntimero de ellas, comeo
veremos después.
Si consideramos ahora los dos trilateros determinados por -los
tres A E,,
T (A,BYH(A +Aa, B+Abh
IT (A BYHA, B+ AD)
T (A, B)H{A —Aa, B+ AD)

con (A, B)H (A, B + Ab) comtn, los A E, delimitados por. los ter-
minales no comunes -

(A+Aa, B+ AD)H(A B+ AD
(A—Aa, B+ ADHA B +4h)

son opuestos con respecto a (A, B + A D), va que sus intervalos di-
menmesionales (

(A) —(A + A2)=—Aa; (A)—(A—Aa)=+Aa
B+AD—~(B +Ab)y=0; (Bi+ Ab)— (B + Ab) =0

son de signo contrario, y, por tanto, los dos trildteros con
(A, BYH (A, B + A D) comun, estin en un mismo R, y son iguales,
porque Iy I1I son iguales, con lo que tenemos su simetria respecto a
I1 en el aspecto aritmético, ya que se corresponde con la simetria que
suponen en el campo geométrico los tridngulos correspondientes a los
dos trilateros considerados, y si’ tenemos en cuenta que los my, de Iy
ITT son iguales y de signo contrario, esta propiedad de lo simetria arit-
mética lleva implicito una cierta afinidad con la nocién del E, y del
isomatrismo, por ser todas estas nociones consecuencia de la igualdad
de los Aa y A b respectivos, si bien la variante del principio de identi-
dad dimensional —implicito en los intervalos idénticos— sea exclusiva

de estos dos #ltimos. ]
* W
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La igualdad de los A E,, por ser iguales los intérvalos dimensiona-
les de los mismos ordenes en ambos, presenta otra modalidad que, por
tanto, entra también dentro de la afinidad expuesta anteriormente, ya
que si consideramos los A E,

(A, B) H(A+ Aa, B+ AD)
(A, BYH(A—AT, B+ Aa)

con 'sus opuestos

(A—Aa, B—Ab)H(A, B)
(A+ Ab, B——Aa)(A,.B)

0. sea, los cuatro con su termmal comtm (A; B), es dec1r en la dispo-
sicién estructural,

(A—ADb, B + Aa)
H
(A—Aa, B-—Ab)H (A, BYH(A + Aa, B+ Ab)
(A +Ah, B—Aa),

ptiede observarse que, por una parte, al ser opuestos los que estin
en la vertical, y, por otra, los que estan en la horizontal, son en reali-
dad dos A E, con el mismo término comin (A, B), siendo ambos de
maddualo unidimensional inverso y de signo contrario.

Ademés, los intervalos dimensionales de los A E, que delimitan los
terminales no comunes de los cuatro A E, con terminal comiin (A, B),

I (A—AD)— (A +Aa)y=—(a+ Ah)
(B+Aa)— (B +Ab)='+ (Aa—ADb)

I (A4 A2)—(A+ADb) =i (Aa—AD)
(B'+ Ab)— (B—Aa) =+ (Aa+ Ab)

I (A—Aa)—(A+AD) =—(Aa+Ab)
(B—abh)—(B—aa) =t (Aa—AD)
IV. (A—Ab)—(A—Ada)=+ (Aa—AD)
(Bi+ Aa) —(B—Ab)=:+ (Aa + Ah)

muestran que los A E, con'los intervalos d1menb1onales Ty 111 son idén-
ticos, asi como los A'E, con los II y 1V, y, por consiguiente, tanto
los AE, con los I y III, como los A E con los II v 1V, son isomatri-
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ciales, respectivamente, formando un R, isomatrimorfo los cuatro A E,
conexos —conexién aritmétrica, naturalmente—. Por otra parte, los
A E, con los intervalos dimensionales T y II tienen estos inversos, sien-
do sus médulos de signo contrario, y lo mismo sucede con los pares
correspondientes 'a II y III, 11T y IV, 1V y I, en sus terminales co-
munes, con lo que la. estructuracién que résulta presenta una simetria
completa, v, en su consecuencia, a esta disposicién estructural de los
cuatro A E, propuestos —o sea, de los dos A E, con la interseccién
(A, B)— la podemos denominar ortonomia (3), porque corresponde en
el aspecto aritmético a la perpendicularidad en el geométrico.

A los dos intervalos A E,, T y II, que se tomaron como indepen-
dientes al tratar del R, isomatrimorfo, podemos darles el nombre de -
determinantes del R, en cuestidén, porque con sus respectivos intervalos
idénticos, III y IV, lo delimitan. I.a consecuencia inmediata es que dos
R, son idénticos si tienen sus determinantes idénticos, o sea, .los pares

(A, BYH (A + Aa, B+ Ab)
(A,BYH(A+ A2, B +AD)

(A, BYH (A + Aa, B+ AD)
(A, BYH (A + Aa), B 40 A D),

pues si descomponemos cada uno de ellos en los triliteros que resultan
teniendo en cuenta los A E, delimitados por los terminales no comunes
de los determinantes, estos trildteros son idénticos dos a dos, ya que
tales A K,

(A +4da B +AD) H(A +Aa,, B +AD)
(Ai+ Aa, B+ ADb) H{A” + Aa’, B+ A D)

lo -son, por ser sus mtervaIOS dimensionales iguales y de] mismo’ signo,
como puede facilmente observarse.

Los dos determinantes que determinan un R, isomatrimorfo, supo-
.nen cada uno un E, bidimensional, y, por consiguiente, éstos, a su vez,
determinan un E, bidimensional —el cual resulta, por tanto, de tomar

3) (8) Parece mas apropiado emplear la voz orfonomia (del gr.. ¢pfds,
recto, ¥ voudg , divisién) en lugar de perpendicularidad aritmética, por las mismnas ra-
zones que expusimos al aceptar el.-isomatrismo en lugar de paralelismo aritmético.’
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en consideracion la sucesion de todos los ntimeros reales, tanto positi-
vos como negativos, para los dos determinantes—, cuando los R, iso--
matrimorfos son contiguos, de un modo ‘andlogo a como los A E, con-
tiguos-del mismo m, pertenecen a un mismo E,, que.lleva implicito, por
otra parte, una propiedad —caracteristica de la elementalidad dimen-
sional— del E, aniloga a la qué supone el m, constante para el E, que
lleva implicito dicha elementalidad, y, como ésta aparece con la amplia-
cién del término unidimensional (A) en otro (B), tendremos necesidad
de ampliar el término bidimensional (A, B) en otro dimensional C, para
obtenerla, lo que es 16gico, puesto que se trata de la distincién de los
términos que pertenecén a un mismo E,, de los que no pertenecen; a él,
y, por tanto, esto no es posible mas que definiendo esa posibilidad con
términos que sirvan para esa distincién.

. Bl término tridimensional (A, B, C) que resulta de la ampliacién del
término (A, B) con el dimensional C, tiene que tener la misma cualidad
indivisible que el (A) y el (A, B), es decir, que los tres dimensionales
no tienen entre si ninguna relacién cardinal; sirviendo sélo en su funcion
delimitadora y ordenadora.de los tres intervalos dimensionales que ast
se présentan condensados, constituyéndo, por tanto, un A E, de una
dimensién, pero para que sea elemental serd necesario y suficiente que,
ademas de m, constante, lo sea también m’ = A ¢/Aa, pues como
Ac=m' Aa, sigue estando determinado por una relacién entre los
dimensionales de sus terminales, y, por tanto, el A E, es elemental .y de
una dimensidn, siendo tridimensional por. estar determinado por términos
tridimensionales. Como la elementalidad de este A E, tridimensional
precisa de los dos moédulos m, y m’,, se comprende que es preferible
darle el nombre de matriz dimensional o simplemente matriz —como ya
anticipamos— a este conjunto m,, m’,, pues con ella se obtienen todos
los términos del E, tridimensional a partir de un solo término.

Para hallar la matriz del E, en funcién de los intervalos dimensio--
nales, son necesarios y suficientes’ dos determinantes cualesquiera,

IH IT (A, B,'C)H(A“+ Aa, B+ Ab, C+Ac)
THIIT (A, B, OHA+ Aa, B+ A, C+ Ac)

con el terminal comtin (A, B, C), porque al elegirlos como talés deter-
minantes, son los tinicos A E, independientes del R, isomatrimorfo res-
pectivo. : ‘

14



Con las matrices dimensionales de los I HII.y I HIII,

. AI‘ ) A ’
THIT[ o o AP [HIL| ,, - AD
Aa Aa
, Ac | ; A

m, = —— . m, = ———
Aa A

obtenemos las diferencias modulares,

Al ‘Ab  AbAa —AaAb

m, —m, = — = _
Aa’ Aa - Aaaa
, i Acd Ac AcdAa —Aa'Ac
7’7@1 =m,; = _ ==
Aal Aa AaAa
cuya razén,
m, —m’, AcAa —Aa Ac
m, — m, Ab'Aa —A2AD

‘es constante para todos los términos de los T H I1 y TH 111, y sus res-
pectivos E,. ' '

Si tomamos como terminal comin, uno. de los otros terminales de
los dos determinantes elegidos, distintos del comin en ellos —como,’
por ejemplo, el 11—, los determinantes seran entonces,

II A+ Aa, B+Aah, C+AHMA, B C I

r

IT (A+Aa B+ab CrAHM@A+A, B+ab, C+Ac) 1II

para los que resulta,
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T1 4 171 A —ab

' A b
II1HI m, = 4 m, =
—Aa Aa"—Aa
, — A , Ac¢—Ac
my = — m, = —
—Aa . Aa"— Az
: ALY —AD Ab Ab’Aa—Aa"Ab
m;, —m, = — =
, Aa"—Aa Aa (Aa"— Aa)Aa
; , Ac—Ac Ac "A¢Aa— Aa'Ac
m, —m; = — =
Aa"—Aa -Aa (Aa— Aa)Aa
m’, —m’, AcAa—Aa’ Ac
m, —m, "Ab’Aa—Aa’Ab

que’ es el mismo valor constante de la razén que obtuvimos antes, y
como se hallaria el mismo resultado si tomédsemos el término III como
terminal comfn, tendremos que la razén es constante para los tres tér-
mineos I, IT y ITI, cualquiera que sea el que se tome como terminal co-
mim de los dos determinantes que'resulten.

Esta razén, que denominaremos mddulo bidimensional y designare-
mos con el simbolo m,, es también constante para todos los pares de
' ' _oIHIr
ITHIII _
la matriz implicita en los dos determinantes, con respecto al término I,
pues si consideramos un par cualquiera IV, V, y los. modulos de los
IHIV y IHYV son, respectivamente, m,, m’, y m,, m’,, tendremos,

términos del E, al que pertenece el R,, 0 sea,; obtenidos por

IH- 11 o omy—m, . o, ,
e m, = — Wy My — Wy = N1, 1My — M
IHIV : W, — m,
IH I m, —m, : , -,
| 'm, = . - m; M, —m,; = m; m,——1m,
IH \]‘ . m, — 11,
luego
CIHIV , , m", —wm’,
—_— wm, M, — W', = m, M, —m, ; m,
—

TH V S m,
y, por consiguiente, dos términos cualesquiera IV y V, del E, en cues-
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tidén, dan con I el mismo m, que los dos determinantes IHII y ITHIII.

Si consideramos ahora tres términos cualesquiera 17, IT, 111’, del
E, determinado por los dos determinantes I HII, I 1II, o sea, ob-
tenidos por la matriz correspondiente, y se toma como terminal comin -
el I/, tendremos que los A E, con terminal comtn I, idénticos dos a dos
con los nuevos determinantes I’ H II” y I H I1I’, daran el mismo m, .
que los determinantes primitivos, y, en su consecuencia, llegamos a la
conclusién general de gque la cualidad de todo E,, y por la cual es ele-
mental, es que sea constante el m, para todas las ternas de términos
dimensionalmente idéneos, pues entonces la relacién de elementalidad
dimensional, que es precisamente dicho m,, se obtiene sélo de los di-
mensionales de tales términos, constituyéndose la matriz bidimensional,
por los dos médulos m, y m’, del THII, que han servido para hallar -
el m,, y éste ultimo. :

* K

'El valor constanté de m, para los tres casos que resultan al tomar
cada uno de los tres términos como terminal com@n, que determinan
un E,, se comprueba con el siguiente ejemplo, para términos I (1, 2, 3),
II 3,6,4) vy 111 (5, 8,6) (4):

CTHII 1+ 111 THII
- - THTIIT
Aa;: 2 m, = 2 Aa =4 m, :‘:§— Aml ::—-i
Ab= 4 Ab =6 2 o (PN
Ac = 1 Vm’,:—lg AC_:?)'. m’, :(§~ Am’, = l 2
9 4 4
1T COIIHIID o IIHI
_ 1 =111
a=—2|m = 2 [Aa=2|m, =1 |Am, =— 1
Ab=—14 Ab=2 m, = — &
Ac = 1.m’1:l Ac=2|m, =1 Am’, = le 2
2 2

(4) Tanto en este ejemplo como en los sucesivos, figuran en cabeza de las colum-
nas respectivas los esquemas de los elementos que infervienen en las operaciones, los
. cuales estan constituidos por los determinantes delimitados por los nfimeros romanos
de los terminales. El niimero de rayas horizontales que figuran entre cada dos deter-
minantes es de dos en este ejemplo, porque determinan un Ez,. En sucesivos ejemplos,.
se aumentara el nimero de rayas, tanto horizontales o verticales, segiin el caso, siendo
‘cada uno el del niimero de las dimensiones del esquema parcial o total.
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TITHT ITI + 11 ]- o HIHT |
' ‘ IITHTI
Aa =-—4 m,:g—Aa:—Z 1'11'121
2
Ab:‘-—*ﬁ Ab:—-—Z Aml’: i
2 1
3 N iy
Ac=—81m, = Zlac=—2|m =1|am =— " 2
‘ 4 : 4
¥ %

- Del mismo modo que dos A E, idénticos determinan un R, isomatri-
morfo cuando los intervalos dimensionales que definen sus terminales
no dan el mismo m, que aquellos A E, idénticos, dos R, isomatrimorfos
idénticos determinan un R, isomatrimorfo cuando tres términos toma-
dos entre ambos de cualquier modo, dan un m, distinto del de los R,
idénticos. Si los A E, idénticos dos a dos, son

I (A B)H(A +Aa, B +Ab) II
I (AL BYH(A +4Aa, B+ab)y IV
T (A, B) HA +Aa, B +Ab)  V
IIT (A, BYH (A + Aa, B+ AD) VI

o sea, los THIL y IITHIV por una parte, y I =V y III H VI, por
otra, siendo, por tanto, idénticos los R, isomatrimorfos

THII TIT 1V
14V YT e v

st el m, determinado por el I H I, por ejemplo, de uno de ellos con el
-término (A’, B") del otro, es distinto del m, de aquellos dos R, isoma-
trimorfos idénticos, es que éstos no pertenecen al mismo E,, y, en con-
secuencia, son isomatriciales, porque entonces el R, isomatrimorfo

I (A, BYH(A +4a, B 4+£AD) II
TII (A, B)Y= (A +Aa, B+ AD) IV

es idéntico al A
V (A +A2 B +AD) H(A +Ada+ Aa’, B+ Ab+ Al) VII
VI (A" + A2, B +AD) H(A v Aa + Aa’, B+ Ab + AY) VIIL
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pudiendo decirse lo mismo del R, isomatrimorfo

I (A, ByH@A +42, B +4ab) V

T (A, BYH (A +Aa, B+ AD) VI
v del R, isomatrimorfe

1 (A = Ae_t, B 4+ Ab)=(A +23a+2a, B 4 Ab L ADY VII

TV (A + 8a, B + LA 2 (A +ha+Aa, B oAb ALY VI

es dec1r que los dos pares opuestos son 1somatr101ales y, como al mis-
mo tiempo son conexos todos ellos con los dos propuestos formando
un contorno cerrado de dos dimensiones, resulta comprendido en su inte-
rior un R, isomatrimorfo, que es precisamente de tres dimensiones,
porque gozan sus términos.de los tres grados de variabilidad indepen-
diente implicitos en los tres determinantes I HII, IHV y I HIII que
lo determinan.

Este R, isomatrimorfo, hallado en v_irtud del principio de identidad
dimensional, dando lugar al isomatrismo entre R, isomatrimorfos, puede
también obtenerse por los tres determinantes precitados, es decir, tres
A E, con un terminal comfin, coustituyendo cada dos consecutivos un
R, isomatrimorfo que pertenecen a distintos E,, los cuales junto con los
respectivos R, isomatrimorfos idénticos, constituyen el mismo contor-
no cerrado de dos dimensiones que hemos obtenido antes para dicho R,
isomatrimorfo. Para hallar la relacidén que caracteriza a los R, que per-
tenecen a un mismo E, —el cual resulta, por tanto, de tomar en consi-
deracidn la sucesidén de todos los nimeros reales,. tanto positivos como
negativos, en los tres determinantes—, es necesario ampliar en otro
dimensional D al término tridimensional (A, B, C) que hemos utilizado
hasta ahora, porque con términos de esta clase es imposible distinguir
a los R, isomatrimorfos que pertenecen a distintos E,. El término cua-
dridimensional (A, B, C, D) que asi se obtiene, es de la misma cualidad
indivisible que el (A), el (A, B) y el (A, B, ), es decir, que los cuatro
dimensionales A, B, C, D no tienen entre si ﬁinguna relacidén cardinal
sirviendo solamente en su funcién delimitadora 'y ordenadora de los
cuatro intervalos dimensionales que asi se presentan condensados, cons-
tituyendo, por tanto, un solo intervalo A E, delimitado por los termi-
nales (A, B, C,D) vy (A, B, C’, DY), que serd entonces cuadridimen-
sional. Con-la ampliacién del término (A, B, C) en otro dimensional es
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necesario y suficiente, para que el A E, continte con una dimension, que
ademis de ser constantes m;, = Ab/Aa y m’, = Ac/Aa, lo sea tam-
bién la razén A d/Aa = m”,, pues al sér entonces Ad = m”, Aa, el
dimensional A contintia siendo el tinico independiente. La elementalidad
de este E, cuadridimensional estd, por tanto, implicita en estos tres
médulos unidimensionales m,, m’;, m”,, que constituyen su mairie con
Ja cual se obtienen todos los términos del E, correspondiente a partir -
de un solo término cuadridimensional.

*

Para hallar la matriz del E, en funcién de los intervalos dimensio-
nales, son necesarios y suficientes tres determinantes cualesquiera:

T+ I1 (A, B,C,D)H{A+Aa, Bsab C4ac, D+ Ad)

i-II (AB, CDIHA + A2, Big A, C+Ac¢, D+aAd)
IHIV (A,B,C,D)HA +aa”, B+ Aab”, C+Ac”, D+ AdY

con el terminal comfin (A, B, C, D), porque al elegirlos como tales de-
terminantes, son los unicos A E, de variabilidad - independiente - del R,
isomatrimorfo en cuestion.

. THII 1H
Con las matrices de los R, Lo —y aE ,

CIHII 151V

ITHIL | - Ab | IR
= —
Aa I HIIT
Ac . ' Al Al
m,/ = My, —m, == - — —
Aa Aa . Aa
Ad , ; Ac A-c ’
l’ﬂ”l = L ¢ P
Aa Aa Aa
I . . ” ’” A d/‘ A d
—IIL . Al Moy oMy == -
7;7,1 _ : ! Aa’ Aa
Aa’
, Ac AcAa—AcAa - m', —m’,
W, = ——|m, = — : =
oA - AbAa—AbAga m, —m,
. Ad , Adaa—AdAa m”, — m”,
m’, = —— m’, = = !

Aa ‘ A Aa—AbAa "My —m,
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"THII

IHIV
IHIV A b” Ab” ‘Ab
m, = - " m, —im, =
Aa” Aa” Aa
, Ac” , N Ac
m, = —— | m, —m, = ——— —
) Aa” Aa” A g
7 Ad” rn 7’ Ad,’ Ad
m, = — m’, —m”, =
Aa” Aa” Na

Ac”Aa—AcAa” —m’,
Wy = — i

Ab”AaHAl)Aa”

Ad’Aa—AdAa” m”’, —m”,

m, = B
Ab”Aa—AbAa” m, -—m,
obtenemos las diferencias modulares,
L = (m’; —m’y) m, —m,) — (m; —m,) (w, —m’)
> 2 = )
(m; —m,) (m, —m,)
| (m, — m",) (m, — m,) — (m, —m,) (w’, — m")
m, —m, = 1 1 1 L 1 1 1

"(ml —m,) ((m, — m,)

cuya razon,

’

w', —m’, (m”, —m”,) (m, — m;) — (m; —m,) (m”, —m”,)

oy — M, (m’, —m',) (m, —m,) — (m, — m,) (m'y — m’l)'

es constante para todos los términos de los E, de los tres determinantes.

Si de los cuatro terminales que delimitan a los tres determinantes,
tomamos coro terminal comtin uno de los otros tres que para aquéllos
eran no-comunes, por ejemplo el (A4+Aa, B+ADb, C +Ac, D +AdQ,
los determinantes serdn - entonces ITH T, IITHIII, ITHIV, para los
que resulta, ‘
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ITHI

o, — m,
m, —in, =

m// n.lf/

Aa"—Aa Aa

AcdAa—Aa" Ac

_Ab IIHII S AD —AD
Aa. . Aa"—Aa
Ac ., Ac—Ac¢

:___"__?__ m, = ———
“Aa. Aa'—Aa
Ad Y Ad—aAd

= m = e——
Aa Aa"—Aa

ITH1
IITHIT

Ab —AD Ab  AWAa—Aa'Ab

Aa"—Aa Aa (Aa’-—Aa)Aa

Ac —Ac¢ Ac¢ AcAa—Aa"Ac

Aa"—Aa . Aa (Aa".—Aa)Aa

Ad —ad Ad AdAa—Aa Ad

T (A’ —Aa)Aa

AbAaa—Aa’AD

AdAda—Aaa Ad

AbAa—Aa’Ab
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ITH 1V CADT—AD |
m, =-— "
Aa//—_Aa
, Ac” —Ac¢
m]. T ————— e
Aa//—_Aa
V4 Ad”—_Ad
m’ = ———
Aal/—__Aa
I HT
ITHIV
. AD”—AD . AD AB"Aa—Aa”Ab
m, —In, = - —_ ] -
Aa” —Aa Aa (Aa” —Aa)Aa
. , Ac”" —aAc Ac Ac”Aa-—Aa”Ac
m, —m, = —_— ==
o Aa”—Aa Aa (Aa”—Aa)Aa
3 ; Ad” —Ad  ad Ad"Aa—Aa”Ad
ml“""ml: — =
' da”-=-Aa Aa (Aa” —Aa)Aa

Ac"Aad—Aa”"Ac
Ab”Aa-—Aa”Ab

wm, =

Ad”Aa—Aa”Ad

W, = —
AD”"Aa—Aa”Ab

o sea; que los médulos bidimensionales de los mismos 6rdenes son los
mismos; con los que se obtiene la citada razén constante, y como ten-
driamos idéntico resultado si tomamos el término IIT o el IV como
“terminal comtn de los determinantes, resulta que la razén es constante
para los cuatro términos, cualquiera que sea el que se tome como ter-
. minal comun. k

Si V y VI son dos términos cualesquiera del E, al que pertene-
ce el R,

THIT |
TH I |

ITHII
ITHIV
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o sea, obtenidos por medio de la matriz implicita en los tres determi-
nantes, y los moédulos bidimensionales de

THII I~II
av YTV

son, respectivamente, My, My ¥ my, m',, tendremos:

IH II I V_| ]-I - 7'77’/2 b m/g ’ ’

e =_—2 "% m,m, —m, = m,m, —nm’,

IHT1I1 } IHV My — M,

ITHTII IHII m’, — v/, , ,
m; = —— My, —m, = M, N — M,

IHIII IHVI m, — I,

O sea

ITHII )“ IHII

ITHV ITHVI
’, ’
. m, — M,
”,7'2 m, —m', = m, M ’—m’z; —2 %= i,
m, — M,

y, por consiguiente, dos términos cualesquiera, V y Vi, del E; en cues-
tion, dan con IHII, el mismo m, qu_e los tres determinantes It II,
IHIII y IHIV.

Si consideramos ahora otro término méis cualquiera, VII, del E,, vy~
los modulos bidimensionales de

THV IHV
TV TR VI

son, respectivamente, m,, m’, y m,, m’,, tendremos

-V THV o, — e, : ) )
my=—2- "% mm,—m,=m,m, —m,

THI || THVE m, — m,

IHV | IHV B — , ;
m, = —> %, m,m;, — M, = m, m, — w,

THII 1 TH VI m, —m,
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o sea,

THV ‘IHV-
THVI||| ITHVIT
, . ) m/2_m/2
m, M —m,; = M, M, — My, — —s = My
m, —m,

y, por consiguiente, tres términos cualesquiera, V, VI, VII del E; en
cuestién dan, con I, el mismo .m, que los tres determinantes I H 11,
IHIII y IHIV. ' ‘

Se puede prescindir también del término I —comtn de los tres deter-
minantes primitivos——, pues si consideramos los ‘cuatro términos
I, IT", 11T, IV’, cualesquiera del E, determinado por aquellos determi-
nantes, o sea, obtenidos por la matriz correspondiente, y se toma como
terminal comtn el I’ tendremos que los A E, con terminal comtn I,
idénticos dos a dos con los nuevos determinantes I" H 1T, THIIV ¥y
I+ IV’ dardn el mismo m, que los determinantes primitivos, y, en su
consecuencia, llegamos a la conclusién general de que la cualidad de
todo E,, v por la cual es elemental, es que sea.constante el m, para
todas las cuaternas de términos dimensionalmente idéneos, pues enton-
ces la relacién de elementalidad dimensional, que es precisamente dicho
m,, se obtiene sélo de los dimensionales de tales términos, constitu-
véndose la matriz tridimensional por los tres médulos m;, m’; y m”,

del TH II, los dos médulos m, y m’% del o IR , que han servido para

THTIIT
hallar el m, y este {iltimo.
* .

El valor constante de m, para los cuatro casos que resultan al tomar
cada uno de los cuatro términos como terminal comfin para formar los
determinantes del R, isomatrimorfo correspondiente y, por tanto, del
E,, se comprueba con €l siguiente ejemplo con los dos casos que se
presentan para los términos:

I 1,23 4
1T (2 4.6, 7)
TIT (3, 5, 5, 8)
IV (5 8 4, 9

con terminal comtn I para el primero y el TV, para el segundo respec-
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tivamente,

1HII [IHII
te =TT | THIV
Aa =1} m, =2
Ab =2~
Ac=3 1HII
m, =3 | THIT
Aml _ . _1_
2. |m, =4
o A, =— 2 |m, =2
IHIIT Am7, = — 1 |
Aa =2|m, :3 Am, :___ll
Ab =3 2 | 7
Ac =2 : .
Ad=4{m, =1 Am, =—1
| N
’ 17
[TV IHEL
| THIV |
Aa =4 1"1’1i :—1—— Am] = — 1
4 4
Ab =1 A, .U
Ac = 1jm, -1 Am’, :;_A . 7
‘ 4 m, =1
Ad =3 2
‘ n’l”l = 3 "A I]’l»”1 - _7.
4
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IV iHI1

Aa:—4
Ab=—1
Ac=—1
Ad=—yp
IV HII

Aag =—3
Ab= 1
Ac= 2
Ad=-2
IV HIII

Aa=—2
Ab =2
A‘vc: 1
Ad=—1

”

m”,

IVHI
IV HIII

Am, =

’

Am', =

”

Am”, =

27
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IVAHT IIVHE
IVEII “IV H I
Am, = — _3é
35
Am, = — -—2—
5
7
m3 = _
17



Asi como se demostré que dos R, isomatrimorfos que tienen sus
determinantes idénticos dos a dos, son idénticos, puede demostrarse
que dos R, isomatrimorfos cuyos tres determinantes- son idénticos dos
a dos, son idénticos. Y siguiendo el razonamiento basado en el princi-
pio de identidad dimensional, podemos afirmar que dos R, isomatrimor-
fos idénticos, o pertenecen a un mismo E;, o son isomatriciales, dando
lugar en este Gltimo caso a un R, isomatrimorfo de cuatro dimensiones, .
que también puede obtenerse por los cuatro determinantes definidos por
cinco términos cualesquiera, o sea, cuatro A E; con un terminal comimn.
Para hallar la relacién que caracteriza a los R, isomatrimorfos que per-
tenecen a un mismo B, —el cual resulta, por tanto, de tomar en consi-
deracién la sucesién de todos los néimeros reales, tanto positivos como

negativos, en los cuatro determinantes—, es necesario ampliar en otro

)
dimensional B el término cuadrimensional (A, B, C, D), porque con tér-
minos de esta clase es imposible distinguir a los R, isomatrimorfos idén-
ticos que pertenecen a distintos E,. El término pentadimensional que
asi se obtiene, es de la misma cualidad indivisible que el (A), el (A, B),
el (A,B,C) yel (A, B,C, D), es decir, que los cinco dimensionales
A, B, C, D, E no tienen entre si ninguna relacién cardinal, sirviendo
solamente en su funcién delimitadora y ordenadora de los cinco inter-
valos dimensionales que asi se presentan condensados, constituyendo,
por tanto, un solo A E, delimitado por los terminales (A, B, C, D, E}
v (A, B, C, D, E), que serd entonces pentadimensional. Con esta
ampliacién del- término en otro-dimensional, es necesario y suficiente,
para que el A E, continfie con una dimensién, que ademés de los maodulos
m,, m’, 'y m”,, sea también constante el m™, ‘= A e/A a, pues al ser
entonces Ae = m™, A a, el dimensional A contintia siendo el anico in--
dependiente. La matriz del E, estd, por tanto, constituida por los cua-
tro moédulos m,, m’;, m” ,, borque con ellos se ‘obtienen todos

v Y ﬂmm
los términos de un E, pentadimensional a partir de un término. cual-
quiera pentadimensional. ‘ ,

Para hallar la matriz cuadrimensional del E, en funcién de los inter-
valos dimensionales, son necesarios y suficientes cuatro determinantes

cualesquiera, THII, T H IIT, THIV y THV, siendo sus terminales,

I (A, B, C D E)
IT (A+Aa, B+ Ab C+Adc D+ Ad E+Ae
IIT (A +4aa, B+ab, C+ac, D+Aad, E+ae)
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IV (A+Aa% B+Ab, C+ac”, Dt Ad?, Bt Ae”)
V (A + A a/’!) B +}A bl//7 C+ A C,f’, D ‘+ A dll/’ E + A e’//)

con el terminal comtn (A, B, C, D, E), porque al elegirlos como tales
determinantes son los tnicos A E, de variabilidad independiente del R,
isomatrimorfo en cuestidn, ‘

. : THII- IHIT
Con la matriz del A E, : H
ITHIIT HIHIV
IHI
1HII anE
I HIIT
Ab A Ab
1 = 1%1 —-1’1’11 = p—
Aa ' o Aal Aa
, Ac , , Ac Ac
m, = m, —m’, = —
Aa Aa’ Aa
” Ad » . Ad Ad
m”, = m”, —m”, = —
Aa Aal Aa
27”7 .A e 7”7 ”7r A e( A e
m™, = |, —m7T, = -
Aa Aa’ Aa
IHII
A w, —n, AaAc —Aa Ac
iy = m, = = -
Aa’ m, —m, AaAb —Aa  AD
o A , m”, —m”, AaAd —Aa Ad
m, = m, = =]
Aa’ m, — m, AadAb —Aa Ab
” Ad Y m”, —m’”, AadAe —Aa Ae
me, = m-, = ==
Aa m, —m, AaAb —aAaa’ Ab
77 Ae,
wm . =
Aa’
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A b//

A a,”

A C”

Aa”

A d//

A a”

A e//

A a”

”

i

k72

"wm

m’, =

—m”,

ITHII

30

IHIV

_AD” AD

! Aa” Aa

, Ac” Ac

1 - A a/l A a

o Ad” Ad

Aa” Aa

7”7 A e” A e

—m, =

Aa” Aa
m, —m AaANc”—Aa’Ag
m, —m, AaAb —Aa”ADb
m//l — lnlll A a A d// _ A al/ A d
m, — m, AaAb —Aa”Ab
m”, —m’, Aaae’—Aa”Ae
m, —m, AaAb”"-—Aa”"Ab



IHI1

ITHIT |
*Iwﬁﬁft THIV
m, —in, = (m’, —m') (m, —m,;) — (m, —m,) (m', — )
) ) (m, —m,) (m, —m,)
W — . = (m”, —m") (m, —m,) — (m, —m,) (", — m”,)
\/ml - m]) (ml - ml)
e o -(m,,,‘ e m’”,) ('m‘_ o ml) _ (ml _ I'llj) (77/L//" _ m"’.‘) .
’ <m1 - m]) (1711 - ml) )
m, = (m”; —m”") (77%. —m,) — (m, —m,) (m”", —m",)
3 - 4 N A - ’ ’
(m’, —m'y) (m —m) — (ml —m,) (m T m 1)
m’. - (mwl _ n‘l”ll) (’}72] _ rnx) - (ml — rnl) (M’Lm'l e n]///l)
. = , o . N —
(ml _ml) {1, — m,) —(ml —m,) (7711 “—ml)
) I =11 (JIHII
vla del A E, l—"
| T || THV
. TH 1T
. A b7 A b Ab
m] = rer mj - lnt = rre A
Aa : Aa Aa
, A L, , . A Ac
m, = st m, iy = (24 T
Aar Aa Aa
., A d/// ., . " A d!// A d
= m’, —m"”, = —_
A a//f . A a/// A a
7 _ A el” e . 772 A e,// ) A €
m 1 R m 1 - m 1 = 1444 _
Ag : Aa Aa
m’; —m’, AaAc” —Aa”Ac
m, — =
m, —m, AaAb” —Aa”Ab
, m"l _ m”1 ’A aAd” —Aa” A d
m’, _— =
m, —m, AaAb” —Aa” Ab
. rr,}//1 o m/-/’l A a A e”-’ . A a/// Ae
m = :
m, —m, AaAb” —Aa”ADb
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IHII ITHIT
' ‘I‘H“.Iﬁ“l —HV
m, — m. (m,l - m,1> (7”1 - ml) - (ml - m1>7 ("Lll I Il}_’l_)ﬁ
(my, — m,) (m, —m,)
mz'2 —m. — 7(Ln~”1v': m”,) (m; —m,) — (m; —m,) (77@)/1 - m,,l)'
, = N S Y
(ml - ml) (Tnl - ml),
m’, —m”’, = (m”™, mm"_,),‘(ml —m,)— (m, —m,) (m”, — m")
i i (m; —m,) (m, — m,)
m (mﬂl :ﬁm”1> (ml - m).) - (ml — m]) (m”l - m”l)
3 - 7’ 7 7’ ’ s
(m', —m’)(m, —m)—(m —m)@m, —m,) .
—— fm’,,l —m”)(m;, —m,) —(m, —m,) (m”, —m"”)
JRESSE S S et YA - -

: (m’l‘ —m’;) (m, — m,) — (m1 — ml) (m,l —m’,)

obtenemos las diferencias modulares

m, —m'’,  w, —m,
My, —m,; = —— - —_—

m, — i, My — My

’ ” ” ” ”

m ., — I mT, — m’,
’ ’ 2 2 2 2
My — My = — - -
m, — I, m, — 1M,

cuya razon

7 r
Wy — My

My ~— I,

es constante para todos los términos del R, isomatrimorfo, como se
puede demostrar en forma andloga a como se hizo para el R, y el R,
isomatrimorfos, y de un modo general se puede llegar a la conclusién
de que la cualidad esencial de todo E,, vy por la cual éste es elemenial,
es precisamente que sea constante dicha razén, que denominaremos
médulo cuedridimensional vy designaremos con el simbolo m,, estando
constituida la matriz cuadridimensional por los cuatro médulos m,, m',,

m”, vy m”, del AE THII los tres médulos m,, nv,, m”, del R, iso-
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matrimorfo &, los dos médulos m, vy w’, del R, isomatrimorfo

1411 I+ II
THIIT I T=IV]

que han servido.para obtener el m, y este tltimo.

*

. El valor counstante de m, para los cinco casos que resultan al tomar
cada uno de los cinco términos como terminal comfin para formar los
determinantes del R,, y, por tanto, del E, —el cual resulta, en general,
de tomar en consideracion la sucesion de todos los numeros reales, tan-
to positivos como negativos, en los cuatro determinantes— correspon-
diente, se comprueba con el ¢jemplo que se presénta a continuacién con

dos casos —terminales comunes I y V, respectivamente—, para los si-
guientes-

I (54,712 11)
1T (4,5, 8,10, 12)
I (3,57, 9, 11)
IV (1,23 4, 5)
V'oo(2,4,6, 8, 10)
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IHI1I

Aa= 1
Ab = 1
AcCi= 1
Adi=—2
ITHIII

Aa::—2
A~bl= 1
Ac = 0
Ad,=—3
Ae = 0
IHIV

Ab=—2
ACSZ_—é
Ad':—"S
Ae’:_‘G,
IHV

Aa':———?)
Ab= 0
AC:———l
Ad=—4
AG“':—]_

my, '= —
m, =—1
mlll - 2
m//ll —_ 1
1
my = ——
2
m, = 0,
3
7”7
m-y, = —_—
2
m///1 — 1
1
m, ‘= -
2
m, =1
m”l 2
m’”l = _3_
2
m, =0

=)
I
o= ool cofm

m/lz“: 2
m, =
* 3
IIl,2 = 0
77 5
m 2 == _—
3
4
m, '= —
3
m, =— 2
2 3 .
o A
’ 3



ITHIT | ITHII
THIIL ||y THIV
Am, T m, :——43
3 2
Am', = 1 :
ITHII '” IHII
Al'n”o:—; ,n’l,;;:: -;— I!‘{ III IHIV )
' THTI w IHTI
I H I IHYV
I=1T ) L1t l
I HII1 ‘IHV Am, =1 1
€ . m = -—
Am, Z*—i .’&m’szi ! 2
3 { 9
m, = — —
Am'2 = —J—-— 2
8 m’ 1
. '113: 5
Am7, = 2
: 3
V=1l
Aa =2 m, = 1
Ab=1 , 2 | van
Ae =2 m’y =i _—
A e Lo VIl
Ad =2 m”, =1
1 m,
Ae =2 m”, = Am, = =
2
_ Am’, =40 m’,
V H I Am” = 0
Aa — I rn] :1 Am'n_ :0 m//2
Ab = 1 n, =1
Ac = 1 ‘,/
Ad= 1 | ™=
Ae= 1 | m” =1
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VHI
Aa= 3 m,
Ab= 0 m’,
Ac = 1 ”
m”,
Ad = 4 _
- vm’,’l
Ae = 1.
VHIV
Aa=—1 m, =
Ab=—2 ',
Aci=—3 .
Ad=—4 | ™
Ae:—-5 m/// _
ViHIL IV HAHII
VHIII{IVHT
Am, = _4_ m, =
3
Amlz :-.—2— ,
3 m, =
Am”f,‘: _ﬂ:_
3
_VHH |VHH
V H 11T |VHIV
Am”, = i m, =
3
A 2 i'_“g m’B:
’ 3

0

S N

L\'Jlr—t

VHII
VHI v
1 .
Am, =-—— o1,
2
Am’, :——2—
3 m’,
77 l
Am”’, = 3 )
m
Am”’lz———% g
3
VHIIL
3
Aml :_’—2‘ 'mz
Am’, = 2 m’,
Am”] — 3 »m//"
Am///l 4 =
V HII ‘_VHII
VHIII]V?—II
VHII ‘VHII )
VEHIIT{VHIV
Am, =2 1
m-at:'_'-
Am'y=1 2
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En el proceso seguido para hallar la matriz dimensional de los ele-
mentos E;, E,, E, y E, es ficil observar su ley de formacion, con la
cual podriamos continuar con los elementos de cinco, seis, etc., dimen-
siones, y de un modo general, en virtud del razonamiento por recurren-
cia, se puede establecer la férmula para el elemento E,. Se ha visto, en
efecto, que, en general, el médulo o médulos de la misma dimensiona-

lidad que el ntimero. de dimensiones del elemento cuya matriz se quiere
‘hallar, es la razén o razones de la diferencia modular o las diferencias
modulares de todos los érdenes menos uno —siendo la dimensionalidad
de estas diferencias modulares de una dimensién menos que las dimen-
siones del elemento— con respecto a esta Gltima diferencia modular.
Se puede observar también que la matriz del elemento en cuestién
se compone de una parte que es la matriz de uno de los elementos ——el
que sus modulos han entrado como sustraendo para hallar las diferen-
cias modulares— que sirven para hallar el mddulo o mddulos finales. y
se completa con estos Gltimos. ' :

Procediendo, por tanto, con ampliaciones sucesivas del niimero de
dimensionales, podemos establecer, en general, los términos (n + 1)-
dimensionales, en los que éstos tienen la misma cualidad indivisible que
en los de menor nfimero de dimensionales, es decir, que los dimensio-
nales A, B, C, ..., N, N®_ no tienen entre si ninguna relacién cardi-
nal, sirviendo solamente en su funcién delimitadora y ordenadora de los
(n + 1) intervalos dimensionales que asi se presentan condensados cons-
tituyendo, por tanto, un A E, de una dimensién, el cual, por estar deli-
mitado por términos (n 4 1)-dimensionales, serd un AE, (n + ])—dirﬁen—
sional. Con la ampliacién del término (A, B, C, ..., N) en otro dimensio-
nal, es necesario y suficiente, para que el E, contintie con una dimensién
que ademés del m, = Ab/Aa, del m", =Ac/Aa, del m”" 1 =Ad/Aa, ..,
del m, @ = An®D/Aa, constantes, sea también constante la razén
An®™ Aa=m ™" pues al ser entonces An™ = m, DA a, el dimen-
sional A continfia siendo el dnico independiente. I.a elementalidad de
este A E; (n + 1)-dimensional esti, por tanto, implicita en estos #n mé-
dulos unidimensionales m,, m’,, m”,, ..., m;® 1 que constituyen su ma-
triz con la cual sé obtienen todos los términos del E, correspondiente
a partir de un sole término (n 4 1)-dimensional.

Para hallar la matriz del E, son necesarios y suficientes »n determi-
nantes. Si consideramos los siguientes:
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THIT (A, B, .., X&) 4 (A + aa, B+ ab, .., N®D 4 Ape )
IHTID (A, B, ., NOE) H (A 4 A, B 4+ Ay, ., NOWD o A pe i)

THIV (A, B, ., N® ) = (A 4+ Aa”, Biw Ab7, .., NO 4 Aot

' (n)
IHN@D (A B, ., NG+ H(A + Aa®, B + Abw,  N®HD 4 A pd)

v procedemos con las sucesivas combinaciones de estos determinantes
para hallar los médulos de los diversos drdenes dimensionales, hasta
llegar a los médulos m,_, y m,_, de los dos R,_, determinados, respecti-
vamente, por los determinantes T IL, ITHIIL IHIV, ..., IHN® y
los THILIHIILIHIV, ..., I HN® tendremos

oMy, —my
my=-———"
Wp_y — My_,

0 sea, que se puede llegar a la conclusién general de que la cualidad
esencial de todo E, -—el cual se obtiene, por tanto, al tomar en consi-
deracién la sucesién de todos los nameros reales, tanto positivos como
negativos, en los # determinantes—, y por la cual éste es elemental, es
precisamente que sea constante dicha. ragén, la cual denominaremos
mdédulo n-dimensional, y la designaremos con el simbolo m,, estando
constituida la mairiz n-dimensional de dicho E, por los n moddulos:
m,, m, m”, ..., m®Y del AE, THII los (n—1) médulos m,, m’,,

m”,, ..., m,®® del R, ﬂ , los .(n — 8) médulos m,, m’,, m”,, ...,
T 11T :
-3 del R. LHIL T I los dos moédulos m, , v m’
e % orgmta 7

del R,_, que han servido para hallar el m,, y este tltimo.

* %

A los E, que sus términos tienen sus dimensionales del mismo valor
en cada uno de sus ordenes excepto en uno de ellos; los denominare-
mos isodimensionales, los cuales estan caracterizados, por tanto, al ser
el quantum de un A E, isodimensional —el valor expresado en unidades
de las dimensiones respectivas, o sea, el 1 simplemente en este caso—
igual al valor del intervalo dimensional variable respectivo, y podemos
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muy bien calificar de fundamentales a los isodimensionales que contie-
- men al término (0, 0, 0, ..., 0). Si consideramos los A E, isodimensio-
-nales iguales, T

IHII (A, B, C, ..., N™D) (A + Aa, B, C,..., No+D)
IHII (A, B, C, .., N®™)H (A, B + ab, ..., No)
IHIV (A, B, C, ..., No*D) 4 (A, B, C + A, ..., N

I N®D(A, B, C, ..., NOHOYH (A, B, C, ..., NO 4 A no)

con terminal comin el término (A, B, C, ..., N®) y gsus opuestos,
siendo, por tanto, Aa = Ab =Ac=..=An"", es evidente que
los A E, delimitados por el terminal (A + Aa, B, C, ..., N®) del
IHII y cada uno de los terminales no-comunes de los demas A-E,
~considerados, excepto su opuesto, o sea, los

(A‘_I_ A a” B> C‘) sy N(n-)—l)) H (A, B + A b, C,‘..., N(n+1))
(Ai+ Aa, B, C, ..., N®O) i (A, B, C'+ A, ..., N@D)

(A+Aa, B, C .., No¥YH (A, B, C, ..., N®D 4 A pfad)

son todos iguales, como es facil apreciar directamente, ya que cada uno
tiene el intervalo — A a comfin y el +Ab, +A¢, ..., +An" res-
pectivamente, y los mismos valores, pero positivos, en los opuestos, y
como lo mismo sucede con los demas intervalos A E, delimitados por
los terminales

(A,B +ADC, ..., No,
(A, B,C+ A, ..., N+
(A; B; C, Jeey N (@+1) + A n(n+1)>,

se observa que la propiedad expuesta; para n =2 y n = 3 es, en el
aspecto numérico dimensional, lo que constituye la perpendicularidad
de las rectas en el plano y en el espacio, respectivamente —propiedad
que con toda generalidad hemos denominado ortonomia al tratar de
los A E, bidimensionales—, y que se caracteriza de un modo general,
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como vimos para el caso particular de estos tltimos, en que los m, com .
‘respecto a los drdenes dimensionales correspondientes a los que son
variables en cada A E, considerados, son inversos en los que son mu-
tuamente ortonoémicos, En efecto, para el I HII con respecto a todos
los demis y sus opuestos, excepto el sayo, tenemos:

141 IHIII
(A+Aa)—A=Aa A—A=0
B—-—B =9 B+ AD)—B =AD
0 : Ab
ml:‘ :0 ml—_-'__-——:Ix
Aa 0
I ITHIV
(A'+ Aay—A=Aa A—A=0
C—C=0 CH+Ac)—C=Ac
0 : Ac )
m, = =90 m, = = Do
ITHII ITHN®™
(A'+Aa)y—A=4A~Aa A—A=0
N+ . N+ — (N(n—{—l) + n(n+1)) e Nt A 1y
' 0 A nfsD
m, = =0 m, = =00
Aa o 0 '

para el I HIII con todos los demas, excepto st opuesto,
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T I LAY
(B+ Aby—B =Ab B—B =0
C—C=1 (C+Ac¢) —C =2A¢
0 ’ Ac
m, = —— =19 m, = = X
: Ab . ]
e 111 THV
(B:+ Ab)— B =4Ab : B—B =g
D—D=20 D +ad)—D=2ad
ad
m, = =90 m, = =0
Ab 0
I—HIII , I H N®D
BrAabh)y—B=ADh "B—B =0
N+ NwH) g (N A pOd) o NG+ o A D
0 : , A pls
m, = — = 0 . m, = ——— =X
Ab : 0

v asl sucesivamente,

Al ser-iguales los A E, que estan delimitados por el terminal no-.
comin de cada uno de los A E, isodimensionales que hemos conside-
rado coincidentes en un mismo término y por los terminales no-comunes
de todos los demds A E, isodimensionales menos su opuesto, cada uno
de tales A E, isodimensionales es ortondémico al E, , determinado por
aquéllos, y los E, isodimensionales respectivos correspondientes a todos:
los términos de este ltimo, forman un has n-dimensional de E, isodi-
mensionales —que son, por tanto, isomatriciales—, existiendo # haces
de esta clase en un E,, siendo todos ellos mutuamente ortondmicos,
concurriendo en cada término del E, un isodimensional de cada haz, o
sea, # isodimensionales E, mutuamente ortondmicos.

*

Esta contextura ortomorfa que lleva implicita la isodimensionalidad, .
supone la posibilidad de determinar el quantwsm de un A E, cualquiera
en funcién de sus intervalos dimensionales. Si consideramos el A E,,

(A/B,C,o. NV H (A +Aa, B2 AD C+ac .y N+ An)
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v los # intervalos A E, isodimensionales con sus opuestos que tienen
comun con él el terminal (A, B, C, ..., N), siendo el intervalo dimensional
variable de cada uno igual y del mismo signo que el respectivo de dicho
A E,; en el trildtero que este {iliimo forma con el ‘

(A,B,C....N)H(A +4a, B C ...,N),
por ejemplo, el otro lado sera

(A+2a,B+ADb, C+Ac, ., N+AD)HA +Aa B C .., N)

¥y, por consiguiente, este frilitero es ~ortondémico en el terminal
(A + Aa, B,C, ..., N), porque

B—B %
(A+Aa)—A—Aa_ "
B— (B + Ab) —AD
- == : = — IXC.

(A +Aa)— (A + 2a) S0

0 sea, que

A BC . NYH(A+Aa,BrAbCrAc ... N+ AN =

—(ABC . N)9AtrAn B C N +

+{ATAa, BiAh Crhdc, .. N+rtAmE(A+4a B C ., N) =
R —= 2
=Na i+ (A+Aa, B+Ab, C+Ac,...)N+4an)~(A+3a,B,C, ..., N)

Si tomamos ahora el A E, idéntico a este altimo en el terminal co-
man (A, B, C, .., N), o sea, el ’

C(A,B,C, ., NV (A, B+ AD,C 4 Ac, .. N + An),

en el trilatero que éste forma con otro de los A E, isodimensionales cua-
lesquiera,  por ejemplo, el (A, B, C, ..., N)H (A, B + ADb, C, ..., N),
el otro lado serd ’ :

(A, B+ ADb, C+Ac,..., N+ AmHMA, B+ab, C .., N),
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y, por consiguiente, este trilitero es ortondmico en el terminal

(A, B + Ab, C, ..., N), porque

c—c 0
B+aAb)—B  Ab
C—(C+ Ac) —Ac
= = — O,
(B+Ab)— (B 4 Ab) 0

o sea, que

I

(A+Ada, B+Ab C+ Ac, ...N + AnyH(A+Aa, B, C, .. R)
—ABC .. . N)H (A B<ab,C+tAc, .., N+ Aan) =

2

—3F +(A BrAb C+Ac, ...N+An) (A B+ ab, C ... N) -
Del mismo modo obtendriamos
(A B+ AD, Crac, .. .,N+Aan) (A Brab G ..o\ =
~(A B, C.. . NJH@A B C+Ac, .. Ntdn) =
=2+ (A B Crac,.,N+an H(A, B, C+Ac, .. N) -

vy asi sucesivamente hasta legar a

ABC . (N +a@m—1), Nix An)' =& (n—1) +
+ (A B.C . N+AmMH@®&, B, C, .. (N—1) = Aln—1), N) =
= A (11~1_)2+ An’

luego

- ¥
(A,B,C,....N)H A+ A, Brrah, C+Ac, ., N+ An) =
—2 —2 2 —2
=Aa +Ab +Ac 4+ .+ An" .
que en el aspecto numérico dimensional nos da una férmula andloga a
la de la propiedad pitagérica generalizada por Helmholtz, ¥ si la pone-
mos en funcién de los m, respectivos, '

ABC ..o NYHA+Aa B+Ab, C+Ace, ... N+An)=

2)2
M

=A El]/r-i- m?+m? + ..o+ m®
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es. decir, que el gquantum del intervalo A E, n-dimensional es igual al
producto de uno de sus intervalos dimensionales por la vaiz cuadrada
de 1 wmds la suma de los cuadrados de los mddulos unidimensionales con
respecto a aguél.

Y para terminar con esta sucinta exposicidon de-la teoria matricial
dimensional, dos E,_, cualesquiera de la misma matriz pertenecientes
2 un K, —y por tanto, isomatriciales—, dan lugar a una acotacién iso-
matriciel B, ; M E/,_,, que comprende una parte del E, limitada segin
una dimensién por E, , v E,, (5), ¢ ilimitada en las (n — 1) dimensio-
nes restantes, pero si son de distinta matriz, los dos E,_, dividen al E,
en cuatro partes que podemos llamar radioacotaciones semi-E,_,,. por-
que todos los E,, que estin comprendidos en el interior de cada una
de ellas y su opuesta, irradian del E,_, comin a todos ellos —para n =2
y n = 3, las radioacotaciones semi-E, y semi-E,, respectivas, son en el
aspecto numérico dimensional, lo que en el geométrico son el dngulo
y el angulo diedro, en el plano y en el espacio, respectivamente—; y
# elementos: E,_, de distinta matriz que tienen un término comun, divi-
den.al E, en 27 partes, que pc)démos denominar radioacotaciones semi-
E,, porque todos los E, que estin comprendidos en el interior de cada
una de ellas y su opuesta, irradian de dicho términe comtn —para n.= 3,
la radioacotacién respectiva es, en el aspecto numérico dimensional, lo
‘que el angulo triedro en el espacio, en el geométrico. Si todas las radio:
acotaciones, tanto las semi-E,_,, como las semi-E;, que resultan de la
division completa de un E,, son iguales, entonces son ortonémicas, y.
también son mutuamente ortonémicos los semi-E, ; que los delimitan.

*

Si designamos con a, b, ¢, ..., n los semi-E, con respecto al término
(A, B, C, ..., N), que corresponden a los dimensionales variables en los
E, cuando éstos son isodimensionales, se puede obtener una notacién
de las redioacotaciones semi-E, ortondmicas de las dimensiones respec-
tivas, que permite con facilidad. su interpretacién, pues asi tendremos,
por ejemplo, (a, b, ¢, D), para la radioacotacidn semi-E, de tres dimen-
siones determinada por «a, b, ¢, en el término (A, B, C, D), siendo muy

(8) Se utiliza el mismo signo | que hemos puesto entre dos términos para desig-

nar ‘el intervalo de una dimensién qué éstos delimitan, porque los dos En—-| entre los
que también se pone aqui, delimitan ¢l E_ -segiin una dimensién.
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atil esta clase de notacién para obtener el esquema de la estructuracién
de dichas radioacotaciones, como se pone de manifiesto a continuacién
para las de tres y cuatro dimensiones,

C (A B o) E——C (A, B, ¢
(a, b, c) c&—C (a, B, o) S (A, b, C)
< (@, b, C) cLDE (3, B, )

C(A, B¢, d)
C(Ab ¢ d) S (A, b C d) o<

S (a, B.¢, d) < < (A, b, c, D) c<
(@b, ¢, d)c
C(a b, .C d c C (@, B Cd <

< (a b, ¢, D) S (a B,¢, D) < (a, B, C, D

S (a b, C,D)c

En el primer esquema la radioacotacién (a, b, ¢) en el término
(A, B, C) esta delimitada por las tres radioacotaciones de 2-dimensiones
de la primera columna de la izquierda, mostrada por los enlaces de aquélla
con estas Gltimas, y éstas, a su vez, estin delimitadas por los semi-I,
de la segunda columna, cuyos enlaces entre ambas muestran los dos
que corresponden a cada una y el semi-E, comun a cada dos de ellas.
En el segundo esquema, la radioacotacién (a, b, ¢, d) en el término
(A, B, C, D) estd delimitada por las cuatro radioacotaciones de 3-di-
mensiones de la primera columna de la izquierda, mostrada por los en-
laces de aquélla con estas tiltimas; cada una de éstas, a su vez, estan
delimitadas por las respectivas radioacotaciones de 2-dimensiones de la
segunda columna, cuyos enlaces. entre ambas muestran las tres de esta
tltima que corresponden a cada una de las de’la primera columna, asi
como cada uno de los pares de éstas que tienen comun una de las de
la segunda columna; y cada una de las de la segunda columna, a su
vez, estin delimitadas por los respectivos semi-E; de la tercera columna,
cuyos enlaces entre ambas muestran los dos de esta tltima que corres--
~ponden a cada una de las de la segunda columna, asi como cada una de
las ternas de éstas que tienen comtn un semi-E, de la tercera columna.

*
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Dos radioacotaciones semi-E, de n dimensiones, cuyos semi-E, del
contorno son isodimensionales —y, por tanto, ortomorfas, siendo opues-
tos dos a dos los respectivos semi-E,—, tienen comun un A E,, el cual,
en su consecuencia, queda determinado por los terminales de tales radio-
acotaciones semi-E,, o sea, que dos términos cualesquiera de »n dimen-
sionales, siendo éstos-distintos en ambos, determinan un ‘A E, estando
delimitado por » pares de A E,_, conexos, €l cual define completamente
el conjunto de términos (A, B, C, ..., N), cuyos dimensionales estan
comprendidos “entre los correspondientes de los mismos érdenes de
aquellos dos, o sea, todos los términos cuyos dimensionales son cada
uno de todos los B con cada uno de todos los A, cgda uno de todos los
C con cada una de las combinaciones obtenidas para A y B, y asi suce-
sivamente hasta llegar a combinar cada uno de todos los N con cada
una de las combinaciones formadas de ese modo para A, B,C, ..., N®-1,
Si los intervalos dimensionales correspondientes a los ‘dos terminales en
cuestion, son iguales a 1, tendremos el A E,-unidad, con el cual obten-
dremos el quantwm de un A E,, ya que éste seria su valor expresado en
dichas unidades y fracciones de la misma en su caso, con lo que llega-
mos a la importante consecuencia de que el E, es cudntico, cualidad que
en el aspecto numérico dimensional se corresponde con lo métrico en
las estructuras geométricas de esta clase. Como los AE, del con-
torno de un A E, son isodimensionales, los respectivos quantusm son sus
intervalos dimensionales variables, o sea, un nfimero determinado de
A E,-unidades y sus fracciones en su caso, y, en su consecuencia, es facil
demostrar que el quantum de un A E, es igual al producto de los inter-
valos- dimensionales correspondientes a los dos términos que lo deter-

minan.
C

Las proposiciones contenidas en todos los axiomas y postulados geo-
métricos son también peculiares de los elementos numéricos de varias
dimensiones, con la notable diferencia de que asi como en las primeras
tienen tal caricter de axiomas o postulados, en las segundas se demues-
tran como consecuencia necesaria de los axiomas aritméticos y de la
teoria matricial dimensional, como vamos a ver a continuacién con las
proposiciones del primer grupo de axiomas de Pasch-Schur —-axiomas
de ordenacién y enlace— y el sistema completo de Hilbert. '

El axioma 1.° (existencia del punto) de Pasch-Schur, Hay infinitos
elementos llamados PUNTOS, puede enunciarse en su aspecto numé-
rico dimensional, Hay infnitos elementos lamados TERMINOS DI-
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MENSIONALES. En efecto, restringiéndolo solamente a los términos
de un solo dimensional, éste puede tener cualquier valor de la sucesion
de los ntimeros reales, existiendo, por tanto, infinitos términos, y, con
niayor razon, en los de mayor ntimero de dimensionales.

El axioma 2.° (existencia del segmento) de Pasch-Schur, Dos puntos
cuelesquiera determinan univocamente un conjunto de infinitos puntos
ilamado SEGMENTO, tal que dos puntos cualesquiera del mismo de-
terminan otro segmento, cuyos pumtos pertenecen al primero, puede
entinciarse en st aspecto numérico dimensional, Dos términos cuales-
quiera (A, B) v (A’, B’) determinan univocamente un conjunto de in-
tinitos términos; llamado INTERYV ALLO de una dimension, tal que dos
términos cualesquiera del mismo determinan otvo intervalo de una di-
mension, cuyos términos pertenecen al primero. En efecto, los dos tér-
minos A, B) v (A7, B determinan un A E, delimitado por ellos, ya que
cor el médulo m, = (B"— B)/(A” — A) se obtienen todos los términos
dv: dicho A E, a partir de uno cualquiera de los dos terminales, siendo
infinitos dichos términos comprendidos entre ellos, por ser infinitos los
ntmeros reales respectivos entre A y A’ tomados como independientes ;
v dos términos cualesquiera (A, B) y (4%, B) de aquel intervalo
(A, B) H (A’ BY), determinan otro intervalo (4, B) H (47, BY), cuvos
términos tienen que pertenecer al primero, porque al tener todos los de
éste el mismo mddulo con respecto a uno de sus terminales, por ejem-
plo el (A, B), los dimensionales comprendidos entre B y B’ tienen que
estar comprendidos entre B y B’, ya que (B"'— B) = m. (A’ — A), v
los comprendidos entre A4 y A’ lo estin entre A y A’ o

El axioma 8.° (divisién del segmento), Si es C un punto del segmen-
to A B, todo punto del segmento pertenece al C A o al C B, pero no
a-los dos simultdneamente, puede enunciarse en su aspecto numérico
dimensional, Si (A", B') es un término del intervalo (A, B)H(A”HB”),
todo término del intervalo pertenece al (A, B))H (A, B) o al
(A%, B’) H (A", B”), pero no a los dos simultdneamente. En efecto, un.
término (A’,B”) del intervalo (A, B) H (A”, B”) divide a éste en -dos
partes (A, BYH(A’, B) vy (A, BYH(A”, B”), de modo que si un tér-
mino cualquiera (A7, B”) del intervalo (A, BYH(A”, B”) pertenece al
(A%, B) H (A, B), su dimensional A”" estd comprendida entre A y A”
y el B” entre el B y el B’, y, por cousiguiente, no pueden estarlo entre
los respectivos del intervalo (A7, B") H (A”, B”). v

El axioma 4.° (prolongacién del segmento), Si C estd en A B (sien-
do distinto de B) v B estd en C D, esté C en A D, puede enunciarse
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en su aspecto numérico dimensional, Si (A”, B”) pertenece a (A, B) H
H (4, B’) (siendo distinto de (A’,B’)) y (A, B’) pertenece a
(A7, B”) H (A, B”"), (A", B”) pertenece a (A, B)H (A”, B”"). En
efecto, como (A”, B”) tiene sus dimensionales comprendidos entre los
de (A, B) y los de (A, BY), y este tltimo los tiene, a su vez, entre los
de (A”, B”) v (A", B”), (A”, B”) los tendra entre los de (A, B) y los
de (A", B"™). ' '

El axioma 5.°, Si C e;id en AByen AD, oestd Ben AD oD en
A B, puede enunciarse en su aspecto numérico dimensional, §i
(A", B”) pertenece a (A, B)H (A, B) v a (A, B)H (A7, B”), o
(A’, B") pertenece a (A, B)H (A”, B”) o (A”, B”) pertencce a
(4, B) H(A’, B’). En efecto, como (A", B”) tiene sus dimensionales
comprendidos entre los de (A, B) y los de (A’, B’), ast como entre los
de (A, B) y los de (A”, B”), esto puede ser solamente, o perteneciendo
(A, B) a (A, B)YH(A”, B”) o perteneciendo (A”, B”) "a (A, B) -
H(A, B, : ' )

El axioma 6.°, Fuera de la recta hay uno vy, por tamto, infinitos pun-
tos, puede enunciarse en su aspecto numérico dimensional, Hay uno v,
por tanto, nfinitos términos que no pertenecen ol E,. En efecto, como’
el E, propuesto comprende solamente todos los términos (A, B) —res-
tringiéridonos al E,— que para todos sus pares de €llos es constante
m,, existe uno y, por tanto, infinitos términos (A, B), que cada uno de

ellos con otro de aquél, dan un m, distinto, y, en su consecuencia, no
pertenecen a él , o

Fl axioma 70, 81 A, B, C son tres puntos no situados en linea rec-
ta, A" es un punto interior a B C, vy D un punto interier a A A’, hay
un punto comiin ¢ A B v C D, puede enunciarse en su aspecto numé-
rico dimensional, Si. (A, B), (A’, B), (A”, B”) son’ trés términos mo
pertenecientes o un mismo E,, (A, B) es un término pertencciente a
(A", BYH (A", B, v (A’, B’) un término perteneciente a (A, B)H
(A, B), hav wun término comin o (A, BYH (A, B) v al E, de
(A", B"yH (A7, B’). En efecto, veamos previamente que si los térmi-
nos (A, B) v (A/, B) de un A E, en un E, estan, respectivamente, en
cada uno de los dos semi-E, en que queda dividido este filtimo por un
T, a cualquiera, éste tiene un término comfin con (A, B) H (A’, B),
porque entonces a estd comprendido en la acotacién isomatricial limita-
da por los E, isomatriciales en (A, B) y (A’, B’) con el E, a, v, en su
consecuencia, éste tiene un término comtn con cualquier A E, cuyos ter-
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minales estén, respectivamente, en cada uno de los dos E, isomatricia-
les limites de la acotacién, y, viceversa, si el E, @ tiene un término co-
mtn con (A, B) M (A, B), sus terminales (A, B) v (A% B’) estan, res-
pectivameénte, en- cada imo de los semi-E, en que el E, queda dividido
por E, a. Sentado esto, al tener el VE}1 correspondiente al (A”, B”) H
H (A7, B’), el término (A’, B’) comfin con el (A, BYH (4, B), los tér-
minos (A, B) y (A, B) estan, respectivam‘ente, en cada uno de los dos
semi-E, en que el E, del intervalo (A”, B”) H (A4’, B’) divide al E, de-
terminado por los tres términos (A, B), (A, B, (A”, B”), y como, por
otra parte, el término (A’ B’) tiene que estar en el mismo semi'—E2 que
el (A, B), pues, de los contrario, el E, del intervalo (A”, B”)H (A", B*)
tendria un término domim con el (A”, B”) ~H (A’, BY), que comprende
al (A, B) H (A’, B)) —ademas del (A”, B”)—, resulta que los términos
(A, B) v (A’, B’) estin, respectivamente, en cada uno de los dos semi-
E, precitados y, por tanto, el E, del (A”, B") H (4, B’) tiene un tér-
mino comun con: (A, B) H (A%, B").

El axioma 8.2, Hav un punto exterior a cada plano, puede enunciar-
se en su aspecto numérico dimensional, Hay wn término que no perte-
nece a cada E, En efecto, como cada E, comprende solamente los tér-
minos (A, B, C) para los qué m, es constante, existe otro término
cualquiera (A, B’, C’). que junfo con ‘dos cualesquiera de aquéllos,

resulta un m, distinto y, por consiguiente, este término no pertenece al
E, propuesta.

EI" axioma . 9.°, Hav un punto exterior al espacio E,, puede enun-
clarse en su aspecto numérico dimensional, Hay un término que no
pertenece a cada E,. En efecto, como cada E; comprende solamente los
términos (A, B, C, D) para los que m, es constante, existe otro térmi-
no cualquiera (A’, B’, ", D’) que junto con tres términos cualesquiera
del E, propuesto, resulten un m, distinto, y, por consiguiente, no per- ‘
tenece a él ‘ .

% %

El axioma 1.° del primer grupo(axiomas de enlace) de Hilbert, Dos
puntos distintos A y B determinan siempre una recta a, puede enunciar-
. se en su aspecto numérico dimensional, Dos términos distintos (A, B)
y (A, B') determinan siempre un elemento E, a. En efecto, dos térmi-
nos cualesquiera (A, B) y (A’, B’) son necesarios y suficientes para oh-
tener el m, = (B — B)/(A’ — A), con el cual queda perfectamente
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determinado un E, ¢ y solamente uno, porque con dicho mddulo unidi-
mensional se pueden hallar todos sus términos, y con un término y un
m, no hay méis que un solo E,.

El axioma 2.2 del primer grupo, Dos puntos cualesquiera, distintos
entre st, de una vecta, la determinan, puede enunciarse en su aspecto
numérico dimensional, Dos términos (A, B) v (A’, B') cualesquiera,
distintos entre st, de un E,, lo determinan. En efecto, dos términos cua-
lesquiera (A, B) y (A’, B"), distintos entre si, de un mismo E,, dam
lugar al m, = (B’ — B)/(A’ — A), que es constante para todos los pa-
res. de términos de dicho E, y, por consiguiente, lo determinan, como

se vio en el axioma 1.°

El axioma 3.° del primer grupo, Sobre una recta existew siempre por
lo menos dos puntos; en un plano existen por lo menos tres puntos no
sitwados sobre una vecta, puede enunciarse en su aspecto numérico di-
mensional, En un E, existen siempre por lo menos dos términos; ew
un E, existen por lo menos ‘tres términos no pertemecientes a un mis-
mo E,. En efecto, dos términos (A, B) y (A’, B’) son necesarios y sufi-
cientes para obtener el m, que determina a un E;; en cuanto al E,, son
necesarios y stficientes tres términos

(A, B, O, (A,B,C) v (A", B”. C

para que existan los dos determinantes que son precisos y bastan para
obtener-la matriz de todo E, y, por tanto, no pueden pertenercer los
tres a un mismo E,, porque de lo contrario no pueden obtenerse los
médulos unidimensionales distintos para que con las respectivas dife-
rencias de los del mismo orden, resulte el m, correspondiente a aquel E,.

El axioma 4.° del primer grupo, Tves puntos A, B, C, no situados
sobre wna wmisma recta, determinan stempre wun plano, puede enun-
ciarse en su aspecto numérico dimensional, Twres términos (A, B, C),
(AS, B, C"), (A”, B”, C") no pertemnecientes a un mismo E,. determi-~-
nan  siempre un E, En efecto, tomando como término comfin el
(A, B, C). tendremos los determinantes (A, B,COYH (A, B, C) v
(A, B, OYH (A7, B”, C”), con los cuales resulta:
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A B ORW B, |, | BB
' AT — A
’ C/ - C
m, = —
A _ ~/X m . 7%’] — ml
g = ——
(A’ B’ C) H (A”; BI,I: C”> wm. — B”—B Wy — My
1 A A
. cr—c
m, = —
A” — A

la matriz formada por los médulos m,, m’, y m,, con los cuales quedan
determinados todos los demas términos del E, correspondiente al A E,,

A, B, Q)R (A, B, C)
(A, B, O)H (A", B”, C

El axioma 5.° del primer grupo, Tres puntos cualesquiera de un pla-
no, no situados sobre una wmisma recta, lo determinan, puede enun-
ciarse en su aspecto numérico dimensional, Tres términos cualesquiera
de un E, no pertenccientes a un mismo E,, lo determinan. En efecto,
como hemos visto en el axioma 4.°, con fres términos cualesquiera no
pertenecientes a un mismo E,, es decir, capaces de constituir dos deter-’
minantes, se obtiene siempre la matriz del E, propuesto, quedando éste,
por-tanto, determinado, porque con esta matriz se pueden obtener todos
los demds términos.

El axioma 6.° del primer grupo, St dos puntos A y B de una recta
a estdn situados en wn plano «, todo punto de a estd situado en el mis-
mo plano w, puede enunciarse en su aspecto. numérico dimensional, .54
dos términos (A, B, C) y (A’, B, C") de un E, a pertenecen a un E, «,
todo término de a pertenece al E,«. En efecto, por pertenecer los tér-
minos (A, B,C) v (A, B, C) al E,«, si tomamos otro  término
(A”, B”, C”) de este E,a, .que no pertenece al E, del intervalo
(A, B, C)H (A", B, C'), y con los tres hallamos el m,, éste serd el mo-
dulo bidimensional del E, «, y como los m, y m’, de dicho intervalo
(A, B, C) H (A, B, C') que han servido para hallar el m, en cuestién
son los mismos para todos los términos del E, a, al cual pertenecen Jos
términos (A, B;C) y (A, B/, ), todo término de dicho E, a dari el
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_ ‘mismo m, con dos términos cualesquiera del E, «, y, por consiguiente,
pertenece a este ultimo.

El axioma 7.° del primer grupo, Si dos planos « y § tienen un punto-
comiin, tienen comin por lo menos un segundo punto, puede enunciar-
se en su aspecto numérico dimensional, Si dos E,, o y 8 tienen un tér-
mino comin, tienen pov lo menos un segundo término. En efecto, si
consideramos un E, del E, « que contenga al término comin (A, B, C)
v otro E’, del mismo E,« que séa isomatricial con E;; E’| tiene que
tener un término (A’, B’, C’) comiin con E, 8, porque todo E, que tenga
un término comtn con un E, lo tiene con todos los demas E, pertene-
cientes al mismo conjunto isomatricial. »

El axioma 8.° del primer grupo, Existen por lo menos cuatro puntos
no situados en um plano, puedé enunciarse en su aspecto numérico di-
mensional, Existen por lo menos cuatro términos no pertenecientes a
un E,. En efecto, con tres de dichos términos que puedan constituir dos
determinantes, queda determinada la matriz de un E,, v el otro térmi-
no, junto con dos de aquéllos, puede dar un m, distinto del de aquella
matriz, y, por consiguiente, no pertenece a este I, el cuarto término.

El axioma 1.° del segundo grupo (axiomas de ordenacién) del siste-
ma de Hilbert, St A, B, v C son puntos de una recta, v B estd situado
entre Ay C, B estard situado también entre C v A, puede enunciarse en
su aspecto numérico dimensional, Si (A, B), (A%, B’) v (A”, B”) son
términos de un E,, v (A’, B’) estd comprendido entre (A, B) v (A”, B” ),
(A’, B’) estard ‘comm’e%dido también entre (A7, B”) v (A, B).
En efecto, por estar comprendido (A’, B") ‘entre (A, B) y (A”, B"),
cada dimensional A’, B’ serd mayor o menor que los respectivos A, B,
y mener o mayor que los respectivos A”, B”, segiin el sentido de la
sucesion de tales dimensionales, y, por consiguiente, el término (A7, B)
estard también comprendido entre (A”, B”) v (A, B).

El axioma 2.° del segundo grupo, Si 4 v C son dos puntos de una
vecta, existe pov lo menos un punto B situado entre A v-C, v por lo
menos un punto D tal que C esté situado entre A v D, puede énunciarse
“en. s aspecto numérico dimensional, S7 (A; B) v (A7, B”) son dos tér-
minos de un E,, existe por lo menos un término (A’, B") comprendido
entre (A, B) v (A”, B”), v por lo menos un término (A", B"') tal que
(A”, B” ) esté comprendido entre (A, B) v (A", B”"). En efecto, siem-
- pre existe un dimensional A’ comprendido entre A y A”, asl como un
dimensional B’ comprendido entre B y B”, vy, por consiguiente, el tér-
mino (A’, B") estd comprendido entre (A, B) v (A”, B”): del mismo
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modo, siempre existe un dimensional ‘A tal que A” esté comprendido
entre A y A’ asi como un dimensional B”” tal que B” esté compren-
dido entre- B y B”, y, por tanto, el término (A”, B”) esta comprendldo
entre (A, B) y (A", B”).

El axioma 3.° del segundo. grupo, Entre tres puntos cualesquiera de
una recta, existe siempre uno y uno solo que esté situado entre los. otros
dos, puede enunciarse en su aspecto numérico dimensional, Entre tres
términos cualesquiera de un E,, existe siempre uno y uno solo que esté
comprendido entre los otros dos. En efecto, de los tres dimensionales
A, A7, A7 correspondientes a cada uno de los tres términos propuestos,
tiene que ser uno de ellos, por ejemplo, €l A’, mayor que el A v menor
que el A”, o viceversa, y, por consiguiente, como

B —B)=m (A’—A) v (B —B) =m, (A" — A),

B’ estd comprendido entre B y B”, o sea, que el término (A, B") esta
comprendido entre (A, B) y (A”, B”).

El axioma 4.° del segundo grupo (llamado de Pasch), Sean A, B, C,
tres puntos no situados en linea recta, v a una recta en el plano 4 B C
‘que no. pasa por minguno de estos puntos; si la recta a pasa por uw
punto del segmento A B, pasa también por un punto del segmento B C
o por un punto del segmento TC;, puede enunciarse en el aspecto nu-
mérico dimensional, Sean (A, B), (A’, B'), (A”, B”), tres términos
no pertenecientes o un mismo E,, v a un E, en el E, determinado por
dichos tres términos que no contiene a ninguno de ellos; si a contiene
un término del intervalo (A, B) H (A7, B’), contiene también un térmi-
no del.intervalo (A7, B’) H (A”, B”) o del intervalo (A, B) H (A”, B”).
En efecto, con. lo demostrado como cuestidén previa en el axioma 7.° de
Pasch-Schur, por tener ¢ un término comtn con el intervalo (A, B) H
H (A%, BY), cada uno de los terminales de este diltimo se encuentra, res-
pectivamente, en cada uno de los dos semi-E, en que queda dividido por
a el E, determinado por los tres términos propuestos, y, por consiguien-
te, si el término (A”, B”) estd en distinto semi-E, que el (A, B), a ten-
drd un término comiin con (A, BYH (A”, B”), y si estd en distinto
semi-E, que el (A’ B)), ¢ tendra un término comfin con (A’, B)H
H (A", B”). : '

Kl axioma 1.° del tercer grupo (axiomas de c01wruencn) del siste-
ma de Hilbert, Si 4 v B son dos puntos sobre una recta a v A" es otro
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punto sobre la misma recta u otra a’, se puede hallar siempre o partir
de A’ v en un sentido dado sobve la vecta a’, un punto B’ tal que el seg-

mento A B sea igual o congruente al segmento A’, B’, se puede enun-
ciar en su aspecto numérico dimensional, Si (4, B) y (A’, B’) son dos
términos pertenecientes a un E, a y (A”, B”) es otro término pertene-
ciente al mismo E,a o a otro E, a’; se puede hallar siempre un término
(A", B”) tal que el intervalo (A, B) H (A’, B’) sea igual o idéntico
al intervalo (A”, B”) H (A", B’”). En efecto, si el término (A", B”)
pertenece al mismo E, a o a otro E, a’, siendo ambos isomatriciales,
se puede hallar siempre a partir de (A”, B”) y en un sentido dado
un término (A” + Aa, B” + A D), que dard un intervalo (A”, B”) H
H(A” + Aa, B” 4 ADb) idéntico al (A, B)H (A, B), si Aa=A"—A
v Abi= B — B; pero si el otro E, ¢’ no es isomatricial al E, a, en-
tonces la férmula 1= Aaw/ 1 + m?, nos dard, primero el quontum I
en funcién de A’ — A y de m, i= (B — B)/(A" — A), v después el va-
lor de A a en funcién del quantwm anterior y del m, de o', asi como ¢l
de A b:=m, Aa, con lo que el término respectivo (A”+ A a, B”+ A D)
nos- dard con el (A”,B”) el intervalo (A”, B”) H (A” + Aa, B” +AD),
igual al (A, B) H (A7, B". ‘ '

El axioma 2.° del tercer grupo, Si el segmento A B es congruente

'

tanto al segmento A” B como al segmento A” B”, los segmentos A’ B’
v A” B” son también congruentes, o sea que si A B=A"B v AB =

= A" B”, se tendrd también A’—B_’ = A” B”, se puede enunciar -en su
aspecto numérico dimensional, Si un intervalo (A,BYH(A +a,B 4+ Ab)
es igual tanto al intervalo (A’; B') H (A" + Aa/, B® +-A V), como al
wmtervalo (A”, B”)H(A” + Aa”, B + A b”), los intervalos (A7, B')H
H(A"+ A, B+ AV) vy (A7, B”) H(A” + Aa”, B” + Ab") som
también iguales. En efecto, si los intervalos que se comparan pertenecen
a un mismo elemento E, o a elementos isomatriciales, es decir, que sus
m, son los mismos, entonces, al ser el (A’, B)H (A’ + Aa’, B + A D)
idéntico al (A, BYH(A +Aa,Bi+iAD), vy ésteal (A”, B YH(A” + A a”,
B” + ADb”), tendremos Aa=Aa’, Ab=Ab, yAa=Aa” Ab=AD"
o sea, que. Aa’ = Aa”, Ab= ADb” vy, por consiguiente, (A’, B) H
H(A” +-Aa’, B’ 4 AY) es idéntico al (A”,BMYH(A” + Aa”,B” + AW,
pero si los médulos m,, m,, m,, respectivos, son distintos, tendremos:

Aa V1 4+ m?2=A2 Y1+ m?

Aay/li+ nm? =4Aa" 1+ m,>2
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luego
Aa’ 1+ m?=2aa"” 1+ m}?

es decir, que los intervalos (A, B )H(A’ + Aa’, B + Ab) y (A7, B”)H
HA” + Aa”, B” + ADb”) son iguales. ' ‘
El axioma 3.° del tercer grupo, Si.A B vy B C son dos segmentos

sin puntos comunes sobre una recta a -y A’ B” y B' C" dos segmentos
sobre la misma recta u otra a’, igualmente sin puntos comunes; si
AB=A"B vy BC=BC, serd igualmente A C = A" C’, puede enun-
ciarse en su aspecto numérico dimensional, Si (A4, B)H (4 + Aa,
B+ Ab) v (A+Aa, B+Ab)H(A+Aa+Ad,B+Ab+AY)
son dos intervalos sin términos comumes pertemecientes o un E,a, v

(A”, B”) H,(A” + A(l-”, B// + A b//)

(A// + A(l-”‘—[— Aa”’, B” + A a” +—Ab”/

dos intervalos en el mismo E, a u otro &, igualmente sin términos co-
munes; y St '

(A.BYH(A + Aa, B+ Ab) = (A7, B”) H{A” +Aaa”, B”+ Ab”

(A +Aa, B+ADHM@A+d e+ Ad,B+Ab+AY)=
— (A'”: B”)H(Zﬁ”"‘i‘ A(Z” + Aa”/’ B” + Ab” + Ab///),

serd igualmente

(A,BYH (A + Aa+ Aa’, B+ Al + AY)=
— ((4//’ B//) H (14 ’7” + A al/ + A a///’ B// +A bl’ + A b,//>.

En efecto, si los intervalos que se comparan pertenecen al mismo E @
o-los dos E,, a y ¢, son isomatriciales, entonces, al ser (A, B)H
FH((A+Aa B+ Ab) idéntico al (A", BY)H(A” + Aa”, B” + AD”)
y el (A+Aa,B+Ab)HA +Aa+Aa,B+ Ab+ AD) idéntico
al (A” + Aa”,B” + AW H(A” + Aa” + Aa”, B” + Ab’ + Ab”),
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tendremos Aa = Aa”, Ab =AD", Aa" =Aa”, AW =AD", ¥y _por
consiguiente, ' '

Aa +Aa=Aa” + Aa”
Ab 4+ AD =AD" + AL,

es decir, que los

(A,BYH(A +Aa+Aa, B+Ah+Ab)

v(‘A”,' B”) l___{ (AA” + Aa” - Aa”,, Bn + Ab” + Ah")
son idénticos, pero si los médulos m, y m, son distintos, entonces

Ao YT T mE= A" Vg mye
o yTE g = A an yTE g,
luego
(A, BYHA+Aa+Aa", B+Ab +AD) =

= (A//; B//) H <‘A” + A a// + A 3.”/) B// + A b// o+ A b///‘).

El axioma 4.° del tercer grupo, Sean dados un dngulo < (h, k) en
un plano « v una recta a’ en un plano o', asi como wn sewiiplano deter-
minado por a’ sobre o/. Si W es una semirrecta de la recta af, que parte
del punto (¥, existe en el plano « wuna semirrecta v wna sola, tal que
el dngulo < (h, k) sea congruente o igual al dngulo < (W, ') v que
todos los pumtos interiores del dngulo < (W, F') estén situados en el
semiplano citado. En signos: dngulo < (h, k) = < (W, ¥}, puede
enunciarse en su aspecto numérico dimensional, Sean dados una radio-
acotacion '

HA+Aa, B+ AD)
(4, B) H.
HA+ Aa, B+AD)

en un E,o v un E,a’ en un E,«o, ast como un semi-E, determinado
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por a’ em el E,o. Si W es un semi-E, del a’ que tiene un terminal
(A, B’), existe en el E,o un semi-E, k" y uno solo, tal que

‘ HA + Aa”, B+ A DY)
(A%, BY H ‘
R . H (A/+ A a///’ B/ + A b‘///)

~ sea idéntico o igual o

H(A+Ada, B+ Ab)
(4, B) H _
H A+ Ay, B+ AD)

v que todos los términos interiores de la radioacotacion

H (A/ + Aa”,bB’ + Ab//)
(A, B H |
H (A Aa”, B+ A7)

estén comprendidos en el semi-E, citado. En efecto, si el E; o tiene el
mismo m, que el E, -que contiene a h —que, a su vez, contiene a
(A, BYH (A + Aa, B + Ab)—, entonces existe un semi-E, # y uno
solo, ‘que teniendo el mismo m, que k tiene comtn (A’, BY) con & for-
mando en el K, + la radioacotacién

‘ H (A + Aa”, B+ A B’,’)
(A, B H '
. - H (A/ l+ A a/”, B/ + A b///)

que es idéntica a la

M (A Aa, Bi+ Ab)
(A, B) H v
: HA+ Aa, Bi+ AD)

del E, «. Pero si el m, de o’ es distinto del correspondiente a %, pode-
mos hacer que (A, BYH (A + Aa, B + Ab) en & sea igual a (A, B) H
(A + A2, B + AD) en k, e igual también a (A, B)H (A" + Aa”,
B + AD") en ¥, existiendo entonces en el E, o' un intervalo (A’, B")
H (A" 4+ Aa”, B + Ab”) de igual quantum que aquéllos, tal que resul- .
te que el intervalo (A’ +Aa”, B" + AD")H (A’ + Aa”, B + A D)
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delimitado por los términales no-comunes de los dos intervalos en E, «/,
sea igual al (A + Aa, B + Ab)H (A + Ada’, B 4+ AD) delimitado por
“los terminales no-comunes de los A E, en E, «, 0 sea, que en el sistema
de ecuaciones

Aa” 4 Ab"2=Aa”? + A D"
(Ao’ —Aa) + (A —Ab)? = (Aa” —Aa”? |+ (A7 — Ab”)

tendremos los valores de Aa” y ADb” —intervalos dimensionales del
A E, en k’'— para los que se verifica,

H{A +Aa, B+ AD HA + Aa”, B+ ADbY)
(A, B) H = (A, BN+ : .
H A+ 422, B+ AD) H (A 4+ Aa”, B 4+ AD™)

“siendo Gnico el (A, B)H.(A” + Aa”, B’ + Ab™) para el semi-E, de-

terminado por &’ en el E,o’, porque A a™” y Ab” son también finicos
tanto en los valores como en sus signos con respecto a los signos de
Aa’y AW de (A, BYH (A + Aa’, B + A D). Estos signos suponen la
pertenencia al semi-E, correspondiente a &’ de la radioacotacién

H (A/ .+ A a”} B/ + A b”)
(A7, B) =
r_‘ (A/ + A a”/’ B/ ;_‘_ A b‘”/)

y, por consiguiente, el que sus términos internos pertenezcan a dicho
semi-E,.

- El axioma 5.° del tercer grupo, Si para dos tridngulos A B C y
AT B, se wverifican las  congruencias AB=AB; AC=AC;
JBAC=B A C, se verifican también las congruencias BC =B C’;
JABC=<qA B C v ACB =< A C B, puede enunciarse en
su aspecto numérico dimensional, Si para dos trildteros -

: H(A +4Aa, B+ AD)
(4, B)H H
HA+ A2, B+ ADR)

O H(A £ Aa”, B+ ADY)
(A’, B H H . '
H (A/ + A al//’ B/ + A bll/)
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se verifican las igualdades

(A, B)H (A + Aa,B + Ab) = (A, B) H (A" + Aa”, B" + Ab”);
(A,B) H (A+Ad,B+AY)=(A",B") H (A" +Aa” B2 Ab");

H (A +Aa, B4+ Ab)
radioacotacion (A, B) =
(A +4Aa, B +AD)

, H(A + Aa”, B+ AbY)
= radioacotacién (A7, B’) H
H (A/ + A a///, B/ + A b//‘/)

se verifican también las igualdades

(A+Aa,B+Ab)H(A+Ad,B+AY)=
—_ (A/ T Aa”, B’ —[—Ab”)H (A/ —f—‘vAa,”, B’ + Ab’”),'

H (A, B)
radioacotacidon (A + Aa, B + Ab) H —
H (A +Aa, B + AD)

L ' , LA, B
= radioacotacidn (A" + Aa”, B"+ Ab”) H _ :
: H (A/ + A a///’ B/ + A b///)

_ . HA +Aa, B + AbD)
radioacotacion (A + Aa’, B + Ab)H =
(A, B)

o (AI + A a//’ B’ 4+ A b”)
= redioacotacién (A° + Aa”, B" + A b )H '
H (Al’ B’)

En efecto, como’ la estructura del tridngulo es invariante si lo son los
A E, que lo delimitan, bastara hacer la demostracion para el caso en
que los A E, que se comparan sean idénticos, ya que entonces es valida
para cualquier otro caso en que s6lo sean iguales, y, por consiguiente,
si se verifica que '

Aa=Aa”; Ab = AD”
A a/ 3; A a/l/; A b/ — A b//l’
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tendremos

Aa’—Ad =Aa" —Aa”
A —ADb =AD" —AD”,

0 sea, que
(A+A8a,B+Ab)H(A +4a,B+Ab)
(A 4 Aa”, B 4 A H (A 1+ A a”, B i+ A b7

¢on idénticos. La identidad de las radioacotaciones

‘HA +Aa, B+ Ab)
(A, B) M
HA +Aa, B+Ab)

<

D (A + Aa”, B+ A b;’)
(A", B) H -
A+ Aa”, B+ AD™)

es en este caso consecuencia de los A E; que los delimitan, ya que en-
tonces los m, y m; de los primeros son iguales a los de los segundos,

respectivamente. En cuanto a los otros dos pares’ de radioacotaciones,
tenemos: '

—aAh —AD”  (AD—ADb) (AN —AD)
—Aa . —Aa”’ (Aa—Aa) | (Aa”—Aa”)
y
—AD  —ADb” . (Ab—AD) - (ADT—ADY)
— A — A a/// * (A a—A a/) - GA a” A 21,”) !

es decir, que al ser los m, y m, de los A E, que los limitan iguales, res-
pectivamente, las radioacotaciones son idénticas en cada par.

El {nico axioma del cuarto grupo —el postulado de Euclides—,
Sean a una recta cualquiera -y A un punto exterior « ella. En el plano
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determinado por a vy A existe o lo sumo una recta que pase por A v no
corte a a. Esta recta recibe el nombre de la pavalela a a por A, se puede
enunciar en su aspecto numérico dimensional, Sean a un E, cualquiere
v (A, B) un término no pertemneciente a él. En el E, deterwinado por
a v (A, B) existe a lo sumo un E, que contenga a (A, B) y no ten-
ga nada comuin con a. En efecto, si m, es el médulo del E, a, el E,
determinado por el término (A, B) y el mismo médulo m,, no tiene nada
en comin con @, porque (A, B) no pertenece a él, ya que los E, del
mismo médulo, si tienen un término comitn, los tienen todos; siendo
tinico el E, de (A, B), porque con un término y un m, no existe mas
que un E,. '

El axioma 1.° del grupo de los de continuidad —axioma de la medi-
cién o de Arquimedes—, Sea A, wn punto cualquiera sobre una recta.
entre los pumtos A y B dados arbitrariamente; constriiyanse luego los

ﬁum‘o& A,, Ay, A, ..., de modo que A, esté situado entre A y A, A,

entre A,y A,, A, entre A, v A,, etc., v de modo, ademds, que los seg-
mentos A A,, A, A,, A, A;, A, A,, etc., sean iguales. En la serie de
los puntos A, A, A, ..., existird stempre un punto A, tal que B esté
situado entre Ay A4,, se puede enunciar en su aspecto numérico dimen-
sional, Sea (A,, B,) un término cualquiera en un E, entve los términos
(A, B) v (A’ B’) dados arbitraviamente, considérense luego los térmi-
nos (A4,, B,), (A,, B,), (A,, B,), etc., de modo que (A,, B,) se en-
cuentre entre (A, B) v (A, B,), (A, B,) entre (A,, B,) v (A,, B,),
(A, B,) entre (A, B,) v (A, B,), etc., v de modo, ademds, que los
wntervalos (A,B) H (A,,B,), (A,,B,) H (4., B.), (4, B,) H (4,,B,),
(A,, B,) H (A4, B,), etc., sean iguales. En la sevie de los términos
(Ay By), (A4 By), (As, B,), ..., existird siempre un término (A, B,)
tal que (A’, B’) esté comprendido entre (A, B) v (A,, B,). En efecto,
esta proposicién es el axioma aritmético correspondiente en relacién con
los dos érdenes de dimensionales que constituyen los términos respec-
tivos, es decir, que contintia siendo axioma, pero aritmético.

El axioma 2.° del grupo de los de continuidad —Axioma ‘de integri-
dad— y tltimo del sistema de Hilbert, Los elementos (puntos, rectas,
planos) de la Geometria constituyen un sistema de entes incapaces de am-
pliacion al conservar todos los axiomas, o sea: es imposible agregar al -
sistema de puntos, rectas, planos, un nuevo sistema de «entesy tales que
en el sistema. que resulta de su agregacién es satisfagan todos los axio-
mas [-IV v V-1, se puede enunciar en su aspecto numérico dimensional,
Los clementos (E,, E,, E,) de la Teoria Numérica Dimensional cons-

61



titwyen un sistema de entes incapaces de ampliacids al conservar todos
los axiomas arvitméticos, o sea: es wmposible agregar al sistema de E,,
E,, E,, un nuevo sistema de «entesy tales que en el sistema que resulta
de su agregacidn se satisfagan todos los axiomas aritméticos. En efec-
to, los E; o términos (A, B, C) —o sea, los que se obtienen con las
combinaciones de cada uno de todos los dimensionales B con cada uno
de todos los dimensionales A, y cada uno de todos los dimensionales C
con cada una de todas las combinaciones obtenidas con A y B-—, cons-
tituyen el E,, en el cual, para todas las posibilidades de m, y m’, para
los E,, v de m, para los E,, en toda la amplitud de los niimeros reales
y los signos respectivos, constituyen un sistema de entes incapaces de
ampliacién, ya que los dimensionales A, B, C de dichos términos com-
prenden todos los niimeros reales, con lo que queda solamente -esta
proposiciéon a resultas de las posibilidades de los axiomas aritméticos,
bien entendido que esta incapacidad de ampliacién se circunscribe a las
tres dimensiones ‘que se tratan en este axioma del sistema de Hilbert.

S T S
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