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LOS ELEMENTOS NUMÉRICOS DE n DIMENSIONES

En la presente investigación se pretende mostrar que los números
reales considerados como «conjuntos «-ordinales» llevan implícito la
estructuración puramente aritmética de «-dimensiones, cuya aplicación
al espacio se corresponde, para n = 1, n = 2 y n = 3, con las estruc-
turas geométricas de una, dos y tres dimensiones, respectivamente, y,
en particular, con la línea, recta, el plano y el espacio, para las estruc-
turaciones que aquí denominamos elementos numéricos de varias dimen-
siones,- y, en su.consecuencia, las proposiciones contenidas en los axio-
mas geométricos son también peculiares de dichos elementos, las cuales
pueden demostrarse partiendo de los axiomas aritméticos y de la teoría
implícita en los mismos —teoría matricial dimensional—, presentándose
como ejemplos las del primer grupo de axiomas de Pasch-Schur —axio-
mas de ordenación y enlace— y las del sistema de1 Hubert.

Expreso mi agradecimiento al profesor Rvdo. P. Dou MaxdeXexás,
S. J., y al profesor Ancochea Quevedo, por su amabilidad al examinar
detenidamente este trabajo y por sus interesantes observaciones, que me
han sido muy útiles en la redacción definitiva.

* * #

El número en su acepción ordinal y en su idoneidad para constituir,
con otro u otros, el ente básico de los elementos numéricos de varias
dimensiones, lo llamaremos aquí número dimensional o simplemente
dimensional, y al conjunto de estos dimensionales lo denominaremos
término dimensional o simplemente término. Es obvio que dos tér-
minos de un solo dimensional, (A) y (A'), constituyen un intervalo
(A) H (A') (1), que es igual a la diferencia entre los números cardina-

(1) En lo sucesivo utilizaremos el signo ¡—| puesto entre los dos terminales —voz
que aplicaremos a los términos que delimitan al intervalo de una dimensión— para
expresarlo por medio de ellos.



les correspondientes a los dos dimensionales. Este intervalo, que vamos
a designar, en general, con el símbolo A E!, es unidimensional, porque
los términos que contiene son de un solo dimensional, y de una dimen-
sión, ya que al tratar de ésta en sentido puramente aritmético, puede
considerarse de un modo lato la dimensionalidad de un conjunto numé-
rico de esta clase, como el grado de variabilidad independiente de sus
términos. Conviene advertir, para evitar confusiones, que la voz dimen-
sión la empleamos aquí con carácter exclusivo para la posesión de la
cualidad que propiamente implica, y así tenemos, por ejemplo, un in-
tervalo de una dimensión, de dos dimensiones, etc., etc., mientras que
el adjetivo dimensional se concreta a su verdadero significado de per-
tenencia o también referencia a las estructuraciones, de ciertas dimen-
siones. El intervalo A Ej es, además, elemental, porque la elementalidad
dimensional puede aritméticamente considerarse como la cualidad de
toda estructura de n-dimensiones de estar determinada por n + 1 cua-
lesquiera de sus términos dimensionalmente idóneos, y solamente n +1,
que es el mínimo necesario de su dimensionalidad, siendo evidente que
al estar el intervalo (A) H (A') constituido por la parte de la sucesión
de los números reales comprendida entre los dos términos que son sus
terminales, goza de dicha cualidad, y si lo consideramos en toda su ex-
tensión, es decir, en la totalidad de la sucesión de los números reales,
tanto positivos como negativos, tendremos el elemento E1 unidimen-
sional de una dimensión. '

Como con esta clase de términos —o sea, de un solo dimensional—
no es posible distinguir si los intervalos A Ej pertenecen a un mismo
E, cuando no son contiguos, surge la necesidad de ampliar el término
con otro dimensional B, pues entonces sí que es posible tal distinción,
siempre que el término (A, B) que así resulta, conserve su cualidad in-
divisible, es decir, que los dos dimensionales A y B no tengan entre sí
ninguna relación cardinal, sirviendo solamente en su función determi-
nante, delimitadora y ordenadora de los dos intervalos dimensionales
A' — A, y B' — B, que así se presentan condensados, constituyendo
un solo intervalo de una dimensión delimitado por los términos (A, B)
y (B', B'), que será bidimensional por constar sus términos de dos di-
mensionales.

El intervalo (A, B) H (A', B') es elemental, porque también goza
de la cualidad expuesta para la elementalidad dimensional^ ya que si al
dividirlo en k partes cualesquiera, de modo que se verifique que la ra-
zón entre los intervalos dimensionales respectivos.
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A b ' A b " A b"' A b(k)

A a' A a " A a'" A a(k)

•ES la misma para todos, tendremos

A b' = m A a'
A b" = m A a"
A .b"' = m A a'"

A. b(k) = m A a ( k>

Ab ' + A b" + A b'" + ... + A b< k > = m (A a' + A a" '•+ A a'" + ... 1+ A a (k>)

A b' + A b"+ Ab'" + ... + A b(k) B' — B
A a' • + • A a" + A a'" + ... + A a(k) A' — A

= m

o sea, que la condición por la cual los términos del intervalo
(A, B) H (A', B') pertenecen a él, está definida exclusivamente por esta
relación entre sus dos terminales, sin ninguna otra condición, estando
caracterizada, en su consecuencia, la elementalídad dimensional del
.A £j bidimensional porque la razón entre los intervalos dimensionales
del todo es la misma que la de cada una de las partes, y, viceversa, los
intervalos A E¡ contiguos que tengan la misma razón entre sus respec-
tivos intervalos dimensionales, pertenecen a un mismo SA£. j , que es
la suma de todos ellos. A esta razón constante la llamaremos módulo
unidimensional y la designaremos por el símbolo m1. El A E, bidimen-
sional elemental que así se obtiene, continúa siendo de una dimensión
con la ampliación del término en otro dimensional B, ya que al ser la
razón A b/A a >= m1; constante, A b != m, A a, y, por consiguiente,
el dimensional A sigue siendo el único independiente.

* •*

La comparación —operación matemática por. excelencia— de estos
•intervalos A Ej bidimensionales sólo es posible de un modo directo,
cuando cada uno de los intervalos dimensionales del mismo orden de
los dós intervalos (A, B) H (A', B') y (A, B} H (A', B'} son iguales eft
ambos, es decir, que

A a = A' — A = A' — A
A b = B' — B = B' — B

-o solamente los dos A a o los dos A b, pues'entonces los dos A E, pro-
puestos, son iguales o desiguales, respectivamente, ya que en los demás



casos en que son desiguales los dos A a y los dos A b, el valor de A Er

sólo puede obtenerse de un modo- indirecto. A estos intervalos A Ej que-
son iguales por serlo sus dos intervalos dimensionales A a y A b , dos
a dos, y tienen el mismo signo o el opuesto en ambos a la vez en los
respectivos óMenes en cada A Eu los denominaremos intervalos idén-
ticos, porque en realidad les corresopnde esta calificación con respecto1

a los que también son iguales, pero no lo son sus correspondientes in-
tervalos dimensionales A a y A b, o aunque lo sean, -no' son opuestos-
ambos intervalos A Ex.

Hemos visto que una sucesión de A Et contiguos del mismo mt —y,.
por consigliente, también los intervalos idénticos— pertenecen a -un
mismo EU pero si tales intervalos no son contiguos, por ejemplo,
(A, B)H(A', B') y (A", B")H(A'", B'"), 7 el m, del (A', B')H(A", B")
—o sea, de un terminal del primero con un terminal del segundo—• es
distinto del m, de aquellos dos, tendremos :

B' — B = m, (A' — A)
B" — B' = w, (A" — A')
B"' — B" = m, (A'" — A")

(B' — B) • + (B" — B') - (B'" —- B") =
= m. ((A' — A) + (A'" — A")Í + ml (A" — A'),

o sea, que al no poderse poner el módulo unidimensional como factor
común, no puede obtenerse el ma para el (A, B) H (A'", B'"), y, por
tanto, los dos intervalos A H1 propuestos .no pertenecen a un mismo
ET. Ahora bien, es evidente que el hecho de tener dös A fL^ el mismo
ml cuando son idénticos, aunque no pertenezcan a un mismo Ej, tiene
que suponer una relación entre ellos estrechamente ligada a la cualidad
que caracteriza al Ej^ bidimensional como elemento de una dimensión..
En efecto, si dos A E3 son idénticos, como.

(A, B) H (A + A a, B + A b)
(A', B') H (A'!+ A a, B' + A b)

sus terminales delimitan los intervalos

(A, B) H (A', B')
(A + A a, B i+ A b ) H (A'^ A a, B' 4- A-b) ,
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que también son idénticos, pues

(A' +• A a) — (A + à a) = A' — A
(B' - A b) —. (B + A b) = B' — B.

Como A a puede tener un valor cualquiera, resulta que todos los
pares de términos (A -f A â, B + A - b ) - ! y . '(A' + A a, B' + A b), toma-
dos a partir de los respectivos términos del par (A, B), (A', B'), deli--
mitan intervalos A E^ idénticos, es decir, que constituyen una sucesión
de A E'j idénticos, y lo mismo que la sucesión de los números reales
admiten entre cada dos de ellos otros A E', del. mismo rn^, que, a su
vez, admiten otros entre cada dos, y así sucesivamente, llegándose así
a la conclusión de que esta sucesión de <A E't se sucede como la de los
números reales, no teniendo entre ellos ningún término común, porque
si lo tuvieran se confundirían en un solo A E'1( ya que un término cual-
quiera y un nij determinan un elemento E, único.

Se puede demostrar del mismo modo, que los dos A E, idénticos
propuestos al principio,

'(A, B) H (A !+ A a, B + ü b) :y (A', B') H (A' + A a, B' + A.b),

forman parte de otra sucesión de A E:- idénticos con otro módulo ml}

cuyos terminales son pares de términos sobre los intervalos

(A, B) H (A', B') y (A •+ A a, B + • A b ) H (A' + A a, B' + A b),

y, por tanto, gozan de la misma propiedad con respecto a aquellos in-
tervalos. Esta propiedad podemos muy bien denominarla paralelismo
aritmético, porque al concretarla a las líneas rectas —que, a su vez, son
la concreción de los Et en el espacio—, nos encontramos con el para-
lelismo geométrico, pero como este último se restringe al campo de la

: línea recta y del plano, mientras que el aritmético es peculiar de los
elementos de cualquier número de dimensiones, como veremos más ade-
lante, parece más apropiado emplear una denominación que lleve implí-
cito el significado general del mismo, y puesto que la cualidad por la
cual los Ej pertenecen a una sucesión de esta clase es que tienen el mis-
mo mr, y, como también veremos después, esta cualidad, en general,
está, .implícita en lo que denominaremos matriz dimensional, o sim-
plemente ma t ris, l'os elementos correspondientes pueden llamarse
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isomatriciales, y, por consiguiente, la voz iyomatrismo parece la más
adecuada para designar a esta cualidad en lugar de'paralelismo arit-
mético.

* • -SÍ-

ES fácil observar que los dos pares de intervalos A Er

I (A, B) H (A + A a, B >+ A b )
III (A', B') H (A' + A a, B' + A b)

y . • - - - -
II (A, B) H (A', B')

IV (A + A a,' B +. A b) H (A' +' A a, B' + ¡A b)

son contig'uos, porque el terminal (A -f A a, B + A b ) , final del I, e?
el terminal principio del IV ; el terminal (A' + A a, B' + A b), final del
IV, es el terminal final del III ; el terminal (A', B'), principio del III,
es el terminal final del II, y el terminal (A, B), principio del II, es el
terminal principio del I, formando todos ellos, por tanto, un contorno
cerrado conteniendo en su interior un recinto R2.isomatrimorfo, de dos
dimensiones (2), porque si consideramos un intervalo A E, de cada par,
con un mismo terminal común, por ejemplo,

' I (A, B) H (A + A a, B + A b)
II , (A, B) H (A', B')

como independientes —ya que podemos dar a sus dimensionales A' y
A;+ Aa cualquier valor dentro de Aa—, los otros dos no son independien-
tes, porque el III es idéntico al I y el IV al II, y lo mismo puede de-
cirse de todos los A Ej delimitados por dos términos cualesquiera per-
tenecientes a los A E-, del contorno o en el interior del mismo, como
puede fácilmente demostrarse, o sea, que las dos sucesiones A Ea que
suponen los intervalos I y II, respectivamente, son las únicas indepeiv
dientes, y, por tanto, el R2 isomatrimorfo .delimitado por los dos pares
I, III y II, IV, es de dos dimensiones, conforme con la noción aritmé-
tica de dimensionalidad..

También se puede observar que el R2 expuesto constituye un cuadri-
látero isomatrimorfo, que en el aspecto aritmético se corresponde con
el f araldo gramo en el geométrico. Si en este cuadrilátero ispmatrimor-

(2) Así como para una dimensión, el intervalo A E. es efectivamente tal intervalo,
para dos dimensiones solamente lo es cuando, como veremos más adelante, los A E
son los que denominaremos intervalos isodimensionales, pues entonces únicamente el
recinto Ri; en general se identifica con la noción de intervalo de varias dimensiones.
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f o se completan dos A'E3 con un terminal común, con el A E, delimita-
do por los terminales no-comunes, el contorno cerrado que así se obtiene
comprende en su interior un trilátero, que en el aspecto aritmético se
corresponde con el triángulo en el geométrico. El trilátero así consti-
tuido queda determinado, por tanto, por dos A Ej con un terminal co-
mún, pues los terminales de todo A Ej no sólo determinan su extensión
sino también su ordenación, lo que lleva implícito su invariación al
estar inmersos en los elementos numéricos de varias dimensiones, o sea,
no sólo en los de dos, sino en los de cualquier número de ellas, como
veremos después.

* *

Si consideramos ahora los dos triláteros determinados por los
tres A Ei;

I (A, B) M (A + A a, B + A M
II (A, B) H (A, B + A b)

IH (A, B) H (A — A a, B + A b)

con (A, B) H (A, B + A b ) común, los A E, delimitados por los ter-
minales no comunes

(A + A a, B + A b) H CA, B + A b)
(A — A a, B -i- A b) H CA, B f A b)

son opuestos con respecto a (A, B + ' A b ) , ya que sus intervalos dï-
menmesionales

(A) — (A + A a) = — A a ; (A) — (A — \ a) = ' + A a
(B + A b) —- (B + A b) = 0 ; (B •:+ A b) —- (B + A b) = 0 . ' .

son de signo contrario, y, por tanto, los dos triláteros con
(A, B) H (A, B + 1A b) común, están en un mismo R2 y son iguales,
porque I y III son iguales, con lo que tenemos su simetría respecto a
II en el aspecto aritmético, ya que se corresponde con la simetría que
suponen en el campo geométrico los triángulos correspondientes a los
dos triláteros considerados, y si tenemos en cuenta que los m/j de l ' y
III son iguales y de signo contrario, esta propiedad de la simetría arit-
mética lleva implícito una cierta afinidad con la noción ' del E, y del
isomatrismo, por ser todas estas nociones consecuencia de la igualdad
de los A a y A b respectivos, si .bien'la variante del principio de identi-
dad dimensional —implícito en los intervalos idénticos— sea exclusiva
de estos dos últimos.
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La igualdad de los A E1; por ser iguales los intervalos dimensiona-
les de los mismos órdenes en ambos, presenta otra modalidad que, por
tanto, entra también dentro de la afinidad expuesta anteriormente, ya
que si consideramos los A E± •

(A, B) H (A :+ A a, B + A b)
(A, B) H (A — A b , B ' + A a)

con sus opuestos

(A — A a, B — A b) H (A, B)
(A + A b , B — A a) H (A,.B)

o sea, los cuatro con su terminal común (A, B), es decir, en la dispo-
sición estructural,

(A — A b, B + A a)
' H

(A — A a, B — A b) H (A, B) H (A + A a, B + A b)
H . .

(A + A b, B — A a), .

puede observarse que, por una parte, al ser opuestos los que están
en la vertical, y, por otra, los que están en la horizontal, son en reali-
dad dos A Kj con el mismo término común (A, B), siendo ambos de
módulo unidimensional inverso y de signo contrario.

Además, los intervalos dimensionales de los A E; que delimitan los
terminales no comunes de los cuatro A E, con terminal común (A, B),

I (A — A b) —. (A + A a) = — (A a + A b)
(B + A a)— (B + A b) = '+ (A a — A b)

II (A '+ A a) — (A !+ A b) = ¡4- (A a — A b)
(B '+ A b) — (B — A a) = !+ (A a + A b)

III (A — A a) — (A + A b) .= — (A a + A b)
(B — A b) — (B — A a) = ;+ (A a — A b)

IV (A — A b) — (A — A a) = ¡ + (A a — A b)
' . . (B i+ A a) — (B — A b ) =-.:-+,. (A a + A b)

muestran que los A E, con los intervalos dimensionales I y III son idén-
ticos, así como los A E, con los II y IV, y, por consiguiente, tanto
los A Ej con los I y III, como los A E, con los II y IV, son isomatri-
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cíales, respectivamente, formando un R2 isomatrimorfo los cuatro A Ej
conexos —conexión aritmétrica, naturalmente—. Por otra parte, los
A E/ con los intervalos dimensionales I y II tienen estos inversos, sien-
do sus módulos de signo contrario, y lo mismo sucede con los pares
correspondientes a II y III, III y IV, IV y I, en sus terminales co-
munes, con !o que la estructuración que resulta presenta una simetría
completa, y, en su consecuencia, a esta disposición estructural de los
cuatro A ̂  propuestos —o sea, de los dos A E., con la intersección
(A, B)— la. podemos denominar ortonomia (3), porque corresponde en
el aspecto aritmético a la perpendicularidad en el geométrico.

* *

A los dos intervalos A E1; I y II, que se tomaron como indepen-
dientes al tratar del R2 isomatrimorfo, podemos darles el nombre de
determinantes del R3 en cuestión, porque con sus respectivos intervalos
idénticos, III y IV, lo delimitan. La consecuencia inmediata es que dos
R2 son idénticos si tienen sus determinantes idénticos, o sea, .los pares

(A, B) H (A + A a, B •+ A b)
(A, B) H (A ¡+ A a', B + A b')

y . •
(A', B') M (A' + A a , B' + A b )
(A', B') H (A':+ Aa' , B ' + > A b ' V

pues si descomponemos cada uno de ellos en los triláteros que resultan
teniendo en cuenta los A Ex delimitados por los terminales no comunes
de los determinantes, estos triláteros son idénticos dos a dos, ya que
tales A Ej

'(A + A a,. B + A b) H (A + A a', B +, A b')
(A';+ A a, -B' + Ab) H(A' + A a', B'4-iAb') '

lo son, por ser sus intervalos dimensionales iguales y del mismo signo,
como puede fácilmente observarse.

•X- *

Los dos determinantes que determinan un R¿ .isomatrimorfo, supo-
nen cada uno un E, bidimensional, y, por consiguiente, éstos, a ;su vez,
determinan un E2 bidimensional —el cual resulta, por tanto, de tomar

(3) (3) Parece más apropiado emplear la voz ortonomia (del gr. o'¡j8o';,
recto, y" vo[iáç , división) en lugar de perpendicularidad aritmética, por las mismas ra-
zones que expusimos al aceptar el isomatrismo en lugar de paralelismo aritmético.
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en consideración la sucesión de todos Los números reales, tanto positi-
vos corno negativos, para los dos determinantes—, cuando los R3 iso-
matrimorfos son contiguos, de un modo análogo a como los A E, con-
tiguos del mismo m, pertenecen a un mismo E1; que lleva implícito, por
otra parte, una propiedad —característica de la elementalidad dimen-
sional—- del E2 análoga a la qué supone el m1 constante para el E, que
lleva implícito dicha elementalidad, y, como ésta aparece con la amplia-
ción del término unidimensional (A) en otro (B), tendremos necesidad
de ampliar el término bidimensional (A, B) en otro dimensional C, para
obtenerla, lo que es lógico, puesto que se trata de la distinción de los
términos que pertenecen a un mismo E3, de los que no pertenecen, a él,
y, por tanto, esto no es posible más que definiendo esa posibilidad con
términos que sirvan para esa distinción.

• El término tridimensional (A, B, C) que resulta de la ampliación del
término (A, B) con el dimensional C, tiene que tener la misma cualidad
indivisible que el (A) y el (A, B), es decir, que los tres dimensionales •
no tienen entre sí ning'una relación cardinal, sirviendo sólo en su función
delimitadora y ordenadora:de los tres intervalos dimensionales que así
se presentan condensados, constituyendo, por tanto, un A E, de una
dimensión, pero para que sea elemental será necesario y suficiente que,
además de m, constante, lo sea también m', = A c:/A a, pues como
A c = m', A a, sigue estando determinado por .una relación entre los
dimensionales de sus terminales, y, por tanto, el A E, es elemental y de
una dimensión, siendo.tridimensionalpor estar determinado por términos
tridimensionales. Como la elementalidad de este A E, tridimensional
precisa de los dos módulos m, y m'.2, se comprende que es preferible
darle el nombre de matriz dimensional o simplemente matriz —como ya
anticipamos— a este conjunto m1; m',, pues con ella se obtienen todos
los términos del E, tridimensional a partir de un solo término.

•# -si-

Para hallar la matriz del E2 en función de los intervalos dimensió- •
nales, son necesarios y suficientes dos determinantes cualesquiera,

I H II (A, B, C) H (A'+ A a, B + : A b, C + A c)
I H ITI (A, B, C) H (A + A a', B ¡+ A b', C + A c')

con el terminal común (A, B, C), porque al elegirlos como tales deter-
minantes, son los únicos A E, independientes del R2 isomatrimorfo res-
pectivo.
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Con las matrices dimensionales de los I H IL y I H III,

I H II m.

m | —

A b I H III
A a

A c

A a

A b '
'"i

A a'

A e'
i

A a,'

obtenemos las diferencias modulares,

m, — mL =
A b ' A b A b' A ã — A a' A b

A a' A a A a A a'

m -, = m , =
A c ' A c A c' A a : — A a' A c

A a' A a A a A a'

cuya razón,

m

m,., — m,

A c' A a — A a' A c
A b' A a —A a' A b

es constante para todos los términos de los I H II y I H III, y sus res-
pectivos Ej.

Si tomamos como terminal común, uno de los otros terminales de
los dos determinantes elegidos, distintos del común en ellos —como,
por ejemplo, el II—, los determinantes serán entonces,

II (A + A a, B +. A b ; C + A c) H (A, B, C) I

II (A + A á, B + A b, C + A c) H (A + A a', B + A b', C + Ac') IIIr

para los que resulta,
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II H I
1

m !

A,

A

A

A

m

— A b

— A a

— A c ;
¿^ a

b' — A b

a' — A a

c' — A c

a' — A a

', — m'i

II

A

A

A

- A

Ac '

H III in.

' ,
m i

b .. A b ' A

a (A a'

c A c' A

a (A a'

A a — A a' A c

A b ' —

A a' —

A c ' —

A a' —

a — A a'

— A a) A

a — A a'

— A a) A

A b

A. a

A c

A a

A b

a

A c

a

itij — m t A b' A a — A a' A b

que es el mismo valor constante de la razón que obtuvimos antes, y
como se hallaría el mismo resultado si tomásemos el término III como
terminal común, tendremos que la razón es constante para los tres tér-
minos I, II y III, cualquiera que sea el que se tome como terminal co-
mún de lo? dos determinantes que resulten.

Esta razón, que denominaremos módulo bidimensional y designare-
mos con el símbolo m,2, es también constante para todos los pares de

T I i T I

términos del E, al que pertenece el R - , — ò sea. obtenidos por
" I H III

la matriz implícita en los dos determinantes, con respecto al término I,
pues si consideramos un par cualquiera IV, V, y los. módulos de los
I H IV y I H V son, respectivamente, m1; m\ y m^ rn'j, tendremos,

I H II

I H IV

IH II

I H V

m, =

m, =

m-, — m

w,

m

m,

m

m, — m.
ni] m2 — m , = m1 m,, • m

luego

I HIV

I H V
w, m 2 — m\ = nii m2 — m', ;

m • m

n»! — mv '
i= m,

y, por consiguiente, dos términos cualesquiera IV y V, del E3 en cues-

16



tión, dan con I el mismo m2 que los dos determinantes IHII y IHIII.
Si consideramos ahora tres términos cualesquiera I', II', III', del

E2 determinado por los dos determinantes I H II, I H III, o sea, ob-
tenidos por la matriz correspondiente, y se toma como terminal común
el I', tendremos que los A Ej con terminal común I, idénticos dos a dos
con los nuevos determinantes I' H IF y I' H III', darán ^el mismo ni2

que los determinantes primitivos, y, en su consecuencia, llegamos a la
conclusión general de que la cualidad de todo E2, y por la cual es ele-
mental, es que sea. constante el m2 para todas las ternas de términos
•dimensionalmente idóneos, pues entonces la relación de elementalidad
dimensional, que es precisamente dicho m2, se obtiene sólo de los di-
mensionales de tales términos, constituyéndose la matriz bidimensional,
por los dos módulos m, y m'j del I H II, que han servido para hallar
el m2., y éste último.

* *

El valor constante de m2 para los tres casos que resultan al tomar
cada uno de los tres términos como terminal común, que determinan
un E2, se comprueba con el siguiente ejemplo, para términos I (1, 2, 3),
II (3Í6.4) y III (5,8,6) (á) :

. 1 H II

A a = 2

Ab = 4

Ac = 1

m, = 2

1
m , = —

•2

II H I

A ã = — 2
Ab = — 4

Ac = 1

m, = 2

1
. m', = —

2

I H . Ili

A a = 4

A b = .6

A c _ = 3

3
m, == —

2

, ' 3. m = —
' 4

II H ILI

A a = 2

Ab = 2

'A c = 2

mi =.1

m'ï = 1

I H II

I H III
1

A m , = — • —
2

A m', = —
. 4

m, = — —
2

U H I

U H ni
A m , = — 1

1
A m', = ~^--

2

1
m, =

2

(4) Tanto en este ejemplo como en los sucesivos, figuran en cabeza de las colum-
nas respectivas los esquemas de los elementos que intervienen en las operaciones, los
cuales están constituidos por los determinantes delimitados por los números romanos
de los terminales. El número de rayas horizontales que figuran entre cada dos deter-
minantes es de dos en este ejemplo, porque determinan un E . En sucesivos ejemplos,,
se aumentará el número de rayas, tanto horizontales o verticales, según el caso, siendo
cada uno el del número de las dimensiones del esquema parcial o total.
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Ill H I

A ã = — 4

Ab = — 6

A c = — 3

3
m, = —

2

3m1 = —
4

III h! II

A a = • — 2

A b = — 2

A c = — 2

m\ = í

m, = 1,

III H I
iirprii

A m/ = —
2

A m , = — —
- 4

1
ni„ =

2

Del mismo modo que dos A Ex idénticos determinan un R2 isomatri-
morfo cuando los intervalos dimensionales que definen sus terminales-
no dan el mismo m^ que aquellos A Ex idénticos, dos R2. isomatrimorfos
idénticos determinan un Rä isomatrimorfo cuando tres términos toma-
dos entre ambos de cualquier modo, dan un m2 distinto del de los Rj.
idénticos. Si los Á E, idénticos dos a dos, son -

I (A, B) H (A + A a, B + A b) II
III (A', B') M (A' + A a , B' + Ab) IV

I {A, B) H (A + : A a . ' , B + Ab ' ) V
III (A', B') H (A' + A a', B' + A b') VI

o sea, los I H II y III H IV por una parte, y I H V y III H VI, por
otra, siendo, por tanto, idénticos los R2 isomatrimorfos

I H II : III H IV

l H V y lïí H VT~ '

si el ni2 determinado por el I H II, por ejemplo, de uno de ellos con el
término (A', B') del otro, es distinto del m2 de aquellos dos R2 isoma-
trimorfos idénticos, es que éstos no pertenecen al mismo E2, y, en con-
secuencia, son isomatriciales, porque entonces el R2 isomatrimorfo

I (A, B) H (A + A a, B + A b) II

IVIII . (A', B') H (A' + A a, B' + A b)

es idéntico al

V (A + A a' B + -A b') H (A :+ A a + A a', B + A b :+ A b') VII :

VT^A' + A V/ B'lTA'b')" FT(A' +• A a + A a^B' + A b + A b') VÌIT
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pudiendo decirse lo mismo del R2 isomatrimorfo

I (A, B) H (A ,+ A a', B + A b') V

III (A', B') H (A' +• A a', B' + A b') VI

y del R2 isomatrimorfo

II (A + A a, B + A 1)) ••- (A + A a -f A a', B + A b -f A 1)') VII

IV (A' + A a, B' + -A bì M (A' + A a + A a', B' -;- A b + A b') Vili

es decir, que los dos pares opuestos son isomatriciales y, como al mis-
mo tiempo son conexos todos ellos con los dos propuestos, formando
un contorno cerrado de dos dimensiones, resulta comprendido en su inte-
rior un R3 isomatrimorfo, que es precisamente de tres dimensiones,
porque gozan sus términos de los tres grados de variabilidad indepen-
diente implícitos en los tres determinantes I H II, I H V y l H III que.
lo determinan.

• Este R3 isomatrimorfo, hallado en virtud del principio de identidad
dimensional, dando lugar al isomatrismo entre R,. isomatrimorfos, puede
también obtenerse por los tres determinantes precitados, es decir, tres
A E, con un terminal común, constituyendo cada dos consecutivos un
R, isomatrimorfo que pertenecen a distintos E2, los cuales junto con los
respectivos R2 isomatrimorfos idénticos, constituyen el mismo contor-
no cerrado de dos dimensiones que hemos obtenido antes para dicho R3

isomatrimorfo. Para hallar la relación que caracteriza a los R3 que per-
tenecen a un mismo E3 —el cual resulta, por tanto, de tomar en consi-
deración la sucesión de todos los números reales,. tanto positivos como
negativos, en los tres determinantes—, es necesario ampliar en otro
dimensional D al término tridimensional (A, B, C) que hemos utilizado
hasta ahora, porque con términos de esta clase es imposible distinguir
a los R3 isomatrimorfos que pertenecen a distintos E.(. El término cua-
dridimensional (A, B, C, D) que así se obtiene, es de la misma cualidad
indivisible que el (A), el (A, B) y el (A, B, C), es decir, que los cuatro
dimensionales A, B, C, D no tienen entre sí ninguna relación cardinal
sirviendo solamente en su función delimitadora y ordenadora de los
cuatro intervalos dimensionales que así se. presentan condensados, cons-
tituyendo, por tanto, un solo intervalo A Er delimitado por los termi-
nales (A, B, C, D) y (A', B', C', D'), que será entonces cuadridirhen-
sional. Con'la ampliación del término (A, B, C) en otro dimensional es
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necesario y suficiente, para que el A Ej continúe con una dimensión, que
además de ser constantes mx = A b/A a y m\ = A c/A a, lo sea tam-
bién la razón A d/A a = m"^ pues al ser entonces A d = m'^ A a, el
dimensional A continúa siendo el único independiente. La elementalidad
de este Ej cuadridimensional está, por tanto, implícita en estos tres
módulos unidimensionales m1; m'j, m"1; que constituyen su matriz con
.la cual se obtienen todos los términos del Ex correspondiente a partir
de un solo término cuadridimensional.

Para hallar la matriz del E3 en función de los intervalos dimensio-
nales, son necesarios y suficientes tres determinantes cualesquiera :

I H II (A„ B, C, D) H (A + A a, B + A b, C + A c, D -f A d)

l - III (A, B, C, D) H (A + A a', B. i+ A b', C + A c', D + A d')

I H IV (A, B, C, D) H (A + A a", B + A b", C + A c", D + A d")

con el terminal común (A, B, C, D), porque al elegirlos como tales de-
terminantes, son los únicos A E! de variabilidad independiente del R3

isomatrimorfo en cuestión.

Con las matrices de los R, --—-—— y =====
. " I H III l H IV

I H II
TYtU _ j

m,'

m",

TO,

•m',

m".

A h

A a

A c

A a

A d

A a

A b'
=

A -a'

A c'

' . A a'

A ci'

A a'

I H?II

ni,-,

Ili ! .

11?" --;/;. i

A c'

• A i/

A d '

I

m l • =

ni , —

i j —

A a —

A'a —

A a —

H III
A b '

A a' .

A c '

A a'

Ad' ,

A a'

A c A a'

A b A a'

A d A a'

A l )

A a

A c

A a

A d

A a

m\ — m'j^

m-L — m1

m'\ — m",

A b' A a — A b A a' ml — val
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I H IV

m

m , =

A b"

A a"

Ac"

A a"

A d"

A a"

»ï

m'j — m'L

m",

' I H II

FHTv
Ab"

m\ = -^T

A c"

A c" A a -

A a;/ '

A d "

A a"

- A c A a"

A b

A a

A c

A a

A d

A a

m'. - m'

m'.

A b" A a — A b A a"

A d" A a — A d A a"

Ab" A -a — A b A a" ~ m,

m1

m"j

- m,

- m'\
- m ,

obtenemos las diferencias modulares,

_ (m\ — m'J (niL — m,) — (n^ — m,) (m\ — m'J
'rrir-i). liltj — .: —— __ .—

(m,. — mj (Wj — m,)

(m'\ — m",) (w, — m.t) — (m,. — mj (m", — m",)
;»' — m ,. =

(m!—m,) «m, — mj

cuva razón,

m,,

• m',
• m,

(m'\ — my/,) (tM-! — mj — (ni! — mj (m'\ — m'^)
(m'! — m'J (OT! — m,) — (m! — mj (m\ — m'J

es constante para todos los términos de los Ex de los tres determinantes.
Si de los cuatro terminales que delimitan a los tres determinantes,

tomamos corno terminal común uno de los otros tres que para aquéllos
eran no-comunes, por ejemplo el (A + A a, B + A b, C + A c, D + A d),
los determinantes serán entonces II H I, II H III, II H IV, para los
,que resulta,
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U H I
m —xi —

m\ =•

m" —111 i —

A b

A a

A c

• A a .

A d

A a

II H III
m. =

A b ' — A b

A a' — A a

A c' — A c

A a' — á a

A d ' — A ' d

A a' — A a

m, —m, =
A b' — A

II H I

II H HT

A b

A a'' — A a A a

A b' A a — A a' A b

(A a' — A a) A a

m i — m , =
A c ' — A c A c A c' A a — A a' A <

A a' — A a A a (A a' — A a) A a

m" m", =
A d' — A d

A a' — A a

A d

A a

A d' A a — A a' A d

(A a' — A a) A a

rn„ =

ni", =

A c' A a — A a' A c

A b' A a — A a' A b

A d' A a — A a' A d

A b' A a — A a' A b
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nou

m n =

m

A b" — A b

A a" — A a

Ac" — A c

A ã " — A ã

A d" — A d '

A a" — A a

.II.H I

TI H IV

Ab" — A b . A b

m m'

m m" —

A ã "

A c"

A. a"

Ad"
A //

— A a

— A c

— A a

— Ad

A a

A c

A a

A d

A a" — A a A a

A b" A a — A a" A b

(A a" — A a) A a

A e" A a — A a" A c

(A a" — A a) A a

A d" A a — A n" A d

(A a" — A a) A a

m., =
A e" A a' — A a" A c
A b" A a — A a" A b

A d" A a — A a" A d
A b" A a — A a".A b

o sea, que los módulos bidimensionales de los mismos órdenes son los
mismos, con los que se obtiene la citada razón constante, y como ten-
dríamos idéntico resultado si tomamos el término III o el IV como
terminal común de los determinantes, resulta que la razón es constante
para los cuatro términos, cualquiera que sea el que se tome como ter-
minal común.

Si V y VI son dos términos cualesquiera del E3 al que pertene-
ce el R,

I H II
fRTÏÏ

I H II
I H IV
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o sea, obtenidos por medio de la matriz implícita en los tres determi-
nantes, y los módulos bidimensionales de

I H II I h II

I H V I H VI

son, respectivamente, m2, m'2 y m2, m'2, tendremos :

I H I I

I Hil l

I H II

I H III

i H ir
I H V

I H II

m ,

m.

I H VI
m, =

m .,. — m ,

m2 ni3 — m',^ = m„ ni3 — m',.

m2 m3 — m 2 = m3 m3 — m
m, — m.,

o sea

r H il I H II

. IH V

TO2 m3 — m'a = m2 m3 — m'2 ;

I H VI

tn 2 - m,
= rru

tn2 • m.

y, por consiguiente, dos términos cualesquiera, V y VI, del E3 en cues-
tión, dan con I H II, el mismo ni3 que los tres determinantes I H II,.
I H III y I H IV.

Si consideramos ahora otro término más cualquiera, VII, del E3, y
los módulos bidimensionales de

I H V I H V

I H VI I H VII

son, respectivamente, m2, m'2 y m2, m'2, tendremos

IH V
I H II

I H V

I H II

I H V

I H VI

I H V

m, • m.

I H VII

m? — w.2

m'2— m'2
m, — m.

m2 ms — m 2 = w2 m3 — m 2

m2 ms — m'2 = w2 m3 — m'z
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o sea,

I H V

I H VI

I H V •

I H VII
«fi ' /m 2 — m -,

— m m tri' * - -T- mm3 m3 — n
m2 — m,

y, por consiguiente, tres términos cualesquiera, V, VI, VII, del E¿ en
cuestión dan, con I, el mismo ms que los tres determinantes I H II,
I H III y I H IV.

Se puede prescindir también del término I —común de los tres deter-
minantes primitivos—, pues si consideramos los cuatro términos
F, II', III', IV, cualesquiera del E3 determinado por aquellos determi-
nantes, o sea, obtenidos por la matriz correspondiente, y se toma como
terminal común el F, tendremos que los A 'E1 con terminal común. I,
idénticos dos a dos con los nuevos determinantes F H IF, I' H III' y
I H IV, darán el mismo m3 que los determinantes primitivos, y, en su
consecuencia, llegamos a la conclusión general de que la cualidad de
todo E3, y por la cual es elemental, es que sea-constante el m3 para
todas las cuaternas de términos dimensionalmente idóneos, pues enton-
ces la relación de elementalidad dimensional, que es precisamente dicho
ms, se obtiene sólo de los dimensionales de tales términos, constitu-
yéndose la matriz tridimensional por los tres módulos m,, m\ y m'\

I H II
del I H II, los dos módulos m, y m', del - que han servido para

I H III
hallar el m3 y este último.

*
El valor constante de m3 para los cuatro casos que resultan al tomar

cada uno de los cuatro términos como terminal común para formar los
determinantes del R3 isomatrimorfo correspondiente y, por tanto, del
ES, se comprueba con el siguiente ejemplo con los dos casos que se
presentan para los términos :

I (1, 2, 3, 4)
II (2, 4/6, 7)

• III (3, 5, 5, 8)
IV (5, 3, 4, 9)

con terminal común I para el primero y el IV, para el segundo respec-
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tiva-mente,

I H I I

A ã = 1
A b = 2
A c = 3
A d = 3

m, = 2

m\ = 3

i H in

A a = 2
A b = 3
A c = 2
Ad = 4

3
ÎTÎ —

1 " 2

m\ = . 1

I H II
I H III

1
A m , = — —

2
A m'., = — . 2
A m"; = - . 1

m, = 4
m'2 = 2

I H IV

A a = 4

A b = 1

A c =-- 1

A d =.5

1
m. = —

4

1
——

4

5m"! = —
4

I H -II
•

I H IV
7

A m , = — —
4

. , 11
A mi-* 111 i —

4

. .„ 7A m , = — —
. " 4

11
Til —

7

m'„ = 1

1 H 11 1 H 11

IH III I HIV

17
•A -ryn —ü Lili) — r

7

A m/ = — 1

7
—

3

17
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IV H 1

A á '= — 4

A b = — 1

A c = — 1

A d = — &

m, = .1
4

i
m', ' = JL1

• 4

// õm 1 = —
4

IV H II

A a = — 3

Ab = l

Ac = 2

A d = — 2

n, =_±-
3

n,', - - A
3

m- l = A
3

IV H III

A a = — 2

A'b = ' 2 '

A c = 1

A d = — 1

m, =.— 1

m'j .= -,
2

1«A = —
2

IV H I

IV H II
7A m , = — — —
12

A.^ = ̂  J.L
12

A m" —ul i
12

11m —1112 -

7
m', = 1

IV H I

IV H III
. 5A m1 = —

4

Am' , = — _-
4

3
Am", = — —

4

3m, = — —
5

m', = —
5

IV HI IV H l

IV ^ II IV H III

A m , = _ ! á
35

A m', = — 13

5

m,- 7

17

27



Así como se demostró que dos R2 isomatrimorfos que tienen sus
determinantes idénticos dos a dos, son idénticos, puede demostrarse
que dos R3 isomatrimorfos cuyos tres determinantes son idénticos dos
a dos, son idénticos. Y siguiendo el razonamiento basado en el princi-
pio de identidad dimensional, podemos afirmar que dos R3 isomatrimor-
fos idénticos, o pertenecen a un mismo E3, o són isomatriciales, dando
lugar en este último caso a un R4 isomatrimorfo de. cuatro dimensiones, .
que también puede obtenerse por los cuatro determinantes definidos por
cinco términos cualesquiera, o sea, cuatro A E! con un terminal común.
Para hallar la relación que caracteriza a los R4 isomatrimorfos que per-
tenecen a un mismo E4 —el cual resulta, por tanto, de tomar en consi-
deración la sucesión de todos los números reales, tanto positivos como
negativos, en los cuatro determinantes—, es necesario ampliar en otro
dimensional E el término cuadrimensional (A, B, C, D), porque con tér-
minos de esta clase es imposible distinguir a los R4 isomatrimorfos idén-
ticos que pertenecen a distintos E4. El término pentadimensional que
así se obtiene, es de la misma cualidad indivisible que el (A), el (A, B),
el (A, B, C) y el (A, B, C, D), es decir, que los cinco dimensionales
A, B, C, D, E no tienen entre sí ninguna relación cardinal, sirviendo
solamente en su, f unción delimitadora y ordenadora de los cinco inter-
valos dimensionales que así se presentan condensados, constituyendo,
por tanto, un solo A E, delimitado por los terminales (A, B, C, D, E)
y (A', B', C', D', E'), que será entonces pentadimensional. Con esta
ampliación del término en otro dimensional, es necesario y suficiente,
para que el A Ej continúe con una dimensión, que además de los módulos
m,, m'j y m",, .sea también constante el m"'',' = A e/A a, pues al ser
entonces A e = m"\ A a,, el dimensional A continúa siendo el único in-
dependiente. La matriz del E, está, por tanto, constituida por los cua-
tro módulos rrij, m',, m"., y m'",, porque con ellos se obtienen todos
los términos de un Ex pentadimensional a partir de un término cual-
quiera pentadimensional.

Para hallar la matriz cuadrimensional del E4 en función de los inter-
valos dimensionales, son necesarios y suficientes cuatro determinantes
cualesquiera, I H II, I H III, I HIV y I H V, siendo sus terminales,

I (A, B, C. D. E)
I.I (A + A a, B + A b, C l+ A c, D + A d, E + A e)

III (A + A a', B.+ Ab' , C: + Ac', D + Ad ' , E + A e')
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IV (A + A a", B + A b", C ••+ A c", D •;+ A d", E .+ A e")

V (A + A a'", B + • A b'", C..+- A c'", D. ' + A d'", E + A e'")

con el terminal común (A, B, C, D, E), porque al elegirlos como tales
determinantes son los únicos A Ej de variabilidad independiente del R4

isomatrimorfo en cuestión.

I H II

m", =

I H Ili

m-, =

m'' =

•m"' =

natriz de

A b

A a

A c

A a

A d

A a

A e

A a

Ab'

A a'

Ac'

A a'

Ad'

A a'

A e'

A a'

M E I H I . I - I H I I
3 I H III I H IV

I H II
I H III

A b '

A a' '

A c/

A a'

A d'in j m -L — . - .
A a'

A e'
m"' m"'

A a'

m\ — m'
m —

m1 — • m1

m'\ —m"1m — —
wx — mj

m"\ — m"\m —in ,2
mi — níj

A b

A a

A c

A a

A d

A a

A e

A a

A a A c' — A a' A c

A a A b' — A a' A b

A a A d' — A a' A d

A a A b' — A a' A b

A a A e' — A a' A e

A a A b' — A a' A b
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IM IV

m¡ =

m, =

m

m , =

A b"
A a"

Ac"

A a"

A d "

A a"

A e"

A a"

m

m

m

• ni, =

• m , =

m , =

I H II

I HIV

A b "

A a"

Ac"

A a"

A d"

A a"

A e"

A a"

A b

A a

A c

A a

A d

A a

A e

A a

w, =

w' =

m • m A a A! c" — A a" A c

m1

m'\

m,

m"',

— m,

— m",

— m1

— m'",

A

A

A

A

a

a

a

a

A

A

A

A

b"

d"

b"

e"

^

— A

— A

— A

a"

a"

a"

a"

A

A

A

A

b

d
b

e
m, — m, A a A b" — A a" A b
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I H II

I H III

I H II.

I H IV

w, — m, = -

•m ., — m , =

m", — m"., —-

(m'j -

(m", -

— m

— m

',)

",)

(m,

(m,

— m,

(ial —

— m,

)

)

— (m! —

mj (mi —

— (m.! —

mi)
- m

m,

s)

)

(TO',

(m",

— .m'i

— m"

)

L)
(m,.— m,) (mx —'mj

(m"'! — ni'",) 0«, — mj — (m, — m,) (««'", - m"',)

m.

(mj — m,) («v— mj

(m"i — m"!) (m, — mj — (m! — m,) (m", — m",)
(m'j — m'j) (m1 — m,) — (m^ — m,) (m\ — m'J

- m"'i)- mm ' . - k»"-11A jj ^— T

(m'j — m'J (m, — m,)

- m'j) (í«, — m,) — (lüj - xn jy v - ,^ t

"V) (OTJ — m,) — (ni!— m,) (m"',

L' , Î 0«, — m,i •—-(m, — mj (m\ • m'i)

• la del A E3 - H ' '
. I H III

I H II

I H V

IH II
1 t-i v

- I H V

A ]/"

A a'"

A c"'
01 i — . .,.

A a '".

Ad'"
m . l ~ Aa'"

m'" -A e /"
A -a'"

A b'"

. A a'"

, - . , . Ac'"

A a'"

Ad'"

A a'"

m'" - m'" Ae/"
A a'"

m'i — -m^.

/H! — m1

m"i — m"!

ml — nij.

^,, m'"]. — m"',.
tn 2

m! — m1
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A b

A a

A c

A a

A d

A a

A e

A a

A a

A a

A a

A a

A a

A a

A c"' — A a'" A c

A b'" — A a"' A b

A à'" — A a'" A d

Ab'" — Aa'" A b

A e"' — A a'" A e .

Ab'" — A a'" A b



I H II
l'triï!

IH II
:I H V

m, - m2 = (m'i - m m,) — (m! — m,) (m\ -*- m\~)

(m, — m,) (m, — m,)

m'3 — m'2 ^JL
• m"!) (m1 — m-ï) — (m-

(m,. — mj (OT! — m^.
'mi) J^J^rJ^1)

m - m'' (VV—m"'.,) (w - rnj) —• (ni! —-ni,) (m"\ — m"\)

m, = (m'\ .— m"^ (w,
(m'j

m' (m"

m'ï) (m

m"',;

•(ntj —m,) {m-, — m^

m^ — (ni! -- m,) (m'̂  — m^)

- mLI) — (mj

^m ! — m- 1)(m1

• (m\ — m',) (ni!

i)(^i — m-,) — (m;

• mj (m'

• m

-m'i)

- m
•ï) (m"\ — m"\)

.,) — (m! — m,) (m\ — m\)

•obtenemos las diferencias modulares

m„

m .

• m, •=.
m.,

m.

m .2

m2

- m .

- m2

m"

•m.

m"

•ni.,

m".

m, • m.

cuya razón

w, — m,

es constante para todos los términos del R4 isomatrimorfo, como se
puede demostrar en forma anàloga a como se hizo para el R2 y el R;!

isomatrimorfos, y de un modo generai se puede llegar a la conclusión
de que la cualidad esencial de todo E4, y por la cual éste e.s elemental,
es precisamente que sea constante dicha razón, que denominaremos
módulo cuadrídimensional y designaremos con el símbolo m^, estando
constituida la matriz cuadridimensional por los cuatro módulos m^ m\,
-m'\ y m"'\ del A Ej I H II, los tres módulos ma, m'2, m"2 del R2, iso-
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I H II
jnatriiTiorfo , los dos módulos ni3 y m'3 del R3 isomatrimorfo

I H III

I H II
I H III

r H LI
I H IV

que han servido .para obtener el m4 y este último.

. El valor constante de m4 para los cinco casos que resultan al tomar
cada uno de los cinco términos como terminal común para formar los
determinantes del R4, y, por tanto, del E4 —el cual resulta, en general,
de tomar en consideración la sucesión de todos los números reales, tan-
to positivos como neg'ativos, en los cuatro determinantes— correspon-
diente, se comprueba con el ejemplo que se presenta a continuación con
dos casos —terminales comunes I y V, respectivamente—, para los si-
guientes:

I (5, 4, 7, 12, 11)
II (4,5,8,10,12)

III (3, 5, 7, 9, 11)
IV (1,2,3, 4, 5)
V (2, 4, 6, 8, 10)
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I H II

A ã •=
A b •=
A c i =
A id ;=
A e =

I H III

A a ^ =
A b ' =
Ac =
A d ; =
A e =.

I H IV

A ã =
. Ab =

A c ; =
A d > =
A e - =

I H V

A a < =
A b ' =
Ac =
Ad:=
A e •=

1
1
1

1

m, '= — 1
m'j = — 1
m"/ = 2
t-t-i"' im j = — -i

— 2
1
0

— 3
0

1
m, ,= -- -

¿J

m'i = 0 .

m". = A
2

m"'! •= 1 .

1
— 4
— 2
— 4
— 8
— 6

ml ,= ¥
m'j •=: 1
m'\ = 2

-- 1

g

0
-^

— 4
— 1

m, = 0

m'* = 1

m", = —
3

m"^ = —
3

I H II

I H III

1 m2 '= 2
A mt = — 2

2

A m'j = 1 m'z = — 1

Am", = — - ta" = 2
2

I H II

I HIV

3 4Am, = — m2 '= —
2 3

A m / > = 2 m'2 = 0
A m'\ := 0
, „, 5 „ 5A m , = — m , = —

2 " 3

I H II
I H V

Am,. •= 1 4m, •= — -

Am', ,= -i 3

8 , 2
9 m. z ;= '

A // " QAm'"T
.An,-,- 1 -••- T

3
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A

A

A

A

A

A

I H II 1

I H III

2
m, = — —

3

m'ü = .1

1m , = — —
" 7\

,1

I H II

I H IV

3m, = — —
2

1
. m s = —

2

I H II

I H III

2
m, = — —

3
1

m', = —
3
4

m"2 = —
3

I H II

IH V

1
m-3 = — . —

2

m', = 1¿

V H I I

Aa = -2'
A b = 1
A ,, • >
A C = _

A . d = 2

A e = 2

mi = 1
2

m' — 1
i " — -^

m'\ = 1

m"'j = 1

V H III

A a = 1

A b = 1
A c = 1
A d = 1
A e = 1

m, = 1
/ -ïm j = 1

m'^ ='l

m'", = 1

I H II I H II

I H III I H IV

I H II I H II

I H III I H V

A m 3 = 1
1

i m4 = —
A m'3 = — 2

2

V H II

V H III

1 m, = 0
A m, — - —

2
A m', = 0 m'ü = 0
A m"-, = 0
A m"', = 0 . m"2 = 0
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V H

A a =

Ab =

Ac =

A d =

A e =

T
i

3

0

1

4

1.

m1 = 0
1

m'.1 = —
3

„ 4m , = -—
3
i/// -im , = —
3

y H iv

A a < =
Ab =
Ac —
Ad =

A e =

V H II

V H III

A m , =

A m'2 =

Am" 2 =

V H II

V H III

A m", =

A m'2 =

A m , =

— 1
2

— 3
— 4 .

K*j

m. = 2
-1-

m', = 3

m", = 4

m'^j = 5

V H II
V H I

4

3
o¿J

3
4

3

1m-, = — —
2

m'3 = 1

V H II

V H IV

4

¥
— 2

8

¥

3ms = —
2

m' = 2'3

V H II

V H I
1

Am, . =
2
2

A m\ =
3
1lm", = -
2A ,11'", = --
3

m2

m'2

m"2

V H II

V H IV

3A m , = — —
2

A m'j = 2
A m", = 31

A m"\ = 4

m.,
Â

m'2

m".

V H II V H II

V H III | V H I

V H II V H II

V H III V H IV

A m , =2 13 rn —iii4 — —
A m'3 = 1 2.

_4_
¥
_2_
3

j_

¥

±_
3
2
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En el proceso seguido para hallar la matriz dimensional de los ele-
mentos EU E2, E3 y E4 es fácil observar su ley de formación, .con la
cual podríamos continuar con los elementos de cinco, seis, etc., dimen-
siones, y de un modo general, en virtud del razonamiento por recurrèn-
cia, se puede establecer la fórmula para el elemento EH. Se ha visto, en
efecto, que, en general, el módulo o módulos de la misma dimensiona-
lidad que el número de dimensiones del elemento cuya mat-riz se quiere
hallar, es la razón o razones de la diferencia modular o las diferencias
modulares de todos los órdenes menos uno —siendo la dimensíonalidad
de estas diferencias modulares de una dimensión menos que las dimen-
siones del elemento— con respecto a esta última diferencia modular.
Se puede observar también que la matriz del elemento en cuestión
se compone de una parte que es la matriz de uno de los elementos —el
que sus módulos han entrado como sustraendo para hallar las diferen-
cias modulares— que sirven para hallar el módulo o módulos finales, y
se completa con estos últimos.

Procediendo, por tanto, con ampliaciones sucesivas del número de
dimensionales, podemos establecer, en general,' los términos (n + 1)-
dimensionales, en los que éstos tienen la misma cualidad indivisible que
en los de menor número de. dimensionales, es decir, que los dimensio-
nales A, B, C, ..., N, N(n+1), no tienen entre sí ninguna relación cardi-
nal, sirviendo solamente en su función delimitadora y ordenadora de los
(n + 1) intervalos dimensionales que así se presentan condensados cons-
tituyendo, por tanto, un A E, de una dimensión, el cual, por estar deli-
mitado por términos (n + l)-dim.ensionales, será un A E, (n + l)-dimen-
sional. Con la ampliación del término (A, B, C, . . . , N) en otro dimensio-
nal, es necesario y suficiente, para que el E, continúe con una dimensión
que además del m, = A b/A a, del m', = A c/Aa, del m"1i= A d./A a,•. . ' . ,
del m, ( n~2 ) = A n^-'VA a, constantes, sea también constante la razón
A nCa) A a = m ]

( n~1 ) , pues al ser entonces A n.Cn) = m/11"1' A a, el dimen-
sional A continúa siendo el único independiente. La elementalidad de
este A E! (n + l)-dimensional está, por tanto, implícita en estos 'n mó-
dulos unidimensionales nij, m',, m'\, '..., m^11"1', que constituyen su ma-
triz con la cual se obtienen todos los términos del E; correspondiente
a partir de un solo término (n + ^-dimensional.

Para hallar la matriz del En son necesarios y suficientes n determi-
nantes. Si consideramos los siguientes :
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I H II (A, B, ..., X(n+1>) H (A + A a, B + A b, ..., Nu+1> + A n(n '^)

I H III (A, B, :..., N < » + ' > ) H {A + A a', B + A b', ..., N'1^1' + A n < n / + 1 > )

I H IV (A, B, .... X(11+J)) H (A + A a", B ;+ A b", ..., NCtt+1' + A.n(n"+1>)

I H N ( E + I )(A, B, . . . ,N ( U + 1 ) ) H (A + A a(ll), B + A b<"> , ...,N ln+1) + A n'""1')

y procedemos con las sucesivas combinaciones de estos determinantes
para hallar los módulos de los diversos órdenes dimensionales, hasta
llegar a los módulos mn_, y TO¡W] de los dos Rn_, determinados, respecti-
vamente, por los determinantes I H II, I H III, I H IV, ..., I H N (n ) y
los I H II, I H III, I H IV, ..., I H N(n+1), tendremos

. W'n-! — m'n-lmn =

o sea, que se puede llegar a la conclusión general de que la cualidad
esencial de todo En —el cual se obtiene, por tanto, al tornar en consi-
deración la sucesión de todos los números reales, tanto positivos como
negativos, en los n determinantes—, y por la cual éste es elemental, es
precisamente que sea constante dicha razón, la cual denominaremos
módulo n-dimensional, y la designaremos con el símbolo mn, estando
constituida la matriz n-dimensional de dicho En por los n módulos
m,,, m'1; m",, ..., m/""1' del A E3 I H II, los (n — 1) módulos m,, m'3,

I H II
m"3, ..., m3

(a~2) del R, ' , los (n — 3) módulos m,, m'3, m"3, ...,

m,(n-3> del R.,
I H III

I H II

I H IV
los dos módulos m,,.-, y m',,.,

del Rn_, que han servido para hallar el mn, y este último.

A los Ej que sus términos tienen sus dimensionales del mismo valor
en cada uno de sus órdenes excepto en uno de ellos, los denominare-
mos isodimensionales, los cuales están caracterizados, por tanto, al ser
el quantum de un A Ex isodimensional —el valor expresado en unidades
de las dimensiones respectivas, o sea, el 1 simplemente en este caso—
igual al valor del intervalo dimensional variable respectivo, y podemos
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.muy bien calificar de fundamentales a los isodimensionales que contie-
jien al término (O, O, O, .,., 0). Si consideramos los A JL1 isodimensio-
jiales iguales, '

I H II (A, B, C, ..., N (n+ l )) H (A + A a, B, C,..., N(11+1))

I H III (A, B, C, ..., N(n+1)) H (A, B + A b, ..., N("+")

I H IV (A, B, C. ..., NC n + 1 )) H (A, B, C + A c, ..., N("+1))

I H N (n+1>(A, B, C. ..., N(n+1))'H (A, B, C, ..., N(n+1) + Á n(n+1))

con terminal común el término (A, B, C, ..., N ( n f l )) y sus opuestos,
siendo, por tanto, Aa = A b = Ac = .. ' .•= A ii(n+1), es evidente que
los A E, delimitados por el terminal (A + A a, B, C, ..., N(n+1)) del
I H II y cada uno de los terminales no-comunes de los demás A-ET

considerados, excepto su opuesto, o sea, los

(A¡+ A a, B, C, ..., N(n+1))H (A, B + A b, C, ..., N(n+1))
(A i+ A a, B, C, ..., N(n+1)) H (A, B, C '•+ A c, ..., N'"*1')

(A + A a, B, C, ..., N<"+1>) H (A, B, C, ..., NCn+1) + A n(u+1))

són todos ig'uales, como es fácil apreciar directamente, ya que cada uno
tiene el intervalo — A a común y el + A b, + A c, ..., -f A ncn+1), res-
pectivamente, y los mismos valores, pero positivos, en los opuestos, y
como lo mismo sucede con los demás intervalos A Ej delimitados por
los terminales

(A, B + A b C , ..., Ntn+1),

(A, B, C + A c , ..., N(n+1), ...,
(A, B, C, ..., N(n+1) + An ( n + 1 )) ,

se observa que la propiedad expuesta, para n = 2 y n = 3 es, en el
aspecto numérico dimensional, lo que constituye la perpendicularidad
de las rectas en el plano y en el espacio, respectivamente —propiedad
que con toda generalidad hemos denominado ortonomía al tratar de
los A E, bidimensionales—, y que se caracteriza de un modo general.
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corno vimos para el caso particular de estos últimos, en que los ml con .
respecto a los órdenes dimensionales correspondientes a los que son.
variables en cada A Ej considerados, son inversos eri los que son mu-
tuamente ortonómicos. En efecto, para el I H II co:n respecto a todos
los demás y sus opuestos, excepto el sayo, tenemos :

I H II
(A'+ A a) — A = A a

B — B = O

m , = ^_=0
A a

IH II

(A •'+ A a) — A = A a
C —,C = O

o
m, =

A a
= O

I H III
A — A = O

(B + A b) — B. = A b
. Ab

O
= oo

I H IV
A — A = O

(C '+ A c) — C = A c
A c

m, = = oo
O

I H II
(A'+ A a) — A = A a
]\T(n+l) fvjín+l) _ Q

O
m, =

A a
= O

I H N (n+1>
A — A = O

m(n+l) + n<n+m N<o+l) = k n(n+l>

A.n(n+1)

m, =
O

= oo

para el I H III con todos los demás, excepto su opuesto,
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i H in
(B.+ A b ) — B = A b

C — C = O

m , = - ^ _ = 0
A b

I H IH
(B :+ A b) — B = A b

D — D = O
O .

m, =
A b

= O

O

I H IV
B — B = O

(C + A c ) — C = Ac
A c

m1 =

I H V
B — B = O

(D + A d ) — D = Ad
A d

m, = = ix;

I H III
(B M- A b ) — B = A b
\T(n+l) 7^(11+1) _ Q

m. = _!_ = O
A b

I H N(n+1'
B — B = O

(N(n+1) + A n(n+") — N ( n + '> = A n(n+1)

An ( n + I )

m, = = oc
O

y así sucesivamente.
Al ser iguales los A Ej que están delimitados por el terminal no-,

común de cada uno de los A Ej isodimensionales que hemos conside-
rado coincidentes en un mismo término y por los terminales no-comunes
de todos los demás A E, isodimensionales menos su opuesto, cada uno
de tales A Ex isodimensionales es ortonómico al En_j determinado por
aquéllos, y los E, isodimensionales respectivos correspondientes a todos
los términos de este último, forman un has n-dimensional de £, isodi-
mensionales —que son, por tanto, isomatriciales—, existiendo n haces
de esta clase en un En, siendo todos ellos mutuamente ortonómicos,
concurriendo en cada término del Ea un isodimensional de cada haz, o
sea, n isodimensionales Et mutuamente ortonómicos.

Esta contextura ortomorfa que lleva implícita la isodimensiqnalidad,
supone la posibilidad de determinar el quantum de un A Ej cualquiera
en función de sus intervalos dimensionales. Si consideramos el A E,,

(A. B, C, ..., N) H (A + A a, B + A b, C + A c, ..., N + A n)
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y los n intervalos A E1 isodimensionales con sus opuestos que tienen
común con él el terminal (A, B, C,..., N), siendo el intervalo dimensional
variable de cada uno igual y del mismo signo que el respectivo de dicho
A E! ; en el trilátero que este último forma con el

(A. B, C, ..., K) H (A + A a, B, C, ..., N),

por ejemplo, el otro lado será

(A:+ A a, B + A b, C + A c, ..., N + An) H (A + A a, B, C, . . . , -N)

y, por consiguiente, este trilátero es ortonómico en el terminal
(A + A a, B, C, ..., N), porque

B-B =_L = 0;
(A + A a) — A A a

— (B + A b) — A b
= — re.

(A + A a) — (A + A a) ' 0

o sea, què

(A. B, C, T.~rÑ) H (A + A a, B:+ A b, C + A c, ..., N + Ã^i)2 =

= (KTBTcT^W^ (A + A^TcT^TÑf +
f (A~+ A a, Wl^l^Cr^'c~7.7r^^ñ)P^^± ¡i, B, C, ...TN')'2 =

= "Ã~a2•• + (A + Aã, B + lAb, C + Ac~.,-i\ + An) - (A~TTã,B, C, .."N)*

Si tomamos ahora el A E, idéntico a este ùltimo en el terminal co-
mún (A, B, C, ..., N), .o sea, el

(A, B, C, ..., N) H (A, B + A b, C + A c, .... N + A n),

en el trilátero que éste forma con otro de los A E, isodimensionales cua-
lesquiera, por ejemplo, el (A, B, C, ..., N) H (A, B + A b, C, ..., N),
el otro lado será

(A, B '+ A b, C + A c, ..., N + A n) M (A, B + A b, C, ..., N),

42



y, por consiguiente, este trilátero es orto'nómico en el terminal
(A, B- + A b, C, ..., N), porque

C — C O
— 0;

(B .+ A b) — B A b

C — (C + A c) — A c

(B + A b) — (B + A b) O

o sea, que

= — oc,

(A + A a, B + Ab, C + Ac, . . . . ,N + An) H (A + A a, B, C, ..., N) =

= (A, B, C, , . . , N) H (A, B -h Ab, C + Ac, .r7NT~A~n)2 =

= Ab -h (A, B + A b , C+ Ac, .. . ,N:+ An) h (A, B + Ab, C, ..., N)

Del mismo modo obtendríamos

(A. B + Ab, C + Ac, ...,N + An) H (A, B + Ab, C, . . . ,N) =

= {A, B, C, . . . , N;) H (A, B, C + Ac.TTTN + An) 2 =

= "Ac2 + (A, B, C + A c / . . . , N + An) H (A, B, C -f Ac , . . . , Ñf.

y así sucesivamente hasta llegar a

(A, B, C, ... (N'— 1) + A (n — 1), N i+' A n) •= A (n — 1) +

-+ (A, B, C, ... N + A n) H (A, B, C, ... (N — 1) + A^(n — 1)7N)2 =

= A (n — 1) + A n"

luego

(A, B, C, . . . ,N) H (A+ A a, B¡+ Ab, C + Ac, ..., N + A n T =

= A a !+ A b" + A c '+ ... '••+ A n" -

que en el aspecto numérico dimensional nos da una fòrmula anàloga a
la de la propiedad pitagòrica generalizada por Helmholtz, y si la pone-
mos en función de los rrij respectivos,

(A, B, C, ..., N) H (A + A a, B'+ A b, €'+ A e, .... N '+ A n) = '

= A a]/l + m^'+. m/2 + . . . ' + m^-^2,
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es decir, que el quantum del intervalo A E-¡ ri-dimensional es igual al
producto de uno de sus intervalos dimensionales por la raíz cuadrada
de 1 más la suma de los cuadrados de los módulos unidimensionales con
respecto a aquél.

Y para terminar con esta sucinta exposición de la teoría matricial
dimensional, dos E^ cualesquiera de la misma matriz pertenecientes
?; un En —y por tanto, isomatriciales—, dan lugar a una acotación iso-
matricial En_1 H E'n_i, que comprende una parte del En limitada según
una dimensión por E^ y EVi (5), e ilimitada en las (n — 1) dimensio-
nes restantes, pero si son de distinta matriz, los dos En_, dividen al En

en cuatro .partes que podemos llamar radioacotaciones semi-E^,,. por-
. que todos los En_j que están comprendidos en el interior de cada una
de ellas y su opuesta, irradian del En_3 común a todos ellos —para n = 2
y n = S, las radioacotaciones semi-Ej y semi-E2, respectivas, son en el
aspecto numérico dimensional, lo que en el geométrico son el ángulo
y el ángulo diedro, en el plano y en el espacio, respectivamente—; y
n elementos E^ de distinta matriz que tienen un término común, divi-
den.al En en 2n partes, que podemos denominar radioacotaciones semi-
Ej, porque todos los Ej que están comprendidos en el interior de cada
una de ellas y su opuesta, irradian de dicho término común —para n = 3,
la radioacotación respectiva es, en el aspecto numérico dimensional, lo
'que el áng'ulo triedro en el espacio, en el geométrico. Si todas las radio
acotaciones, tanto las semi-E,^, como las semi-Ej, que resultan de la
división completa de un En, son iguales, entonces son ortonómicas, y.
también son mutuamente ortonómicos los semi-E^, que los delimitan.

Si desig'namos con a, b, c, ..., n los semi-E,^ con respecto al término
(A, B, C, ..., N), que corresponden a los dimensionales variables en los
E! cuando éstos son isodimensionales, se puede obtener una notación
de las radioacotaciones semi-E-, ortonómicas de las dimensiones respec-
tivas, que permite con facilidad.su interpretación, pues así tendremos,
por ejemplo, (a, b, c, D), para la radioacotación semi-E^ de tres dimen-
siones determinada por a, b, c, en el término (A, B, C, D), siendo muy

(5) Se utiliza el mismo signo H que hemos puesto entre dos términos para desig-
nar el intervalo de una dimensión qué éstos delimitan, porque los dos En_. entre los
que también se pone aquí, delimitan el En • según una dimensión.
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útil esta clase de notación para obtener el esquema de la estructuración
de dichas radioacotaciones, como se pone de manifiesto a continuación
para las de tres y cuatro dimensiones,

,c (A, B, c) c

(a, b, c) ¿V-^ (a» B, c) c

^c (a, b, C) c

><= (A, B, c, d) c>.

p (A, b, c, d) <=.<(Y,^ (A, b, C, d) c<^V^c (A, B, C, d)

,c. (a, B. c, d) C//NC: (A, b, c, D) c^Äc (A, B, c, D)
(a, b, c, d) o(; AN< /N5\

^c (a, b, .C, d) c^^-c (a>. B.. C, d) c</^>c (A, b, C, D)

(a, b, c, D) cz4^V^c (a, B, c, D) c¿-7^>c: (a, B, C, Dì

c: (a, b, C, D) c^

En el primer esquema la radioacotación (a, b, c) en el término
(A, B, C) està delimitada por las tres radioacotaciones de 2-dimensiones
de la primera columna de la izquierda, mostrada por los enlaces de aquélla
con estas últimas, y éstas, a su vez, están delimitadas por los semi-Er

de la segunda columna, cuyos enlaces entre ambas muestran los dos
que corresponden a cada una y el semi-E, común a cada dos de ellas.
En el segundo esquema, la radioacotación (a, b, c, d) en el término
(A, B, C, D) está delimitada por las cuatro radioacotaciones de 3-cli-
mensiones de la primera columna de la izquierda, mostrada por los en-
laces de aquélla con estas últimas ; cada una de éstas, a su vez, .están
delimitadas por las respectivas radioacotaciones de 2-dimensiones de la
segunda columna, cuyos enlaces entre ambas muestran las tres de esta
última que corresponden a cada una de las de'la primera columna, así
como cada uno de los pares de éstas que tienen común una de las de
la segunda columna; y cada una de las de la segunda columna, a su
vez, están delimitadas por los respectivos semi-Ej de la tercera columna,
cuyos enlaces entre ambas muestran los dos de esta última que corres--
ponden a cada una de las de la segunda columna, así como cada una de
las ternas de éstas que tienen común un semi-E, de la tercera columna.
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Dos radioacotaciones semi-E^ de n dimensiones, cuyos semi-Ej del
contorno son isodimensionales —y, por tanto, ortomorfas, siendo opues-
tos dos a dos los respectivos semi-E,—, tienen común un A En, el cual,
en su consecuencia, queda determinado por los terminales de tales radio-
acotaciones semi-E,, o sea, que dos términos cualesquiera de n dimen-
sionales, siendo éstos-distintos en ambos, determinan un A En estando
delimitado por n pares de A En„j conexos, el cual define completamente
el conjunto de términos (A, B, C, ..., N), cuyos dimensionales están
comprendidos entre los correspondientes de los mismos órdenes de
aquellos dos, o sea, todos los términos cuyos dimensionales son cada
uno de todos los B con cada uno de todos los A, cada uno de todos los
C con cada una de las combinaciones obtenidas para A y B, y así suce-
sivamente hasta llegar a combinar cada uno de todos los N con cada
una de las combinaciones formadas de ese modo para A, B, C, . ' . . , N(n~n.
Si los intervalos dimensionales correspondientes a los dos terminales en
cuestión, son iguales a 1, tendremos el A En-unidad, con el cual obten-
dremos el quantum de un A En, ya que éste sería su valor expresado en
dichas unidades y fracciones de la misma en su caso, con lo que llega-
mos a la importante consecuencia de que el En es cuántico, cualidad que
en el aspecto numérico dimensional se corresponde con lo métrico en
las estructuras geométricas de esta, clase. Como los A E, del con-
torno de un A Ea son isodimensionales, los respectivos quantum son sus
intervalos dimensionales variables, o sea, un número determinado de
A E,-unidades y sus fracciones en su caso, y, en su consecuencia, es fácil
demostrar que el quantum de un A E„ es igual al producto de los inter-
valos dimensionales correspondientes a los dos términos que lo deter-
minan.

* * *

Las proposiciones contenidas en todos los axiomas y postulados geo-
métricos son también peculiares de los elementos numéricos de varias
dimensiones, con la notable diferencia de que así como en las primeras
tienen tal carácter de axiomas o postulados, en las segundas se demues-
tran como consecuencia necesaria de los axiomas aritméticos y de la
teoría matricial dimensional, como vamos a ver a continuación con las
proposiciones del primer grupo de axiomas de Pasch-Schur —axiomas
de ordenación y enlace— y el sistema completo de Hubert.

El axioma 1.° (existencia del punto) de Pasch-Schur, Hay infinito.1;
elementos llamados PUNTOS, puede enunciarse en su aspecto numé-
rico dimensional, Hay in f nit o s elementos llamados TÉRMINOS DI-
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M ENSION ALES. En efecto, restringiéndolo solamente a los términos
de un solo dimensional, éste puede tener cualquier valor de la sucesión
de los números reales, existiendo, por tanto, infinitos términos, y, con-
mayor razón, en los de mayor número de dimensionales.

El axioma 2." (existencia del segamento) de Pasch-Schur, Dos puntos
cualesquiera determinan unívocamente un conjunto de infinitos puntos
llamado SEGMENTO, tal que dos puntos cualesquiera del mismo de-
terminan otro segmento, cuyos puntos pertenecen al primero, puede
enunciarse en su aspecto numérico dimensional, Dos términos cuales-
quiera (A, B) y (A', B') determinan unívocamente un conjunto de in-
finitos términos, llamado INTERVALO de1 una dimensión, tal que dos
términos cualesquiera del mismo determinan otro intervalo de una di-
mensión, cuyos términos pertenecen al primero. En efecto, los dos tér-
minos A, B) y (A', B') determinan un A E, delimitado por ellos, ya que
co1- el módulo m, = (B' — B)/(A'— A) se obtienen todos los términos
di: dicho A E, a partir de uno cualquiera de los dos terminales, siendo
infinitos dichos términos comprendidos entre ellos, por ser infinitos los
m'imeros reales respectivos entre A y A' tomados como independientes ;
y dos términos cualesquiera (A, B} y (A', B') de aquel intervalo
(A, B) H (A', B'), determinan otro intervalo (A, B) H (A', B'), cuyos
términos tienen que pertenecer al primero, porque al tener todos los de
éste el mismo módulo con respecto a uno de sus terminales, por ejem-
plo el (A, B), los dimensionales comprendidos entre B y B' tienen que
est-vr comprendidos entre B y B', ya que (B' — B) = m. (A' — ^4), y
los comprendidos entre A y A' lo están entre A y A'.

El axioma 3.° (división del segmento), Si es C un punto del segmen-

to A B, todo punto del segmento pertenece al C A. o al C B, pero no
a los do; simultáneamente, puede enunciarse en su aspecto numérico
dimensional, Si (A',Br) es un término del intervalo (A, B) H (A"\-\B"),
todo término del intervalo pertenece al (A', B') H (A, B) o al
(A', B') H (A", B"), pero no a los dos simultáneamente. En efecto, un
término (A',B') del intervalo (A, B) H (A", B") divide a éste en dos
partes (A, B)H(A', B') y (A', B')H(A", B"), de.modo que si un tér-
mino cualquiera (A'", B'") del intervalo (A, B)H(A", B") pertenece al
(A', B') H (A, B), su dimensional A'" está comprendida entre A y A'"
y el B'" 'între el B y el B'. y, por consiguiente, no pueden estarlo entre
los respectivos del intervalo (A', B') H (A", B").

El axioma 4.° (prolongación del segmento), Si C está en A B (sien-

do distinto de B) y B está en CD, está C en À~~D~, puede enunciarse
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en su aspecto numérico dimensional, Si (A", B") pertenece a (A, B) H
H (A,' B') (siendo distinto de (A', B')) y (A', B') pertenece a
(A", B") H (A'", B'"), (A", B") pertenece a (A, B) H (A'", B'"). En
efecto, como (A'", B'") tiene sus dimensionales comprendidos entre los
de (A, B) y los de (A', B'), y este último los tiene, a su vez, entre los
de (A", B") y (A'", B'"), (A", B") los tendrá entre los de (A, B) y los
de (A'", B'").

El axioma 5.c, Si C está en A B y en A D, o está B en A D o D en

A B, puede enunciarse en su aspecto numérico dimensional, Si
(A'", B'") pertenece a (A, B) H (A', B') y a (A, B) H (A", B"), o
(A', B') pertenece a (A, B) H (A", B") o (A", B") pertenece a
(A, B) H (A', B'). En efecto, como (A'", B'") tiene sus dimensionales
comprendidos entre los de (A, B) y los de (A', B'), así como entre los
de (A, B) y los de (A", B"), esto puede ser solamente, o perteneciendo
(A', B'). a (A, B) H (A", B") o perteneciendo (A", B") a (A, B) M
H (A', B').

El axioma 6.*>, Fuera de la recta hay uno y, por tanto, infinitos pun-
tos, puede enunciarse en su aspecto numérico dimensional, Hay uno y,
por tanto, infinitos términos que no pertenecen al E,. En efecto, como
el E, propuesto comprende solamente todos los términos (A, B) —res-
tringiéndonos al E2— que para todos sus pares de ellos es constante
mu, existe uno y, por tanto, infinitos términos (A, B), que cada uno de
ellos con otro de aquél, dan un m, distinto, y, en su consecuencia, no
pertenecen a él.

El axioma 7.°, Si A, B, C son tres puntos no situados en linea rec-

ta, A' es un punto interior a B C, y D un -punto interior a A A', hay

un punto común a A B y CD, puede enunciarse en su aspecto numé-
rico dimensional, Si (A,/B), (A', B'), (A", B") son tres términos no
pertenecientes a un mismo £.,, (A, B) es un término perteneciente a
(A', B') H (A", B"), y (A', B') un término perteneciente a (A, B) H
M (A, B), hay un término común a (A, B) H (A', B') 3' al E^ de
(A", B") H (A', B'). En efecto, veamos previamente que si los térmi-
nos (A, B) y (A', B') de un A E-, en un E, están, respectivamente, en
cada uno de los dos semi-E, en que queda dividido este último por un
E, a cualquiera, éste tiene un término común con (A, B) H (A', B'),
porque entonces a está comprendido en la acotación isomatricial limita-
da por los E, isomatriciales en (A, B) y (A', B') con el E, a, y,, en sti
consecuencia, éste tiene un término común con cualquier A E-, cuyos ter-
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mínales estén, respectivamente, en cada uno de los dos E1 'isomatricia-
les límites de la acotación, y, viceversa, si el E! a tiene un término co-
mún con (A, B) H (A', B'), sus terminales (A, B) y (A', B') están, res-
pectivamente, en cada uno de los semi-E2 en que el E3 queda dividido
por E! a. Sentado esto, al tener el È1 correspondiente al (A", B") H
H (A', B'), el termino (A', B') común con el (A, B) H (A, B), los tér-
minos (A, B) y (A, B) están, respectivamente, en cada uno de los dos
semi-E2 en que el E:r del intervalo (A", B") H (A', B') divide al E2 de-
terminado por los tres términos (A, B), (A', B'), (A", B"), y como, por
otra parte, el término (A', B') tiene que estar en el mismo semi-E2 que
el (A, B), pues, de los contrario, el E, del intervalo (A", E")H(A', BA)
tendría un término común con el (A", B") H (A', B'), que comprende
al (A, B) H (A', B') —además del (A", B")—, resulta que los términos
(A, B) y (A', B') están, respectivamente, en cada uno de los dos semi-
E2 precitados y, por tanto, el E, del (A", B") H (A', B') tiene un tér-
mino común con (A, B) H (A', B').

El axioma 8.°, Hay un punto exterior a coda plano, puede enunciar-
se en su aspecto numérico dimensional, Hay un término que no perte-
nece a cada E2.. En efecto, como cada E3 comprende solamente los tér-
minos (A, B, C) para los que m3 es • constante, existe otro término
cualquiera (A', B', C') que junto con dos cualesquiera de aquéllos,
resulta un m2 distinto y, por consiguiente,- este término no pertenece al
E2 propuesto.

Él* axioma 9.°, Hay un punto exterior al espacio E3, puede enun-
ciarse en su aspecto numérico dimensional, Hay un término que no
pertenece a cada £,. En efecto, como cada E, comprende solamente los
términos (A, B, C, D) para los que m3 es constante, existe otro térmi-
no cualquiera (A', B', C', D') que junto con tres términos cualesquiera
del E3 propuesto, resulten un rn, distinto, y, por consiguiente, no per-
tenece a él.

El axioma 1.° del primer grupo(axiomas de enlace) de Hubert, Dos
puntos distintos A y B determinan siempre una recta a, puede enunciar-
se en su aspecto numérico dimensional, Dos términos distintos (A, B)
y (A', B') determinan siempre un elemento E^ a. En efecto, dos térmi-
nos cualesquiera (A, B) y (A', B') son necesarios y suficientes para ob-
tener el m, '= (B' — B)/(A' — A), con el cual queda perfectamente
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determinado un E± a j solamente uno, porque con dicho mòdulo unidi-
mensional se pueden hallar todos sus términos, y con un término y un
m1 no hay más que un solo JL1.

El axioma 2." del primer grupo, Dos puntos'cualesquiera, distintos-
entre si, de una recta, la determinan, puede enunciarse en su aspecto-
numérico ^dimensional, Dos términos (A, B) y (A', B') cualesquiera,
distintos entre si, de un E-¡, lo determinan. En efecto, dos. términos cua-
lesquiera (A, B) y (A', B'), distintos entre sí, de un mismo E,, dan-
lugar al ir^ i=>.(B' — B)'/(A' — A), que es constante para todos los pa-
res, de términos de dicho E, y, por consiguiente, lo determinan, coma
se vio en el axioma 1.°

El axioma 3." del primer grupo, Sobre una recta existen siempre por
lo menos dos puntos ; en un plano existen por lo menos tres puntos no~
situados sobre una recia, puede enunciarse en su aspecto numérico di-
mensional, En un E, existen siempre por lo menos dos términos; en
un E2 existen por lo menos tres términos no pertenecientes a un mis-
mo E-I. En efecto, dos términos (A, B) y (A', B') son necesarios y sufi-
cientes para obtener el m,. que determina a un E, ; en cuanto al E,, son-
necesarios y suficientes tres términos

(A, B, C), (A', B', C) y (A", B", C")

para que existan los dos determinantes que son precisos y bastan para
obtener la matriz de todo E2 y, por tanto, no pueden pertenercer los
tres a un mismo E,, porque de lo contrario no pueden obtenerse los
módulos unidimensionales distintos para que con las respectivas dife-
rencias de los del mismo orden, resulte el m2 correspondiente a aquel E2.

El axioma 4.° del primer grupo, Tres puntos A, B, C, no situados
sobre una misma recta, determinan siempre un plano, puede enun-
ciarse en su aspecto numérico dimensional, Tres términos (A, B, C),
(A/, B', C'), (A", B", C") no pertenecientes a un mismo £,, determi-
nan siempre un E2. En efecto, tomando como término común ef
(A, B, C), tendremos los determinantes (A, B, C) H (A', B', C') y
(A, B, C) H (A", B", C"), con los cuales resulta :
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(A, B, C) H (A', B', C'] m, =

(A, B, C) H (A", B", C") m.,. •=

m, =

B'
A'

C'
A'

B"
A"

C"
A"

— B

— A'
ç

— A

— B
. A

™ ^

— A

m, = m. -m I

m, — m,

la matriz formada por los módulos mi; m\ y ma, con los cuales quedan
determinados todos los demás términos del E3 correspondiente al A E2,

(A, B, C) H (A', B', C')

(A, B, C) H (A", B", C")

El axioma 5.° del primer gTupo, Tres puntos cualesquiera de un pla-
no, no situados sobre una misma recta, lo determinan, puede enun-
ciarse en su aspecto numérico dimensional, Tres términos cualesquiera
de un E2 no pertenecientes a un mismo El, lo determinan. En efecto,
como hemos visto en el axioma 4-..°, con tres términos cualesquiera no
pertenecientes a un mismo E1; es decir, capaces de constituir dos deter-
minantes, se obtiene siempre la matriz del E3 propuesto, quedando éste,
por tanto, determinado, porque con esta matriz se pueden obtener todos
los demás términos. •

El axioma 6." del primer grupo, Si dos puntos A y B de una recta
a están situados en un plano a, todo punto de a está situado en el mis-
mo plano a, puede enunciarse en su aspecto numérico dimensional. Si
dos términos (A, B, C) y (A', B', C') de un E¡ a pertenecen a un E.2 a.,
todo término de a pertenece al E,z a. En efecto, por pertenecer los tér-
minos (A, B, C) y (A', B', C') al E2 «, si tomamos otro término
(A", B", C") de este E2 a, . que no pertenece al E, del intervalo
(A, B, C) H (A', B', C'), y con los tres hallamos el m2, éste será el mó-
dulo bidimensional del E2 a, y como los m, y m'T de dicho intervalo
(A, B, C) H (A', B', C') que han servido para hallar el m2 en cuestión
son los mismos para todos los términos del E, a, al cual pertenecen los
términos (A, B, C) y (A', B', C'), todo término de dicho E, a dará el
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'mismo m2 con dos términos cualesquiera del E2 a, y, por consiguiente,
pertenece a este último.

El axioma 7.° del primer grupo, Si dos planos v. y § tienen un punto-
común, tienen común por lo menos un segundo punto, puede enunciar-
se en su aspecto numérico dimensional, Si dos Ez, <x y ß tienen un tér-
mino común, tienen por lo menos un segundo término. En efecto, si
consideramos un E, del E2 a que contenga al término común (A, B, C)
y otro E', del mismo E2, o. que sea isomatricial con E1; E\ tiene que
tener un término (A'', B', C') común con E2 iß, porque todo E, que tenga
un término común con un E, lo tiene con todos los demás E, pertene-
cientes al mismo conjunto isomatricial.

El axioma 8.° del primer grupo, Existen por lo menos cuatro puntos
•no situados en un plano, puede enunciarse en su aspecto numérico di-
mensional, Existen por lo menos cuatro términos no pertenecientes a
un E2.. En efecto, con tres de dichos términos que puedan constituir dos
determinantes, queda determinada la matriz de un E2, y el otro térmi-
no, junto con dos.de aquéllos, puede dar un m21 distinto del de aquella
matriz, y, por consiguiente, no pertenece a este E2 el cuarto término.

El axioma 1.'° del segundo grupo (axiomas de ordenación) del siste-
ma de Hubert, Si -A, B, y C son puntos de una recta, y B está situado
entre A y C, B estará situado también entre C y A, puede enunciarse en
su aspecto numérico dimensional, Si (A, E ) , (A',B') y í A", B") son
términos de un E-,, y (A', B') está comprendido entre (A, B) y (A", B"),
:(A',B') estará comprendido también entre (A", B") y (A,B).
En efecto, por estar comprendido (A', B') entre (A, B) y (A", B"),
cada dimensional A', B' será mayor o menor que los respectivos A, B,
y menor o mayor que los respectivos A", B", según el sentido de la
sucesión de tales dimensionales, y, por consiguiente, el término (A', B')
estará también comprendido entre (A", B") y (A, B).

El axioma 2." del segundo grupo, Si A y C son dos puntos de una-
recta, existe por lo menos un punto B situado entre A y C, y por lo
menos un punto D tal que C esté .situado entre A y D, puede enunciarse
en su aspecto numérico dimensional, Si (A, B) y (A", B") son dos tér-
minos de un E.,, existe por lo menos un término (A', B',) comprendido
entre (A, B) y (A", B"), y por lo menos'un término (A'", B'") tal que
(A", B") esté comprendido entre (A, B) y (A'", B'"). En efecto, siem-
pre existe un dimensional A' comprendido entre A y A", así como un
dimensional B' comprendido entre B y B", y, por consiguiente, el tér-
mino (A', B') está comprendido entre (A, B) y (A", B") ; del mismo

52



modo, siempre existe un dimensional A'" tal que A" esté comprendido
entre A y A'", así como un dimensional B'" tal que B" este compren-
dido entre B y B", y, por tanto, el término (A", B") está comprendido
entre (A, B) y (A'", B'").

El axioma 3." del segundo grupo, Entre tres puntos cualesquiera de
una recta, existe siempre uno y uno solo que esté situado entre los otros
dos, puede enunciarse en su aspecto numérico dimensional, Entre tres
términos cualesquiera de un £,, existe siempre tino y uno solo que esté
comprendido entre los otros dos. En efecto, de los tres dimensionales
A,,A', A", correspondientes a cada uno de los tres términos propuestos,
tiene que ser uno de ellos, por ejemplo, el A', mayor que el A y menor
que el A", o viceversa, y, por consiguiente, como

(B' — B) = m, (A' — A) y (B" — B') = m, (A" — A),

B' está comprendido entre B y B", o sea, que el término (A', B') está
comprendido entre (A, B) y (A", B").

El axioma 4.° del segundo grupo (llamado de Pasch), Sean A, B, C,
tres plintos no situados en línea recta, y a una recta en el plano A B C
que no pasa por ninguno de estos puntos; si la recta a pasa Por un

punto del segmento A B, pasa también por un punto del segmento' B C
o por un punto del segmento A C, puede enunciarse en el aspecto nu-
mérico dimensional, Sean (A, B), (A', B'), (A", B"), tres términos
no pertenecientes a un mismo E¡, y a un £, en el £„ determinado por
dichos tres términos que no contiene a ninguno de ellos : si a contiene
un término del intervalo' (A, B) H (A', B'), contiene también un térmi-
no del.intervalo (A', B')- H (A", B") o del intervalo '(A, B) H (A", B").
En efecto, con.lo demostrado como cuestión previa en el axioma 7.° de
Pasch-Schür, por tener a un término común con el intervalo (A, B) H
H (A', B'), cada uno de los terminales de este ultimo se encuentra, res-
pectivamente, en cada uno de los dos semi-E¿ en que queda dividido por
a el E2 determinado por los tres términos propuestos, y, por consiguien-
te, si el término (A", B") está en distinto semi-E2 que el (A, B), a ten-
drá un término común con (A, B) H (A", B"), y si está en distinto
semi-E,, que el (A', B'), 'a tendrá un término común con (A', B') H
H'(A", B")'.

El axioma 1.° del tercer grupo (axiomas de congruencia) del siste-
ma de Hubert, Si A y B son dos puntos sobre una recta a y A' es otro
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punto sobre la mis-ma recta u otra a', se puede hallar siempre a partir
de A' y en un sentido dado sobre la recta a', un punto B' tal que el seg-

mento A B sea igual o congruente al segmento A', B', se puede enun-
ciar en su aspecto numérico dimensional, Si (A, B) y (A', B') son dos
términos pertenecientes a un E^ a y (A", B") es otro término pertene-
ciente al mismo E1 a o a otro E1 a', se puede hallar siempre un término
(A'", B'") tal que el intervalo (A, B) H (A', B') sea igual o idéntico
al intervalo (A", B") H (A'", B'"). En efecto, si el término (A", B")
pertenece al mismo Ej a o a otro Ej a', siendo ambos isomatriciales,
se puede hallar siempre a partir de (A", B") y en un sentido dado
tin término (A" + A a, B" + Ab) , que dará un intervalo (A", B") H
H (A" + A a, B" + A b) idèntico al (A, B) H (A', B'), si A a;= A' — A
y A b := B' — B ; pero si el otro E! a' no es isomatricial al E, a, en-

tonces la fòrmula I •= A a V 1 + m^ nos dará, primero el quantum I
en función de A' — A y de m1 ¡= (B' — B)/(A' — A), y después el va-
lor de A a en función del quantum anterior y del TO, de a', así como el
de A b = m1 A a, con lo que -el término respectivo (A" + A a, B"; + A b")
nos dará con el (A",B") el intervalo (A", B") H (A" + A a, B" -f A b),
igual al (A, B) H (A', B').

El axioma 2.° del tercer grupo, Si el segmento A B es congruente

tanto al segmento A' B' como al segmento A" B", los segmentos A' B'

y A" B" son también congruentes, o sea que si A B = A' B' y A B =

= A" B", se tendrá también A* B' = À" B", se puede enunciar en su
aspecto numérico dimensional, Si un intervalo (A,B)\-\(A + -a, B + A b)
es igual tanto al intervalo (A', B') \-\ (A' + A a', B' + A b'), como al
intervalo (A", B") H (A" + A a", B" + A b"), los intervalos (A', B') H
H (A' + A a', B' + Ab'] y (A", B") H (A" + A a", B" + A b") son
también iguales. En efecto, si los intervalos que se comparan pertenecen
a un mismo' elemento E, o a elementos isomatriciales, es decir, que sus
m, son los mismos, entonces, al ser el (A', B') H (A' + A a', B' + A b')
idéntico al (A, B) H (A + A a, B ; + ' A b), y éste al (A", B") H (A": + A a",
B" + A b"), tendremos A a = A a', A b:= A b', y A a;= A a", A b = A b",
o sea, .que A a' ;= A a", A b' <= A b", y, por consiguiente, (A', B') H
H(A'+ Aa', B' +Ab' ) es idéntico al. (A", B")H(A" + Aa", B" + Ab"),
pero si los módulos m,, TO,, m,, respectivos, son distintos, tendremos:

A a \/l + m,2 = A a' Vi :+ m*

A a yi':+ nij2 = A a" Vi + m,2,
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luego

A a' v'l :+ «-'i2 = A a" v'l + m^,

es decir, que los intervalos (A',B')H(A'+ Aa', B'+ Ab') y (A", B") H
- . h l (A" .+ A a", B" + A b") son iguales.

El axioma 3.'° del tercer g'rupo, Si A B y BC son dos segmentos

.sin puntos comunes sobre una recta a -y A' B' y B' C' dos segmentos
sobre la. misma recta u otra a'', igualmente sin puntos comunes; si

A B =. A' B' y B C = B' C', será igualmente A C = A' C', puede enun-
ciarse en su aspecto numérico dimensional, Si (A, B) H (A + - A a ,
.E + A b) y (A + A a, B + A b) H (A + A a + A a', B + A b + A b')
son dos intervalos sin términos comunes pertenecientes a un E^ a, -v

(A", B"} H04" + A a", B" + A b")

(A" + A a" •+ A a'", B" + A a" +- A b"'

•dos intervalos en el mismo E, a u otro a', igualmente sin términos co-
-munes; y si

(A. B} H 04 + Aa, 5 + A b) = (.4", 5") H (A".+ A a", B">+ Ab"

•y
(A + A ß, ß + A è) H. 04 + A a + A a', B + A /> + A è') =

= 04-".. B") H 04" •+ A a" + A a"', 5" + A b" + A b'"},

será igualmente

(A, B) H (A + A » •+ A a', S + A b + A &') -=

= 04", 5") H (A" -+ A ff" + A a'", 5" + -A &" + A è"').

En efecto, si los intervalos que se comparan pertenecen al mismo Ej a
o los dos E1( a y a', son isomatriciales, entonces, al ser (A, B) H
H (A+- A a, B + A b) .idéntico al (A", B") H (A" + A a", B" + A b")
y el (A + A a, B + A b) H (A + A a + A a', B + A b + A- b') idèntico
al (A" + A a", B" + ~A b") H (A" + A a" + A a'", B" + A b" + A b'"),
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tendremos A a = A a",. A b = A b", A a' = A a", A b' = A b", y .por
consiguiente,

A a + ' A a'. = A a" + A a"'

A b + A ID' = A b" + A b"',

es decir, que los .

(A, B) H (A + A a + A a', B + A b + A b')

y • • •
. (A", B") H (A" + A a" + A a"', B" + A b" + A b"0

son idénticos, pero si los módulos mL y m^ son distintos, entonces

A a \/l + m, 2 = A a"' \/ 1.+ wix
2

A a' v/1 + m/ = A a"'Vl!+ m,*,

luego . .

(A, B) H (A ,+ A a + A a', B + A b 4- A b') =

= (A", B") H (A" + A a" + A a"', B" + A b" + A b'").

El axioma 4.° del tercer grupo, Sean dados un ángulo <J (h, k) en
un plano <x y wia recta a' £W ww plano a', aíí como un semiplano deter-
minado por a' sobre' v.'. Si h' es una semirrecta de la recta a', que .parte
del punto O', existe en el plano a' una semirrecta y una sola, tal que
el ángulo <$ (h, k) sea congruente o igual al ángulo [̂ (h', k') y que
todos los puntos interiores del ángulo ^r (h', k') estén situados en el
semiplanó citado. En signos: ángulo <$ (h, k) = <r (h', k'), puede
enunciarse en su aspecto numérico dimensional, Sean dados una radio-
acotación •

H (A •+ A a, B + A b )
04, B} H. ' ' '

H ( A : + A a', B +. A b')

en un E2 a. y un E^ af en un E^a.', así como un semi-E2 determinado
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por a' en el E2 a'. Si hf es un semi--E1 del a' que tiene un terminal
'•(A', B'), existe en el E2 y.' un semi-E^ k' y uno solo, tal que

H(A' + A'a", B' + A b")
(A', B'} H

• . H(A' + A a'", B' + Ab'")

sea idéntico o igual a

H (A • + . A ã . B + A b)
(A, B) H

H (A;+ A a', B + Ab ' )

V que todos los términos interiores de Ia radioacotación

H (A' + Aã", B' + A b")
(A', B') h

H (A'i+ Aã'", B' + Ab'")

estén comprendidos en el semi-E^ citado. En efecto, si el E, X tiene el
mismo rnj que el Ex que contiene a h —que, a su vez, contiene a
(A, B) H (A.+ A a, B + A b)—, entonces existe un semi-E, k' y uno
solo, que teniendo el mismo tnj que k tiene común (A', B') con h' for-
mando en el E, i! la radioacotación

' H (A'-+ A a", B'|+ A b")
(A', B') H '

' H (A'i+ Aa'", B'¡+ Ab'")

que es idéntica a la

H (A:+ A a, B Í + A b )
(A, B) H

H (A:+ A a', BÍ+ A b')

del E3 a. Pero si el in^ de a' es distinto del correspondiente a h, pode-
mos hacer que (A, B) H (A + A a, B + A b) en h sea igual a (A, B) H
H (A + A a', B + A b') en k, e igual también a (A', B').H (A' + A a",

B' + A b") en h', existiendo entonces en el E2 w/ un intervalo (A', B') H
H (A' -f A a", B' + A b") de ig'ual quantum que aquéllos, tal que resul-
te que el intervalo (A' + A a", B' + A b") H (A' + A a"', B' + A b'")
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delimitado por los terminales no-comunes de los dos intervalos en E3 a',
sea igual al (A + A a, B + A b) H (A + A a', B + A b') delimitado por

' los terminales no-comunes de los A E1 en E3 a, o sea, que en el sistema
de ecuaciones

A a"2 + A b"2 .= A a"'2 + A b'"2

(A a' — A a)2 + (A b' — A b)2 = (A a'" — A a")2 1+ (A b'" — A b")2

tendremos los valores de A a'" y A b"' —intervalos dimensionales del
A E, en k'— para los que se verifica,

H (A + A a, B + A b) H (A' + A a", B' •+ A b")
(A, B) H = (A', B') H

H (A + A a', B +. A b') H (A',+ A a"', B' >+ A b'")

siendo único el (A', B') H (A' + A a'", B' + A b'") para el semi-E2 de-
terminado por a' en el E2 <af, porque A a'" y A b'" son también únicos
tanto en los valores como en sus signos con respecto a los signos de
A a' y A b' de (A, B) H (A + A a', B + A b'):. Estos signos suponen la
pertenencia al semi-E3 correspondiente a k' de la radioacotación

• H (A'.+ A a", B' + A b")
(A', B') H

H (A':+ A a'", B'¡+ A b'")

y, por consiguiente, el que sus términos internos pertenezcan a dicho
semi-E2.

El axioma 5.° del tercer grupo, Si para dos triángulos ABC y

A' B' C', se verifican las congruencias A B = A' B' ; A C = A' C' ;
<$BA C = -¿^B'A'C', se verifican también las congruencias BC = B'C';
<ï A B C = <3 A' B' C' y < A C B = < A' C B', puede enunciarse .en
su aspecto numérico dimensional, Si para dos triláteros

H (A + A a. B ' + A b)
(A, B} H H

H (A + A a', B -+•• A b')

H (A' + A a", B ' '+ A b"i
(A', B') H H - . • ' '

H (A' + A a'", B' + A b'")
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se verifican las igualdades

(A, B) H (A + A a, B + A b) -= (A', B') H (A' + A a", B' + A b");
(A,B) H (A+àa',B' + &b') = (A',B') H (A' + Aa"', B',+ M)'");

H (A + A a, B + A b)
radioacotación (A, B)

H (A + A a', B + A b')

H (A' -f A a", B' + A b")
= radioacotación (A', B') H

H (A' + A a'", B' + A b'")

íe verifican también las igualdades

(A + A a, B + A b) H f/1 + A a', 5 + A b') =

= (A' + A a", 5' + A &"j H (A' + A a'", B' + A è'"j;

H (A, B)
radioacotación (A + A a, B + A b) H ==

H (A + A a', B + A b')

H (A', B')
= radioacotación (A' + A a", ß' + A b") H ;

H (A' + A a'", B' + A b"')

H (A + .A a, B + A b)
radioacotación (A + A a', B + A b') H =

H (A, B)

H {A' + A a", B' + A b")
= radioacotación (A' + A a"', 5' + A b'") H

H (A', B')

En efecto, como la estructura del triângulo es invariante si lo son los
A E! que lo delimitan, bastará hacer la demostración para el caso en
que los A E,1 que se comparan sean idénticos, ya que entonces es válida
para cualquier otro caso en que sólo sean iguales, y, por consiguiente,
si se verifica que

A a := A a" ; A b = A b"
A a ' i = A a'"; A b ' = A b'",
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tendremos

A a '—A a = -A a'" — A a"
A I/ — A b = A b'" — A b",

o sea, que '

(A + A a, B + A b) H (A + A a', B + A b')

Y -

(A' + A a", B' + Ab") H (A' ¡+ A a'", B" i+ A b'")

son idénticos. La identidad de las radioacotaciones

• H (A + 'A a, B + A b) •
(A, B) hi

• H (A + A a', B + A b')

•' . . H (A' + A a", B' + A b")
(A", B') H

H {A' + A a'", B' + . A b"'

es en este caso consecuencia de los A Ej que lös delimitan, ya que en-
tonces los m, y mi de los primeros son iguales a los de los segundos,
respectivamente. En cuanto a los otros dos pares' de radioacotaciones,.
tenemos :

— A b — A b" (A b' — A b) . (A b'" — A b")

— A a „ — A a" (A a' — A a) (A a'" — A a")

— A b ' ' — A b'" . (A b — A b') (A b" — A b'")

— A a' — A a'" ' (A a — A a') (¡A a" — A a'") '

es decir, que al ser los m, y m, de los A E, que los limitan iguales, res-
pectivamente, las radioacotaciones son idénticas en cada par.

El único axioma del cuarto grupo —el postulado de Euclides—,
Sean a una recta cualquiera y A- un punto exterior a ella. En el plano
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determinado por a. y A existe a lo sumo una recta que pase por A y no
corte a a. Esta recta recibe el nombre de la paralela a a por A, se puede
enunciar en su aspecto numérico dimensional, Sean a un E^ cualquiera'
y .(A, B) un termino no perteneciente a él. En el E,, determinado por
a y. (A, B) existe a lo sunto un E, que contenga a (A, B) y no ten-
ga nada común con a. En efecto, si m, es el mòdulo del E, a, el Ea

determinado por el término (A, B) y el mismo módulo m1; no tiene nada
en común con a, porque (A, B) no pertenece a él, ya que los E-, del
mismo módulo, si tienen un término común, los tienen todos ; siendo
único el E, de (A, B), porque con un término y Un m, no existe más
que un E3.

El axioma 1.'° del grupo de los de continuidad —axioma de la medi-
ción o de Arquímedes—, Sea A-, un punto cualquiera sobre una recta
entre los puntos A y B dados arbitrariamente : construyanse luego los
puntos A2, As, A4, ..., de modo que A^ esté situado entre A y A,, A2

entre A^y A3, A3 entre A,2 y Ai; etc'., y de modo, además, que los seg-
mentos /1/1], A-L A,,, ASA3, /4., A4, etc., sean iguales. En la serie de
los puntos A2, As, A4, ..., existirá siempre un punto An tal que B esté
situado entre A y An, se puede enunciar en su aspecto numérico dimen-
sional, Sea (.A-,, BJ un término cualquiera en un E1 entre los términos
(A, B ) y (A',E') dados arbitrariamente; considérense luego los térmi-
nos (A2, BJ, (A.„ BJ, (A4, BJ, etc., de modo que (A-¡, BJ se en-
cuentre- entre (A,B) y (A2,BJ, (A.,,BJ entre (A-,, BJ y (A3, BJ,
( A.„ Bs) entre (A.2., BJ y (A4, BJ, etc., y de modo, además, que los
intervalos (A,B) H (A,,BJ, (AltBJ H JA2,BJ, (A2,B.J H (A3,BJ,
(A3, Ba) H (AA, B4), etc., sean iguales. En la serie de los términos
M.2, BJ, (As, BJ, (A.v BJ, ..., existirá siempre un término (An, BJ
tal que (A', BJ esté comprendido entré (A, B) y (An, BJ. En efecto,
esta proposición es el axioma aritmético correspondiente en relación con
los dos órdenes de dimensionales que constituyen los términos respec-
tivos, es decir, que continúa siendo axioma, pero .aritmético.

El axioma 2.° del grupo de los de continuidad —Axioma de integri-
dad— y último del sistema de Hubert, Los elementos (puntos, rectas,
planos) de la Geometría constituyen un sistema de entes incapaces de am-
pliación al conservar todos los axiomas, o sea: es imposible agregar al
sistema de puntos, rectas, planos, un nuevo sistema de «entes» tales Que
en el sistema que resulta de su agregación es satisfagan todos los axio-
mas I-IV y V-l, se puede enunciar en su aspecto numérico dimensional,
Los elementos (E„, £-,, E.,) de la Teoría N'um^érica Dimensional cons-
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titnyen un sistema de entes incapaces de ampliados al conservar todos
los axiomas aritméticos, o sea: es imposible agregar al sistema de E0,
E-,, E2, un nuevo sistema de «.entes» tales que en el sistema que resulta
de su agregación se satisfagan todos los axiomas aritméticos. En efec-
to, los E,0 o términos (A, B, C) — o sea, los que se obtienen con las
combinaciones de cada uno de todos los dimensionales B con cada uno
de todos los dimensionales A, y cada uno de todos los dimensionales C
con cada una de todas las combinaciones obtenidas con A y B—, cons-
tituyen el E3, en el cual, para todas las posibilidades de m, y m', para
los Ej, y de m2 para los E2., en toda la amplitud de los números reales
y los signos respectivos, constituyen un sistema de entes incapaces de
ampliación, ya que los dimensionales A, B, C de dichos términos com-
prenden todos los números reales, con lo que queda solamente esta
proposición a resultas de las posibilidades de los axiomas aritméticos,
bien entendido que esta incapacidad de ampliación se circunscribe a las
tres dimensiones que se tratan en este axioma del sistema de Hubert.

•x-. * * *
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