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1. INTRODUCCION

Galileo dijo que la Matematica es el lenguaje del
Universo, frase que marca el comienzo de la ciencia
moderna. El paso del tiempo ha confirmado que los
sistemas fisicos, mecanicos, térmicos o electrodina-
micos, se describen con elementos matematicos, que a
veces son tan complejos que s6lo sabemos obtener su
solucién aproximada.

Vamos a dar una exposicion elemental del Método
de Elementos Finitos, cuyo nacimiento se sitda entre
1943, cuando Courant obtuvo soluciones aproximadas

Figura 1. Richard Courant 1888-1972

Figura 2. Torre Eiffel

de un sistema vibratorio, y 1956, cuando M. J. Turner,
R. W. Clough, H. C. Martin, y L. J. Topp publicaron un
articulo sobre la rigidez y deformacion de estructuras
articuladas, que fue el inicio del calculo matricial de
estructuras articuladas; la aplicacion de condiciones de
equilibrio en sus extremos, permite determinar defor-
maciones, de las que deducen las tensiones. Las barras
de la estructura se llaman elementos y sus extremos
nodos.

Las ideas del articulo de Turner, Clough, Martin y
Topp se encuentran en obras anteriores de Navier,
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Figura 3. Boeing 747

Lagrange y Cauchy, que no las aplicaron a problemas
reales por la dificultad en resolver de forma rapida y
segura sistemas lineales de muchisimas ecuaciones.
Por ello se desarrollaron métodos iterativos, que com-
portaban muchas horas de trabajo tedioso.

Hoy dia los ordenadores y el desarrollo de métodos
potentes de Calculo Numérico, nos permiten resolver
grandes sistemas lineales en muy poco tiempo, lo que
ha permitido la popularizacion del Método de
Elementos Finitos, aplicable en la resolucién de casi
todos los problemas de Fisica e Ingenieria. Por
ejemplo, con Elementos Finitos podemos determinar
con rapidez las tensiones que soporta cada elemento de
la Torre Eiffel (Figura 2).

El Boeing 747, presentado en 1968, se disefio apli-
cando Elementos Finitos a estructuras con geometria
compleja, lo que estimulé el desarrollo de nuevas apli-
caciones de Elementos Finitos a problemas térmicos,
electromagnéticos y de mecanica de fluidos (Figura 3).

A partir de la década de los 80 se elaboraron dis-
tintos programas de Elementos Finitos (ANSYS,
CAELinux, COSMOSXpress, ... ), que tienen tres
partes fundamentales:

e  Preproceso: Fase de preparacion en la que se
dibuja la figura, se asignan las propiedades de
los materiales y se genera el mallado, que es la
descomposicion de la figura en elementos
pequefios, cuyos vértices se llaman nodos.

e  Calculo: Proporciona la solucién aproximada
del problema en los vértices de la malla median-
te la resolucion de un sistema de ecuaciones
lineales cuyo numero de incognitas esta deter-

minado por los vértices de la malla. La aproxi-
macion mejora si se refina el mallado mediante
subdivision de los elementos en otros elementos
mas pequefios, lo que produce aumento en el
namero de nimero de ecuaciones del sistema a
resolver, debido al aumento de nodos producido
por el incremento del nimero de elementos. En
los problemas tridimensionales el aumento del
namero de elementos al refinar el mallado crece
segun una potencia de exponente tres, lo que
implica tener que resolver sistemas lineales con
millones de ecuaciones.

e  Postproceso: Los programas estan preparados
para mostrar tanto los resultados aproximados
obtenidos en los nodos como otros resultados
deducidos de los obtenidos en los nodos.
Ademas del formato numérico, ofrecen intere-
santes representaciones graficas, que permiten
visualizar las deformaciones de una estructura,
la evolucion del proceso de solidificacion de
una colada o la circulacion del aire acondiciona-
do en una red de tuberias, entre otros muchos
ejemplos.

Se han publicado recientemente estudios sobre el
calentamiento de la Tierra utilizando Elementos
Finitos. También podemos encontrar los Elementos
Finitos en articulos de investigacién en Economia.
Todas las aplicaciones de los Elementos Finitos tienen
en comun el descomponer cada problema complejo en
muchos problemas sencillos mediante el mallado,
necesitando la ayuda de ordenadores y superordena-
dores para resolver los grandes sistemas de ecuaciones
lineales generados para la resolucion aproximada del
problema.

Esta forma de proceder de la teoria de Elementos
Finitos recuerda la aplicacion del Célculo Diferencial
en la resolucion de problemas fisicos, cuyo origen se
sitia en el siglo XVII, por lo que podemos suponer
gue, como sucedid con el Célculo Diferencial, los dis-
tintos problemas estudiados con elementos Finitos
motiven el desarrollo de mucho trabajo matematico
para analizar la dependencia de la solucion de los para-
metros iniciales, acotar el error de la solucion apro-
ximada obtenida y mejorar el ajuste, sobre todo
cuando la geometria del problema es compleja. Es
indudable que se han logrado grandes avances en los
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Gltimos treinta afios en la teoria de Elementos Finitos,
pero el examen de las numerosas buenas revistas espe-
cializadas en esta teoria permite intuir que nos encon-
tramos ante un nuevo desafio intelectual para las pro-
ximas décadas.

En el resto de este articulo vamos a desarrollar la
aplicacion del método de los Elementos Finitos en la
resolucion aproximada de la ecuacion del calor en un
sencillo problema bidimensional. Su utilizacién en
problemas mecanicos se expondra en un segundo
articulo, evitando asi un excesivo nimero de paginas
que dificultaria la rapida vision de este articulo de ini-
ciacion.

2. FENOMENOS DE TRANSMISION:
CASO BIDIMENSIONAL.

Los fenédmenos fisicos bidimensionales de trans-
misién se describen con ecuaciones diferenciales del
tipo

0’ 0’

Cl62—¢+C267¢+C319+C4 =0,
X y

donde se supone que la profundidad del objeto es cons-

tante, que se describe con la coordenada z, y que se

tiene comportamiento idéntico en cada seccidon z=k.

Encontramos ecuaciones de la forma

2 2

Cl%+C262—¢+C319+C4 =0

0™x oy

e En problemas de torsion que se describen por la
ecuacion

=2 ~2
f,¢ + Of +2GO=0
’x Oy

donde G es el médulo de elasticidad de torsidn,
¢ es la tension y O es el angulo de giro.

e  En el estudio de la teoria de fluidos no viscosos,
que utiliza la ecuacién

2¢ .00 4
ox Oy

El campo de velocidades del fluido no viscoso
es el gradiente de la funcion ¢.

e En el andlisis de la difusion de un fluido en un

medio poroso, que se rige por la ecuacion de
Darcy

estando el campo de velocidades del fluido dado
por

X A ?

' T\ Tex’ Yoy

(v. v, )= f—-k . % |

e Yenelestudio de problemas de transmision del

calor, puesto que la distribucién de temperaturas
cuando se llega al estado estacionario es descri-
ta por la ecuacién diferencial

oT oT
kb, Etg=0
ox oy

junto a las condiciones iniciales y a las condi-
ciones de la frontera del sistema estudiado; las
condiciones iniciales hacen referencia a genera-
cion de calor o temperatura inicial en algin pun-
tos, en tanto que las condiciones de frontera se
dan por condiciones de aislamiento, conveccion
o radiacion.

Esta ecuacion diferencial con las condiciones
iniciales y de frontera se Ilama ecuacion del
calor. T es la temperatura en un punto (X, y), k
es la conductividad en la direccién OX, ky es la
conductividad en la direccion QY, y g es la can-
tidad de calor generada por unidad de superficie
y de tiempo.

El principio de conservacion de la energia
nos dice que en el estado estacionario el calor
generado es igual al calor perdido, bien por con-
veccion, por radiacion o por transmision a otro
medio. De este principio y de la ley de Fourier
de transmision del calor por conduccion se
deduce facilmente la ecuacion del calor.

3. RESOLUCION APROXIMADA DE LA

ECUACION DEL CALOR EN UN
RECTANGULDO.

Supondremos que A es un rectangulo de vértices

Pi(0,0), P;(1,0), Pr(l,w) y P,(0,w). Supondremos que A
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es suficientemente pequefio para poder admitir la hipé-
tesis de variacion lineal, que nos dice que la variacion
de temperatura en A es (muy aproximadamente) lineal
cuando nos movemos en linea recta paralela a uno de
los ejes de coordenadas.

3.1 Expresion de la temperatura aproximada
con las funciones de Galerkin.

Es muy sencillo expresar la temperatura apro-
ximada T,, en un punto (x,y )e 4 en funcion de las
temperaturas T;, Tj, T, y T, de los vértices si se supone
que la variacion de T, es lineal al movernos paralela-
mente a cualquiera de los dos ejes de ordenadas, pues
con sencillas interpolaciones se deduce que:

® La temperatura aproximada en el punto
(\x,O)eA es

Yy
T, (x0)=T+%(1,-1)

J

e La temperatura aproximada en el punto
(x,w)e 4 es

=T
ap 2 n n nj

T (x,w)=T +§{7j

e  Por tanto, de los dos resultados anteriores se
deduce también por interpolacién que la tempe-
ratura aproximada en el punto (x, y )e 4 es

; X \
T, (%y)=T, +;(7} =T )+

Y1430, -1,)|-{ 1 +3(05,-1,)

Al sacar factor comun a las incognitas T;, Tj, T,
y T,, se obtiene la expresion

Tap=TiSi+T; 5+ TS+ T, Sy,
donde §;, S, Sy, y S, son las funciones
S (x,}?): (1 —x/i’)(l —-y/w)
S, (%)= (x/1)(1-y/w)
Su (5,) = (3/1) (v/w)
S, (%3 )=(1=x/1)(y/w)

gue se llaman funciones de Galerkin y estan caracteri-
zadas por:

e Ser 1 su valor en el vértice correspondiente al
subindice.

e  Ser 0 su valor en los demas Vvértices.

e \Variar linealmente al movernos paralelamente a
uno de los ejes.

3.2. Ecuaciones para un elemento rectangular.

El método de Galerkin para obtener los valores T;,
T, T y T, de la temperatura aproximada T,, consiste
en:

e  Exigir que se verifiquen las condiciones en la
frontera.

® Y que el residuo obtenido al sustituir T,, en la
ecuacion diferencial, que es

627::;1 azTaJ
k +k,—F+qg-0=

X A2 B I
oy

oxX

T o°T
k i +k T 4
% a.x a 2 q

verifique las siguientes cuatro condiciones de
ortogonalidad:

- azr
JJ = +q |S,dxdy=0
a zTap \
[A P =3 © 1q |S,dvdy =0
2
(k L +q |S,dxdy =0
zTﬂJ )
(k —F+q |S,dxdy =0
5,2

El antecedente del método de Galerkin es la cono-
cida propiedad de que en un espacio euclideo la condi-
cion de que sea minimo el médulo de la diferencia
y=a—(Ax +A,%, + A% +1,X,) entre un vector a y
su aproximacion por una combinacion lineal de los
vectores X,,X,,X; y X, es equivalente a que sean nulos
los cuatro productos escalares

yex,=0, parai=1,234.
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3.3. Condiciones de frontera.

Supondremos que la condicién de frontera es con-
veccion en los cuatro lados del rectangulo A. En el
estado estacionario sucede que el calor que llega a
cada uno de los lados es igual al calor que sale de ese
lado por conveccion. En eI caso del lado limitado por
los nodos P=(0,0}y P (0 w) la condicién de

i

estado estacionario se descrlbe mediante la igualdad

8T .
k—f) =h(T. -T.)
(-‘ x ; (ﬂﬂ I/

que nos dice que el calor que llega por conduccion al
lado P,P, es el mismo calor que sale de ese lado por
conveccion, siendo h es el coeficiente de conveccion y
T; es la temperatura del aire. En los demas lados ten-
driamos:

o,
oT, |
k,—2| =h(T, -T,)
( ] ay - " ap f
T \
_(klaﬁyi) _k(?:rp Tf)

3.4. Introduccién de las condiciones de frontera
y calculo de integrales.

La introduccidn de la conveccion en

[ a2

ff( “" +k, éj"’qu S.dxdy =

supone sustituir

oT,, orT,,
k vk,

. -T
Ox

Cy p0r+h( ap j)f

lo que exige la transformacion del integrando para que
aparezcan las derivadas primeras, que se consigue con
las identidades siguientes deducidas de la regla de
derivacién de un producto:

ap ap

ox> ' ox\ ox

aTS a[aT ) o1, 35,

ox oOx

i

— P9 = ( PsJ aTaP_‘E
o " oyl

v oy

Con estas igualdades se transforma la parte de la
integral

A')

“" +k,——~+q |Sdxdy=0

ff

correspondiente a dos primeros sumandos del inte-
grando en:

ﬂk “"dedy—
« BB », 0T, 65,
[[k, 2 ‘5_;51. dxdy—[[ k, %Edmy

2

I =
ﬂAk} 5 2. S, dxdy =

[ % —( —=e

dxdy [j k Ty % - dxdy.

Al resolver

dxdy

apS
i

. aferT
ﬂﬂ g ox , Ox

y aplicar la condicion de equilibrio

. 8L,
B
\ x=0

ox @
se obtiene:
f [ k. 0 (e S dxdy =
ax
V=W V=W T )
= / k\ ( -\ap SJ" ) d})_l kA ( -\ap Sl' ) dy =
iR ox x=1 = ox fx=0
y=w a?;”
& ( ~Sk—-] dy=
y=0 ax <



54 Manuel Lépez Pellicer et al.

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2011; 105

La resolucion de

: a(ag )
JL— . |dxdy
47 op\ Oy

es analoga a la anterior, pues:

__g.l ;:n(\ i\"ap
=t 15| 7+ (1,17 -
:_E(zr, +T;.)+h£
6 177 3

El célculo de la segunda integral de la expresion
1. k “f’ S, dxdy =

o (0T, o7, 8S,
fﬁkxa(a—;Sj)dxdy—_[kaa—;gdxdy

se obtiene con sencillez al descomponer

. oT
= &% L/ dy
ox dx
en las cuatro integrales obtenidas al sustituir

Tap: Ti Si+Tj Sj+Tm Sm+Tn Sn .

Calculos elementales nos dan los resultados de las cua-

tro integrales:

as, 85,
~[[ kT, o dxdy =

I g ke pA k.w
— kr(l-—)dxd L
T\ 1= | ddy ==

a8, &s,
[ kT, — - —Lddy =

b y _kw
j_zf,ierf(l_;) day==rt

7% a;* %, ey

1
ZJ,—Z_[[AJ'C_‘. Y )( —ﬁ)dxdy— = =T
. 88 88
_f‘ikr‘?—;a— X

=_—[j k, ,,(1-—) dxdyz—kg—;"rn.

Por tanto:

dxdy =

.. 9T, a8
[ S ey = -
EEL S 6l

(21, - 21, -T,,+T,)

La integracion del sustraendo de

2

[k, % S,dxdy =

4 a 1
[k, ( "S)dxdy ~[[ k, Byadxd
también se obtiene con sencillez al descomponer

Ji= Ty B, sy

en cuatro integrales, obtenidas al sustituir
Tap=TiSi+ TS+ T S+ Ty Sy

Como en el caso anterior, calculos elementales nos dan

estos cuatro resultados:

([ &, Ti}i B tedy =
}}

2
X

k1
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//kra;%idxdy

k1
=——[[k ( )(I——)dxd p=—ZT,
ff; !'(_1 g OS aS =
ki
-7l (%)(‘—-)dw
e “as asdd

g )dmy—?

Por tanto:

w08 4o Kt
ffk oxf ox iy 6w

Finalmente, s6lo nos queda evaluar la integral corres-
pondiente al tercer sumando del integrando de la ecua-
cion

(21, +T,-T, -2T,)

o°T, T
+q |Sdxdy =0,

jx k’ ax;p +k_l-‘ ayzp

gue nos da:

gbw

[ a5y L dty=of Saf " ay= 2.

Reuniendo todos los resultados obtenidos resulta
gue la ecuacién

fj(

se transforma en

~2

‘T, ‘
s-+q |S;dxdy =0
- Oy

2T, +T, )+

hw hwT, ki,
—?(21;+1;)+ 2’--(

niT,
& = (2L~ 2T~ T, +T,)+

B
glw

k1
- L (R2T,+T,-T,-2T, )+ £==0
6w ' 4

3.5. Ecuacién matricial de las temperaturas en
los nodos de un rectangulo.

De forma anéloga a lo hecho en el apartado 3.4 se
calculan las integrales correspondientes a los otros tres
nodos del rectangulo A sustituyendo S; por S;, S,y S,.
Las cuatro ecuaciones que nos daran las temperaturas
aproximadas en los nodos del rectangulo A son pues:

ﬂ ( "‘” : j S, dxdy =

I ( k. 60} pt )S Axdy=0
2 |

“p +k, *+q |S,dxdy=0

j[( ""+k o L 4 q|S,dxdy=0

y el resultado obtenido al calcular las integrales se
resume en la ecuacion matricial:

S B

=B 4B +C D + B+ P +
¥

2~ a3

f I y

1| ar
goui k), Fep (C,+D,+E, +F,)=
4 1" "2
\1/ 0/

gue permite obtener las temperaturas aproximadas en
los nodos siendo:

A A N
PR 2. B 1 =
E gl 1T 8 2
V1 =1 2 2
2 1 -1 -2
kIl 2 2 4

B =X
Y Tew| -1 2 2 1
=2 1 1. 2
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(2 1 0 0) (1)
_h|1 200 11
'“6l0 0 0 0 > 2]|0

0 0 0 0 10/

[0 0 0 0] [0\

pil0 2 1 0 i 1\
Di=— > 7 T

610 1 20 2 1’

0 0 0 0 \0]

[0 0 0 0 [0)

E_ﬂo 00 0 e o\

‘_60021’2_2”

10 0 1 2/ il

2 0 0 1 1.i
thﬂaooo’ﬁzzo

6(0 0 0 0 =3 0,

11 0 0 2 |1/

Las matrices C; y C, serian matrices nulas si en el
lado que une los nodos P; y P; no hubiese conveccion,
sucediendo lo analogo cuando alguno de los otros
lados estuviese aislado y no tuviese conveccion, por lo
que:

e Las matrices D; y D, serian matrices nulas si en
el lado que une los nodos P; y Py, no hubiese
conveccion.

e Las matrices E; y E, serian matrices nulas si en
el lado que une los nodos P, y P, no hubiese
conveccion.

® Y las matrices F; y F, serian matrices nulas si en
el lado que une los nodos P,, y P; no hay convec-
cion.

4. APLICACION EN UN EJEMPLO
SENCILLO.

Supondremos que tenemos un cubo de altura 1
metro en que los vértices de su base A son los nodos
P, =(0,0), P,=(06,0), B, =(0,06) y P, =(0.6,0.6).
El cubo es un foco da calor isétropo que genera 1000
watios por metro cubico (g :IOOOW/(m" x min ),
siendo su conductividad k, =k, =1.2W /(mx°C x min ).
Sus cuatro caras laterales estan en contacto con el aire,

cuyo coeficiente de conveccion toma el valor
h= 20W/(_m~><“C>< min | y su temperatura es de 30°C.
Las otras dos caras estan aisladas.

Para obtener la temperatura aproximada de los cua-
tro nodos de A al alcanzar el estado estacionario, utili-
zando un Unico elemento que coincide con el cuadra-
do A, deberemos resolver el sistema

|.?;'
o
—(B,+B,+C,+D +E +F) TJ +
VLl
I1' I;OII‘I
1| AT 0
%1 —L(C,+D,+E, +F,)= 0
I-lI I_I0|’
donde:
(4 -1 =2 4.\
g 4 ~1 3
B\_+B\=£
SET g2 4l 4 —1}
=t =2 -1 4
4 1 0 1)
1 4 1 0
€ 4D +E =200
01 4 l}l
1 0 1 4
1) I\
glw|1]_1000x0.6x0.6 1i
4 11 4 1’
\1) |1
.2\|
hT 2
L(C +D, + B, 8 =220 106
2 2 2’
2|

Por tanto, al sustituir estas matrices se obtiene la
ecuacion matricial

[88 1.8 —04 18\/T\ [450\ /0|
18 88 18 047 g 450 | 0\
-04 18 88 18 ||T 450 |0

118 —04 1.8 88/\7 ] \450/ lo

-,

‘i
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cuya solucion
T=T=Tp,=T,=375

da la temperatura aproximada en los nodos.

Este resultado se deduce de la simetria del proble-
ma, que implica que Tj=T;=T,=T,, y de que en esta-
do de equilibrio el calor generado es igual al calor per-
dido por conveccidn, que nos da la ecuacion

1000x0.6x0.6x1=4(20x0.6x1x (7, —30))
cuya solucion es T,=37.5.

5. RESOLUCION DEL EJEMPLO
ANTERIOR CON EL PROGRAMA ANSYS.

5.1. Preferencias.

Si se le indica al programa que se va a resolver un
problema térmico se reducen las opciones que nos pre-
sentard el programa en cada apartado, minimizando
ademas la cantidad de memoria utilizada por el progra-
ma. Para ello se debe seleccionar Thermal en el apar-
tado de preferencias (Figura 4).

=] I\ Preferences for GUI Filtering
: ;rTPIIO“”N [¥EYW] Preferences for GUI Fitering
olution

@ General Postproc Bl ot i et -

@ TimeHist Postpro iR

@ Topological Opt @ Thermal

D DA Taal =
Figura 4.

5.2. Introduccion de datos del problema.

Se hace en varios pasos desde el apartado
Preprocessor del programa Ansys. En este ejemplo
seguiriamos la secuencia siguiente:

5.2.1. Definir el problema que vamos a estudiar.
En este ejemplo seleccionariamos Thermal Solid,

utilizando elementos rectangulares de cuatro nodos
(Figura 5).

[\ Library of Element Types
Definad Element Ty Uy of et Types

NONE DEFINED

Figura 5.

5.2.2. Introduccion del valor de la conductividad.

Se elige conductividad térmica is6tropa en el apar-
tado de Modelos de material (Figura 6).

B Waterial Props

@ Material Library
B Temperature Units

B Electromag Units
= Pitoria Modeld

B Convert ALPx Matenal Madel Number 4 & Favontss
B Change Mat Hum & Structural
& Failure Criteria o Therral

& Conductivty
'

& Orthatrop

Iiaterial Models Avail

B Write to File
B Read from File
Sections

Figura 6.

5.2.3. Parte geométrica: Dibujo de la figura.

Se haré en este caso indicando las dos abscisas y las
dos ordenadas que definen rectas que contienen los
lados del rectangulo (Figura 7).

=] m NG Rectangle by Dimensions

g:ﬁ:; ) [RECTNG] Create Rectangle by Dimensions
Area Fillet R oy CH—
blumes ¥1,¥2 Y-coordinates D m

Figura 7.

5.2.4. Definicidén del tamafio de los elementos

Dentro del apartado destinado a generar el mallado
se indica el tamafio de los lados de la malla. En este
caso basta con indicar que los lados miden 0.6 m
(Figura 8).

B Meshing
& Mesh Attributes
B MeshTool
& Size Cntrls
B SmartSize
B ManualSize
B Global I\ Global Element Sizes
=]Size} (ESIZE] Global slement sizes and dvisions (applies only
S el e
o T
B Other SIZE Element edge length G
Figura 8.

5.2.5. Generacion del mallado.

Hay que indicar que partes de la figura se deben
mallar. En este caso se malla el Unico cuadrado que
compone la figura, para lo que seleccionaremos Pick
All (Figura 9).



58 Manuel Lopez Pellicer et al. Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2011; 105
8 Mesh ' “Solucién” resuelve la ecuacion matricial, si la matriz
?:}EYPO'”*S —_— que multiplica al vector de incognitas es regular. En

nes

Reset |

Pick All |

B Areas
@ Mapped

e

3] Tarcaabk ©; o

Figura 9.

5.2.6. Introduccion de las condiciones en los limi-
tes (conveccidn) e iniciales (generacion de calor).

El programa tiene un apartado para introducir las
condiciones en los limites, que en este caso es convec-
cion térmica en los lados (Figura 10).

B Loads
@ Analysis Type [SFL] Apply Fim Coef on knes ey
8 Define Loads

B Settings If Constant value then;
8 Apply VALL Film coaffickent
8 Thermal
® Temperature | (5714wl Bk Temp on ines Constant vahue
B Heat Flo-_.«r e i B
" EAN | )

Figura 10.

También tiene otro apartado para definir el calor
generado por el rectangulo A (Figura 11).

B Heat Generat il Apply HGEN on areas
A 0OnLines [BFA] Apply HGEN on areas as a [Constant vaiue
PAON Areas|
If Constant value than:

A On Volumes
A On Keypoints || YALUE Load HGEN value

L - IV P

Figura 11.

5.3. Resolucion de la ecuacion.

El programa ya tiene los datos que le permiten
obtener la ecuacién matricial. En el apartado

© Load Step Opts| rieue DIemImeLITy, . ... ........ 0
@ Physics o R e R Sl STATIE (sTEatrv-sTHTE |
@ SE Manag R SRR T soive Current Load Step
B Results Trackin [SOLVE] Begin Solution of Currd
B Solve
u Ak Reniew the summary information
B From LS Filed (entiled *YSTATUS Command’
B Partial Solu the solution
B Adaptive Mes
& Manual Rezonin e ——
@ FLOTRAN Set Ui e

B SE Managemen

B Results Trackin|

8 Solve
L_iCurrent LS
& From LS File
& Partial Solu
B &dactive Mes

Figura 12.

caso contrario indica que no ha sido posible obtener la
solucion, y da indicaciones relacionadas con la falta de
regularidad de dicha matriz, lo que ayuda a corregir el
error (Figura 12).

5.4. Lectura y dibujo de resultados.

La lectura numérica y el dibujo de resultados exige
ir a la parte post-proceso del programa para extraer los
resultados que ha generado el programa, asi como para
obtener diferentes representaciones graficas.

El listado de las temperaturas en los nodos se obtie-
ne en el subapartado List Results (Figura 13).

& General Postproc TAVPRNSOL  Comnu

H Data & File Opts File
B Results Summary
@ Read Results

@ Plot Results

B List Results

8 General Postproc
B Data & File Opts
B Results Summary

E Read Results
B Plot Results
& List Results
B Detalled Summary

FRINT TENP MOGAL SO0LUTT]
mwms POST] MODRL DEGH]

@ Rteration Sumi L STEP 1 R

-] P:llcent Euo.m kem to be hsted B Detalled Summary | THe 1000

® Sorted Listing 8 Favorites B Iteration Summry WE TP

g & Modal Solution B Percent Error 3

N Sk Sokon # DOF Solion @ Sorted Listing i Ta

B SnotWald Saltion 1032 Temperati [=]Nodal Solutio :
Figura 13.

Se puede comprobar que la solucién dada por el
programa es la obtenida en el apartado 4.

6. REFINAMIENTO DEL MALLADO.

La hipotesis de linealidad sélo es razonable si el
rectangulo A es pequefio. Por tanto, para mejorar la
resolucién aproximada de la ecuacién del calor en un
recinto plano Q vamos a dividirlo en pequefios rectan-
gulos.

Esta division recibe el nombre de refinamiento del
mallado de Q y cada rectangulo determinado por el
nuevo mallado es un elemento. En esta sencilla expo-
sicion los elementos seran rectangulos. En general, los
elementos pueden tener distintas formas geomeétricas,
siendo rectangulos y triangulos las formas mas fre-
cuentes.

En el método de Galerkin la expresion de la tempe-
ratura aproximada en cada nuevo elemento rectangular
es la obtenida anteriormente
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Tap: Ti Si+Tj Sj+Tm Sm+Tn Sn

donde T;, Tj, T, ¥ T, son las temperaturas aproximadas
en los veértices de ese nuevo rectangulo. Por tanto, la
expresion de la temperatura aproximada en un punto
cualquiera del recinto Q se obtiene reuniendo las
expresiones en cada elemento, que nos da la formula:
Taﬂ = sefI;Sf
donde | es el conjunto de nodos, T, es la temperatura
en el nodo iy S; es la funcion de Galerkin correspon-
diente al nodo P, en Q. La funcion S; es nula en todos
los elementos que no contienen al nodo P, y la restric-
cién de S; a un elemento que contenga al nodo P; es la
funcion de Galerkin correspondiente al nodo P; en ese
elemento.

Para obtener los valores T;, iel, el método de
Galerkin exige:

® QueT, ZMI}SF verifique las condiciones en
la frontera.

®  Que el residuo

o°T, o°T

k —2+k —2+qg-0=
i oy’ 4
T 0°'T
k——%k—r%y,
¥ oxt oy’

obtenido al sustituir T, en la ecuacion diferen-
cial, verifique las condiciones de ortogonalidad:

ool . T, o', |
[| | k. ==+ k,—3"+q | S,dxdy =0,
W0 . a_x" - Oy‘ |

para cada i e 1.

6.1. Descomposicion de las integrales y
ensamblado.

Para cada indice i la integral

3T 8T
U( 0T, ;ﬂ +k cy;ﬁ

es la suma de las integrales correspondientes a los ele-
mentos que tienen el vértice P;. Si, por ejemplo, A, A,
y A;, son los elementos que tienen el vértice P, se tiene
que

+q |S,dxdy

] s B 821;

2
m 1 /‘ /‘
m {

y para obtener la ecuacién

q |S.dxdy =

!

up

q |S,dxdy

~2

I ( oty oa;;*’ rq ] S.dxdy =0

se procede asi en el nodo P;, y andlogamente en cual-
quier otro nodo:

e  Secalculan las tres integrales

e, e
[ (k= +k,—Z+q |Sdvdy, m=11,1I
deide) T G 7Oy

e Se suman las tres integrales, lo que se llama
ensamblado, y se iguala la suma obtenida a0, lo
gue suministra la ecuacién correspondiente al
nodo P;:

[i|e 57

QE

m i { [}'( ¢ rfp+k "P +g]SdXdy 0
Cy

)

L +q Srdxdy =

m!.

Exactamente igual a como se hizo en el apartado 3,
la introduccion de la conveccion en cada una de las
integrales

S|

exige la transformacion del integrando para que apa-
rezcan las derivadas primeras, lo que se consigue con
las identidades:

-2

oT
:.-p i k ap +q
oy’

S.dxdy =

62?:;;1 S _i;a}::p S \) aTap S,
o’ ' oax| ox ox Ox
T y(oT. \ oT
- |- 2,
o y\ o o

En el subapartado 3.4 se obtuvo para el rectangulo
A indicado en dicho subapartado que
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1k G = o0 T

dy.
X ax fiis y—

donde la integral corresponde al lado que une los
nodos P; y P,. Cuando en ese lado existe conveccion se
utiliza que en el estado estacionario

y se calcula la integral, segln se hizo en 3.4.

6.2. Lados pertenecientes a dos elementos.

Si el lado que une los nodos P, y P, tuviese otro ele-
mento contiguo a la izquierda, no es necesario evaluar
la

V=W aT \
fLa\-skgz | o

\ ! x=0

puesto que al calcular la correspondiente integral en el
elemento contiguo se obtiene

y=w ( aTa
[ Sk ==
£P0°) ox

) dy,

! x=0

resultando al ensamblar que:

-5k, oy
\ ox |

Y=w

Vo

dy+/” [s.k.—axfi&

J y=0 ix

dy=0
0

7. EJEMPLO SENCILLO DE
REFINAMIENTO DEL MALLADO.

Vamos a repetir el calculo manual del apartado 4
dividiendo el rectangulo A en cuatro rectangulos igua-

les, con lo que obtendremos los cuatro elementos A,
A Ay Ay -

Eligiendo el origen de coordenadas en el centro del
rectdngulo A de manera que los ejes de coordenadas
sean paralelos a dos lados perpendiculares de A, se
tiene que los nodos de los cuatro elementos obtenidos
son los puntos:

Ny=(0,0); N, =(03,0); N,=(03,0.3);
N, =(0,03); N,=(-03,03) N;=(-0.3,0);
No=(=03,-03); N, =(0,-0.3); N,=(0.3,-0.3)

Los nodos de los cuatro elementos y los lados con
conveccion vienen indicados en la tabla 1.

Se han numerado los nodos en el orden en que se
han deducido las férmulas, para facilitar el seguimien-
to de los cuatro subapartados siguientes.

La expresién aproximada de la temperatura en esta-
do estacionario tiene la forma

Too=ToSo+ TiS1+ TS+ oS+ TySy +
TS5+ TS+ T;S;+TgSq

Vamos a calcular las nueve temperaturas de manera
que

ix

L, 0L, .
= +k, o +q |Sdxdy=0, i=0,],...,8.

donde S; es la funcion que en cada uno de los rectan-
gulos que contienen al vértice i coincide con la funcién
de Galerkin de ese vértice en cada rectangulo, segin la
definicion dada en el subapartado 3.1.

Cada una de las nueve integrales anteriores es la
suma de las cuatro integrales siguientes:

Elementos Nodos Lados con conveccion
A; Ny, Mz, N, N, NN, y N,N;
Ay Ns, Ny, N3, N, N3Ny  y Ny Ns
Apr Ng, N, Ny, N N5 Ny y NgN;
A N7, N, Ny, No N7 Ng ¥ Ny Ny
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il ( o, “P+k o S dxdy =

a;p 4
w kS

Obsérvese que para cada elemento A; solo hay que
calcular las cuatro integrales

2

q |S,dxdy

‘J

X +q )Sa’xdy

correspondientes a los cuatro indices i para las que el
nodo P; eAj, ya que si PigAj se tiene que

| -‘AT a
i

De esta observacidn, de los resultados obtenidos en
el subapartado 3.4 y de la observacidn sobre lados que
pertenecen a dos elementos contiguos del subaparato
6.2 se deduce que:

7.1. Contribucion del elemento A,.

La contribucion del elemento A, estd formada por
las integrales

ffA “" +k 6;;1, +q |S,dxdy,

i=0,1,2,3,4,5,6,7,8.

So6lo hay que calcular las correspondientes a los valo-
res de i que son subindices de los nodos de A, que en
este caso son i=0, 1, 2y 3. Los valores de estas cuatro
integrales son las componentes del vector

f}';]

—(_A+B+C,+D]+E1+F,)?
2
T3J

N
glw| 1
4 |1

1)

KT, _
Tf(_cz +D,+E, +F,)

donde:

5 R R TR A R [
kw2 2 1 | 12/8 & 1 -4
A= ¥y 2 2| st 1 2 -3
V1 =1 =2 3] 1 =t =2 2
T = TR = T
_EIf1 2 2 -] 12 1 2 -2 -1
“ewl-1 2 2 1| 6(-1 2 2 1
\® <1 & 3 \3 = 1 3

Las matrices C; y C, son matrices nulas, ya que no
hay conveccion en el lado que une los nodos Py y P;.
También son nulas las matrices F; y F,, pues tampoco
hay conveccion en el lado P; P,

Al haber conveccion en el lado P, P, se tiene que las
matrices D, y D, son:

0 0 0 0 00 0 0
D_k_w0210_20><0,30210\
"“slo 1 20 6 |01 20

\0000 0 0 0 0

A
w1031
5= 211
of

y por la conveccion en el lado P,P5 se deduce que:

00 0 0 0 0 0 0
_hI[0 0 0 0] 20%0.3/0 0 0 0
'"6lo 0o 2 1] 6 |00 2 1

00 1 2 00 1 2

0 0|
EZ:U):EO
211 211

1 1

Al sustituir las matrices obtenidas se obtiene la
siguiente contribucion:

[08 -02 -04 -02|(7,\ [225]

|-02 28 08 -04|7 . 112.5

-04 08 48 0.8 (|7, 202.5

\-02 04 08 28/\%] |112.5)
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(—0.87, +0.2T; + 0.4T, +0.27, +22.5 |
+0.27, —2.87, —0.87, +0.4T; +112.5
+0.47;, —0.87; —4.8T, — 0.87, +202.5
+0.27, +0.47 —0.87, —2.87; +112.5

cuyo significado es que:

]

2

jL{( . “" il aj"’+q)50dxdy=

= —0.8T, +0.2T, + 0.4T, +0.2T, +22.5

[ k ap

= 0.27, —2.8T, —0.8T, + 0.4T, +112.5

]

1.2

— 04T, —0.8T, — 4.8T, —0.8T, +202.5

ff,{( ”” +k, ﬁ;;:"’nLq)S dxdy =

= 0.2T, +0.4T, — 0.8, — 2.8T, +112.5

—\2

S,dxdy =

7.2. Contribucion del elemento A,.

La contribucion del elemento A, esta formada por
las integrales

i

pues i=5, 0, 3y 4 son los subindices de los nodos del
elemento A;,. Con un calculo anélogo al precedente,
considerando que los lados con conveccion son P;P, y
P, Ps, se obtiene que los resultados de estas cuatro inte-
grales son:

[j%( "f’ +k,

= 2.8T, +0.2T, +0.4T, - 0.8T, +112.5

. T 0T,

k ap a

X a2
ox

Sdxdy, i=5,0,3y4,

f\2

> +q)Ssa’xdy =

1l

[ Gzt S2va
o By ]

= 0.2, —0.8T, +0.2T, + 0.4T, +22.5

Sodxdy =

S,dxdy =

[ PE
e SvEs

= 0.4.8T, +0.2T, —2.8T, — 0.8T, +112.5

(.k __627:‘-" k 62Tﬂp |
“'[‘"/AHI X axz =+ ¥ ayz +ql 4

= 0.87, +0.4T, — 0.8, — 4.8T, +202.5

7.3. Contribucion del elemento A,,,.

Esta formada por las integrales

PR
[/ [k_r—f+ku—f+q S, dxdy
S\ " ox Y oyl |

para los subindices i=6, 7, 0 y 5, que corresponden a
los nodos del elemento A;,. Los resultados de estas
integrales son:

2 QT.
I (kxaa 2,k 0
st x

=— 4.8T, —0.8T, +0.4T, — 0.87, +202.5

L +q )S6dxdy =
oy’ J

o o L . O
./‘./_.um k. o’ ik, oy’ -t

——0.8T, —2.8T, + 0.2T, + 0.4T, +112.5

S, dxdy =

&r o’T

][Im ( kx a—x;ﬁ i k'v ay;p *e

= 04T, +0.2T, - 0.8T, +0.2T, +22.5

Ssdxdy =

2 2
L
1 (k a8 @,k G

——0.8T, + 04T, +0.2T, — 2.8T, +112.5

+q)S dxdy =

7.4. Contribucion del elemento Ay

Se obtiene con las integrales

U (&, az?lp 827‘

S dxdy
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para los subindices i=7, 8, 1y 0, que corresponden a
los nodos del elemento A,,. Los resultados de estas
integrales son:

11, &

=—2.8T, 0.8, + 04T, +0.2T, +112.5

5.2?;‘7 aZI:‘P \
——+k,——-+q |S,dxdy =
Ox oy .

5 T;‘p azj:ip II
R —klY JSdedyz
()y |

1)

S Ay

2
ox

=—0.8T, —4.8T, — 0.8T, +0.4T, + 202.5

5 ~2

.ZY;F o I‘;‘P \
— +k},—ﬂ —+g ]Sldxdyz
Ox Oy /

I 1%
= 0.4T, —0.8T, — 2.87, +0.2T, +112.5

62]‘:’]’ aZTﬂ I
bk —th ]S(,dxdy =

11, |k

=0.2T, + 0.4T, +0.2T, —0.8T, + 22.5

9

o’ oy

7.5 Ensamblado.

Los resultados anteriores nos permiten deducir las
nueve ecuaciones

o 0T, T, |
//4( bk —2 g JSJ.dxdy =0, i=0,1,...8.
k) ox ‘ 34

cuya solucion son las nueve temperaturas del estado
estacionario, ya que al ser

ol BTy BT )
[ | ke —=+k,——E+q |Sdxdy =
ST ox 7 Oy

i 2 A

o’T, i
kr —2‘” + kv a—'}p e q Se'd‘Xd);
T ox oy

\ J

B

se tiene que las nueve ecuaciones anteriores son:

T o°T ]
ap ap
4 k_l, 54

[ Z
22
=5 4y * ax 6v

\ ~ /

S.dxdy =0,

i=0,1...,8.

El ensamblado consiste en la realizacion de estas
sumas, que en el ejemplo nos proporciona el sistema:

—3.2T+0.4T; +0.4T,+0.4T,+0.4T,+0.4T5+0.4T,+
+0.4T;+0.4Tg+90=0

0.4T,—5.6T,—0.8T,+0.4T,+0.4T,—0.8T4+225=0
0.4T,—-0.8T,—-4.8T,—0.8T;+202.5=0

0.4T,+0.4T,-0.8T,—5.6T;—0.8T,+0.4T;+225=0
0.4T,—0.8T;—4.8T,—~0.8T;+202.5=0

0.4T,+0.4T;—0.8T,~5.6T5—0.8T¢+0.4T,+225=0
0.4T,—0.8T;—4.8T;—0.8T,+202.5=0

0.4T,+0.4T,+0.4T,—0.8T;—5.6T;—0.8Ts+225=0
0.4T,—0.8T;—-0.8T,-4.8T4+202.5=0

cuya solucion es:

T,=665.625
T]_: T3: T5: T7: 41016
T,=T,=Te=T,=33.984

7.6. Utilizacion de la simetria para simplificar
la resolucion del problema.

El objetivo del sencillo ejercicio desarrollado en los
subapartados anteriores es explicar el ensamblado. Por
esta razén no se utiliz6 la simetria del problema, que
permite reducirlo al estudio del elemento A, con con-
veccion en los lados PP, y P,P;. En este elemento la
expresion aproximada de la temperatura en estado
estacionario es

Tap=ToSp+ Ty S+ 1,8, +T5S;

por lo que debe suceder que

| 62?:.: 62Ta) .
[l (kx 2 k2 4 g |S.dxdy =0,
<A\ ox” 7oyt
i=0,1,2 y 3.

La resolucidn de estas cuatro integrales, hecha en el
subapartado 7.1, proporciona el sistema:

I,

L |

{ 62}:‘ 82?—; \
| bk, 2 g |S,dxdy =

X o2 y a2

ox
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=—0.87, +0.27, +0.47, + 0.27, +22.5=0

i s

=0.4T, —0.8T, — 4.8T, — 0.8T, +202.5=0
T 0T

ff —a*k ay:p+q)$3dxdy~_—

=0.2T, +0.4T, - 0.8T, — 2.8T, +112.5=0

T
"F Bt +q)$2dxdy=

cuya solucion es:
T,=65.625
T,=T,=41.016
T,=33.984

La simetria nos proporciona las temperaturas en los
demas nodos de los elementos rectangulares A, Ay, Y
AIV'

8. AUMENTO DEL REFINAMIENTO DEL
MALLADO.

La aproximacion aumenta si las dimensiones de los
elementos son pequefias, lo que provoca un gran
aumento del nimero de nodos, proporcionando un sis-
tema de muchas ecuaciones, que exige la utilizacion
del ordenador.

B Size Cntrls
B SmartSize
B ManualSize
B Global

ﬂ‘ Global Element Sizes

Figura 14.

Si se malla con tamafio 0.06m se produciran 100
elementos, que tienen 121 nodos, con lo que se gene-
rara un sistema lineal de 121 incognitas (Figura 14).

El programa permite listar las temperaturas de los
121 nodos cuando se llega al estado de equilibrio. A
continuacion, en la tabla 2, se da una parte del listado
con las temperaturas de 14 nodos, indicando las coor-
denadas de esos nodos para localizarlos.

Nodo 1 2 3 4 5 6 7 8
LI (0.0) | (06,0) | (0.06,0) | (0.12,0) | (0.18,0) | (0.24,0) | (0.30,0) | (0.36,0)
O 33736 | 33.736 | 35770 | 37.453 | 38550 | 39.172 | 39.374 | 39.172

Nodo 116 17 18 19 120 121
(e e P (0.54,0.24) | (0.54,0.3) | (0.54,0.36) | (0.54,0.42) | (0.54,0.48) | (0.54,0.54)
Temperatura 47.185 47.574 47.185 45.984 43.868 40.659

Tabla 2
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Figura 15.

B General Postproc
B Data & File Opts
B Results Summary
@ Read Results
B Plot Results
8 Contour Plot
=

Item to be contoured

@& Favorites
& Nodal Solution
& DOF Solution

L ANodal Temperaturel

Figura 16.

Figura 17.

El programa utilizado también permite numerar los
nodos, facilitando su ubicacion (Figura 15).

Ademas se puede visualizar graficamente la distri-
bucion de temperaturas en estado estacionario desde
Plot Results (Figura 16).

Se obtiene un grafico que nos muestra la distribu-
cién de temperaturas en el estado estacionario (Figura
17).

9. RESOLUCION APROXIMADA DE LA
ECUACION DEL CALOR EN UN
TRIANGULO

Al mallar un area se utilizan diversos tipos de poli-
gonos y dentro de cada tipo de poligonos se utilizan
diferentes numeros de nodos. Por ejemplo se puede
mallar con rectangulos de cuatro nodos, como se ha
visto en el ejemplo anterior, pero también se malla con
rectangulos de ocho nodos, situados en los vértices y
en los puntos medios de los lados. En el caso tridimen-
sional, los volumenes se mallan con poliedros, caso
gue no vamos a considerar en esta exposicion elemen-
tal, que vamos a completar describiendo como se
resuelve aproximadamente la ecuacion del calor en un
triangulo, que tal vez sea el poligono mas utilizado
para mallar &reas, por su facil adaptacion para recubrir
areas. En elementos finitos se utilizan triangulos con 3
nodos, situados en los veértices, y con 6 nodos, situados
en los vértices y en los puntos medios de los lados.

Supondremos pues que B es un triangulo de vérti-
ces P=(x,y), P.=(x,y;]y B, =(x,,y, ). Ademas
consideraremos que B es suficientemente pequefio para
poder admitir la hipotesis de variacion lineal, que nos
dice que la variacion de la temperatura T es (muy apro-
ximadamente) lineal cuando nos movemos en una
linea recta dentro de B.

9.1. Expresion de la temperatura aproximada
con las funciones de Galerkin.

Es muy sencillo expresar la temperatura aproxima-

da Ty, en un punto P=(x,y)e B en funcion de las
temperaturas T;, T; y T, de los vertices si se supone la
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hipotesis de variacion lineal para la temperatura apro-
ximada T, pues con sencillas interpolaciones, o mas
directamente por convexidad, se deduce que:

e  Las coordenadas del punto P = (x,y} se expre-
san en funcidén de las coordenadas de los vérti-
ces mediante la combinacidn convexa

{x,}’)= Yi ()C,-,}’:- )+ Y; [Xj:yj )+?.&-{xk 2 Vi ]

donde los coeficientes son tres ndmeros no
negativos tales que
1=nty+tn

y al despejar mediante la regla de Sarrus se
obtiene:

I 1 1}j1 1 1

V=X

Y ¥, Vel Vi Vi W

B 2 Area PR.P 1

" 24rea PPP, 24
siendo @, =x,y, —x,¥;; Bi=y,— ¥ O, =% —x,

XX x, x|=

—(@,+Px+6,y)

I 1 1|1 1 1
Y=l X o xlix X, x =
Vi Vo Vel Vi Vi Wk
_ 2Area RPF, 1
" 2drea BPF 24

con &; =XV, — X Vs ﬂ_f =i

—(a, +Bx+0,y)

— Vs O;=%,—%

11 1|1 1 o1

Ye=X X, x|Hx X, x|=
Yo Y Yoy, w

B Area RRP 1

~ AreaPPP, 24

Vi=%Yi Be=Yi=Y; O, =% —x

(@, +Bx+08,y)

siendo &, =X

donde A es el area del triangulo B de vértices
R:( r‘!va:!io_g ( 2 ;JyP L\rj‘a,}"‘k_:'

La condicion 1=y+y+y es equivalente a la igual-

dad trivial

Area PP, P = Area PP,P + Area P,PP + Area B,RP,

siendo los tres sumandos positivos cuando P es un
punto interior al tridngulo B.

e Recordando la hipétesis de variacién lineal se
deduce que la temperatura aproximada en el
punto P = (x,y} del tridngulo B, siendo

(an’): Yi (xi’yi >+ 7 <xj’yj >+ Vi (xk’yk )Z
= (IJ -.J-"I }+ yi ;(.I.l"-l"a' :)_(‘\-1"‘}:.- }:+

Vi (X e )= (X001 )§
es

LBy =T+ G~ T+, L =T, =
=Tty T nd

e Antes se ha obtenido la expresion de los coefi-
cientes y, % Y % que son funciones que depen-
den de las coordenadas x e y del punto P. Se les
Ilama funciones de Galerkin y las representare-
mos por S;, S; y Sy, que se suelen definir de la
siguiente forma:

o §;es una funcion que vale 1 en P,y toma el
valor 0 en los otros dos vértices. La ecua-
cion de la recta que pasa por Py B es
(x=x)(», =y )+ -y _“"}]:0- Por
tanto desarrollando el primer miembro de
esta ecuacion y dividiendo por su valor en el

punto P, se obtiene:
S, (X )= L M TS
P 24 24~ 24

que coincide con la expresién obtenida antes
para ;.

©  Analogamente se definen S;y Sy y se com-
prueba que S;=y y que S,= y.

Por tanto, en lo sucesivo utilizaremos como
expresion de la temperatura aproximada en el
punto P la expresion de Galerkin

Tap: TiSi +T]SJ +TkSk

9.2. Ecuaciones para un elemento triangular.

El método de Galerkin para obtener los valores T;,

T; y Ty de la temperatura aproximada T,, consiste en:

e  Exigir que se verifiquen las condiciones en la
frontera.
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® Y que el residuo obtenido al sustituir T, en la
ecuacion diferencial, que es
iz o°T,,
g gl =

ox’ oy”

T o°T
2 t‘rl ag
sk —Fk —~¥y

C. Y oy
verifique las tres condiciones siguientes de orto-
gonalidad:

k

63T 5-3T

ox* 'ﬁ‘

+q]9drd1

@ g ]5; didy =0

Para simplificar vamos a suponer isotropia en la con-
ductividad, es decir k,=k,.

9.3. Condiciones de frontera.

Supondremos que la condicién de frontera es con-
veccion en los tres lados del triangulo B. En el estado
estacionario sucede que el calor generado en el ele-
mento triangular es igual al calor emitido por los tres
lados por conveccion.

9.4. Introduccion de las condiciones de fronte-
ray calculo de integrales.

9.4.1. Primeras transformaciones para introduc-
cién de la conveccion.

La introduccién de la conveccion en
Ly
exige la transformacion del integrando que ya se hizo
en el caso del rectangulo y, ademas, alguna transfor-
macién adicional para obtener derivadas de la tempe-
ratura aproximada en direccién perpendicular a cada

lado (lo cual era muy sencillo en el caso del rectangu-
lo). Por tanto utilizaremos las identidades:

% 3
a2 a2

% T:“ o T:!' .
k - 'r'f'!"\'ﬂ—;'f'q S,.dra}':{]

2

ox” oy

-~ A
0T, _0 ,P S ) 0 w s,

ox” ' ox ox  ox
~2

oT oT ol a8

ap - _ap " ap O

g O T ) .
oy 0 ) oy oy Oy

con las que la parte de la integral

[[|k——+k—E+q ]&-dm{V:U
s g oy” /

correspondiente a cada uno de los dos primeros
sumandos del integrando se descompone en:

~2

”;,»k %Sid\'dy =

- [r 2| S Ja- f[ 122 By

X ox Ox

~2

] /3 k Oa T;p S.dxdy =

oy

"Tw, as,
dy oy

~ k2225 )dmj [ kS L ey,

oy\ oy

La suma de las dos primeras integrales

o80T oo (0T
[k 25, |y + [ k| 25, sy
B x|\ éx ) JVB oy\ oy

es, por el teorema de Stokes, igual a la integral

f B . O
:/1\[— —L£.8i+ IS;) (dxi +dyj )

.
puesto que el rotacional de
E\T(‘.'p = F‘T
- Si+—=L8,j
(L ox

€es

|ALF;[ 6‘-3':,!, SJ_ ')_‘\L'}'“af:;p Si ]}E‘
ox\ ox ] ox\ oy /
En la integral anterior T es el contorno del triangulo B
recorrido en sentido positivo. Al hacer el producto
escalar en la ultima integral se obtiene:
. I 6 an F}?—\HJ I
;/,A—( " et =Ly S
Jro\ oy ox |

A este resultado se llega directamente aplicando el
Teorema de Green a la suma antes considerada de las
dos primeras integrales.
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9.4.2. Transformacion del integrando.

Supongamos que dl es el moédulo del vector de
origen (x, y) y extremo (x + dx, y + dy}, siendo el sen-
tido de este vector el inducido por el sentido positivo
de recorrido de T. Si o es el angulo del eje OX con el
vector v se tiene que

[ o _ Vv
a’!cos(af+5):dfsm{_—a):—dfsma:—a’y

disin[a’ +%):dicos{—a}:d!cosa:dr

y al sustituir en la integral

"\.

kb - ””Sd 'J”"’Sd-:
(

queda:

’2"

> I CTJ ap
;_f.[_k(— @ gt S dv) =

oy ox

;r:r;;

sm[a+—}+ wx(cx+—)).§d€

Dado que el perimetro del tridngulo se recorre en sen-
tido positivo se tiene que « +% es el angulo que
forma OX con el vector n;,;, que es el vector unitario
normal en el punto (x, y) al lado del tridngulo y con
sentido hacia el interior del tridngulo B. Por el teorema
del gradiente
oT oT

(H? R’ . O?:flf? 4 . R— Ill
— —2cos| @ += |+ —Lsin| a + =
on, oy 24

it

y, finalmente, la integral anterior se transforma en

ox

/i\( "*f’dw"”f’ ]s —/kn"”Sdi'

mt

9.4.3. Calculo de las integrales en cada lado.

La integral anterior exige hacer tres integrales, una
por cada lado. Si el lado de nodos P, y B, tiene convec-
cioén, la condicidn de equilibrio en el estado estaciona-
rio nos dice que el calor que llega por unidad de tiem-
po al segmento de origen (X, y) y extremo (x+dx, y+dy)
es igual al calor que sale por conveccion por ese seg-
mento en unidad de tiempo, por lo que

/T‘)
kxdlx—%=hxdlx(T

1
on E:

it

- T_; }

Sustituyendo esta igualdad en la Gltima integral se
obtiene:

-~

s

lt"Kllllm

P, P,
=hT;[, Sdi~hf TSl

/ !;-(T ~T,)Sdl =

ap i

y calculos elementales nos proporcionan que:
P, i
h}”_,.[ ;S,d!:hT_f.—’
—h/ T, Sdf_—;‘;'[ (T,S,+T.S, +T,S,)S,dl =
=-hT, /P S,S,dl - hT, /P S,S,dl - hT, / , SSdl

donde

2

issd="1-L) @<k
/ 1 ( L] 73

[, 5:8di= [1~—)—dz= J

6
y la tercera integral es 0, pues S, es una funcion nula
en ese lado.

9.4.4. Contribuciones de la conveccion:

Las integrales anteriores nos dicen que la contribu-
cion de conveccion del lado RP, a la primera ecuacion
(pues se multiplicé escalarmente por S;) es:

hl, | ATl
——L(2T +T, )+ —=
6 2

Analogamente se obtienen las contribuciones de con-
veccion del lado P;P; a las ecuaciones segunda y terce-
ra. Estos calculos se deben repetir para cada uno de los
restantes lados, siendo previsibles los resultados por
permutacion circular. Se obtiene que:

® Las contribuciones de conveccion del lado PP,
en los primeros miembros de las tres ecuaciones

| ahT-u a;?:n |
[[|e—+k— +q)s,.(1mjv=0
L ay” |

e I E;LTJ'J é-}4?:.'.'

” k5t — +q]Si.d,rdy=0
JIB\ " oxt oy” ]
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o I S
//(k L 4 fp—2 +q)5a’xd)-—0
“v’Bl  oOx* ay”

son las tres componentes de:

2 1 0\/T)\ (1)
hl “\ AT )
——2%|1 2.0 Tj +Tf |

0 0 0/\7,] o]

® Las contribuciones de conveccion del lado PR
son las tres componentes de:

(0 0 0\/T )\ -0-i
dlg 2 1|7 |+—L21
(} A8 II

0 1T 2/\% |1

® Y las contribuciones de conveccion del lado PP
son las tres componentes de:

(2 0 1|7 1
; " AT |
Ml 0][ T, +—2“' 0
10 2)\7, 1]

9.4.5. Calculo de las segundas integrales obteni-
dasen 9.4.1.

En 9.4.1 se multiplicé por S; y nos quedd por inte-
grar:

fo -

- T 7 ~ OT. 0§
[ k=25 gy — [ k22 L0 iy
Ik o e, y oy Y

Ademas al multiplicar por S; y por S, obtendremos que
hay que calcular.

O 08, e 0T, S,

'U’J’A ox ox B [ / B oy oy e
if i E} ?:l' [ 65 a?:f [ c S

T/-/Ix‘ k ex-; a_: d" d", _-.{- {H (‘1; {’j’f d d

Todas las integrales anteriores son muy sencillas,
pues las derivadas parciales se reducen a constantes y
[{ dxdy = A, siendo A el area del triangulo. Por tanto,
la contribucién de estas integrales son las tres compo-
nentes de

A I ﬁ -:: ﬁ ﬁ ﬁ }3 k . | 52 (S‘r é‘.f (j‘r' (5; .I | T‘ .Il
3 B.B, ﬁ B, )‘3,k o 09, 1| T,
\BB; BB,

Los coeficientes beta y delta se obtuvieron en 9.1.

}Gk I'akaj 5&"54 (5.(: [ 7;. 'I

9.4.6. Célculo de las integrales correspondientes a
la generacion de calor:

De las tres ecuaciones

”H[ k. %ﬂ— k, (’;i_”’ +q I)Sfa',\‘afv ~0
whe. \ C"-Y C‘J" !
W
k —2 0
[ /H [I. x avYQ
ol O°T,
k ap 0
../../H [._ % 3.7(2

Solo nos quedan por calcular tres integrales
q” S, dxdy, q” S dxdy yq{/ S, dxdy. Los tres resul-
tados de las lntegrales son el volumen de un tetraedro
de base B y altura 1. Como este volumen es A/3, dedu-
cimos que la contribucion de estas tres integrales son
las componentes de la matriz:
|I l A
ol ||
3
1 l ,‘I

9.5. Ecuacion matricial de las temperaturas en
los nodos de un triangulo.

e  Resumiendo todos los resultados anteriores se
tiene que el sistema de ecuaciones

alT 81}::? .I
q—f +q )Sid\'civ =0

//[ k,—5-+k,

""H._ . g = (’,1_
i=1,2,3

es la ecuacién matricial

{ T \ |: |

qlw

B+ B, + G+ Cp#Cy )| T, [+ =1 |+
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0 Mallamos el triangulo con un solo elemento, for-
+£(D +D, +D,)=| 0 mado por el propio triangulo. De las coordenadas de
2 0 los vértices deducimos que
,=0-12 0,=0-12
donde: B; j
. B, =12-0 6,=0-0
| B" BB, BB [ 07 66, 65,
3_.:4‘_/4 BB, B ﬁ}.ﬁ*] B, :J‘—A 56, & 60, B.=0-0 6,=12-0
'ﬁsﬁf B;ﬁ,- ﬁ: | ()hk(si (5&0‘_; O-*z /
7 1 o0 ) y al sustituir en la ecuacion matricial obtenida en 9.5
hl. WT.L || se obtiene:
C,==—=1"1 2 0 r_.f=$ 1
%\a 0 0 2 \o] 144 —144 0\ [ 144 0 -144
_ . » ——2—I-144 144 O+ O 0 O ||+
w000 hT,l Oi Wl b 0 0 144 0 144
C,.A_=?*"‘ 0 2 1| D= ;J* -' |
0 1 2 1} 56 % (2 1 0\ (2 0 1\||/T)
9 B T X +>6< 1 2 0]+[0 0 o|[tT |+
¢,=Mulg o o] p,="lu 0\ LR
C6 ’ 2
10 2 1) A 1y o
+200{;x72 | +20><160><12 leloll=lo
®  Las matrices Cj; y Dj; serian matrices nulas si en 10/ 1) 0}

el lado que une los nodos P, y P, no hubiese con-
veccioén, sucediendo la condicién de nulidad
analoga cuando alguno de los otros lados estu-
viese aislado y no tuviese conveccién.

10. APLICACION A UN ELEMENTO
TRIANGULAR.

Vamos a aplicar la ecuacion matricial a un triangu-
lo is6tropo con k=7,2W/(mx°Cxmin) y vértices
dados en la tabla 3 donde las coordenadas estan en
metros. Los lados con conveccion son I;=0A y |,;=
BO, la temperatura ambiente es T;=10°C y el coefi-
ciente de conveccion es /=20W/(m’x°Cxmin ).
Ademas, el triangulo genera calor, a razéon de

g =2000W/(m* xmin ).

Vértice 1

Vertice 2

cuya solucion, T;=55,763°C y T;=T,=564,24°C, da
las temperaturas aproximadas en los nodos en estado
estacionario.

Por tanto, la temperatura aproximada en un punto
(x,y) del triangulo es

Tapr= TS+ TS+ Ty S=

+ L |

—55?63[1—5——) 564241 Z)

12

que al sacar factor comln a x+y se transforma en
Tapr=55,763+42,373(x+y).

Nos indica que, en el estado de equilibrio, las isoter-
mas son las rectas paralelas x+y=c, aumentando la
temperatura desde los 55,763°C, cuando c=0, hasta
564,24, cuando c=12.

Vertice 3

)

(x:3:)

(0,0) A:(xj,y_.

)=(12,0) B=(x,%)=(0.12)




Manuel Lépez Pellicer et al.

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2011; 105 71

11. REFINAMIENTO DEL MALLADO.

La solucion obtenida en el apartado anterior estara
afectada de un gran error, pues el Gnico elemento trian-
gular considerado es muy grande. Para mejorar el
resultado mallamos el triangulo B con cuatro triangu-
los, cuyos nodos son:

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3

0=(x.5)=(0,0) | A=(x,,3,)=(12,0) | B=(x,,y,)=(0,12)

Nodo 4 Nodo 5 Nodo 6

Cz{xdsyd):{éao) D=(.\'5._1-'5_‘J=f_6.6) E:[Xn‘."n)ztoaﬁj

Los vértices de los triangulos I, 11, 11l y IV son EDB,
CAD, ODE y OCD, respectivamente.

11.1. Ecuacion matricial del calor en el
Triangulo 1.

Para facilitar la aplicacion de la ecuacién matricial
obtenida en 9.5, escribiremos los vértices en el
siguiente formato:

y deducimos que

B,=6-12 5=0-6
B,=12-6 §,=0-0
B, =6-6 5 =6-0

Ademés el lado I,;=BE es el unico lado con convec-
cién. Por tanto, segln lo obtenido en 9.5, los resulta-
dos de las integrales

o7 A
I ( : ! +h,—2 g S;.dldy
Tridgng 1 ’ “ ¥ ay“
i I 82?:4;; 62?::;; |
[ |kt k,—5+q | Sydxdy
o Tridng | ! ax“ ’ ay“ :

'L,

j[ﬂmm\;( x "\ i‘f’ k ay; +q

son las tres componentes del vector columna:

S, dxdy

- 36 =36 0| [36 0 -36|
- —4("8) (—36 36 0|+ 0 0 0 ||+
0 0 0/ \-36 0 36
, 2 0 1\]/T,) , 1 1)
+ oot 0 0 0T +7000>< g 1|+
1 0 2/|\7, i
o 1 ~16.4T, —43.6T, +12600 '\
+% 0= 3.6T, —3.6T, +12600
1]\ —47.2T, +3.6T, —16.4T, +12600 }
por tanto:
i : 82}:1'; 82?:”
j[ |k =24k —24g S(dxdy
oo ﬁ‘nm_s:f. * ox” ) 6}, !
= —16.4T6+43.6T3+12600
* : a?:ij 627:,’
I (k\_ —2 4k, —2+q |S,dxdy =
ol Tridng | .. - ax— k ay

=3.6T6—3.6T5+12600

2

[[___ ( k,—2 o T” +k,-ai
Jol Tridng 1 . ax‘ g 8y

= 4727 +3.6Ts—16.4T,+12600

S,dxdy =

11.2 Ecuacion matricial del calor en el
Triangulo 1.

Las coordenadas de sus nodos son:

C=(x,5)=(6,0) | 4=(x,y,)=(12,0) | D=( )=(6,6)
por lo que

B,=0-6 6 =6-12

;=6-0 6,=6-6

B, =0-0 5, =12-6
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De esta informacion y de que el lado I;=CA es el
Unico lado con conveccidn, se deduce que los resulta-
dos de las integrales

P ag?:” ag?:a)
/I il (k\ 1; +k|-—;+q SdXd)’
o o Tridng If . 8}?“ . a)"

o (. O, . T,
[ (R TR S
oof Tricng If ’ 6‘{ C')

r (% e
il 5 s
o Tricing Il OX

son las tres componentes del vector columna resultan-
te de hacer las operaciones:

(36 -36 0| [36 0 -36)
_7(11 36 36 0l+[ 0 0 o0 ||+
Mo o o |36 0 36
, (2. 1 7, | 9 1 o
0 0 0 1
. (1) —16.4T, — 43.67, +12600
L 20XA0X60 1| 4797, —16.6T, +3.6T, +12600

0 3.6T, —3.6T, +12600

Por tanto deducimos que:

(1 8Ty 0T
| [k\_—’+k1,—¢ dedy—
Tricng 11 ax p ay—
=-16.4T,-43. 6T2+12600
e, &L, . 9T,
[ |k ——+k,——5=+q |S,dxdy =
o ridang Il ox T oy

= —47.2T,~16.6T,+3.6T;+12600

[ k,
o STridng I .

=3.6T,~3.6T;+12600

a2 a2
o I;‘”+k,oj‘:w+q
~ 2 3 2

0Ox ay

S;dxdy =

11.3 Ecuacion matricial del calor en el
Triangulo 111.

Continuando con el formato adecuado para facilitar
la aplicacion de la ecuacién matricial obtenida en 9.5,

escribiremos las coordenadas de sus nodos O, Dy E
asi:

Nodo 5
O=(x,y,)=(0,0) | D=(x,,y, )=(6,6) | E=(x,,,)=(0,6)
por lo que
B, =6-6 0,=0-6
B,=6-0 6,=0-0
B.=0-6 0,=6-0

Observamos que I,;=EO es el unico lado con convec-
cion. Por tanto, los resultados de las integrales

i ; 62 ?:; ) az?:: 7
Il k,—2+k,—2Z+q dea’y
o/ Tvidng 1T\ o - 5);

e II 6-?2?; ] 832—:1’ ]
”  k,—E 4k, —+q |S.dxdy
o S Triang 1 ; . ax“ ; ay

w | T, &T,
[ (kkﬁ—j+kl,—,’+q S, dxdy
o Tricgng HT : ox” : 6}}"

son las tres componentes del vector columna
resultante de hacer las operaciones:

0 0 0| [36 0 -36
7(12036—36+000 "
No -36 36/ \-36 0 36
ovel? @ H[E) 1)
+ 225000 o gt m | 2R0X18L, |
10 2)|\z, 1)
¥ —43.6T, ~16.4T, +12600
+w 0|=|  -3.67+3.67, +12600
1] \-16.4T; +3.6T; - 47.2T, +12600,

lo que significa que:

[ qIT ’;2T
oxien 0 1o
ap ap
/] m( ke, —+k, —=+
oo Tridng . ox Oy

= —43.6T1—16.4T6+12600

q |S,dxdy =
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"
a2 2
ap

. o'T
k +k e
<.[<.[]'"ridﬂ.u H}'( ¥ a2 ¥on,2 q

cx (}'_ )4

S,dxdy =

= —3.6T,+3.6T,+12600

. T, BT, )
]j k‘ -~ 2 * kr 2 + q Shdxa{v =
SIrvigng ur\ Y Gyt T oy”

=-16.4T,+3.6T;—47.2T4+12600

11.4 Ecuacion matricial del calor en el
Triangulo IV.

Las coordenadas de sus nodos son O, C y D son:

Vértice 4 Vértice 5

Vértice 1

En este triangulo el Gnico lado con conveccion es el
lado I;;= OC. Por tanto, utilizando la ecuacion matricial
obtenida en 9.5, los resultados de las integrales

2 2 )

o A 0
A ap + k ap +¢
<-/-[I}'.";ing w h? 1

S, dxdy

X o~ 2 v

ox 0y

2 ~2

r k 0 T;ap k % Tup S dxd
<.[.[Tricinl-.: H’( % 6X2 * Y @:2 +g adxay

2 12

i I a-T oT
ap. ap
[]f: ing JI'( k"' .2 * k,\' = 2 +4q
e riang E,I_r ()J}

S dxdy

son las tres componentes del vector columna:

36 -36 0| (0 O 0

—4% =36 36 0]+(0 36 -36||+
) 0 0 0/ 0 =36 36,
2 2! 2 I -
+ 28 1 2 07, +7000x E 1|+
0 0 0/|\Ty 1

o —43.6T —16.4T, +12600
+¥ || =| ~16.4T, +47.2T, +3.6T, +12600
1 3.6T, —3.6T, +12600

Lo que nos permite deducir que:

o [, o1, &1,
[[ |k ak, S 4 g |5 dvdy =
JIviang v\ ¥ py? SOy

= —43.6T,~16.4T,+12600

2 2

or, oT, |
« 72 tk,——5+q |Sdxdy =
S rriang W\ T o ? 8}?' /

. [, 9L, , 0T, |
e

ox” :

=3.6T,~3.6T,+12600

11.5. Ensamblado.

Las temperaturas aproximadas en estado estaciona-
rio son las soluciones del sistema de seis ecuaciones:

62]‘:’} al]:f} ]
~+k,—-+q|Sdxdy=0

2 v

(sl &5
o) Tricng B ox

parai=1, 2, 3,4,5y 6. El resultado de cada integral se
deduce de los resultados obtenidos en los cuatro trian-
gulos considerados en los cuatro apartados anteriores,
pues, por ejemplo, dado que S; es 0 en los triangulos |
y Il se tiene que:

e ; 82?:;;; azTup :
[), . | ko—=+k,——+q |Sdxdy =
JJSTridng B\ Ay” : a}}'
-/ (k\.—q+k,—j+q S,dxdy +
o S Tricgng I . 6x“ ) a}s"’ | -
" [ OT, L,
’ ap ap )
+” Tridng n-‘( k, ox? & k-" oy’ +4 |58y,

Las seis integrales anteriores igualadas a 0 nos pro-
porcionan el siguiente sistema:
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(872 0 0 164 0 164|/7| (25200
0 436 0 164 0 0 ||| [12600
0 0 436 0 0 1647 | [12600
164 164 0 944 -72 0 |7,| |25200
0 0 0 -72 144 -72/|T.| |48000

164 0 164 0 =72 944/\7T; 125200

cuya solucion es:

0=(0,0); A=(12,0); B=(0,12)
T =T,=T,=89,412
C=(6,0); E=(0,6)

Tempapr

Tempapr ?‘4 — T(‘ = 530,59
Nodo b=(6
Tempa,: 7..=3863,9

Si se desea una solucidon mas exacta se debe mallar
con elementos mas pequefios. La figura 18, obtenida
con el programa Ansys, es un mallado del tridngulo
con 1057 elementos, que tienen 2220 nodos.

Este mallado genera un sistema de 2220 ecuaciones
lineales que nos da las temperaturas aproximadas en
los 2220 nodos. En la Tabla 4 se han copiado las tem-
peraturas de los ultimos 5 nodos.

Figura 18.

Nodo Coordenadas Temp. aprox.
2216 (3.4098, 3.2826) 2427.4
2217 (3.4475, 3.6357) 2546.8
2218 (3.7393, 3.3831) 2557.2
2219 (11.6003, 0.1655) 203.53
2220 (0.1674, 11.5925) 200.48

Tabla 4

La figura 19 representa la distribucion de tempera-
turas en el tridngulo en estado estacionario.

Figura 19.

12. OTRAS APLICACIONES DE LOS
ELEMENTOS FINITOS.

Los Elementos Finitos, ademas de soluciones esta-
cionarias como las obtenidas en los ejemplos anterio-
res, permiten describir la evolucion desde un estado
inicial hasta el estado estacionario. El tiempo de tran-
sicion se divide en un nimero finito de intervalos; el
resultado al final de cada intervalo nos da las condicio-
nes iniciales para estudiar la evolucion del problema
en el intervalo siguiente. Esta técnica permite calcular
y visualizar la evolucién de un problema térmico,
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como puede ser la solidificacion de una colada fundi-
da.

Un proceso similar se aplica en el estudio de pro-
blemas de Mecanica de Fluidos con Elementos Finitos.
Permite visualizar la dindmica del fluido y obtener su
campo de velocidades, siendo mayor la precision en
régimen laminar que en régimen turbulento, donde
también se visualizan los remolinos.

Los Elementos Finitos tienen poco mas de medio
siglo. Se ha indicado que sus primeras aplicaciones
estuvieron concentradas en problemas de Mecanica y
se desarrollaron entre 1943 y 1956. En la actualidad
las aplicaciones de los Elementos Finitos estén presen-
tes en todas las partes de la Fisica e Ingenieria, inclui-
da la Ingenieria del Disefio. Ademas se han desarrolla-
do aplicaciones de los Elementos Finitos en otras
ramas de la ciencia, como la Economia.

Parece probable que los Elementos Finitos van a
estar presentes en muchos descubrimientos y aplica-
ciones que naceran en el aun joven siglo XXI. Tal vez
los elementos de los Elementos Finitos le hubiesen
recordado a Leibniz (1646-1716) su libro Monado-
logia de 1715, escrito hacia el final de su vida para sus-
tentar una metafisica de las sustancias simples, las
monadas, consideradas como &tomos formales de
naturaleza metafisica que participan del todo. Lo equi-
valente a las mdnadas en Elementos Finitos son los

elementos, de naturaleza fisica, cuya union, realizada
por el ensamblado, permite analizar el todo, con tanta
mayor precision cuanto menores son las dimensiones
de los elementos.
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