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1. INTRODUCCION

Es razonable pensar que el siglo XX hatenido mas
matematicos que todos los siglos anteriores juntos, |o
gue nos obliga a describir solo algunos descubrimien-
tos matematicos del siglo XX. En la seleccién de des-
cubrimientos hemos tenido en cuenta los premios
importantes, intentando cierta objetividad, si bien des-
cubrimientos muy relevantes no han sido selec-
cionados, como la caracterizacién de Turing de la
Teoria del Algoritmo (1936), el andlisis no estandar de
Raobinson (1961), la Teoria del Caos (1963) y de las
Catéstrofes (1964), o muchos de los grandes des-
cubrimientos en Andlisis Matematico por los que se
han dado varias de | as Ultimas medallas Fields. Tal vez
la seleccién éptima sea dificil de alcanzar, sobre todo
S se hace con varias limitaciones,

En cualquier caso, agrupando los descubrimientos
matematicos que describimos, hemos intentado
resaltar profundas diferencias entre los descubrim-
ientos matematicos a lo largo del siglo, que aparece
dividido en trestercios.

L os descubrimientos gque vamos a considerar en €l
primer tercio del siglo XX son cuestiones axiométicas
y teoremas que contindian la Matemética del siglo
anterior. El primer tercio estadividido del segundo por
la Segunda Guerra Mundial, que trgjo el desarrollo de
los ordenadores y € interés por problemas précticos.
En e segundo tercio nos encontraremos con proble-
mas tedricos y axiomaticos, como el Teoremade inde-
pendencia de Cohen de 1963, junto a descubrimientos
motivados para resolver problemas concretos de otras
ciencias, como el método simplex de Dantzing de
1947, el inicio de la inteligencia artificial (con €l

andlisis de Shannon del juego del gjedrez en 1950) o €
teorema de existencia de equilibrio de Arrow-Debreu
de 1954, que supone €l comienzo de la consideracién
de la Matematica en la Economia, siguiendo la huella
de como la Matemética ayudd a la Fisica en los dos
siglos anteriores a siglo XX.

Los descubrimientos del dltimo tercio del siglo XX
estan relacionados con problemas largos, que exigen
eguipos de investigadores ayudados de potentes orde-
nadores, o bien largos afios de esfuerzos. Ejemplos de
los primeros problemas resueltos con ayuda de orde-
nador son la clasificacién de los Grupos Finitos, aso-
ciada a Gorenstein y terminada en 1972, la resolucién
del problema de los cuatro colores encontrada por
Appel y Haken en 1976, y la solucion de Hale de 1998
al problema de del empaquetamiento de Kepler.
Prototipo de largos afios de esfuerzo es la prueba de
Wiles del dltimo teorema de Fermat, finalizada en
1995. También se relata en este periodo el descubri-
miento de los fractales y de los invariantes de Jones en
teoria de nudos.

2. PRIMER TERCIO DEL SIGLO XX: DE
LAAXIOMATICA DE LA TEORIA DE
CONJUNTOS (1902) A LA AXIOMATIZA-
CION DE LA PROBABILIDAD (1933)

Cantor y Frege quisieron reducir la Aritmética a
Teoria de Conjuntos, pero la paradoja de Bertrand
Rusell de 1902 exigi6 distinguir entre conjuntos y
clases o bien establecer un nuevo sistema axiomatico
gue restringiese € concepto de conjunto evitando la
aparicién de paradojas. En 1908, Zermelo publicd su
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Figura 1. Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo 1871-1953.

axiomatica de la Teoria de Conjuntos, que fue com-
pletada en 1921 por Abraham Fraenkel. Diez afios mas
tarde, Kurt Godel probd en 1931 la imposibilidad de
formular un sistema completo de axiomas para una
teoria T que contenga a los nimeros naturales, pues
prob6 que no todas las proposiciones matematicas
expresables en €l lenguagje de la teoria T pueden ser
probadas o refutadas utilizando esateoriaT.

Muy poco antes, en 1930 un grupo de mateméticos
franceses, conocidos con €l nombre colectivo de
Nicolas Bourbaki, intentaron fundamentar la
matemati ca sobre estructuras. Antes de la aparicién de
las estructuras, de la teoria de conjuntos se deducia la
teoria de los nimeros naturales, luego se obtenian los
nameros enteros y, finalmente, se construian los
nimerosracionalesy luego los nimeros real es con sus
operaciones. Los bourbakistas definen los nimeros
reales y sus operaciones por la estructura algebraica
de cuerpo, las propiedades de orden de los nimeros
reales estén en una estructura de orden, compatible
con su estructura algebraica y las propiedades de los
numeros real es rel acionadas con laidea de proximidad
estdn en una estructura topoldgica. Las ideas del
grupo Bourbaki estdn expuestas en la obra Elementos
de Matemédticas, titulo inspirado en la obra Los
Elementos de Euclides.

Se critic6 que con las estructuras se perdian las
propiedades particulares de los gemplos concretos,
pues los nimeros reales tienen particularidades que no

estdn dentro de la estructura general de cuerpo
topol égico. Se pensd que no eraposible renunciar alos
giemplos de cierta estructura 'y a las aplicaciones que
conservan esa estructura. Asi nacio € concepto de ca-
tegoria, introducido por Saunders MacLane y Samuel
Eilenberg, quien recibié el Premio Wolf en 1986. Un
gjemplo de categoria son los conjuntos 'y las funciones
definidas entre el os.

Asi como el matemaético relaciona los conjuntos
por funcionesy las estructuras por morfismos, las cate-
gorias se relacionan mediante ciertas “funciones’ que
conservan sus propiedades y que se llaman functores.
MacLane afirmd en su libro Categories for the
Working Mathematician (1971) que las categorias son
el fundamento de la Matematica que necesita el
matematico para su trabajo.

Otro de los grandes descubrimientos del primer
tercio del siglo XX fue lamedida de Lebesgue (1902).
Sus antecedentes se encuentran en Los Elementos de
Euclides, escritos unos 300 afos a. C., donde no
aparecen las definiciones de longitud, area o volumen,
pero se postularon propiedades que permitian calcular
areas de poligonos y volimenes de poliedros,
mediante descomposicion en figuras elementales.
Hasta comienzos del siglo XIX la existencia del &rea
de una superficie se dio por supuesta. En 1823,
Agustin Cauchy definié el area de una superficie por
una integral, lo que le llevd a la existencia de super-
ficies que no tienen area, debido alaexistenciade fun-
ciones no integrables.

Figura 2. Henri Léon Lebesgue 1875-1941.
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En 1833, Janos Bolyai complement6 el método de
descomposicion de Euclides probando que un poligo-
no puede descomponerse en un nimero finito de trian-
gulos que pueden recomponerse para formar un
cuadrado de area igual a la del poligono. En 1899
David Hilbert publico Los Fundamentos de la Geome-
tria y un aflo més tarde, en € tercer problema de su
conferencia de 1900, pregunté si era posible un
resultado similar al de Bolyai con poliedros. Hilbert
preguntaba por la descomposicion de un poliedro en
tetraedros con los se pudiese formar un cubo de
volumen igual al del poliedro. Max Dehn dio inmedia-
tamente respuesta negativa, incluso con un tetraedro.

En los Elementos, ademés del método de descom-
posicion se utiliza el método de aproximaciones suce-
sivas por poligonos para obtener el &rea de figuras
circulares. Este método lo utilizd6 Eudoxo (siglo IV
a.C.), cuatro siglos después Arquimedes (al rededor del
225 a.C.) paraobtener el dreadel circulo y de la super-
ficie esférica, en 1854 lo usd Riemann para introducir
su integral mediante aproximaciones con rectangulos,
y después aparece en la obra de Giuseppe Peano
(1887) y de Camille Jordan (1893) para la formali-
zacion la hoy llamada medida de Peano-Jordan, de la
gue un caso particular eslaintegral de Riemann.

A finales del siglo XIX se tenian muchos g emplos
de funciones no integrables Riemann y, por tanto, con-
juntos no medibles con la medida de Peano-Jordan,
gque fue extendida en 1902 con la medida de Henri
Lebesgue, quien reemplazé la aditividad finita por la
numerable. Lacélebreintegral de Lebesgue es un caso
particular de su medida y extiende la integral de
Riemann.

Unos afios después, Giuseppe Vitali determind con-
juntos que no eran medibles Lebesgue y que tienen
comportamiento diferente, incluso contrapuesto, al de
los conjuntos medibles. Por g emplo, Felix Hausdorff
probd en 1914 que una superficie esférica se puede
dividir en un nimero finito de partes no medibles que
se pueden reordenar proporcionando dos superficies
esféricas del mismo radio que la original. En 1924,
Stefan Banach y Alfred Tarski probaron un resultado
similar para una esfera al demostrar que se puede
dividir la esfera en un nimero finito de partes que se
pueden recolocar completando dos esferas de radio
idéntico a delaesferainicial. Este resultado se conoce

Figura 3. Ernst Steinitz 1871-1928.

impropiamente como paradoja de Banach-Tarski y no
se da en un circulo, debido a un profundo teorema de
John von Neumann de 1929.

El plano también tiene otros resultados sorpren-
dentes relacionados con la medida, pues Mirlos
Laczkovich probd en 1988 que es posible dividir un
circulo en un nimero grande de subconjuntos no medi-
bles (del orden de 10™) que se pueden recomponer
paraformar un cuadrado de la misma érea.

De 1910 son laclasificacién de los cuerpos de Ernst
Steinitz, introduciendo el concepto de caracteristica
de un cuerpo, los grupos de simetria de Ludwig
Bieberbach y teorema del punto fijo de Luitzen
Brouwer.

La extension de los nimeros naturales, hecha en €
siglo VI a.C. con la introduccién de los nimeros
racionales positivos, utilizados por los pitagéricos
como fundamento de su filosofia, y laintroduccion del
ceroenlalndiadurante el siglo VIl d.C., prepararon e
primer gemplo de cuerpo en e sentido definido por
Heinrich Weber en 1893, que se llama cuerpo de los
nimeros racionales. La adicion de los irracionaes al
cuerpo de los nimeros racionales origina el cuerpo de
los nimeros reales. Los nimeros irracionaes fueron
descubiertos por los pitagoricos, manipulados por los
indios y los érabes y no fueron considerados como
nimeros hasta € siglo XVII, gracias a Descartes y
Wallis. En 1858, Richard Dedekind obtuvo la
definicion de nimeros reales por cortadurasy en 1872,
Georges Cantor dio su definicion mediante sucesiones
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Figura 4. Ludwig Georg Elias Moses Bieberbach 1886-1982.

de Cauchy. El cuerpo de los nimeros reales esta con-
tenido en el cuerpo de los nimeros complejos, intro-
ducidos por Gerolamo Cardano en 1545 para resolver
la ecuacion de tercer grado. La extension de las opera
ciones usuales con nimeros reales alos numeros com-
plegjos la hizo Raffaele Bombelli en 1572. En 1799,
Carl Friedrich Gauss probd que todo polinomio con
coeficientes complejos tiene una raiz, propiedad que
nos dice que &l cuerpo de los nimeros complejos es un
cuer po algebraicamente cerrado.

Por otros motivos, Evariste Galois en 1830 y
Richard Dedekind en 1871 obtuvieron otros cuerpos
anadiendo a cuerpo de los nimeros racionales un
numero irracional y todos |os nimeros obtenidos como
resultado de las operaciones algebraicas con nimeros
racionales y el nimero afiadido. Si el nimero irra-
cional afiadido es raiz de un polinomio con coefi-
cientes enteros se dice que e cuerpo obtenido es una
extension algebraica y en caso contrario unaextension
trascendente. Por induccion transfinita se prueba que
todo cuerpo esta contenido en otro algebraicamente
cerrado.

Ademés de los anteriores cuerpos infinitos también
hay cuerpos finitos, como el cuerpo Z/(n) de los
enteros médulo un nimero primo n, que es €l cociente
del anillo de los enteros respecto al subanillo de
multiplos de n.

La abundancia de gjemplos de cuerpos hizo pensar
a Ernst Steinitz en 1910 en la necesidad de su clasifi-

cacién, hecha con el concepto de caracteristica de un
cuerpo y de subcuerpo primo. Si es necesario sumar p
veces €l 1, neutro multiplicativo del cuerpo para
obtener su neutro aditivo 0 se dice que el cuerpo es de
caracteristica p. Si la suma repetida del 1 nunca da O
se dice que e cuerpo es de caracteristica 0. Para cada
numero primo p hay infinitos cuerpos de caracteristica
p, llamados cuerpos de Galois, cuyo nimero de ele-
mentos se corresponde con las potencias positivas
dep.

El subcuerpo generado por los elementosOy 1 se
[lama subcuerpo primo, que es una copia de Z/(p)
cuando el cuerpo tiene caracteristica p distinta de cero,
en tanto que el subcuerpo primo es una copia del
cuerpo Q de los nimeros racionales cuando dicha car-
acteristica es cero. A partir del subcuerpo primo se
reproduce el cuerpo inicial por extensiones sucesivas,
siguiendo un proceso de induccion transfinito.

El afio 1910 también vio la clasificacion de los
grupos de simetria hecha por Bieberbach. Muchas de-
coraciones murales arabes se basan en simetrias
geométricas, siendo la de la Alambra de Granada su
obra excelsa. El nimero de tipos diferentes de estas
decoraciones es limitado, pues combinan traslaciones,
simetrias respecto a una recta y rotaciones respecto a
un punto. En 1891, E.S. Fedorov probd que hay sblo
hay siete tipos diferentes en los frisos lineales y 17
tipos en |as decoraciones planas de la decoracion de la
Alambra y en distintos monumentos en Egipto y

Japon.

Los elementos de la Naturaleza cuya disposicion
atbmica presenta simetrias son los cristales. En
Cristalografia se aplico la teoria de grupos en 1849 en
los trabajos de Auguste Bravais. En 1890 Fedorov
prob6 que existian 230 tipos diferentes de grupos de
simetrias.

La primera parte del problema 18 de Hilbert de
1900 preguntaba si, para cada n, hay un nimero finito
de grupos de simetria n-dimensionales. En 1910
Ludwig Bieberbach respondié afirmativamente, pero
incluso hoy no se conoce unaférmulaexplicitageneral
gue dé el nimero de grupos. Se saben casos particu-
lares, siendo, por g emplo 4783 € nimero de grupos
de simetria en cuatro dimensiones.
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Figura 5. Luitzen Egbertus Jan Brouwer 1881-1966.

En la segunda parte de ese problema, Hilbert pre-
guntaba si existe un tipo de baldosa con la que se
pueda cubrir € plano en forma no simétrica. Maurits
Escher encontré la solucion afirmativa en 1935. En
1966, Robert Berger probé que con 20246 tipos de bal-
dosas se puede recubrir el plano en formano periédica,
gjemplo mejorado por Roger Penrose en 1974 con sélo
dostipos de baldosas. No se sabe si hay algun gjemplo
de cubrimiento no periédico del plano con una sola
baldosa, resultado que es cierto en el espacio tridimen-
sional, pues Conay determiné en 1993 un recubri-
miento no periddico con un solo tipo de poliedro.

El g emplo de Penrose adquirié relevanciaen Fisica
cuando Daniel Schechtman descubrié en 1984 una
aleacion de aluminio y magnesio cuya estructura
molecular tiene ladistribucion del gemplo de Penrose.
Este tipo de estructuras se las ha llamado quasi-
cristales y su descubrimiento motivo la investigacion
de sus propiedades y la clasificacion de sus estruc-
turas. El estudio de los grupos quasi-cristal ograficos
ha atraido la atencién de muchos mateméticos, como
Sergel Novikov y Enrico Bombieri, medallas Fields en
1970y 1974, respectivamente.

Finamente, el fecundo 1910 vio & nacimiento del
el teorema del punto fijo de Luitzen Brouwer, quien
probd gue una aplicacion continua f con dominio un
intervalo cerrado [a,b] y valores en ese mismo
intervalo cerrado tiene un punto fijo x= [a,b], es decir
que f(x)=x. Hay muchas versiones del teorema del
punto fijo, que se ha convertido en una herramienta

esencial en Matematicas y Economia. Dos versiones
muy conocidas son la de Stefan Banach de 1922 para
aplicaciones contractivas definidas en un espacio
meétrico completo, o la de Shizuo Kakutani de 1941
para funciones semicontinuas con condiciones de con-
vexidad. Los distintos teoremas del punto fijo, bien
topolégicos 0 métricos, junto a sus mdltiples aplica-
ciones han originado e nacimiento de una rama muy
vivadel andlisis matemético, conocida como teoria del
punto fijo.

En el primer tercio del siglo las Matematicas
prestaron una gran ayuda a la Fisicay ala Economia.
En 1915 nacid la teoria general de relatividad de
Einstein y en 1928 e teorema del minimax de Von
Neumann, que supuso unidn entre Economiay Mate-
maéticas.

La curvatura de una superficie en un punto P fue
definida por Gauss en 1827. Su teorema egregio
permite conocer la curvatura de una superficie
intrinsecamente, es decir con medidas hechas desde |a
superficie. Gauss descubrid superficies con curvatura
negativa, como la pseudoesfera, y estudié las geo-
désicas de una superficie, que son lineas sobre la
superficie definidas por la condicion de minima dis-
tancia. En 1854 Riemann extendi6 la nocién de cur-
vatura a variedades, que pronto se consideraron
modelos para explicar el mundo fisico. Gregori Ricci
en 1892 comenzo a elaborar el célculo tensorial para
demostrar que las leyes de la Fisica obtenidas con
geometria riemanniana son independientes del sistema
de coordenadas. En 1901 Gregorio Ricci-Curbastro y

Figura 6. Albert Einstein 1879-1955.
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Figura 7. John von Neumann 1903-1957.

Tullio Levi-Civita expresaron varias leyes de fisica en
forma tensorial, asegurando su invariancia respecto a
los cambios de coordenadas. Pero la aplicacion mas
interesante se debi6 a Albert Einstein, quien en 1915
encontr en e célculo tensoria la herramienta idea
para describir su teoria general de relatividad, uti-
lizando variedades riemannianas de dimension cuatro,
cuya curvatura esta determinada por la distribucién de
materia en e universo y donde los cuerpos libres se
mueven sobre geodésicas. Las tres primeras coorde-
nadas de las variedades utilizadas por Einstein son
espaciales, siendo €l tiempo la cuarta coordenada.

La reduccion de la gravitacion a geometria motivo
buscar la reduccion a geometria de otros campos
fisicos. En 1915, Hilbert de un Unico principio varia-
cional dedujo las ecuaciones de Einstein y de
Maxwell. De esta forma resolvié en parte su sexto
problema de la conferencia de 1900 que preguntaba
por la axiomatizacion de la Fisica. En 1918, Hermann
Weyl describié los campos el ectromagnético y gravita
torio con una variedad afin no riemanniana de
dimension 4, que exigid una nueva definicion de geo-
désica y supuso un avance en € cuarto problema de
Hilbert sobre el estudio general de las geodésicas.
Aungue ambas teorias son fisicamente no totalmente
satisfactorias, abrieron el estudio del tratamiento
unificado de los campos gravitacional y electromag-

nético, como parte de un problema mas general de
unificacion de todas las fuerzas en unateoria unitaria.

El teorema del minimax de Von Neumann de 1928
esta relacionado con latoma de decisiones entre varias
posibilidades de eleccidn con un conocimiento imper-
fecto de la situacién. De este problema nacié la Teoria
de Juegos, con la finalidad de desarrollar un modelo
matematico del proceso de decision, tratando formal-
mente elementos abstraidos de situaciones reales.
Antecedentes de la Teoria de Juegos se encuentran en
obras de fil6sofos, como Thomas Hobbes y Jean-
Jacques Rousseau, y de mateméticos, como Ernst
Zermelo y Emile Borel, entre otros. En 1921, Borel,
analizando el juego del pdquer, considerando el
problemadel andlisisdelos“faroles’ y proponiendo el
problema de determinar en gqué casos existe una
estrategia Optima y cdmo encontrarla, establecié los
fundamentos de la teoria de juegos. En 1928 Von
Neumann prob6 que en los juegos de suma cero con
informacion perfecta’ existe una estrategia que
permite a ambos jugadores minimizar sus pérdidas
maximas, que se conoce con e nombre de Teoremadel
minimax y esta basado en €l teorema del punto fijo de
Brouwer. Este teorema del minimax, conocido
también como teorema de la estrategia Optima, fue
mejorado varias veces por e propio Von Neumann y
fue una de las semillas de su libro La Teoria de juegos
y €l comportamiento econdmico, escrito en 1944 en
colaboracion con el economista Oscar Morgenstern.
En 1950 John Nash generalizd la nocion de estrategia
éptima y formulé el Teorema de equilibrio de Nash?,
recibiendo el Premio Nobel de Economia en 1994. La
teoria de juegos se utiliza en la toma de decisiones
economicas, politicasy militares.

Finalmente, vamos aterminar este primer tercio del
siglo XX comentando tres importantes aportaciones
mateméticas. La primera es sobre nimeros trascen-
dentes (1929) y las otras dos sobre dos axiométicas, la
de la Mecanica Cuéantica y la de la Teoria de la
Probabilidad.

L os griegos conacieron la existencia de nlmeros no
racionales que son solucién de una ecuacion poling-

1 Que la suma sea cero significa que un jugador gana lo que los otros pierden y que la informacion sea perfecta significa que cada jugador
conoce exactamente las posibles decisiones de los otros jugadores y sus consecuencias.
2 En los juegos de suma cero, el Teorema de equilibrio de Nash se reduce al teorema del minimax de von Neumann.
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Figura 8. Aleksandr Osipovich Gelfond 1906-1968.

mica con coeficientes constantes, como /2 o ¥/2. Se
les llama irracionales algebraicos. Es muy fécil cons-
truir /2 con regla’y compés. Los griegos ya sospe-
charon que Y2 no se podia construir con regla y
compaés, lo que fue probado en 1837 por Pierre
Wantzel, unos veinte siglos después.

Los nimeros irracional es que no son algebraicos se
les llamairracional es trascendentes y su existencia fue
probada en 1844 por Joseph Liouville, observando que
al aproximar un numero irracional solucion de una
ecuacion polindmica de grado n por un ndmero
racional p/q el error es g™ 0 mayor®. Esta propiedad
no la verifica el irracional o=
0,10100001000000.....01...... , donde el nimero ceros
consecutivos viene dado por los cuadrados de [os suce-
sivos numeros factoriales, pues a aproximar & por los
nuimeros racionales P dados por las sucesivas sec-
ciones determinada %or los unos, los errores son
menores que q.", para cada natural n, por lo que 6 es
un nimero irracional trascendente.

En 1873 Cantor probé que el conjunto de los
nimeros racionales y el de los nimeros irracionales
algebraicos es numerable, lo que significa que “casi”
todos los nimeros irracionales son trascendentes. Este
resultado no dice nada de |a trascendencia de nimeros
concretos, como el nimero e, para €l que Euler habia
conjeturado en 1748 que era trascendente, resultado
probado en 1873 por Charles Hermite al demostrar que

para cada exponente racional no nulo x se tiene que €
€s un numero trascendente. En 1882, Ferdinand
Lindemann extendié el resultado de Hermite y abtuvo
que para cada nimero algebraico x, diferente de 0, €*
es trascendente, de o que se dedujeron muchos resul-
tados, por gemplo:

1. Laidentidad €™=x implica que Inx es trascen-
dente si x es un numero algebraico diferente de
1.

2.  De €*=cosx+isenx y de la relacion pitagdrica
se deduce que cosx y senx son nimeros trascen-
dentes cuando x es un nimero algebraico.

3. De €"=-1 se deduce que im es trascendente,
luego por ser i algebraico debe ser 7 trascenden-
te, de lo que se deduce que con reglay compas
no se puede construir un cuadrado de éreaigua
alade un circulo dado.

Hilbert pregunt6 en el séptimo problema de la con-
ferencia de 1900 s 22 seria 0 no trascendente.
Conjeturé que a° serfa trascendente si a es un niimero
algebraico diferentede0 0 1y s b es un nimero age-
braico irracional y durante casi 30 afios penso que este
problema era més dificil que la hipétesis de Riemann
0 que € teorema de Fermat. En 1929 Alexander
Gelfond prob6 con un nuevo método que €” estrascen-
dente, lo que llevo a Carl Siegel a demostrar que 22
es trascendente. Poco después, en 1934, Gelfond y
Thornald Schneider probaron la conjetura de Hilbert
paraa’. En 1970 sedio laMedallaFields aAlan Baker,
quien en 1966 obtuvo que el producto de nimerostras-
cendentes del tipo Lindemann o Gelfand es también
trascendente. En 1978 Carl Siegel recibio el premio
Wolf por sus contribuciones en teoriade nimeros. Para
el siglo XXI quedan muchos problemas de teoria de
nmeros abiertos, como e averiguar s e+ 7, e, 7° 0
la constante de Euler son 0 no nimeros trascendentes.

Muchas leyes fisicas se escriben con ecuaciones
diferenciales o integrales. Desde final del siglo XVII
se desarrollaron métodos para la resolucién de ecua-
ciones diferenciales, que recibieron un gran impulso
en el siglo XVIII. Los métodos para la resolucion de
ecuaciones integrales llegaron con €l siglo XIX y fue-
ron casi completamente elaborados por David Hilbert

3 En 1955, Klaus Roth mejord la observacion anterior probando que todas las fracciones con denominador g que aproximan un nimero irra-
cional algebraico tienen un error mayor o igual a g"**). Roth recibi6 la Medalla Fields en 1958.
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Figura 9. John von Neumann 1903-1957.

entre la Ultima década del siglo XIX y la primera del
siglo XX. Hilbert trabaj6 no sdlo con funciones que
actlan sobre nimeros, sino con funcionales que se
aplican a funciones, pues los funcionales aparecen en
el Céculo de Variaciones. Las dificultades en € trata-
miento ecuaciones integralesy de funcionalesllevaron
al desarrollo de una teoria abstracta, [lamada Andlisis
Funcional en referencia a su naturaleza y a su origen,
gue permitié resolver diversos problemas asi como
crear € marco matematico idoneo para el desarrollo de
las Ecuaciones Integralesy del Céalculo de Variaciones.
Por giemplo, en el estudio de ecuaciones integrales,
Hilbert tuvo encontré funciones que se expresan como
series de Furrier con coeficientes (x;); que verifican

gue la serie
2%

es convergente. La sucesion (x); la consider6 como un
punto en un espacio de infinitas dimensiones a gque se
doto de producto escalar mediante la expresion

PRIE
En 1907 Erhad Schmidt y Maurice Fréchet llamaron I
a este espacio de Hilbert de sucesiones de cuadrado

sumable provisto con un producto escalar definido por

PRSE

e introdujeron el espa(:io'L2 formado por las funciones
de cuadrado integrable en cierto intervalo [a,b] con €
producto escalar _|'h f(x)g (x)dx. Laisometriaentre |2
y L2 es la esencia del teorema de representacion de
Frederic Riesz y Ernst Fischer”.

El Andlisis Funcional, ademas de contribuir al de-
sarrollo de las ecuaciones integrales intervino en la
formalizacion de la Mecanica Cuantica. Distintas
motivaciones heuristicas [levaron ala exposicion de la
Mecanica Cuantica de Werner Heisenberg, utilizando
matrices infinitas de observables, y a la de Edwin
Schrédinger, basada en las funciones de onda. Ambos
recibieron el premio Nobel en 1932 y 1933, respecti-
vamente. En 1926, Hilbert tratd de obtener una axio-
maética de la Mecanica Cuantica de la que se pudiesen
deducir los desarrollos de Heisenberg y de
Schréndinger. No tuvo éxito, pero provocd que en
1927 John von Neumann, que era entonces su ayudan-
te, reformulase las ideas de Hilbert en términos de los
espacios 1%y L2 Con e espacio I? obtuvo laversién de
Heisenberg de la Mecanica Cuanticay con el espacio
L? dedujo la version de Schrédinger. La equivalencia
entre ambas formulaciones era consecuencia natural
del antes citado teorema de representacion de Riesz-
Fischer, que dos dice que los espacios I y L? son iso-
métricos. Esta aportacion de von Neumann la podemos
encontrar en su obra Los fundamentos Matematicos de
la Mecanica Cuantica, donde la Fisicade la Mecanica
Cuantica se describe por operadores en un espacio de
Hilbert, siendo, por ejemplo, e principio de incerti-
dumbre de Heisenberg descrito por la no conmutativi-
dad de ciertos operadores’.

El dltimo descubrimiento que vamos a comentar en
este primer tercio del siglo XX eslaaxiomatizacion de

4 Estos dos espacios & y L% son casos particulares de una amplia clase de espacios introducidos en 1922 por Stefan Banach, que se llaman
los espacios de Banach y dan la estructura perfecta para desarrollar 1a teoria de las ecuaciones integrales, con la ayuda de un teorema gene-
ral del punto fijo, también desarrollado por Banach, utilizando unatécnica de Joseph Liouville de 1832. Lateoria de espacios de Banach tomd
nuevo impulso a partir de 1950, gracias a nuevos métodos introducidos por la escuela francesa, destacando las aportaciones de Laurent
Schawartz y Alexander Grothendieck, medallas Fields en 1950 y 1966, respectivamente. Esta teoria esté experimentando un tercer rejuveneci-
miento, visible en la concesion de las medallas Fields en 1994 y 1998 a Jean Bourgain y aWilliam Govers, por la determinacion de secciones
méximas en un espacio de Banach isomorfas a un espacio de Hilbert y por la prueba de que solo |os espacios de Banach con “ mucha simetria”

son isomorfos a espacios de Hilbert, respectivamente.

5 El éxito en laaplicacion de los operadores a la Fisica provoco el desarrollo de las Algebras de operadores de von Neumann. Laclasificacion
de una clase de estos operadores, los de tipo 111, le valid laMedalla Fields aAlain Connes en 1983 y el descubrimiento de ciertos invariantes
para nudos, consecuencia del estudio de operadores de tipo |1, le proporciond a Vaugham Jones la Medalla Fields en 1990.



Manuel Lépez Pellicer

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2007; 101 293

Figura 10. Andrey Nikolaevich Kolmogorov 1903-1987.

laTeoria de la Probabilidad hecha por Kolmogorov en
1933. Los primeros problemas de probabilidades estu-
vieron relacionados con 1os juegos de azar y uno ellos,
publicado en 1494 en el libro Summa de Luca Pacioli
fue estudiado por Cardano en 1526 en su Liber de ludo
aleae, donde aparece la regla de multiplicar probabili-
dades. No obstante, el nacimiento de la teoria de la
probabilidad se puede hacer coincidir con la corres-
pondencia entre Blaise Pascal y Pierre de Fermat alre-
dedor de 1645. En 1656 Christian Huygens introdujo
el concepto de valor esperado como producto de la
probabilidad de ganar por el premio obtenido, defini-
cion modificada después del descubrimiento de la
paradoja de Daniel Bernoulli. En €l libro Ars conjec-
tandi de Jacques Bernoulli, considerado el primer libro
deteoriade probabilidad, yaaparecelaley delosgran-
des nimerosy el célculo de probabilidades a posterio-
ri, cuando no es posible contar a priori € nimero de
casos favorables posibles. En 1761 Thomas Bayes tra-
baj6 sobre el problema de inferir estadisticamente la
probabilidad de un suceso por €l hecho de que se pre-
sente m veces en n ensayos. Su solucion llevo al teore-
ma de Bayes de |la probabilidad condicional.

En 1777, Georges Louis Leclerc, conde de Buffon,
determiné que 1/x es la probabilidad de que una aguja
caiga sobre algunalineaal lanzarla sobre un papel cua-
driculado en € que ladistancia entre dos lineas parale-
las consecutivas sea €l doble de lalongitud de laaguja.

Por tanto, la frecuencia relativa de este suceso estara
cerca de 1/mr cuando e ndimero de lanzamientos es
grande, resultado que permite obtener experimental-
mente un valor aproximado de nt y que se puede consi-
derar una primera aplicacion del Método de Monte
Carlo. En 1809, Gauss, estudiando la distribucién de
errores al repetir una medicion encontré su famosa
campana’ y, en 1812, Pierre Simon de Laplace siste-
matizo estos resultados en su tratado Teoria analitica
de probabilidades, describiendo muchas aplicaciones
alas ciencias naturales y sociales.

El desarroll6 de la Teoria de la Probabilidades exi-
gié su axiomatizacion, lo que fue pedido por Hilbert
como parte de su sexto problemay resuelto por Andrei
Kolmogorov en 1931, asignando una probabilidad a
cada un suceso de manera que la probabilidad de cada
suceso es un nimero entre 0y 1, laprobabilidad de que
no aparezca ningun suceso elemental es 0, la probabi-
lidad del conjunto de todos los sucesoses 1y laproba
bilidad de una unién numerable de sucesos disjuntos
dos a dos es la suma de la serie de las probabilidades
de esos sucesos. También utilizé la medida de
Lebesgue en su axiomatizacion. Kolmogorov recibié
el Premio Wolf en 1980.

3. SEGUNDO TERCIO DEL SIGLO XX:
DE LA TEORIA DE DISTRIBUCIONES DE
SCHWARTZ (1945) AL TEOREMA DE
INDEPENDENCIA DE COHEN (1963)

La Matemaética acuso la Segunda Guerra Mundial,
gue también provocé lainterrupcién de los Congresos
Mundiales de Mateméticos, y, por tanto, la concesion
de las medallas Fields. Este nefasto periodo sélo
estimulo el desarrollo de algunas aplicaciones
matematicas Utiles en la resolucion de problemas rela
cionados con el conflicto armado.

Al terminar la guerra, Schwartz public6 su Teoria
de Distribuciones en 1945, que son funcionales que
generalizan de forma genia a las funciones clésicas.
Descartes sdlo considerd funciones polinémicas. En €
siglo XVIII, Euler utilizé funciones definidas por

6 Ladistribucion normal de probabilidad ya habia sido utilizada por Moivre para aproximar la distribucion binomial y poder simplificar ca-

culos de probabilidades de vencer en juegos.
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Figura 11. Laurent Schwartz 1915-2002.

expresiones trigonométricas, exponenciales y logarit-
micas en € estudio de distintos problemas fisicos. En
el sigo XIX, Joseph Fourier definié funciones por
series trigonométricas en su estudio de la transmisién
del calor y pensd que toda funcion se puede repre-
sentar en un intervalo por una serie trigonomeétrica, lo
gue Peter Lejeune Dirichlet probd en 1829 que era
falso, mediante lafuncion £ (x)= lim lim (cosm!zx)’

L el 4

quevalels xesracional y 0s x esirracional.

En 1893, Oliver Heaviside introdujo en sustrabajos
sobre electromagnetismo la funcion 6 que vale 0 en
todoslos puntos salvo en el cero dondevale +oo y veri-
fica, ademés, que e é&rea limitada entre la curva y=
0(X) y el gje OX es 1. Heaviside consideré que la
funcion o esladerivadade lafuncién H tal que H(X) =
0s x<0y H(X)=1 s x=0. Trat6 de justificar su afir-
macion definiendo una sucesion de funciones deriv-
ables (H,),, que puntualmente convergen alafuncién H
de Heaviside e indicando que 6 es € limite de las
derivadas de las funciones H,, cuando n tiene a
infinito. Heaviside fue expulsado de la Royal Society,
pues sus compafieros mateméticos no le perdonaron
los errores de sus afirmaciones. Por ello solo la
funcion H esta asociada al nombre de Heaviside. La
funcién 6 esta asociada a Paul Dirac, quien la utilizé
en 1930 en su tratado Los Principios de la Mecanica
Cuantica. Tampoco Dirac se salvdé de muy severas
criticas, particularmente de John von Neumann, autor
de una axiomatizacion de la Mecanica Cuéntica
comentada en € apartado anterior. Pero la reputacion
de Dirac provoco € interés por € uso de la funcion &
primero de los fisicos y después de |os matemati cos.

Laurent Schwartz, ademas de introducir el con-
cepto de distribucion que extendia el concepto de
funcién, desarroll6 técnicas de diferenciacién de dis-
tribuciones de manera que cuando una funcién es
derivable en sentido clasico también es derivable como
distribucion. Una de sus principales aportaciones es
gue ciertas funciones no derivables en sentido clasico
y que pueden ser consideradas como distribuciones,
como lafuncién H de Heaviside, si tienen derivada a
ser consideradas como distribuciones. La derivada de
la distribucion H es la distribucién 6. Su trabajo, re-
compensado con la medalla Fields, supuso la posi-
bilidad de extender a distribuciones resultados
conocidos para funciones. Por e€jemplo, Serge
Bernstein habia probado en 1904 que los operadores
diferenciales que sdlo tienen soluciones analiticas son
operadores elipticos, resolviendo asi el problema
diecinueve de la conferencia de Hilbert de 1900.
Schwart volvidé a proponer ese problema diecinueve
con distribuciones; fue resuelto por Lars Hormander a
demostrar que en distribuciones los operadores difer-
enciales que sdlo tienen soluciones analiticas son los
operadores hipoelipticos. Hormander recibio la
MedallaFieldsen 1962 y el Premio Wolf en 1988.

Vamos a considerar tres descubrimientos de
mediados del siglo XX gue han tenido aplicaciones en
otras ciencias. El método simplex de Dantzing de
1947, que podemos situarlo en € origen de lateoriade
la optimizacion, € andlisis de Shannon del juego del
gjedrez de 1950, que abre un capitulo en lainteligencia

Figura 12. George Dantzig 1914-2005.
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Figura 13. Claude Elwood Shannon 1916-2001.

artificia, y, finalmente, el teorema de existencia de
equilibrio de Arrow-Debreu de 1954, que origind otro
capitulo matematico en Economia.

La teoria de optimizacion se desarrollé en la
primera mitad del siglo XX debido a desarrollo del
capitalismo hacia las grandes empresas en Estados
Unidos y ala gecucion de grandes planes estatales en
la Unién Soviética. Durante la Segunda Guerra
Mundial se tuvo que resolver diversos problemas con
criterio de optimizacion, lo que exigio la construccion
de ordenadoresy € desarrollo de latécnica de progra-
macion lineal, donde las restricciones vienen dadas
por desigualdadeslinealesy €l criterio de optimizacion
se expresa por una funcion lineal. Si sélo hay dos va-
riables las posibles soluciones estan limitadas por una
poligonal y €l éptimo esta en uno de los vértices. Pero
si el problema tiene més de dos variables, la linea
poligonal se transforma en un poliedro con muchos
vértices, 1o que puede hacer inaccesible evaluar € cri-
terio de optimizacién en cada vértice para decidir
donde se alcanza el éptimo.

Esta inaccesibilidad provocd la aparicion de
método del simplex en 1940, desarrollado por George
Dantzig, Leonid Kantorowich y Tjalling Kocopmans’.
En el método del simplex se evalla un vértice
cualquiera del poliedro, desde el que se pasa a otro

vértice adyacente, siguiendo el criterio de opti-
mizacién, lo que permite llegar a un éptimo local que,
por convexidad, es un dptimo global.

Dos extensiones del método del simplex han sido
necesarias. La primera fue originada por la exigencia
en muchos problemas de que la solucién esté dada por
nimeros enteros y dio lugar a nacimiento de la pro-
gramacion entera. La segunda extensién surgio por la
necesidad de disponer de métodos para la resolucion
de problemas no lineales, en los que no es aplicable €
método del simplex, pues sin linealidad no hay con-
vexidad y entonces un ¢éptimo local puede no ser
optimo global. El articulo que sent6 las bases y dio
nombre alaprogramacién no lineal fue escrito en 1950
por Harold Kuhn y Albert Tucker, estableciendo condi-
ciones necesarias para la existencia de 6ptimo, que se
utilizan en muchos agoritmos de programacién no
lineal.

Turing, en su articulo de 1950 Méaquinas de calculo
e Inteligencia, sugirié la posibilidad de que las
maguinas pudiesen pensar y propuso que podemos
decir que unaméquinapiensasi una personaque inter-
cambie mensgjes con ella no puede distinguir que las
respuestas no estan dadas por otro ser humano. El
término “inteligencia artificial” se adopt6 en e con-
greso de Hanover de 1956, donde estuvieron Marvin
Minsky, John McCarthy, Allen Newell y Herbert
Simon, que recibieron e Premio Turing en 1969, en
1971y en 1975 los dos Ultimos.

El suefio de la inteligencia artificial fue explicita-
mente formulado por Herbert Simon en los cincuenta,
pensando que en diez afos se tendrian programas
capaces de derrotar acampeones mundiales de gjedrez,
de demostrar nuevos teoremas y de sugerir nuevas
teorias en Sicologia. S6lo en e juego del gedrez se ha
cumplido la prediccion de Simon, quien debe com-
partir el mérito de esta profecia con Charles Babbage,
el inventor visionario del primer ordenador que en
1864 considerd la posibilidad de construir una
maguina que jugase a gedrez y elabord un conjunto
de instrucciones, y con Leonardo Torres y Quevedo,
guien en 1890 formalizé completamente la estrategia
para hacer jague mate cuando s6lo quedan dos reyesy

7 Kantorowich y Koopmans recibieron el Premio Nobel de Economia en 1975.
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Figura 14. John von Neumann 1903-1957.

unatorre. El primer juego de ajedrez elaborado en tér-
minos computacional es aparece en un famoso articulo
de Claude Shannon de 1950.

La primera partida entre un hombre y un programa
fue entre el cientifico Alick Glennie y el programa
Turochamp, escrito por Alan Turing, quien tuvo que
simular la gjecucion del programa manual mente, dada
la baja capacidad de los computadores de esa época.
Glennie vencié en 29 movimientos. La situacion en
1980 vari6 sustancialmente. El Gran Maestro Helmut
Pfleger jugd 26 partidas simultéaneas, de las que cinco
eran contra un programa de ordenador. Cinco de esas
partidas, incluyendo una ganada por el ordenador,
fueron presentadas a andlisis de expertos, entre los que
estaban Kornoi, Pfleger y Kasparov. Salvo Kasparov,
todos fallaron en identificar cual era la partida en la
gue Pfleger habiajugado contra el ordenador. En 1996,
Gary Kasparov perdi6 contra el programa global Deep
Blue. En 1997, Deep Blue derroté a Kasparov en un
torneo por 3,5 contra 2,5 puntos.

Los grandes éxitos de la Mecénica en diversas
explicaciones de fendbmenos naturales llevaron a Ledn
Walras en 1874 a establecer un paralelismo entre
Economia y Mecéanica, presentando las leyes de
mercado y € equilibrio econdmico como los equiva
lentes econdémicos de la ley de gravitacion y ddl equi-
librio en Mecénica. Walras conjeturd que el desarrollo
del mercado tiende hacia un equilibrio. En 1933, €
economista Kart Schlesinger y e mateméatico
Abraham Wald fueron los primeros en demostrar for-
malmente la existencia de equilibrio para el modelo de
Walras descrito por un sistema de ecuaciones. En

1938, John von Neumann trat6 este problema no en
términos de ecuaciones, como se habia hecho hasta
entonces, sino con inecuaciones, probando en un caso
particular que la existencia de equilibrio se reduce a
estudio de un problema de minimax, paralo que utilizd
unaversion del teorema de Brouwer del punto fijo. El
final delaevolucion de estas ideas de von Neumann se
encuentraen su libro “Lateoria de juegosy el compor-
tamiento econdmico”, publicado con Morgesten en
1948.

Con una extension del teorema del punto fijo de
Brouwer de 1941 debida a Kakutani, consiguieron
probar Kenneth Arrow y Gerald Debreu en 1954 la
existencia de equilibrio paralas ecuaciones de Walras,
suponiendo que la razén del cambio de precio para
cada uno de los productos es proporcional al exceso de
demanda, 1o que les llevd a obtener |os Premios Naobel
de Economia en 1972y en 1983, respectivamente.

Las nuevas posibilidades facilitadas por la simu-
lacion con ordenadores permitieron que Stephen
Smale probara en 1982 € teorema de equilibrio de
Arrow y Debreu sin utilizar teoremas del punto fijo.
No obstante, este teorema de equilibrio de Arrow y
Debreu depende de suponer que la variacion relativa
del precio de cada producto es proporcional al exceso
de su demanda, lo que sbélo constituye una primera
aproximacién. Si se toma la hip6tesis més redlista de
gue € precio de cada producto depende del exceso de
demanda de los demas productos, entonces el mercado
puede no tender hacia un punto de equilibrio.

Figura 15. Andrey Nikolaevich Kolmogorov 1903-1987.
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En laparte final del segundo tercio del siglo XX se
obtuvieron dos resultados muy destacados, el teorema
KAM en 1962 y el teorema de independencia de
Cohen en 1963.

El estudio matemético del movimiento de los
cuerpos es posible desde el descubrimiento por
Newton entre 1664 y 1666 del calculo infinitesimal y
de las tres leyes de la dindmica, 10 que le permitio
probar en el primer libro de sus Principia que el movi-
miento de un planeta arededor del Sol obedece lastres
leyes establecidas por Kepler en 1618. Pero los pla-
netas no estdn sometidos solamente alafuerza gravita-
toriadel Sol sino que ademas unos se atraen a otros, lo
gue origina que las érbitas no son necesariamente ni
cerradas ni perfectas elipses, por lo que el problema
del movimiento planetario no es trivial. El propio
Newton intenté estudiar la perturbacién que oca-
sionabalaLunaalaTierraen su movimiento alrededor
del Sol. Obtuvo unasolucién aproximadaconsiderando
sblo las fuerzas de atraccién entre el Sol, laTierray la
Luna. El mismo método fue utilizado por Euler en
1748 para calcular la perturbacién que Jupiter y
Saturno se causan en su movimiento alrededor del Sol.

Soluciones exactas del problema de lostres cuerpos
fueron encontradas por Joseph Louis Lagrange en
1772, quien probd, por ggemplo, que es posible tener
tres cuerpos moviéndose en tres érbitas elipticas con €
baricentro del sistema en un foco comudn, o que si los
cuerpos estan localizados en los vértices de un
tridngulo equildtero entonces el tridngulo gira
arededor del baricentro del sistema. En 1906 se prob6
gue esta segunda situacion corresponde a sistema
formado por el Sol, Jupiter y €l asteroide Achiles.

Entre 1799 y 1825 aparecieron los cinco volimenes
de Laplace titulados Mecéanica Celestial, resumen de
siglo y medio de descubrimientos. Laplace escribid
gue la evolucion del universo pasada y futura, se
podria haber calculado exactamente si se hubiese
conocido la posicion y la velocidad de cada particula
en un instante. El optimismo de Laplace no evit6é que
dos prablemas fundamental es permaneciesen abiertos:
Encontrar la solucion exacta del movimiento de un

sistema formado por tres 0 mas cuerpos, y determinar
la estabilidad de la solucidn obtenida. Respecto a este
segundo problema se deseaba saber si pequefias pertur-
baciones sobre un planeta sblo ocasionan pequefias
variaciones en su Orbita o si, por e contrario, pueden
enviar a planeta a vagar por la inmensidad del
espacio. También se deseaba saber el efecto acumu-
lativo de sucesivas perturbaciones sobre un planeta.

El problema de la estabilidad del Sistema Solar
llamo la atencion al Rey Oscar |l de Suecia, quien
anadié este problema a una lista de cuestiones cuyas
soluciones serian recompensadas con un premio que
establecid en 1885 con motivo de su 60 cumpleafios.

Fue premiado Poincaré® por su memoria Sobre el
Problema de los Tres Cuerpos y las Ecuaciones de la
Dinadmica, donde, aunque no consiguié demostrar si €l
Sistema Solar es estable o no, dio un salto cudlitativo
en el estudio de la Dindmica de Sistemas con la intro-
duccion de nuevos métodos de mecanica celeste
basados en estudios topol 6gicos de ecuaciones difer-
enciales no lineales, que por su dificultad no habian
sido considerados hasta entonces. Estos métodos estén
en su obra Méthodes nouvelles de la mécanique
céleste, trilogia que publico entre 1892 y 1899.

El problema de la estabilidad fue retomado por
Kolmogorov en 1954, quien esbozd un método desa-
rrollado por Vladimir Arnol’d y Jirgen Moser en 1962,
en un trabajo conocido como € teorema KAM, titulo
gue aglutinalas iniciales de sus autores. Probaron que
para peguefias perturbaciones |la mayoria de las Orbitas
son estables y que una si una 6rbita perturbada no es
periddica difiere poco de la érbita periédica del
sistema no perturbado, por lo que se la llama érbita
casi-periédica. Antes indicamos que Kolmogorov
recibio e Premio Wolf en 1980. En 1994 |o recibio
Moser. Unareciente generalizacién de este resultado le
valié a su autor, Jean Christophe Yoccoz, la Medalla
Fields en 1994.

Estos trabajos han tenido una aplicacién muy
reciente en el estudio de la estabilidad de |as érbitas de
las particulas elementales en los aceleradores de
particulas, donde €l problema de la estabilidad de sus

8 Quien tuvo que devolver & premio para compensar |os gastos de impresion de su trabajo, que no se pudo distribuir por contener un error,

cuya subsanacion dio lugar a contribuciones muy importantes.
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Figura 16. Paul Joseph Cohen 1934-2007.

Orbitas es fundamental para que no pierdan energia en
choques con las paredes del acelerador.

Finalmente, vamos a terminar esta breve exposi-
cion de descubrimientos del segundo tercio del siglo
XX con € teorema de independencia de Cohen de
1963.

A finales del siglo XIX, Cantor definié que dos
conjuntostienen el mismo cardina si entre ellos puede
establecerse una biyeccion®. Era conocida una
biyeccion entre el conjunto N de nimeros naturales y
e conjunto Z2={0, 1, -1, 2, -2, 3, -3,....} delos
nameros enteros. Cantor establecié otra biyeccion
entre el conjunto de los nimeros naturales y el con-
junto de los nimeros racional es positivos, utilizando el
método diagona que descubrid John Farey en 1816.
Poco mas tarde, en 1874, Cantor descubrié gque los
nimeros reales no pueden ponerse en correspondencia
con los nimeros naturales, pues dada una sucesion de
nameros reales siempre existe un nimero real
diferente de los nimeros de la sucesiéon®, lo que
origind el deseo de saber si existe un subconjunto de
nimeros reales que tengan “mas elementos’ que el
conjunto de los nimeros naturales, pero “menos’ que
el conjunto de los nimeros reales, 10 que con mas pre-
cision significa que no exista una biyeccion de ese sub-

conjunto ni con el conjunto de los nimeros reales ni
con el conjunto de los numeros enteros. En 1883
Cantor conjetur6 que no, afirmacién que se la conoce
como “hipétesis del continuo”, 1o que no debié con-
vencer a Hilbert, quien en su conferencia de 1900 pre-
gunt6 en el primero de los problemas gque planted por
la existencia de cardinales entre el cardina del con-
junto de los nimeros naturales y el cardinal del con-
junto de los nimeros reales.

En 1938 Kurt Godel probd que € universo de los
conjuntos constructibles satisface los axiomas de
Zermelo Fraenkel de la teoria de conjuntos y la
hipétesis del continuo. Pero en 1963, Paul Cohen
anadié otros conjuntos al universo de Godel de los
conjuntos constructibles, y obtuvo asi universos que
satisfacen los axiomas de Zermel o-Fraenkel y también
la negacion de la hipétesis del continuo, con lo que
probd que la hipdtesis del continuo es independiente
del resto de axiomas de la teoria de conjuntos y fue
distinguido con la Medalla Fields en 1966. Este
resultado de Cohen mativa que en muchos teoremas se
indique si se han obtenido utilizando la hipétesis del
continuo o bien su negacion. También hay muchos
resultados que son independientes de admitir o de
negar la hipétesis del continuo.

4, ULTIMO TERCIO DEL SIGLO XX: DE
LA CLASIFICACION DE LOS GRUPOS
FINITOS (1972) A LA SOLUCION DEL
PROBLEMA DE KEPLER (1998)

Veremos que en €l tercio final del siglo XX se pro-
ducen grandes descubrimientos, de los que muchos
son teoremas muy largos, cuyas demostraciones nece-
sitan ayuda de ordenador. Asi sucede con la clasifi-
cacion de los Grupos Finitos comenzada por
Gorenstein en 1972 y con el problema de los cuatro
colores, resuelto por Appel y Haken en 1976.

L os babilonios conocian laférmula pararesolver la
ecuacion de segundo grado. Las formulas para hallar
las raices de las ecuaciones de grados 3 o0 4 las obtu-

9 Esta definicion habia sido anticipada por Duns Scotus en € siglo X111, por Galileo en 1638 y por Bolzano en 1851.
10 Ese nimero real diferente de los nimeros de la sucesion se puede construir de forma que su cifra decimal n-ésima sea diferente de 9y de

lacifradecimal n-ésima del nimero que ocupa €l lugar n en la sucesion.



Manuel Lépez Pellicer

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2007; 101 299

Figura 17. Daniel Gorenstein 1923-1992.

vieron Nicolo Fontana (conocido como Tartaglia),
Gerolamo Cardano y Ludovico Ferrari en el siglo XVI.
Paolo Ruffini en 1799 y Niels Abel en 1824
demostraron que no hay férmulas algebraicas que den
la solucién general de una ecuacion de grado quinto.
En 1832, Evaristo Galois introdujo los grupos de per-
mutaciones para determinar que ecuaciones admiten
soluciones que puedan expresarse por férmulas alge-
braicas. En 1849 Augusto Bravaisintrodujo los grupos
simétricos para €l estudio de problemas de cristalo-
grafia. La aparicion de estructuras de grupo en dife-
rentes ramas de la Ciencia motivo que Arthur Cayley
introdujese el concepto abstracto de grupo en 1849.

Galois factorizo los grupos en grupos simples, ca
racterizados por tener sdlo dos factores: el mismo
grupo y el subgrupo trivial. Por tanto, para clasificar
los grupos basta hacerlo con los grupos simples. En
1888, Wilhelm Killing elaboré una primera clasifi-
cacion de los Grupos de Lie™, que fue perfeccionada
por Elie Cartan en 1894, utilizando los grupos SO(n) y
SU(n) de matrices ortogonales y matrices unitarias
nxn.

Pero la clasificacion de los grupos simples finitos
es complicada. Al final del siglo XIX se conocian seis

familias de grupos simples y otros cinco grupos
simples descubiertos en 1861 por Emile Mathieu en un
estudio sobre geometrias finitas. EIl mayor de esos
cinco grupos tenia unos 250 millones de el ementos. De
las seis familias de grupos simples finitos, cuatro eran
equivalentes a las familias de grupos de Lie, la quinta
familiaerade grupos ciclicosy lasexta estaba formada
por los grupos de permutaciones de Galois.

Nuevas familias de grupos simples finitos fueron
encontradas por Claude Chevalley en 1957 y por
Zvonimir Janko en 1965. Comenzo un periodo apasio-
nante de descubrimientos de nuevos grupos simples
finitos quellevo alaidentificacion de 18 familias y 26
grupos finitos esporadicos, de los que el mayor eraun
monstruo de unos 10> elementos. Como en fisica de
particulas, muchos de esos grupos fueron primero
predichos tedricamente y luego encontrados. El
referido monstruo fue predicho por Bernd Fischer y
Robert Griess en 1973 y construido por Griess en
1980.

En 1972, Daniel Gorenstein elabord un proyecto
para demostrar que cualquier grupo simple finito
pertenece a una de las 18 familias 0 es uno de los 26

Figura 18. Alfred Bray Kempe 1849-1922.

11 Los grupos de Lie fueron introducidos por Sophus Lie en 1874. El quinto problema de Hilbert preguntaba si un grupo local-
mente euclideano era un grupo de Lie, y fue resuelto afirmativamente por Andrew Gleason, Deane Montgomery y Leo Zippin
en 1952. Lateoria de los grupos de Lie es muy utilizada en |a Teoria del Campo Unificado.
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grupos esporédicos. Este proyecto redujo los casos
posibles a un centenar y obtuvo para cada caso un
teorema de clasificaciéon. Se completd el proyecto en
1985 gracias a los esfuerzos de alrededor de un cen-
tenar de matematicos, que redactaron un centenar de
articulos, que retinen unas 15.000 paginas.

El problema de los cuatro colores surgi6é en 1852
cuando Francis Guthrie pensd ante un mapa de
Inglaterra que cuatro colores serian suficientes para
colorear cualquier mapa de manera que dos regiones
adyacentes tuviesen diferente color, suponiendo que
las fronteras entre las regiones no fuesen ni demasiado
simples ni demasiado complejas. En 1879, Alfred
Kempe publicd una demostracion de esta afirmacion,
pero en 1890, Percy Heawood descubrié un error en la
prueba y observd que € argumento de Kempe sblo
probaba gue con cinco colores se podia colorear un
mapa de manera que las regiones adyacentes tuviesen
colores dife-rentes. Todos los intentos de arreglo de la
prueba de Kempe llevaban a grandes cantidades de
posibles configuraciones y solo consiguieron demos-
trar la certeza de la conjetura de Guthrie para un
nimero muy limi-tado de posibles configuraciones.

En 1976, Kenneth Appel y Wolfgang Haken
resolvieron en positivo el problema de los cuatro
colores, utilizando muchas horas de trabajo de orde-
nador, que no parece se pueda sustituir por una com-
probacién manual de duracion razonable. Creemos que
en el teorema de Appel y Haken €l ordenador hace un
papel intermedio insustituible y que estamos en una
nueva época de las M ateméticas dominada por pruebas
largas y complejas, que exigen division del esfuerzo
entre los miembros de un equipo y ayuda de orde-
nador. Apoya esta creencia la utilizacion del superor-
denador CRAY en la refutaciéon de la conjetura de
Mertens, hecha en 1983 por Hermann te Riele y
Andrew Odlyzko. El origen de la conjeturade Mertens
esta en un trabajo de Mbius de 1832, donde considerd
laclase C de nimeros que tienen todos |os exponentes
igual a uno en la descomposicion en factores primos.
Mertens asigné a cada nimero de laclase C €l valor 1
0 —1, segin que e numero de factores fuese par o
impar. Por induccion definié la funcion M(n) como la
sumade los valores de M(n), paralos nimeros m de la
clase C menores o iguales an En 1897 Franz Mertens
calcul6 los 10.000 primeros valores de lafuncion M y
conjeturd que para cadamdelaclase C se verifica:

Figura 19. Benoit Mandelbrot 1924-.

~n<M(n)<n.

La conjetura de Mertens esta relacionada con la
hipétesis de Riemann, que es € problema més impor-
tante por resolver en Mateméticas.

Vamos a describir brevemente otros dos descubri-
mientos de este periodo: Los Fractales y los inva
riantes de Jones en teoria de nudos.

El origen de los fractales se sitdia en 1906, cuando
Helge von Koch construy6 una region plana de &rea
finita cuya frontera puede tener longitud infinita. Von
Koch dividi6 cada lado de un tridngulo equilétero en
tres partes iguales y sustituyo € tercio central de cada
lado por un nuevo triangulo equilétero; la repeticion
sucesiva de este proceso originé una figura parecida a
un copo de nieve, que tiene area finita con frontera de
longitud infinita, pues en cada etapa se multiplica su
longitud por 4/3. Por el factor 4/3 se dice esta figura
tiene dimension 1,2618595, ya que 3-%°'%%=4. Esta
definicion de dimension esta relacionada con la cons-
truccion de lafiguray laintrodujo Felix Hausdorff en
1918.

Las figuras que tienen dimensiéon (Hausdorff) no
entera se llaman fractales. Para cada numero real r
entre 1 y 2 existe una curva fractal de dimensién r.
Otro fractal es la esponja de Menger que se obtiene
dividiendo un cubo en 27 cubos iguales y quitando los
siete centrales, situados en el centro de cada caray en



Manuel Lépez Pellicer

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2007; 101 301

el centro del cubo. Repitiendo este proceso indefinida-
mente se obtiene una superficie de dimension, aproxi-
madamente, 2,72 y que encierra un volumen nulo.

Los gemplos considerados de fractales son muy
sencillos, pero hay otros que el proceso constructivo
necesita € apoyo de los ordenadores. Algunos frac-
tales se han introducido en el arte moderno como
nuevas formas. Otros han generado muchas aplica-
ciones como € fractal de Mandelbrot, obtenido apli-
cando repetidamente la transformacién x>=c en el
plano complejo, partiendo de un valor arbitrario inicial
de x Cuando c= 0 se tienen tres casos diferentes segln
la situacion del punto inicial x. Si e moédulo del valor
inicial x es menor que 1, la aplicacion sucesiva de la
transformacion lleva el punto hacia cero. Si e médulo
del punto inicial x es mayor que uno, € punto se va
alejando a aplicar sucesivamente la transformacion.
Cuando el punto inicial x es 1, todos los puntos
obtenidos al aplicar sucesivas transformaciones estan
situados sobre a circunferencia unidad. Hay pues dos
regiones de atraccion, hacia cero y hacia el infinito,
separadas por una fronteracircular.

Cuando c es distinto de cero hay muchos casos
diferentes. EI nimero de regiones de atraccion varia
con c y la frontera entre diversas regiones puede ser
una curva fractal, de una o varias piezas, 0 muchos
puntos dispersos.

El conjunto de Mandelbrot esta formado por los
puntos ¢ para los que la frontera entre las distintas
regiones consta de una sola pieza. Por su extrafia apa
riencia se ha convertido en una forma geométrica
famosa. Adrien Douady y John Hubbard probaron en
1985 que es un conjunto conexo y Jean Christophe
Yoccoz probd en 1994 que es localmente conexo, 1o
que fue uno de los resultados por los que recibi6 la
Medalla Fields en 1994. En la actualidad e conjunto
de Mandelbrot es un sistema de referencia en el
estudio de los sistemas dindmicos complejos y los
fractales se estan utilizando mucho en problemas de
modelizacion. Por la gran variedad de las aplicaciones

12 Johann Listing fue discipulo de Gauss.

de los fractales, Mandel brot recibio el Premio Wolf de
Fisicaen 1993.

Por otra parte, los invariantes de Jones en teoria de
nudos aparecieron en 1984. Los nudos son curvas ce-
rradas en €l espacio de tres dimensiones y aparecieron
en un libro Johann Listing™ de 1848, donde se acufio
el término Topologia. Uno de los primeros problemas
de Teoria de nudos es su clasificacion®®, Si se con-
sidera un nudo como un tubo sdlido cuya seccion esun
circulo, entonces se puede asociar a nudo la superficie
bidimensional que limita el tubo. Estaidea no permite
clasificar los nudos, pues cualquiera de estas super-
ficies bidimensional es es topol 6gicamente equivalente
a un toro. En cambio, Geoffrey Hemion clasificé en
1978 los nudos desde un punto de vista topol 6gico aso-
ciando a cada nudo no el tubo solido antes indicado,
sino la superficie tridimensional determinada por €l
interior del tubo. Ademéas de esta clasificacion
topoldgica de los nudos, se han intentado otras clasifi-
caciones asociadas a invariantes relacionados con los
nudos. En 1928 James Alexander defini6 un invariante
de tipo polindbmico, que a cada nudo asocia un poli-
nomio simétrico con coeficientes enteros de manera
que s dos nudos tienen diferentes invariantes polin6-
micos no se puede pasar por deformacién continua de
un nudo a otro.

El invariante de Alexander puede ser idéntico para
nudos con orientacion diferente que imposibilite que
se pueda pasar de un nudo a otro por una deformacion
continua. Para resolver este problema de que nudos
topol 6gicamente diferentes tengan el mismo invariante
de Alexander, Vaughan Jones propuso en 1984 un
nuevo invariante polindmico respecto alas variables x
y x'. Jones llegd a sus invariantes desde el estudio de
Algebras de von Neumann y luego descubrio rela-
ciones inesperadas con la Mecanica Estadistica
Recibi6 la Medalla Fields en 1990. El invariante de
Alexander es inadecuado para el estudio de los nudos
en las cadenas de DNA, donde se ha aplicado
invariante de Jones con resultados interesantes'.

13 En principio la clasificacion de nudos sigui6 |as ideas de Riemann, Mobiusy Klein en la clasificacion de superficies bidimensionales, o de

Thurston en la clasificacion de superficies tridimensionales.

14 Nos haremos una idea de la complejidad de esta aplicacion recordando que en los hombres |a cadena de DNA puede tener casi un metro
de longitud, esta situada en el nicleo de una célula que puede tener un diametro de unas 5 millonésimas de metro, y, ademas, es capaz de

duplicarse.
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Figura 20. Vaughan Frederick Randal Jones 1952- .

Edward Witten, Medalla field en 1990, obtuvo los
polinomios de Jones por integrales de Feynman calcu-
ladas sobre una superficie particular, definida con
teoria de cuerdas, y encontré relaciones de la teoria de
cuerdas con los polinomios de Jonesy con |os espacios
topol 6gicos de Donaldson, que le permitieron reinter-
pretar el teorema del indice de Michael Atiyah e
Isadore Singer desde un punto de vista cuantico.
Maxim Kontsevich generalizé los polinomios de Jones
y obtuvo nuevos invariantes, no sélo para los nudos,
sino también para las superficies tridimensionales.
Kontsevich obtuvo la Medala Fields en 1998, com-
partida con Richard Borcherds.

Vamos ya a terminar esta exposicion de algunos
grandes descubrimientos del siglo XX con otros dos
teoremas largos: La prueba de Wiles del ultimo
teorema de Fermat de 1995 y la solucion de Hale de
1998 a problema de Kepler del empaguetamiento de
bolas ocupando el minimo espacio posible.

En 1637, Fermat leyé la Aritmética de Diofanto y
anotd en el margen la siguiente observacion:

“La descomposicion de un cubo en suma de dos
cubos, o0 en general la descomposicion de una
potencia n-ésima en suma de dos potencias n-ésimas,
es imposible si n es mayor que dos. He encontrado
una prueba notable de este hecho, pero este margen
tan pequefio no puede contenerla.”

Esta observaciéon se le conoce como €l Ultimo
teorema de Fermat, y durante 350 afios ha sido uno de
los mas famosos problemas en Matematicas. El

matematico y poeta Omar Khayyam esbozé una
prueba para los cubos en 1070. Entre los papeles de
Fermat se descubrid una prueba para n=4, que utiliza
el ingenioso método descendente infinito, que consiste
en probar que s hay tres nUmeros naturales X, y y z
tales que x*+y*=7" entonces existen otros tres
nimeros naturales X, y y 7 tales que X*+ y*=z*de
manera que |os nuevos NUmMeros son, respectivamente,
menores o iguales que los iniciales y uno de ellos es
estrictamente menor. Repitiendo este proceso se llega
a una contradiccion gue demuestra que no existen tres
nimeros naturales x, y y z tales que x*+ y*=7*. Desde
entonces los mejores matematicos trabajaron sobre
este problema y aportaron soluciones parciales. Euler
dio una prueba para n=3 en 1753; Dirichlet y
Legendre publicaron una prueba paran=5 en 1825; lo
mismo hizé Lamé en 1839 n=7 y Kummer probo el
ultimo teorema de Fermat para cada n menor que 100
entre 1847 y 1857. En 1980 se habia comprobado que
la afirmacion de Fermat era cierta para cada n menor
gue 125000, pero la demostracion general era desco-
nocida.

Laequivalenciaentre

a'+b"=c" y (‘E{) +((Q) ]

transforma el problema de Fermat en encontrar solu-
cionesracionales delaecuacion x;' + x; =1. Cuando X,
y X, varian en R se tiene que la ecuacion x'+x; =1
define una curva. En general, cuando x=X;+ix, e y=
y;+1Yy, son nimeros complejos se tiene que de la
ecuacion X'+ y"= 1 se deduce una ecuacion entre x;, X,
y y; cuya gréfica es una superficie en R®, que no tiene
agujeros paran= 2 en tanto que el nimero de agujeros
paran=3, 4y 5 es, respectivamente, 1, 3y 6. En 1922,
Leo Mordell propuso la siguiente conjetura:

“Las Unicas ecuaciones X"+y"=1 que admiten
infinitas soluciones racionales son las que definen
superficies sin agujeros o con un agujero a lo sumo”.
En 1962, Igor Shafarevich propuso otra conjetura, de
la que Parshin demostr6 en 1968 que se deduce la con-
jetura de Mordel. La conjetura de Shafarevich fue
demostrada en 1983 por Gerd Faltings, recibiendo la
Medalla Fields en 1986. Lo que Faltings habia
demostrado es que para n>3 la ecuacion x"+y"'=1
tiene a lo sumo un ndmero finito de soluciones
racionales. En principio, este resultado no probaba
nada respecto al teorema de Fermat, pues de una
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solucion racional de x"+Yy"=1 se deduce la existencia
de tres nliimeros enteros a, b y ¢ tales que a"+b"=c".
No obstante, en 1985, Andrew Granville y Roger
Heath-Brown dedujeron del teorema de Falting la
validez del teorema de Fermat para infinitos expo-
nentes primos.

La prueba definitiva del teorema de Fermat paralos
exponentes mayores que 2 fue obtenida por otro
camino indirecto, pasando por la conjetura de
Taniyama. Esta vez el camino seguido partié de la
observacién de que la ecuacion

x2+y2= 1

se puede parametrizar por las funciones trigonomeé-
tricas seno y coseno, pues sen’a+ cos’ar= 1. Taniyama
conjeturd en 1955 que ciertas funciones modulares,
mas generales gque las trigonomeétricas, parametrizan
de formasimilar una curvaeliptica arbitraria.

En 1985, Gerhard Frey observéd que para n>2 la
igualdad a"+ b"=c", siendo a, b y ¢ nimeros naturales,
implica que la curva eliptica y’=x(x+a")(x-b")
tendria propiedades demasiado buenas, 1o que le llevd
adudar de la existencia esos tres nlimeros naturales a,
by c tales que a"+b"=c". En 1986, Ken Ribet
demostré que de la existencia de tres nimeros natu-
rales a, b y c tales que a"+b"=c" se deduce que la
curva eliptica y’ =x(x+a" )(x—b") considerada por
Frey no puede ser parametrizada por funciones modu-
lares, lo que significaque el teoremade Fermat es con-
secuencia de la conjetura de Taniyama. Por tanto, lo
qgue se debia hacer era probar la conjetura de
Taniyama. Finalmente, en 1995, Andrew Wiles con-
Siguio probar la conjetura de Taniyama para una clase
de curvas dipticas, llamadas semiestables, a la que
pertenece la curva de Frey. Por su resultado histérico
Wiles recibié el Premio Wolf en 1995-96, pero no
pudo recibir la medalla Fields en 1998 por haber
superado los 40 afios. Su trabajo fue completado en
1999 por Bian Conrad, Richard Taylor, Christophe
Breuil y Fred Diamond probando que la conjetura de
Tamiyanatambién es ciertaparalas curvas elipticas no
semiestables.

El dltimo gran descubrimiento que vamos a
comentar es la solucion del problema de Kepler sobre
el empaguetamiento de bolas con la maxima densidad
posible, que surgié en 1600, cuando Sir Walter Raleig

. )
.‘\ g N .
Figura 21. Andrew John Wiles- .

preguntd al matematico Thomas Harriot una férmula
para calcular €l nimero de bolas de cafién que hay en
un monton de bolas. Como |a respuesta depende de la
colocacion, Harriot se interesd por la forma més efi-
ciente de apilarlas. En 1606 este problema atrajo
también la atencion del astrénomo Kepler, quelo rela-
ciono con la formacion de cristales de nieve o con la
formacion de celdas en una colmenay sospechd que la
forma més eficiente de colocacion consistia en que al
crecer los sucesivos elementos intentasen rellenar al
maximo |os espaciosintermedios siguiendo los centros
de las bolas cierta configuracién. En 1611, Kepler
planted el problema matematico subyacente de
encontrar la configuracién de esferas de un radio dado
de méxima densidad. En € plano y con circulos del
mismo radio, Kepler encontré una densidad méxima
de 0,785 para la configuracion cuadrada y 0,907 para
la configuracion hexagonal. En 1831, Gauss prob6 que
la configuracion hexagonal es la de maxima densidad
cuando los centros de los circulos forman un reticulo
plano, lo que quiere decir que los centros de los cir-
culos forman una configuracion simétrica de paralel o-
gramos. Este resultado fue completado por Axel Tune
en 1892 a probar que la confi-guracién hexagonal es
lamejor posible. Tune publico su prueba en 1910.

Las configuraciones en el espacio se obtienen colo-
cando los estratos de esferas unos encima de otros,
pudiendo estar los centros de las esferas alineados o
no. Las esferas en cada estrato pueden seguir distintas
distribuciones, como la disposicion cuadrada o
hexagonal. Kepler calculé que las densidades de las
configuraciones cuadrada y hexagona alineadas son
0.524 y 0.605 alineada, en tanto que las densidades de
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Figura 22. Johannes Kepler 1571-1630.

las configuraciones cuadrada o hexagonal no alineadas
son 0.740. También Gauss demostré que la configu-
racion hexagonal no alineada eslamejor entrelas con-
figuraciones reticulares, lo que significa que los
centros de las esferas forman una configuracion
simétrica de paralelepipedos. El caso general, cons-
tituye la parte tercera del dieciochoavo problema de
Hilbert de 1900 y fue resuelto en 1998 por Thomas C.
Hales, con laayuda de su discipulo Samuel Fergusony
de un potente ordenador. Su prueba recuerda la del
problema de los cuatro colores, pues consiste en ir
reduciendo e nimero de configuraciones con mucha
utilizacién de ordenador, hasta que sélo quede un
numero reducido de casos. Fue L. Fejes Toth quien
sugirio a Hales la utilizacion del ordenador. La prueba
de Hale ocupa 250 péaginas.

Este problema tiene interés practico en compresion
de datos 'y transmision de mensajes.

15 Este afio sabético siguid esta programacion:

Max Planck Institute, Bonn, Germany, May 1-31, 2007
E.N.S. Paris, France, 6/1/2007- 7/15/2007

Reykjavik, Iceland, 7/15/2007 - 8/15/2007

Pittsburgh, PA, 8/15/2007 - 8/22/2007

Mathematical Institute, Hanoi, Vietnam, 8/22/2007-1/4/2008
AMS Meetings, San Diego, CA 1/5/2008 - 1/9/2008
Pittsburgh, PA 1/9/2008 - 1/15/2008

Hales es profesor en la Universidad de Pittsburg y
termin6 en abril de 2008 un afio sabético™ desarro-
[lando e programa Flyspeck, acronimo del titulo The
Formal Proof of Kepler, con el objetivo indicado en su
titulo.

El problema de encontrar la mejor configuracion
reticular de hiperesferas ha sido resuelto hasta dimen-
sién 8, si bien la configuracion reticular no corres-
ponde siempre a la de maxima densidad, segin
probaron John Leechy N.J.A. Sloane en 1971. El caso
de dimension 24 es particularmente interesante. En
1965 Leech construy6 una configuracion, conocida
como reticulo de Leech que, probablemente, es la
mejor entre las configuraciones reticulares y en la que
cada hyperesfera estd en contacto con 196.560 hyper-
esferas. Del estudio de este reticulo dedujo John
Conway en 1968 tres de los 26 esporadicos grupos uti-
lizados en el teorema de clasificacion de los grupos
finitos simples.

5. COMENTARIOSFINALES

Se comparte la impresion de gque las matematicas
son una de las elaboraciones humanas intelectual -
mente més perfectas, atractivo que seguira motivando
alas nuevas generaciones de matemaéticos en este siglo
XXI| y también en los siglos sucesivos, guienes
deberén desarrollar la Matemética adecuada a los
problemas cada vez mas complejos sugeridos por otras
ciencias. Muchas soluciones serén largas, dificiles e
incluso tediosas, precisando la colaboracion de
potentes equi pos humanos e informéticos para obtener
soluciones aproximadas, que podrén preceder en afios
a las soluciones exactas obtenidas con métodos for-
males, por 1os que nunca se debera perder € interés.

Math and Computer Science, Radboud University, Nijmegen, Netherlands, 1/15/2008 - 4/30/2008

Strashourg, France, May 2008
Budapest, Hungary, July 2008.



Manuel Lépez Pellicer

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2007; 101 305

La solucién de muchos problemas dard resultados
no esperados, sobre todo cuando no hayalinealidad, |o
gue sucede en muchos problemas précticos del mundo
rea. La no-linealidad se seguira tratando en muchas
ocasiones con métodos aproximados, que pueden
dejarse soluciones importantes y dar sorpresas mas o
menos agradables. Ejemplos tenemos en la Teoria del
Caos.

La Matemética seguird siendo en el siglo XXI e
idioma de la Cienciay aumentara su participacion en
la comprension de nuestro mundo, no siendo pre-
visible a donde puede llegar €l conocimiento matemé&
tico y sus aplicaciones. Probablemente la razon entre
los conocimientos mateméticos dentro de cien afios y
los actuales superard a la proporcion entre la potencia
de los actuales ordenadores y los ordenadores de
mediados del siglo XX.

Confiamos que el aumento de conocimiento
matematico potencie los mejores valores e ideales del
hombre. Eso serd asi si no se olvida que la humildad
siempre debe acompaiiar a las manifestaciones huma-
nas.
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