Generalizacidén de los polinomios de Bernouilli
por

]osé Babini

1.—Dada la sucesién de ntimeros ¢; (¢ = o, 1, 2, ...,) con ¢, = 1, llamaremos
polinomios bermoullianos de diferencia /t las expresiones

oot = > (M) s = g o

=0

de donde, evidentemente, g,(0) = ¢n.
Si con e9() indicamos simbdlicamente Ja funcién generatriz de estos polino-

mios, tendremos
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donde con e*% indicamos la funcién generatriz de los numeros ¢;.

Claro es que cuando % = o, el factor del Gltimo miembro se convierte en su
limite e=*

2.—Aplicando la férmula del binomio de Vandermonde se llega a la siguiente
expresién, como teorema de adicion de estos polinomios:

et = > e = (p W ) = et [3)
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3—La propiedad caracteristica de estos polinomios es una consecuencia de la
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propiedad de las factoriales. En efecto, calculando la diferencia de esos polinomios
para una diferencia % de la variable

Ao, (x) T n Aslr—m 4 O 1 .
/z’;::Z(r)%" f2 :”Z( 7 )%x(ﬂ T

de donde
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y mas general,

A, (x) (ﬂ)

— = o (x).
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Claro es que cuando %k = o, las férmulas anteriores se convierten en

Do, ()=ng,_ (=) ; M:(Z)

0, — 3 © {x)

Vs ~—

La condicion [4] es caracteristica para estos polinomios, pues, partiendo de
esa ecuacién y de las condiciones iniciales ¢,(0) = ¢n, se llega, por induccién com-
pleta, a la [1].

4o, (@)

Por ltimo es facil ver que la funcion generatriz de los polinomios
Vi

20 (x
es z 7Y@,

4.—Consideremos ahora, en cambio, los polinomios obtenidos calculando la di-
ferencia de ¢n(x) para una diferencia £ de la variable. La funcidn generatriz de

N do, (v .
los polinomios — serd
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y si con ¢,(x) indicamos polinomios bernoullianos de diferencia % tales que

Ay, (o) Ay, (x)

7 Z—T’*:”‘Pn-—l("c) [s}

tendremos que su funcién geperatriz serd tal que

k
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Para k= k; ¢u(x) = ¢u(x), mientras que para k=% k las
permiten obtener relaciones entre los ¢n(x) v ¢a(x).
Asi, de la [6] se obtiene

féormulas [5] y [6]
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mientras que de la [4] v [5] se obtiene, aplicando la férmula de las diferencias
de Newton,
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5.—Si % es un numero racional positivo podremos escribir 7= {7, donde

P y g son nGmeros naturales, y la [6] puede entonces expresarse
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Desarrollando cada cociente en sumas e igualando
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y teniendo en cuenta la {4],

b = 6 D=y @
& Z’ o, @A B =4 Z o, (x+7~/z):mﬁ;_n$7mi

Mediante el cambio de variables # =x +rk; v =x -+ rk; y=x + ph, las
expresiones anteriores pueden escribirse

¥y —k v —h — (x
4 W—e ()
/) 7 1 -
B =0 D, @)=t [o)
=X v =X

, P . k . .
Férmulas anilogas se obtienen para A racional negativo.

Clato es que si # o %k son nulos, la sumatoria respectiva se convertird en la
integral definida del polinomio entre x e y.

NUMEROS DE BERNOULLI ¥ DE REY PASTOR GENERALIZADOS

6.-—Como los elementos de los polinomios ¢n(x) son las factoriales, los polino~
mios elementales que satisfaran la |5] serin aquellos para los cuales ,(x) = xiv
Indicaremos esos polinomios con on(x), v sus coeficientes ¢, los denominaremos
numeros de Bernoulli v de Rey Pastor generalizados, pues coinciden con esos nii-
meros en los casos particulares z =0, k =1y h=1; k=o.

La definicién de esos polinomios serd

e L]

y su funcién generatriz,
¥

8w _ ek

)7

1 +s/k

-1

deduciéndose otras expresiones para estos polinomios aplicando las fomulas

(71, 181, l9l. :
De la definicién resulta inmediatamente que cualquier polinomio bernoullianc
puede expresarse linealmente en funcién de estos polinomios en la forma

¢, ()= (';'«_(m) 4+ <;,)(n)
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7—De la definicion [10] se deduce inmediatamente la siguiente relacidn, que

permite obtener por recurrencia los niimeros g¢y:

(n~—7r,ft

O*Z( )"“ 714/?—{-1 "o

F=o

y de los cuales los seis primeros son:

— — k—h — £~ At — b (B2 — h%)
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Mas general: si con f(x) indicamos una funcién entera cualguiera, que pode-
mos siempre suponer desarrollada en suma de factoriales de diferencia %, tendre-
mos simbdlicamente

AFE) 8/

% &

expresion mas general a la que satisfacen los numeros ¢,.
8.—De la definicién [10] se deduce un teorema de simetria de los polinomios

;;(x). En efecto, cambiando x por (m—2)k-—x en la expresion

(-1, A A :‘;n (.‘C)
X /= e
Y
se obtiene
N AL LEVES BN
B s :
nwe—1 f(n—1,2 n L\U (\)
==n{—1) X = —(— 1) —‘/e"_
o, @)= (— 10, ((n—2)h + & — x) [11]

o~—Aplicando las férmulas [9] a los polinomios en(x) se obtienen férmulas
sumatorias, generalizaciones de la férmula de Euler - Mac-Laurin. En efecto, de

y—=x 1"‘/l

AZ zt(”/‘—/ZZL.’/,,(

=% =X
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se ohtiene, si f(x) es una funcién entera de grado ,

> LI e A
;Zf () =% Zf<v+cp>- > ﬁ,(” =
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=4 Zfr)+2 = S ase
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Si f(x) no es una funcién entera, habrid que tener en cuenta un término com-
plementario como resto.
Si, en cambio, partimos de la expresién

—k . ’ - y—k
,éyz wm A — ___(P” + IQ?:&"*”(@ =_* Z Au(nJth
g 741 n--1 — P

se llega a la expresion simbdlica mas simple:

‘_V“‘k :
A R R

uwm=Xx

10.—Todas las férmulas de los pardgrafos [6] a [9] nos permiten obtener
propiedades y desarrollos conocidos de los polinomios de Bernoulli B,(x) y sus co-
rrelativos de Rey Pastor A,(x) (1) tomando como casos particulares 2 =o, k=1
y % = 1; k = o, respectivamente.
De esas propiedades sélo mencionaremos la que se deduce, para estos ultimos
polinomios, de la [9]:
R

fu‘” du= A (x)

x

que nos permitird deducir facilmente los ceros de estos polinomios A,(x).

En efecto, para # > o, la funcién integrando en cada uno de los # -+ 1 inter-
valos (p,p +1) (p =1. 0, 1, ..., #— 1) mantiene su.signo, que serd el de
(— 1)®**, Por lo tanto, A,(x) cambia de signo para los n -+ 1 valores de x = p,

(1) J. Rey Pastor: Polinomios correlativos de los de Bernoulli. (En “Boletin del Seminario
Matemitico Argentino”. Vol. I. Pag. 3. Buenos Aires, 1970.)
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luego se anulard en n puntos, interiores a cada uno de los n intervalos (— 1,0);

(0,1}; ... (m—2, n—1).
Ademas, por la [11] esos » ceros se dispondran simétricamente respecto al

punto 2%

NOUMEROS DE FULER GENERALIZADOS

11.—Consideremos ahora dos polinomios bernoullianos, ¢,(x) y ¥,(x) ligados
por la condicion

m

%, (¥}
n \"/ =i_7711__2 Ef@”(x‘-}—ﬁs)

lm— k& H" %

Am-k
s=1

donde ™ = 41 y 1 { K  m, tomandose los signos superiores o inferiores, se-

gin se trate de las raices de + 1 o de — 1.
La relacién entre sus funciones generatrices sera

—k z¢(x) m—k m
A" &Y e ezq.(x)z_‘__r_zvskezt?(x-i—s&):

e — k2" * Cm—4 ” :
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2P (x) > 7 5@ (x) ( _}l;)
L Z (i Fsh) " =T (s

§=1

siendo w (z) las funciones ciclicas de orden .
Para eliminar las ¢, hagamos

A7~ * g, (x) . c
Ffl?;z;{:Z i SO
- ——— r=o
donde
ke jd ? RN
— ' knkh_ . LN 2 N DO _
et S pprenr 3o Bl
R § =1 1==o0
r-+hk—om
t-<- m metdm—=k _(1,h
. Z D O (= 1).
- mttfm—=k
t=o0

12~—Lo mismo que antes, consideremos el caso més elemental, tomando
Yn(x) =0 4 Designando los polinomios bernoullianos correspondientes con g,(x),

Nlamaremos los coeficientes ¢, nitmeros de Euler generalizados, pues tomando el sig-
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no superior # = o y m = k = 2; esos coeficientes son los conocidos numeros de
Euler E,.

La definicién de esos polinomios serd

-\m —k (n, e "
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v la funcién generatriz de los ntmeros generalizados de Euler serd

rg— &
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Si ademis f(x) es una funcion entera de grado #, tendremos como expresiones
mis generales a las que obedecen esos ntimeros:
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13.—De la definicion puede deducirse la siguiente ecuacién recurrente para el

cilculo de los ¢n,

n
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que demuestra que esos numeros son de la forma
.,;’l:(l/["—%'[’/l"_,"+[‘/l"‘2", _%_

13.—De acuerdo a esta ultima propiedad, cuando 7/ = o, caso en el que los

niimeros ¢, son los coeficientes del desarrollo en serie de la funcién reciproca de
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las funciones ciclicas ordinarias, tendremos ¢, = o para n <.’ v para o on';
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|
que para el signo superior v m = k = 2 expresa los nimeros de Euler 13,
14.—3Si, en cambio, tomamos como otro caso particular m = k -- 2, la funcion
generatriz de los numeros de Euler generalizados serd

=7 I B 2
- ) 7/71 _1.:7/,) ) ) 1 '
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de donde 5, =1 v
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expresion recurrente que nos permite calcular ¢,, v cuyos primeros valores son

: T . et 2
L ==0 ; Ty=—1 =50 5 mammi— it s ok A

— E

-]

que, para % = o, coinciden con los nimeros de Euler E,.
En el caso particular 2 = 1, los valores de ¢, pueden ser dados directamente,
pues en ese caso la generatriz es

22 3
P — =
=% 2 1z 2 + 2
¢ = I TR T T Ty = T =
1 -4 2) I =
L e M 11‘7
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de donde
e T e P O
= e ) ¥ =0 = zn 41 3 = 241 [12}
an 2 4%t |4n—{—2 2 l4n—}—3 2

15.—Los polinomios para m = k = 2 pueden aplicarse en algunas férmulas
sumatorias y de sumacién de series oscilantes.

En efecto, podemos escribir la funcién generatriz de esos polinomios

rtx
_ T At
ez‘{f(x:z_(li‘_z__}’z___=22(u+zh) = (=
Gen e "

de donde podemos deducir la siguiente férmula de sumacién para la serie osci~
lante del primer miembro:

St er 0" ) =

r=o

@, (@)

-

De esta férmula o directamente de la funcién generatriz se deduce también la
siguiente sumatoria:

2

I T G R L R

Por lo tanto, si para abreviar indicamos con E’, los nimeros [12], llegamos:
a los siguientes casos particulares:

h=o Z(x+2r+1)n (—1)’=% E, (x)
2 — 1Y E
Z(x+zr—f—1)n(~—1)r = E, @) 4 (—1) 2Eﬂ(x+z/)+z) .
( ’ ,
h=1 2(x+2r+1) (—1) —_-% E ()

7 N . , = - R
Setartn (= L YE, (v 42742
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r=o0

Santa Fe, 1935.



