Exposicion de algunos teoremas cldsicos

de Teoria de Galois

por

Ricardo San Juan Llosd

Stmario.—En este articulo vamos a exponer algunos teoremas clasicos de "l'eo-
ria de Galois con demostraciones originales, o simplificadas, mas sencillas que las
expuestas en los tratados, merced a una concadenacion conveniente.

1. Cuatro propiedades de los grupos de sustituciones.

He aqui estas cuatro propiedades muy conocidas, en la forma que vamos a
utilizarlas.

L Todo grupo ciclico de orden primao p puede engendrarse por las potencias de
ura cualquiera de sus sustituciones no idénticas.

Pues siendo todo /4 < p primo con p, los exponentes 4, 2 &, 3 4, ... (p — 1) %
forman un sistema completo de numeros incongruentes (mod. ).

I, Si dos grupos ciclicos de 6rdenes primos tienen una sustitucién comtn
\distinta de la identidad), coinciden.

Basta elegir ésta para engendrarlos.

IIl.  Efectuada la transformacion de una sustitucién S por otra T aplicando
T a las dos permutaciones de S, se ve inmediatamente que

Ll conjunto de todas las sustituciones permutables con un grupo , esto es, que
lo transforman en si mismo, es otro grupo, que contiene al g.

IV, S7 las sustituciones de un grupo de orden p son permutables con un gru-
Podeorden q, el comjunto de todas las sustituciones del primero (segundo) por
cada una del segundo (primero), es otro grupo, cuyo orden es p q si aquellos no
tenen ninguna sustitucion comin, salvo, naturalmente, la identidad (*).

(*y Este grupo se llama producto directo de ambos cuando ademdas las sustituciones del se-
gundo son permutables con las del primero o sea cuando cada sustitucién de uno es permutable
con cada una del otro (véase, por ejemplo, van der Waerden Moderne Algebra, B. 1) Pero esta no-
¢ién no vamos a utilizarla en este articulo,
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Pues si Sy S’ son sustituciones del prineroy Ty T’ del segundo, se ticne:
(ST) §T)=@E8) (TyT)

llamando T,” a la transformada de T por S’ —! (inversa de §'), la cual perte-
nece también al segundo, por ser éste permutable con S,

Si formamos los productos T S de cada sustitucién T del segundo por cada
una S del primero, obtenemos el cuadro inverso de este en el grupo total forma-
do con todos los productos ST, cuadro que coincide con e: directo de Lagran-
ge, por ser dicho grupo invariante; resultan, pues, los mismos productos ST
de éste en orden distinto.

Finalmente, si ambos grupos sélo tienen comtin la identidad, de ST =S" 1",
resulta SS"~!'=T !T =1, luego S=8, vy T="T".

2. Propiedades del grupo metaciclico

Se llama grupo metaciclico entre p elementos al maximo grupo que contiene
como subgrupo invariante al grupo ciclico de orden p:1,85,582,...5?2—1% o
al conjunto de todas las sustituciones permutables con este grupo, las cuales
forman efectivamente grupo en virtud de (1, ).

. La condicidn necesaria y suficiente para que una sustitucion T pertenezca
al grupo metaciclico entre p elementos, es decir, para que sea permutable con el
grupo ciclice 1,S, ... St =V e gue transforme la sustitucion generatriz

S=(xgxy ... ap—-1)

en una potencia de ésta.
La condiciéon es necesaria por definicidn; y reciprocamente, pues de
T-1ST=7Y5, resulta:

L ————
ToUSHT =TI @S T -6 T=T—1(TSiH T—)T = Si4

. El orden del grupo metaciclico entre un nimero primo p de ¢lementos es
p (p — 1). Por esto lo designaremos siempre por G,(,_y).

Basta observar que siendo p primo, todas las potencias de S son un ciclo
unico; y se obtienen, por tanto, todas las sustituciones que transforman S en
una S 4 (, escribiendo como numerador la permutacién que representa esta
y como denominador la de S a partir de cada elemento z,,%,, ... x,_,. Hay,
pues, p sustituciones distintas que transforman S en & 4 1; y como el ntime-
ro de potencias distintas S* + 1 de S es p — 1, resultan en total p(p — 1).



Ejemplo. Sies S =(91234), todas las sustituciones que transforman S en
§? == (02413), Son:

02413) (02413) 02413) 02413 02413
o1234] ' \12340] ' \23401) ' \34012] ' \g0123

. Vemos asi que sies T, la sustitucion que transforma S en &, escri-
ta S a partir de a4y, las que la transforman escrita a partir de %, x5, ... 2, son,
respectivamente, S—1 T, S—27T,;, ... S~#~1 que salvo el orden forman
una fila del cuadro de Lagrange; y obtenemos este resullado:

Si formamos el cuadro de Lagrange del grupo metaciclico G#@—1 yespecto al
cielico:

i, S, 2, sp-1
T,, ST, ST, S#-1T,
Tye STy ST, SH_IT,

poniendo en la primera columna las sustituciones que dejan invariante Xy, las
sustituciones de cada fila, transforman S en una misma potencia S

V. Tstas sustituciones 1,T,, Ty, ... T,-» forman grupo por conservar
fijo v,; y para ver que cste grupo es ciclico, bastard comprobar que una susti-
tucion es un ciclo de otden p — 1. En cfecto, si escribimos los indices incremen-
tados en un muiltiplo conveniente de z, la sustitucion T; que conserva z, y
transforma S en S; es:

T, — Xo xfoxey ... X p—2)i
¢ Xo Xy XY cee Xp—1 !

Y para que a] descomponerla en ciclos se obtenga un ciclo Unico de orden p—1
Ti= (yx;29; ... Xp_134),

basta que sea (p — 1)! el primer multiplo que da resto 1, lo cual acontece se-
Buramente, porque, siendo p primo, y por consiguiente, primo con todo 7 <p,
los indices 7,24, ... (p— 1)7 forman un sistema (completo) de niuneros in-
congruentes.

Las sustituciones 1, Ty, Ty ... T,_, del grupo metaciclico Gy, 1y gue con-
Servan fijo un elemento X, forman pues, un grupo ciclico de orden p — 1.

V. Pero nétese que este subgrupo 1, T, T,, ... T,_; no es invariante
en G,y _,; pues al transformar cada sustitucion de ¢l por cualquier potencia
de S, queda alternada 2,. No son, por tanto, pe‘rmutables las sustituciones de
ambos subgrupos y el grupo metaciclico no es producto directo de estos. Se
Puede, sin embargo, alterar el orden en cada producto del cuadro anterior, por-



que siendo invariante al grupo ciclico, coinciden el cuadro directo y el invers:
Por consiguiente:

El grupo metaciclico Gyp—1y de orden p(p— 1 seobtiene multiplicando cal;
institucion del grupo ciclico de orden p, engendrado por (3¢ X Xy ... Xp_y), po
cada sustitucidn del grupo ciclico de ovdenn p — 1, engendrado por (X; Xy .. X, _ 1t
cada una de éste por una de aquél.

3. Grupo de la resolvente

T

1. Recordemos la propiedad fundamental del grupo de Galois que pued
verse en cualquier tratado (*).

La condicidn necesaria vy suficiente para que un grupo de sustituciones qu
conserva todas las relaciones racionales entre las raices, sea el grupo de Galois, &
que toda funcion racional que admita dicko grupo, pertenezca al campo.

II. Como aplicacién inmediata resulta:

El grupo de Galois ' de la resolvente de Lagrange obtenido con una funcior
racional ® (Xyy Xy o Xp—y) de p valores 9,9, ... 0_, se compone de las sustili
ciones que resultan entre las 9,9, - .. g,y al aplicar a las Xg, Xqy .« Xy [
sustituciones del grupo G de la ecuacidn dada.

Basta observar que toda ecuacion racional @ (g, ¢, ... 9,—1) =0 entre la
@ 91y - - - Pp—1 coOn coelicientes del campo se convierte por sustituciéon en una
ecuacion I (x, xy, ... x,—5) que admite las sustituciones de G, luego aquella ad-
mite las de T'; y reciprocamente, si una funci¢n ® (9,9, ... 9,_;) admite las
sustituciones de 1, la F (2, 2, . .. 2u-1) = ® (9, ¢y, 9, _1) admite las de G, lue
go pertenece al campo.

1. Con razonamiento analogo aun mas sencillo, resulta:

El grupo de Galois de cada factor irreducible de una ecuacion se compone de

las sustituciones que subordinan entre sus raices las sustituciones del grupo de la
ecuacion lotal.

4. Grupo de Galois de la ecuacién binémica

Se demuestra muy facilmente que el grupo de Galois en la ecuacion binémi-
ca ? —a==9 de grado primo p, en un campo [2, ] que contenga una raiz
p° imaginaria, ¢ de 1, pero ningtn valor del radical Va ,es el grupo ciclico de
orden g sobre sus p raices g, &gy « o« Xp—1.

Si el campo [2, x4] no contiene ninguna raiz p< imaginaria de 1, pero si en

. Y .
cambio, un valor z, del radical }/ a, las p — 1 raices restantes.

Xy =exg, Xg =Xy, ... Np—, =P 12,

(*) Véase, por.ejemplo, las Lecciones de Algebra de Rey Pastor (3.° ed), o el apéndice d¢
nuestra 7eoria de las magnitudes, etc., publicada en esta Revista,



son homométicas en dicho campo [z, x,] de las p — 1 raices g €2, ... 2?1 de
la ccuacion ciclotomica x2—1-L a?#—21. ... b x + 1 =0,y como ¢! grupo de
esta es el ciclico, resulta en virtud de la definicidén misma de grupo de Galois o
del teorema (3,11), que aquella tiene también como grupo el ciclico sobre
EON SN e

Por consiguiente, si el campo @ no contiene ninguna raiz p* imaginaria de 1,
ni ningun valor del radical ji/a_; el grupo de Galois en el debe contener como
subgrupos el grupo ciclico 1, S, S2, ... S~ engendrado por S = (¥, ¥y ... x5 _5)
vel 1, T, T, ... T, ., engendrado po} (*y x5 ... x,1); contiene, pues (2, V)
como subgrupo el metaciclico G 4(,—1; y como su orden es exactamente p (p — 1),
eit virtud del teorema fundamental sobre adjuncién de una ecuacién (*), coin-
cide con este. Obtenemos, en resumen, estas tres conclusiones:

. [l grupo de Galois de la ecuacidn bindmica de grado primo p en un campo

, L _ L p—
[, &) que contenga una raiz p* imaginaria de 1, pero uingun valor del radical V a
es el grupo ciclico de orden p.

I Sielcampo [Q, x4) no contiene ninguna raiz p* imaginaria de 1, pero s,

. . b= : . e
e cambio, son valor x, del radical V' a, el grupo de Galois es el grupo ciclico de
orden p — 1.

. . L LR ,

L Siel campo Q no contiene ningtin valor del vadical V' a, ni ninguna raiz

©* tmaginaria de 1, ¢l grupo de Galois de la ecuacion bindmica X2 — a==0 es el
grupo metaciclico Gy y,,

5. Irresolubilidad parcial por radicales.

. La demostracién de la imposibilidad de la resolubilidad parcial por radi-
cales expuesta en la obra de Rey Pastor o en el apéndice citado de nuestra
Teoria de las maghitudes, que se refiere, naturalmente, o sistemas de intransiti-
vidad con un sélo elemento, se generaliza facilmente a sistemas con varios ele-
mentos, y resulta asi el siguiente teorema, que vamos a utilizar después.

Siun grupo transitivo G adwmite un subgrupo novmnal intransitivo G, los siste-
mas de intransitividad de este tienen todos igual nitmero de elementos y las susti-
luciones del grupo G translorinan siempre los elementos de un mismo sistema en
Otras pertenecientes tambicn a un mismo sistema, que puede ser 0 no el anterior.

Sea, en efecto, #,...x;... un sistema de intransitividad de g; cada elemen-
lo x; de este, resylta de x, por una sustitucion, S;, de g en virtud de la intransi-
tividad de g. Sea », ... ¥; ... otro sistema de intransitividad de g, y T la susti-
tucion de G, existente en virtud de la transitividad de G, que transforma , en
Jo; la transformada de »; por T pertenece también al mismo sistema, puesto
que resulta de y, por T—1!S; T, que, como S;, pertenece a g, por ser g invarian-
te en G.

{* Véase Rey Pastor L.oc. cit. n.° 251 o nuestro apéndice citado.
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Los grupos que ticnen esta propiedad, de que sus sustituciones transforma;
elementos de un sistema, en elementos de otro, se llaman imprimitives y este
conjuntos de igual ntimero de elementos, se llaman sistemas de imprimitividal
Con esta nomenclatura, el teorema anterior puede enumerarse asi:

Todo grupo transitivo que admite un subgrupo normal intransitivo, es impri
tivo, y los sistemas de Dmprimitividad de este son los sistemas de intransitivida
de aquel.

Corolario: Sz un grupo transitivo opera sobre un niimero primo de elements
10 contiene ningn subgripo invariante transitivo.

II. Como consecuencia resulta la irresolubilidad parcial por radicales que
expresa el siguiente teorema.

St una ecuacidn irreducible tiene algunas raices expresables por. radicales, soi
todas calculables por radicales.

Pues como al adjuntar sucesivamente las radicales, quedan adjuntadas las
raices expresadas por estos, el nuevo grupo, que es invariante por resultar me:
diante la adjuncion de ecuaciones binémicas no podrd contener ninguna sus
titucion que altere cada una de aquellas, v forman, por tanto, cada una un
sistema de intransitividad. Pero teniendo todos estos sistemas un mismo ntme
ro de elementos, cada una de las raices restantes constituird por si sola sistema
de infransitividad, es decir, quedara invariante por toda sustitucion del grupo
que scrd, por tanto, la identidad.

6. Propiedades de los grupos resolubles o metaciclicos

Veamos ahora que el grupo metaciclico G ,(,—y) contiene como subgrupos
a los grupos de Galois de las ecuaciones resolubles por radicales que suelen lla-
marse grupos meltaciclicos o resolubles, empleando aqui preferentemente la se-
gunda denominacion para evitar confusiones con el G, (,_1).

Todo grupo resoluble G sobre un nitinero primo p de elementos, contiene come
subgrupo tnvariante al grupo ciclico de orden p, y es, por tanto, subgrupo del ne-
taciclico Gy (5 _ ) de orden p (p — 1).

Formada la cadena G, G|, G, ... G,, I de subgrupos, invariantes cada uno e
el anterior y de indice primo en éste, son todos transilivos en virtud del con-
trarreciproco del corolario de /, 5: y el ultimo es ciclico, por ser de orden primo:
siendo este orden exactamente p por la transitividad. Para ver que este grupo
es invariante en todos los de la cadena se procede por induccion. Desde luego
lo es en G,-; por hipétesis;: y silo es en G; (2> r), al transformario por una
sustitucion cualquiera T del anterior G, 4, resulta otro subgrupo T—1G, T del
mismo S;, por scr este invariante en el G;_;; y este subgrupo T—1G, T ha de
tener alguna sustitucién coman con el primitivo G,, porque de lo contrario con-
tendria G; un subgrupo de orden p?, lo cual no es posible por no ser p* divisor
de p! Pero teniendo ambos subgrupos una sustitucién comun, como los dos



ton ciclicos de orden primo p, coinciden (1, 1l); o sea que es G, invariante en
5i~y ¥ en definitivo es G.

7. Ecuaciones sin afecto.

I. Uno de los métodos para la obtencidn de ecuaciones ntimericas sin afecto,
esto es, cuyo grupo de Galois sea el simétrico (*), resulia de aplicar el teorema
sivuiente, que aqui exponemos con demostracion simplificada.

St un grupo transitivo coutiene una transposicion (0,1), es inprimitivo o coin-
cide con el grupo simetrico.

Sean (o, 1), {0, 2),(0,3) ... (0,p— 1) todas las transposiciones del grupo
et que entra 0. Este contiene, por tanto, toda transposicién entre los indices
0,1,2, ... p— 1, y no contiene, en cambio, ninguna (77) entre uno 7 de
cstos y otro nuevo j, porque entonces contendria también la (o, ), transfor-
mada de aquella (1) por la (o, ). Es, pues, el grupo simétrico si sélo opera
con los indices 0, 1,2, ... p — 1; v si hay otro indice ¢, la sustitucion S, que
transforma o en p, convierte o, 1,2, ... p~ I en nuevos indices distintos
de éstos, pues si alguno de aquellos 7, <Cp se convirtiese en otro 7, <y, la
sustitucion S, transformaria la transposicion (o, 7)) del grupo en otra (p, 7,),
gue segin hemos visto no pertenece a él. Sean, pues,

wp-+nut2, ... dp—1

los transformados de 0,1,2, ... p——1 por S,; sucede también que no hay
ninguna transposicion (7, 75), entre uno 7, de estos g, ¢t -+ 1, L+ 2, ... 2p — 1
y otro j, distinto de ellos; put\as esta (z,, /,) se transformaria por la $,~! en otra
(t,7,) entre uno deloso,1,2, ... . — 2 yotro ;; no perteneciente a ellos;
resultando de aqui como antes, que si hay otro indice. 2 p, los transformados
de aquellos g, ¢ + 2, ... 2 — 1 porla sustitucion S,, que convierte . en 2 p,
son todos distintos de ellos. Sedn estos 2pn 42, 2p 42, ... 3n—1.

Asi continuando, quedan clasificados los indices en sistemas de § elemen-
l0s sin ninguno comin,

0,1,2, .. W—1

!L+l, p—{-z, oo 21

J\J..I\J.—*—I vp-{-z, oo B—1;

¥y como los indices manejados en el razonamiento anterior, y que hemos ido
llamando o, p, 2 w ... v, son los de cualquier sistema, resulta que si una

——

(*) Véase cualquier tratado, por ejemplo, la obra de Bianchi. Gruppi di sustituzioni.
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sustitcion del grupo convierte un indice cualquiera de un sistema en un indice
de otro sistema distinto, transforma todos los de aquél en todos los de éste. s,
pues, el grupo imprimitivo y estos sus sistemas de imprimitividad.

Corolario: S7 el mitinero de elementos es primo, el tinico grupo transitivo gue
contiene una trausposicion es el simétrieo.

II. Esto permite dar una condicion necesaria para que una ecuacién tenga
afecto:

St una ecuacion irveducible tiene afecto, es decir, si su grupo de Galois ne e
el simétrico, dos cualquiera de sus raices pueden expresarse como funcion racional
de las demas.

Pues al adjuntar estas, no pudiendo reducirse el grupo de Galois a la tinica
sustitucién posible entre las raices, debe obtenerse la identidad.

Corolario: S7 una ecuacidn de grado primo, irreducible eir el campo de los nit-
meros racionales, tiene dos vaices reales y las restantes imaginarias, su grupo e
Galois es el siméirico.

Ejemplo clasico de tales ecuaciones es:

Wbpxt—px—p=o

siendo p un numero primo cualquiera. Desde luego es irreducible en virtud «del
teorema de Eiusestein, porque, siendo todos los coeficientes multiplos de g y ¢l
primero igual a 1, el ultimo no es mualtiplo de p?. Ademds tiene a lo sumo
una raiz positiva y otra negativa segun la regla de Descartes,



