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INTRODUCCIÓN

Damos respuesta a una pregunta que se hace J. Horváth [1, pá-
gina 274], de si dado un espacio vectorial topològico localmente
convexo y de Hausdorff E, y un subespacio cerrado F de él, existi-
rá, para cada conjunto acotado A de E/F, un conjunto acotado de
E cuya imagen canónica contenga a A.

Damos las condiciones necesarias y suficientes para que dado un
conjunto acotado A de E/F, exista un conjunto acotado de E tal
que la clausura de su imagen canónica contenga A, y sacamos algu-
nas consecuencias de esta caracterización.

Si E es un espacio vectorial topològico localmente convexo y
de Hausdorff ; F, un subespacio cerrado de E ; E' y (E/F)', los dua-
les topológ'icos de E y E/F, respectivamente ; 9, la aplicación ca-
nónica de E en E/F, y Fíl, el conjunto polar de F en E', se tienen
los siguientes resultados :

(*) Hste trabajo pertenece a los realizados con una ayuda de la Junta para el
Fomento de la Investigación en la Universidad.
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TEOREMA 1.—Para que dado un conjunio acotado cualquiera A
de E/F exista un conjunto acotado B de E, tal que 9 (B) => A, e*
condición necesaria y suficiente que dado un tonel cualquiera S de
F" con la topología inducida por <j (E', E), exista un tonel T de E'
con la topologìa <r (E', E), de manera que T fi F° c S.

DEMOSTRACIÓN.—Si 9' es la aplicación traspuesta de ç y A es un
conjunto acotado cualquiera de E/F, se tiene que A°, polar de A
en (E/F)', será un tonel en (E/F/ con la topología a ((E/F)', E/F),
y como ç' es un isomorfismo de (E/F*)' en F°, para las topologías
a ((E/F)' ; E/F) y la inducida en F° por n (E', E), respectivamente
[l, pág-. 263], resulta que 9' (A11) es un tonel en F° para la anterior
topología.

Si existe un tonel T de E' para <7 (E', E) tal que TTl F° c 9' (A°),
e] polar de T en E, T°, será un conjunto acotado de E que verifica
9 (T°) 13 A. En efecto, teniendo en cuenta [l, pág. 255]:

[<P (T«)]» = <p'-i (T) = <p'-i (í' f! i1'0) c ç."-1 («p' tAo)) = A«,

luego

[ç> (-T0)]00 :D A«»,

y como 9 (T°) es convexo y equilibrado, se tiene que [9 (T0)]00 =
= ç (T°), y además, como Aou r> A, resulta, finalmente,

7cf°)^A.

Reciprocamente, si S es uil tonel en F° con la topología induci-
da por o (E', E), ç'"1 (S) = N será un tonel en (E/F)' con la to-
pología s ((E/F)' E/F). luego N", polar de N en E/F, será un
un conjunto acotado de E/F, por lo que existirá un conjunto aco-

tado B de E tal que <p (B) ^> N*. De aquí, Sí T es el conjunto polar
de B en E', T será un tonel en E' para o- (E', E), y de [1, pág. 255]
se tiene que

[<p(B)]o = «p'-i (T) = «p'-i (T O F»)
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y como

[<p (B)]°o ;D V(B) O N»,

resultará que

N«» = N ̂  [9 (B)]» = ç/-1 (T fi F"),

luego

T R F° C / (N) = S c. q. d.

COROLARIO 1.1.—«Si dado un conjunto acotado cualquiera A de
E/F existe un conjunto acotado B de E, tal que ? (B) => A, se
tiene que dado un tonel cualquiera S de F° con la topología indu-
cida por (7 (E', E), existe un un tonel T de E' con la topologia
a (E', E), de manera que Til F° -c S.»

DEMOSTRACIÓN.—Es una consecuencia inmediata del teorema 1 y

de la relación 9 (B) ^> <p (B) r> A.
A continuación vamos a dar un ejemplo de un espacio cociente

E/F que posee un conjunto acotado A, de manera que no existe
ningún conjunto acotado de E cuya imagen canónica contenga a A.

EJEMPLO.—Sea H un espacio tonelado de Hausdorff que tenga
un subespacio cerrado L que no sea tonelado [2, pág. 437].

Sea E el dual topològico de H con la topología <s (E, H), y F el
conjunto polar de L en E.

Entonces el espacio vectorial H es igual a E', y el subespacio
vectorial L, a F°.

Como los conjuntos cerrados convexos de H son los mismos que
los de E' con la topología « (E', E), existirá un tonel S de F° que
no será un entorno del origen en L, por lo que, al ser H tone-
lado, no existirá ningún tonei de H y, por lo tanto, ningún tonel
de E' con la topología * (E', E), tal que su intersección con F° esté
contenida en S. Teniendo en cuenta, pues, el corolario anterior,
debe existir un conjunto acotado A de E/F tal que no exista nin-
gún conjunto acotado de E, cuya imagen por 9 contenga A.



— 42 —

Este ejemplo responde a la duda de J. Horváth en [l, pág. 274].
Como consecuencia del teorema 1, podemos hacer una afirma-

ción más fuerte sobre el ejemplo anterior, asegurando que existe
un conjunto acotado A de E/F de manera que no existe ningún
conjunto acotado B de E tal que 9 (B) ̂  A.

COROLARIO 2.1.—«Si T es una ©-topología sobre E', siendo @
un recubrimiento de E formado por conjuntos acotados, y si F°,
con la topología inducida por "5" es tonelado, dado un conjunto
acotado A de E/F existe tin conjunto acotado B de E de manera
que cp (15) r> A.»

DEMOSTRACIÓN.—Si S es un tonel en F° para la topología in-
ducida por <r (E', E), S será un tonel para la topología inducida
por *Q y por lo tanto, será un entorno del origen para dicha to-
pología, por lo que existirá un tonel T de E' con la topología
<j (E', E), de manera que T fi F° c S, c. q, d. . ,. ;:

COROLARIO 3.1.—«Si E' con la topología fuerte ß (E', E). es un
espacio de Frechet, dado un conjunto acotado' A de E/F existe
un conjunto acotado B de E, de manera que ç (B) =3 A.»

DEMOSTRACIÓN.'—Es una consecuencia inmediata del corola-
rio 2.1, ya que F° será un espacio de Frechet con la topología
inducida por § (E', E) y, por lo tanto, será tonelado.

TEOREMA 2.—Para que dado un conjunto acotado cualquiera A
de E/F exista un conjunto acotado B de E, tal que 9 (B) :r> A,
es condición necesaria y suficiente que la aplicación traspuesta de
la 7, ç', sea un morfismo estricto de (E/F)' en E' para las topo-
logías fuertes § ((E/F)', E/F) y $ (E', E).

DEMOSTRACIÓN.—Si <p" es un morfismo estricto de (E/F)' en E'
para las topologías £ ((E/iF)', E/F) y £ (E', E), dado un tonel S
de F° para la topología inducida por o (E', E), y'~l (S) será un
tonel en (E/F)' para la topología c ((E/F)', E/F) y, por lo tan-
to, será un entorno del origen para ß ((E/F)', E/F), luego S será
un entorno del origen para la topología inducida en F° por
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fi (E', E), lo que quiere decir que existe un tonel T de E' para la
topología s (E', E) de manera que T O F° c: S, por lo que, apli-
cando el teorema 1, dado un conjunto acotado A de E/F- existe

un conjunto acotado B de E de manera que 9 (B) ^) A.

Recíprocamente, supongamos que para cada conjunto acota-
do A de E/F existe un conjunto acotado B de E de manera que

9 (B) => A. Dado un tonel P de (E/F)' con la topología c ((E/F)',
E/F), 9' (P) será un tonel en F" para la topología inducida por
c (E',. E) y por el teorema 1 existirá un tonel T de E' con la topo-
logía c (E', E) tal que T fi F" c: ¿ (P), y como 9' siempre es con-
tinua para las topologías f ((E/F)', E/F) y § (E', E), pudemos con-
cluir que -9' es un morfismo estricto entre (E/F)' y E' para dichas
topologías, c. q. d.

Obsérvese que si conocemos el hecho de que en general existan
espacios cocientes E/F para los cuales no sea un morfismo estricto
9', para las topologías ß ((E/F)', E/F) y § (E', E) [1, pág. 271],
podemos concluir que hay espacios E tales que existe algún acota-
do A de E/F, de manera que no existe ningún conjunto acotado
de E, cuya imagen canónica contenga a A.

TEOREMA 3.— Si *£j t's una ©-topología sobre E', siendo (3 un re-
cubrimiento de E formado por conjunto'; acotados, y si F", con la
topología inducida por fy es tonelada, siendo además E semi-re-
flexivo, se tiene que E/F es semi-reflexivo. Se tiene también que
*£? y $(E', E) inducen sobre F" la misma topología.

DEMOSTRACIÓN.—Por el corolario 2.1, dado un conjunto acotado
y cerrado A cualquiera de E/F, existe un conjunto acotado B de

de E, de manera que 9 (B) :z> A. Si M es la a (E, E')-clausura de
B, M será cr (E, E')-compacto, por ser E semi-reflexivo, luego ç (M)

es s ((E/F, (E/F)')-compacto, y como <? (M) •=> 9 (B) Z3 A, A serà
relativamente compacto para la topologia o ((E/F, (E/F)'), lo que
nos indica que E/F es semi-reflexivo.

Además, al ser E/F semi-reflexivo, p ((E/F)', E/F) es la topo-
logia de Mackey sobre (B/F)', y como <CT es más fina que ß (E', F)
y menos fina que c (E', E), la topologia inicial sobre (E/E)' ço-
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rrespondiente a 9', considerada como aplicación de (E/F)' en F° con
la topología inducida por ^ coincidirá con ß ((E/F/, E/F), por lo
que *£j inducirá en F* la misma topología que fi (E', E).

Valencia, noviembre 1968.
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