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El álgebra de Clifford sobre el espacio de Lorentz cuadridimensional" y el álge-
bra de las 4-matrices complejas son isomorfas. Se estudian los isomorfismes natu-
rales y otros distinguidos, existentes entre estas dos álgebras. En particular se
consideran los vectores del espacio de Lorentz que corresponden a las matrices
<!c Dirac clásicas.

Sei K der Vektorraum über den reellen Zahlen bestehend aus allen
termitischen komplexen 2-Matrizen. Sei L der reelle Lorentzraum.
Seien <rv die üblichen Paulimatrizen und E die Einheitsmatrix. Es las-
sen sich dann alle Elemente X, Y, ... aus K eindeutig als

X = v A-V a-v + x* E. Y = S yv <rv + ¿''.E. ...

Darstellen. Sei

{X, Y} = V j r v - y v _ jfíyí

^as Skaîarprodukt der Matrizen X, Y. Dann lässt sich L derart ..iso-
morph auf K abbilden, dass dem Skaîarprodukt in L gerade das Ska-
!arprodukt in K entspricht.

Der reelle Lorentzraum gestattet eine natürliche Einbettung in
^'e Algebra der komplexen 4-Matrizen : Ist M der komplexe Lorentz-
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räum und C (M) die Cliffordalgebra über M, so sind bekanntlich
C (M) und die Algebra A der komplexen 4-Matrizen isomorph. Ist
also ein Isomorphismus von C (M) auf A, so entspricht dem reellen
Lorentzraum L ein additiver Vektorraum in A. Unten ist ein Iso-
morphismus angegeben, der bezüglich der Paulimatrizen als natür-
lich bezeichnet werden kann.

Sind z\, ..., t/4 Vektoren aus L mit v, • vt =• 0 für /5^ ¿-und

( t l i)2 = (va)2 = (v3r- -=-(v¿* = 1,

so ist (vlt ..., z1..) eine «Lorentzbasis» von L. Verallgemeinerte Lo-
rentzbasen in der Cliffordalgebra C (M) über dem komplexen Lo-
rentzraume M kann, man dann als Quadrupel (tir ..., £4) von Tenso-
ren t) 6 C (M) erklären, für die

t, x/ tt + i, V *y = ° für j 5¿ fe

und t,Vtj = l für / = l, 2, 3 sowie í.,Ví4 = — l gilt. Dabei ist der
Produktoperator in C ((M) mit V bezeichnet. Ist a ein Automorphis-
mus in C (M), so bilden die Tensoren a (ij, ..., a (í4) wieder eine
Lorentzbasis.

Eine interessante Verallgemeinerung der Diracoperatoren haben
unabhängig voneinander E. Kahler und D. Kastler (vergleiche
etwa (1) bis (3)) angegeben : Der komplexe ii-Raum Vn sei mit einem
Skalarprodukt versehen Sei (e1, ..., e„°) eine orthonormale Basis in
V„ bezüglich dieses Skalarproduktes. Für a = l, 2, ..., n und jeden
schiefsymmetrischen kontravarianten Tensor w über V„. sei

Va W = ia A "> + f a • «••

Dann bestimmt y* einen linearen Operator in der Cliffordalgebra
C (V„) über V„, den wir unten als KK-Operator bezeichnet haben.
Für a, ¿ '= l, 2, ..., n sei y^ yß + ys y« = 2 8^, wie unten bewiesen
ist.

Elementar isomorph zur Cliffordalgebra C (M) ist die Algebra A
der komplexen 4-Matrizen. Ein weniger elementarer Isomorphismus
ergibt sich 'wie folgt. Für jeden schiefsymmetrischen kontravarianten
Tensor <o über dem komplexen 2-Raum V2 sei

<p, (<") = e, A » + ei • «o. <p2 (w) = ?2. A « + e2 • w.

¥>3 t'w) = ' (^ A w — ?j • <•>), c>4 (w) = <?2 A t» — ^2 • ">•
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Dann ist 9; 9t + ?» 9/ = 0 für j =¿ fe, ferner

(^)2 = (v,)2 = (ç>3)
2 = - í*,)1 = l-

Sei B die von den linearen Abbildungen 9; erzeugte Algebra. Setzt
man dann

\y (d,) = Vl.

und setzt man W über C (M) linear fort, so bestimmt W : G (M) -> B
einen Isomorphismus zwischen C (M) und B. Dabei seien eit ^2 die
natürlichen Einheitsvektoren von V2 und dj'= (S/1, ..., V) die na-
türlichen Einheitsvektoren von M.

Die Matrizen, die zum Vektorraum <ï> (L), es sei jetzt $ der oben
in Rede stehende natürliche Isomorphismus, gehören, mögen «Ort-
smatrizen» heissen. Es entspricht dann jedem Punkt des reellen Lo-
rentzraumes eine solche Ortsmatrix. Die zu x = (a-1, ..., .r4) gehö-
rige Ortsmatrix !• —\ i> (.v) ist leicht anzugeben. Unterwirft man L
einer Lorentztransformation X, so geht l in die Ortsmatrix 3> i i«"1 (?)
über. Über die Gestalt dieser letzteren Matrix in Abhängigkeit von X
ist in der Literatur schon verschiedentlich diskutiert worden.

1. PAULITRIPEL

Sind «j, 52, a3 komplexe 2-Matrizen mit <sj <sk + -crt <j/= 2 S,-t) so
bilden sie ein «Paulitripel». Ist (Raß) eine orthogonale 3-Matrix, und
setzt man

^l = R;x "«.

50 bilden auch die <s't ein Paulitripel: es ist

<,', ̂  + ̂  ^y = (R /B .r.) (R„ o-,) + (Rrt <ra) (R/B o-,) =

= R'« R*S ^K
 ff

S + (R.a '.) (R,S ^0) =

= R a ^ ß K ^ S + t rß ( ra) =

= R/o R*s 8«p = R;<x R*s = 5/*j

wie behauptet.

Bilden die Matrizen st, <s2, «3 ein Paulitripel, so verschwinden
Üre Spìwen.
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Beweis. Sei der Index v vorgegeben und ¡ï ein Index 5^ v. Dann
ist

V = ~°"v (%'V ==~°Va-,, f.. tr„

Pur beliebige Matrizen A und B ist spur (A B) = spur (B A). Also

spur (o-^ <rv cg = spur (o-^ (<rv o-^)) =

= Spur ((<rv o-^ o-y) =

= spur (<rv (o^ %)) = spur <rv.

Andererseits ist a^ <rv •&„, = —<r v , daher

spur Ol·l <rv (T^) = spur (— <rv) = — spur <rv,

also spur CTV = 0, wie behauptet.
Bilden die Matrizen «„ u2, <s3 ein Paulüripel, so sind die Matri-

zen G!,, GZ, «3 und E, wo E die Einheitsmatrix,-linear unabhängig.
Beweis.• Mit c„ = E bezeichnen wir die Matrizen u0, ..., <r3 auch

mit (7 = 0,1, ,2, 3). Seien z-, komplexe Zehlen mit

S s j <TJ = 0.

Durch Multiplikation mit ert folgt, dass z* + Sy^* .sr, s/« t = 0. Es ge-
nügt also zu zeigen :

spur (aj a¿) = 0.

Wenn einer der Indizes /, k gleich Null, irt der andere Index ̂  0.
Es bleibt also ein «v. Und spur uv = 0 ist bereits bewiesen. Also
genügt es zu zeigen, dass

spur (o-^ o-v) = 0 für (ï ¿i v.

Nun ist

% C°"n ""v) "V = °"v % = — ("V. ""v)-

Ferner ist

spur [o-^ (or^ <rv o-^)] = spur [(o-^ o-v o-J o-J,

<da allgemein spur (A. B) =i spur (B A) gilt. Also

spur [<r(l (o'n o-v) o ]̂ = spur (o-^ <rv).
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Wegen «„. («„. sv) o^ = —• («p. sv) ist aber auch

sPür O„. (ö-!t e\) ""J = — sPur (""u °vl-

Somit spur (^ <rv) i=r 0, 'wie behauptet.
Für die üblichen Paulitripel

-c:)- ••-cr)-''.«
findet man die lineare Unabhängigkeit der Matrizen tslt <r,, <?„, E
gewöhnlich so bewiesen. Rs genügt zu zeigen, dass sich jede kom-
plexe 2-Matrix A'= (fl/*) als Linearkombination von o l t c,, s3 und
E darstellen lässt. Hierzu setzt man

*i = — («ia 4- «a]). *> = — («» ~ ««)•

l l
^S = Y C«u - »«>• ^ = T < f fix + 8»>-

Dann ist \vie man leicht nachrechnet,

A = S x*> trv 4- ** E.

Eine Algebra H heisst Cliffordalgebra, wenn in ihr Elemente
eu ••., en mit ej'ek + ete,*= 2 5Jt. und der Eigenschaft, die Alge-
bra zu erzeugen, existieren. Im Falle der komplexen 2-Matrizen
'st n = 2, man kann ^ •= «1 und es = ffa setzen. Für die üblichen
Paulimatrizen fet dann i as •= <ra «2, so dass sich o3 und E durch
*i und <T2 ausdrücken lassen.

2. LORENTZMETRIK IN DER ALGEBRA PER PAULIMATRIZEN

Sei K der Vektorraum über den reelien Zahlen bestehend aus allen
hermitischeii komplexen 2-Matrizen. Sind X, Y Elemente aus K, so
Bollen wir in K gemäss -

(X, Y) = spur (X Y)

^ DE LA REAL ACADEMIA DE CIEHCIAS—196S. 45
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ein Skaíarprodukt definieren. Es ist dann

(1) (X, Y) = (Y. X),
(2) (X, Yx + Y2) = (X, Yt) + /X.. Y2j.

Weiter ist

spur (X Xj = 2 S X,v X„.

Da X hermitisch ,ist Xyv •= Xv/. Also

spur(XX) = 22X J V X, v

Mithin

(3) (X, X) > 0 für X jé 0.

Die durch (X, Y) = spur (X Y) bestimmte Metrik in K ist also po-
sitiv definit.

Jede Matrix X aux K lässt sich in genau einer Weise als

(4) X = 2-\ , , *v TV + ̂  F

darstellen. Ist X hermitisch, so sind die .r1, ..., .v* reell. Wir wollen
nun zeigen :

Mit X =' S xv sv + x-1 E «Hd Y = S y* *v + y4 E ist

(5) (X, Y) = 25*«.1Jr«3r«.·

Beweis. Unter Verwendung der Vertauschungsrelation

% ""v + ffv <r,t = 2 Vv

ist

X Y = (2 ̂  ̂  + x* E) (S y* <rv + y* E) =

= 2 xv- y ^ o-v + S -»'* y o-v + S J* >4 «TU + x* y* E =
= 2 -rv yv (,rv)2 + V (jr< j,v -f jrv yt) ̂  + x* yt K.

wegen spur «v = 0 daher

spur (X Y) = 2 2 -*» ji*.

wie behauptet.
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Die Gleichung (5; legt es nahe, in K gemäss

{«) {X, Y} = •Z\_1xv y~xiy*

eine Lorentzmetrik einzuführen. Bezeichnet L den reellen Lorentz-
raum, also den Vektorraum aller Quadrupel (.r1, ...,^4) reeller Zah-
len _vv, vermöge

.r • y = 2-% _ í J.-* y — x* y4

mie einem Skalarprodukt versehen, so bildet man üblicherweise L
vermöge

( 'J ç C-'"1 ->-*) = 53,_1 ̂  <rv + -r* E

auf K ab. Ersichtlich bleibt bei der Abbildung 9 : L -» auch das
Skalarprodukt erhalten, wenn man das Skalarprodukt in K durch (6)
erklärt. Ist

<p(-r) = <p(y) = «pCv1, -.J4),

so ist

-3v,, t-»'" - >'v> •% + (-rl — i'4) E = 0-

Da die Matrizen s1( o2, a,, E linear unabhängig sind, ist also x •= y,
daher o eine isomorphe Abbildung. Mit o (x) = A = (ort) ist

n,, = -r* + -^a, o,., - -rJ — -r3, "]2 = -1"1 — " ^2. «21 = -l-1 + i x*.

Und ?-i (A) hat die Komponenten

l /
-1'1 = y ("„ + °^< -vî = v ("i, - °2i)-

i
2 v"'! 22 ' 2

.r, = _ (a¡ t _ ̂  U1U| . , ^ — (<,n + fl ja).

Dass der Vektorraum K der hermitischen 2-Matrizen über den reellen
Zahlen und der reelle Lorentzraum L, \venri man von der Metrik
absieht, isomorph sind, ist trivial. Denn jede hermitische 2-Matrix
1)estimtnt ein Quadrupel reeller Zahlen und umgekehrt.
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3. FORTSETZUNG VON LORENTZTRANSFORMATIONEN ÜBER DIE
CLIFFORDALGEBRA

Sei L der reelle Lorentzraum und <u : L -> L eine lineare Trans-
formation mit w (#) • <o (j) '= .r • y für alle Vektoren ~x, y aus L.
Dann heisst to Lorentz-transformation. Ist z — x + t y ein Vektor
aus dem komplexen Lorentzraume M, so wird durch

u (s) = « (.*•) + i u (v)

die lineare Fortsetzung von w über M bestimmt. Da jede Basis von
L zugleich Basis von M ist, gibt es nur eine lineare Fortsetzung von
W über M. Mit tú (d¡) = £ Lv,, dv, wobei d, = (S/, ..., S/) ist, hat
die Matrix (L,>) die bekannten Eigenschaften einer Lorentzmatrix.
Sei e¡ — à; für / = l, 2,3 und et = — ¿ </4. Die Tensoren, , ,- « »• -- -

f„ (v = 1,2, 3, J), ^ A f 2 A c3 A f4 ,

i ev. A iv (/* < v), i e^ A i-^ A cv (A. < í <v)

und l in dieser Reihenfolge mögen Eu E2, ..., En heissen. Es schreibt
sich dann jeder inhomogene schiefsymmetrische kontravariante Ten-
sor s über dem komplexen Lorentzraume M eindeutig als í = E sy Ev.
Ist i = S iv EV ein zweiter solcher Tensor, so ist das Qiffordpro-
dukt s V t von s und í der Tensor S s1 iß Ea V Ea mit folgender Mul-
tiplikationstafel der EV. Mit

E* = Sa c°i A • • - A f «<i

und

Ei = t ß f p 1 A .» A ^

ist

E a V E, = (-l)gt«i,'», A . . . A ^ r

wobei A, < ... < X r die paarweis verschiedenen unter den e a v , <?pv s"
1^

und q die Anzahl der Inversionen in (a,, ..., a„, ß1( ..., ßt) bedeutet.
Die CHffordalgebra über M sei weiterhin mit C (M) bezeichnet.
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Formal gänzlich anders ist folgende Definition des Cliffordpro-
duktes. Den, nicht trivialen, Beweis übergehen wir hier. Zunächst
sei allgemein der komplexe n-Vektorraum V„ mit einem symmetri-
schen Skalarprodukt versehen. Sei (elf ..., eK) eine orthonormale Ba-
sis von V„. Bezüglich V„ sei die Bedeutung von s und t die gleicht
wie oben bezüglich M. Dann ist zunächst

<-aV * = <•« A t + e ^ - t ,

hierauf

t'x, A ... A íX r ) V < = CXl A ... A *v_ t) V (fX, V i).

Im übrigen ist der V-Operator linear, also

í V <'i + 'j) = * V ' i + 'V'i. (af) V '=«*(* V * > = í V («<) •

Dadurch ist das V-Produkt überall definiert.
Ist wieder u> : L -> L eine Lorentztransformation, so kann man

wohl die durch

W fl (f) = S s^ Sí (Ev),

(2) n(fX lA... A í, r) = ,o(f,i) A ..,A»(^)

bestimmte Abbildung Ü von C (M) in sich als die «natürliche Fort-
setzung- von w über C (M) bezeichnen.

Die natürliche Fortsetzung Q der Lorentsi-ransforinat-ion «r
£ -» L ííò<?r (íiV Clìffordalgebra C (M) über dem komplexen Lorents-
rawn M ¡st ein Isomorphismus von C (M) auf sich.

Zum Beweis wollen wir znnächts zeigen, dass

<S) O (cj) V H (ek) = £2 (c, V ^).

Für j -é ¿ ist í-jVe» = c ;Ac*, nach der Erklärung von u weiter

íï (fj A í») = *> (6j) A « CO-

wegen Q (£•„) =i ^ (fv) daher die Behauptung richtig. Für j = k ist
eiVek ~ l und ß (1),- 1. Für beliebige Vektoren a, b aus L ist

0 \ / £ = o ; \ f > + » - í v
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-wie 7nan leJcht bestätigt. Daher

n (<V V n (<v) = « (0) • n "A

Andererseits ist

« (<-/) « (*,) = » (fy) • « (0> = '/ ' '/ "= 3 •

also (1) auch in diesem Falle richtig;.
Allgemein ergbit sich

<4) » IE.Ì V a < V = « (E* V E,1)

•wie folgt. Sei

E« = t« <a, A - A '.. und Es = ^3 fs, A - A f ß ^ -

Mit u> (fy) = c'y ist die linke Seite von (4) definitionsgemäss

£,?,(''«, A - A í ' a j ) V í ' V t A - A^t .

Dieser Ausdruck u-iedernn ist gleich

(-l)»ï Iï.f, A . . . A Í \ .

Dabei entstelle (A l f .... A r) aus (a,, ..., a», |i,, .... p»), indem man alle
doppelt vorkommenden Paare in (%, , . . . , *,,, 6,,...,^) streicht und
die verbleibenden in natürliche Ordnung bringt. Der Index q ist die
Anzahl der Inversionen in (2,, ...,*„, ß„ ..., ßt). Andererseits ist

('«, A -• A '.JVt'^A - A iß^^i-l)'^ A ... A fX| .

Und definitionsgemäss ist

H ((-!)« »s A ... A t^) » (-1)' r-s A ... A c',r,

womit (41 bewiesen ist.
Für die Transformation «a des reellen Lorentzraumes L ist in-

vialerweise

»(Ì*) = í« W = í «U1-
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íür alle x 6 L und alle reellen Zahlen Ç. Für die oben erklärte «na-
türliche» Fortsetzung u von o> gilt

n « *) = É O (*)

für alle s aus C (M) und alle komplexen Zahlen \. Es ist also £2 ,/j-
near. Durch

AG*} = É A ( í )

•würde eine antilinearc Fortsetzung von M entstehen. Ferner ist oben

ÍH^A... A e X r ) = « . ( í A i ) A . . . A(*v)

gesetzt. Und û erweist sich als Automorphismus von C (M). Es gibt
sicher Lorentztransformationen o>, bei denen die Fortsetzung

M'*, A . . .A fXr) = «(^r) A ... A»^)

2U einem Aitliaiitomorphtsmus A von C (M) Veranlassung gibt.
Sind .r = (.r1, ..., .v1) und _v = (V, ..-, v4) Vektoren aus L oder

M, so ist definitionsgemäss

x • y = 2\ . j ^v y7 — ** J'*.

Vektoren a^ ..., a„ aus L bilden eine Lorcntzbasis, wenn a^ • ak — 0
für ; 5¿ fe urid

(ï,)2 = (<O2 = f"3)
2 = - (i4)

2 = i

'gilt. Man kann zeigen :
Die reellen Vektoren a,, ..., a, ans L bilden genau dann eine Lo-

rentzbasis, wenn

a, V "» + at V a/ = ° /iir 7V *

«»(i a¡Va j != l /ífr j = l, 2, 3, a 4 Va 4 = — l gîVf.
Vermöge ft; '= a,, / = l, 2,3, und f> 4 '= — i o4 entspricht der Lo-

rentzbasis (a,, ..., o4) eine «Diracbasis» (6,, ..., 64). Wegen der
Konstanz der Signatur gibt es im reellen Lorentzraume keine Dirac-
basen.
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Ersichtlich kann man den Begriff der Lorentzbasis so verallge-
meinern Elemente AI, ..., A4 aus C (M) derart, dass

Aj V Ak + At V A, = 0 für ;yè k

für ./ jé k und

A, V A, = A, V A2 = A3 V A3 = - A4 V A4 = l

gilt, bilden eine verallgemeinerte Lorentzbasis von C (M). Entspre-
chend bilden die Elemente Bir ..., B4 aus C (M) eine verallgemeiner-
te Diracbasis, wenn

B, v ii t + n t v
v , =2 8»

für alle ;', k.

Bilden die Tensoren A, eine Lorentzbasis in der CHffordalgebra?
C (M) und ist 9 ein Aittomorphismus von C (M), so bilden auch die'
Tensoren

A', = 9 (A;)

eine Lorentzbasis in C (M).

Beweis. Da 9 Automorphismus, ist

A'; V A't + A't V A', = 9 (A, V A, + A, \/ A,).

Es verbleibt also nur zu zeigen, dass o (0) = 0, ep (1) = l und'
o (— Í) = — T. Hierzu sei 9 (<o) = 1. Dann ist

«P (1) = «P (l) V «P W = «P C1 V "') = v (») = l-

Hieraus folgen auch die beiden anderen Gleichungen..
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4. AUSGEZEICHNETE BASEN IN DER ALGEBRA DER KOMPLEXEN
4-MATRIZEN

Komplexe j-Matrizen ^, ...,a4 mit ,0.^ av + av s^ = 28^ bilden
ein «Diracquadrupel». Man bestätigt leicht, dass die Matrizen

YV
/ 0 - i <rv \ / 0 E V

, v = 1. 2, 3. y =
U'v « l * \ E 0 / '

wobei wieder E die Einheitsmatrix, ein Diracquadrupel bilden : Bei
beliebiger komplexer 2-Matrix A ist nämlich

/ 0 A \ / 0 E \ / 0 E \ / O A \
\ -A 0/ \ E O j "̂  E 0/ \ — A 0/

= ( O - O
A ) + ( - O A : H

Im besonderen ist also •/v Y4 + Y4 TV'= 0 ^' v = 1> 2, 3. Verbleibt zu¡
zeigen dass fu ïv + YV fu = 2 5^ für ¡i, v = l, 2, 3. Das folgt aber
leicht aus den Vertauschungsrelationen der <iv. Es ist nämlich

/ 0 - i % \ / 0 _,V v / 0 - . V V V / 0 -'^\
\ i% o / \i^ o J + \t.v o / \i^ o í

= /'.', 0 ) + ( f f v ^ ° \ = 2 Vl o -,-v ; ^ \ o 'v^ / ^
für alle ¡ï, v.

Die Matrizen

T, - 7i 7Z TS Ti ' % T, fr < »)". 'Tx T^ 7» (>- < 1̂  < v}

u"d l in dieser Reihenfolgen mögen rlf r,, ..., r„ heissen. Dann
kann man zeigen : jede komplexe 4-Matrix A schreibt sich eindeu-
tig als

A = 2ji i«vrv-
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Ist A hermitisch, so sind die av reell. Setzt man ßv = YV für
v •= 13 2, 3 und §4 ¡=. z YO so ist

il) /V /äv + j8v ^ = 0 für /, =6 v,

:(2> 03^.= (/i,)2 = 033)
2 = - C/g* = L.

Übrigens ist i a, aus ßx nicht hermitisch, dagegen ist ^ insgesamt
hermitisch.

Sind AV Matrizen derart, dass (1) und (2),. wenn man dort ß durch
A ersetzt, richtig ist, so heisse (A1; ..., A4) ein «Lorentzquadrupel».
Es gilt dann :

Ist (Aj, ..., X4) ein Lorentzquadrupel und (L¡k) eine Lorentsma-
trix, so ist auch (A'1; ..., X'4) mit

. .A'y = 5L v /^

^¿n Lorentzquadrupel.
Beweis. Es ist

A'7. V/= (2 La; -XJ2 = S LBi L,, Ax A3 =

= Sß t „ L«, 'Lß/
 A, Aß + S L»;:L-,. (^>2-

Nun ist

2a * P = ï* < ß + Sa > P = £« < P -f- Sß > a UB/ !-„, -Vf; \^ =

= S a < ß L a / L ß / ( A a A ß + A e A a ) = , t ) .

daher

l' ,V — "*3 H "|2 (:T "i2A ; A / - - a , j U-cc^ • ^uili '

woraus nach der Definition der Lorentzmatrizen

(A',)2 = (A'j- = (Vs)2 = — (A'4)2 = l

folgt.
Für ; j¿ fe. ist

A';. A't + A't A';. = (3 lLa; A.)"(5 ,Lßt Aß) + (S Lat Aa) (S Le; A,) =

= 5 La^ Lpt Aœ A3 + LaJt L?/ Aa Aß =

= 2La , L s l A a A p + 2 L 3 , L a i A ß A K =

= S (L,. L„ (A„ An + AB A J = 2 Ltt. L„.



- 7JS -

woraus nach der Definition der Lorentzmatrizen die Behauptung;
folgt.

Es bilden auch die Matrizen av = YV, v = l, 2, 3, und

/ -E 0 \

H O E)

ein Diracquadrupel. Die zu diesem Quadrupel gehörige Matrix

ot6 = ctj aj «j a.

ist L _J , wie man durch drei Matrizenmultiplikationen nachrechnet.
* E* U /

Mithin: auch (a.i; a2, a3, as) ist ein Diracqnadrupel.

5. EINBETTUNG DES REELLEN LORENTZRAUMES IN DIE ALGEBRA
DER KOMPLEXEN 4-MATRIZEN

Die £v und YVJ v = lj 2, 3, 4, und die Ev und Tv, v= l, 2, ..., 16,
seien Avie oben erklärt. Es sei wieder C (M) die Cliffordalgebra
über dem Klomplexen Lorentzraume M und A die Algebra der kom-
plexen 4-Matrizen. Durch

d) * (Ev) = rv

wird dann C (M) isomorph auf A abgebildet. Wegen der Bedeutung
der ev und fv vermittelt * in gewissem Sinne einen natürlichen Iso-
morphismus zwischen C (M) und A. Die Abbildung 4> führt den Punkt
•v •'= £ xv rfv des reellen Lorentzraumes L in die Matrix

(2) 4. (*) '= S *v ̂ v

"ber. Dabei ist ßv =< vv für v = l, 2, 3 und ß., = ¿ 14 wie im letzten
Abschnitt erklärt. Da «t..linear, ist nämlich

0(ar) = 5*«0(</v),

also

*(*) = 2»v.1^yv + *·4$(/íji).
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Andererseits ist d.t = i e4, also

<I> (¿4) = <I> (• ej = t <I> (*4) .=. l y4,

woraus (2) folgt.

Aus (2) und der Definition der ßv folgt, dass * (x) = M u,- n ) m't

<3) 9 = — ̂  *v <rv + X* E, ^ = + 2 JTV <rv + ** E.

Nach (2) ist im besonderen

(4) «I- (rfv) = /3V für v = l, 2, 3, 4.

Die Matrizen ü .vv ßv, \vobei die .t-v reelle Zahlen sind, wollen wir
auch als «Ortsmatrizen» bezeichnen.

Ist X eine Lortcntztransjormation von L und (LJk) die zu X ge/io-
tige Lorentzmatrix, also

A(i/,) = 25Lv , i /v .

/erwrr

(5; A = «p A ft-»,

so gilt

(6) A(^ )= =2¡LV /^V .

Es ist nämlich

v*«I'-1 (ßji = dt, A (dp = S Lw <iv, « (2 ¡Lw dv) = 2 Lv/ * (d¥) = 2 Lv/ j8.

wie behauptet.
Nach der Erklärung von A ist

(7) 4, (A x) = A * (*)

für alle Vektoren x aus L.
Die Ortsmatrizen bilden einen Vektorraum V über den reellen

Zahlen. Das laufende Element \ = S x" ßv aus V transformiert sich
bei einer Lorentztranslormation A gemäss

A (É) = S JTV A (p,) =
= 24rv,La v^a =S{SL.vjr»)j9. .
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JEs ist also

•(S) A (£) = S (S Lva *v) 0.

Ohne Bezug auf. den Loreritzraum L kann man Lorentztransfor-
-.mationen des Vektorraumes V der Ortsmatrizen so definieren. Sind

£ = S j-v ß.f uml ,y = 2 y" /iv

Elemente aus V, so sei die Zahl

<£. 1> =2· \ , ]*v r_ ̂ 4 .

ihr Skalarrodukt. Lorentztransformationen von V sind dann lineare
Selbst abbildungen von V derart, dass

'W < A ( Í > . A W) = <£• ' ( }

für alle Elemente S, -r¡ aus V gilt.
Mit

ß'l = ^l^,ßy = \(ßi)

•ist t

jS',€*(t) = V für / = 1.2.3.4.

6. DlE TENSORIELLEN K K-OPERATOREN

Der komplexe «-Raum V„ sei mit einem Skalarprodukt versehen.
Sei (f j , . . > ? (¿) eine orthonormale Basis bezüglich dieses Skalarpro-

•duktes. Ist dann _v ein Vektor aus V und

•ein >--Tensor über V„, so ist

X • u = w*l • • • xr (X • t^t) f^ ® ••• <8> ?x •

Es ist

' * , -<% A - AfX r) .=-^ A - Ae v .
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In der Tat, die linke Seite ist gleich

<*, • < ::: t \ ®... ® v=c ;:;£ ̂  „ «„ ®... ® v

= C'"£ ^®-®' P r = <*. A... A*X r ,
wie behauptet.

¿Vizi ma«

(1) ya («,.) = ea A «> + ía • o»

/«r alle schiefsymmetrischen kontravariantcn Tensoren w über F„,
J O ÍÍÍ

(2) v a v ß + y s y a = 2 S « s -

Beweis. Zunächst ist

V« y a. ('") = Va (f « A «0 — Vtt («•(, • <•>) =

= fa A (fa A ..-) + *a • (<-a A «>) + fa A (ia •..,) + f B - (ia • M).

Dem nachstehenden ersten Hilfssatze zufolge ist ?a • (<?a • w) = O'r
nach dem zweiten Hilfssatz ist

e«. A (ia-«>) + '„ -K A <*)•=«,

also Ya Ya (w) '=' <»•
Sei jetzt a p£: tß. Dann ist

VB T» (w) = e» A (<"« A ») + CD • (fa A w) + rß A (fa • .0) + e» • (<?a • w),

Va ?ß W = ea A (fe A ••>) + <•„ • (f9 A M) + f, A J^ß • ">) + f t t • (iß • •»)••

Nun ist

iß A (ia A «.) + <•„ A (i, A «) = Of

nach dem ersten Hilfssatz weiter

f t • (', ' -O + fa ' (e* • ») = °-

also

(Va V» + Vp y«) (<") = i, • (*, A «O + iß A (ia • <••) + £-a • (ff A «•) + *a A (*ß • »)-''
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Nach dem dritten Hilfssatz verschwindet die rechte Seite der letzten-

Gleichung.

Hilfssatz. Für jeden schiefsymmetrischen r-Tensor u> über Vn ist.

(3) et • (,a - «0 + eB - (rß - „) = 0.

Beweis. Mit

(U = WX, . . . \r f^ 0 . .. (̂  f

ist

fa • w = <üX,...V<ia . 'x,)^ ® ••• ® (^ =m«^i-.-V fXj ® ... ® eXr, '

entsprechend

í • ( f a - , „ ) = a )a?^, . . .X r i X j

Hieraus und aus der Schiefsymmetrie von tu folgt der Hilfssatz.
Hilfssalz. Für jeden schiefsymmetrischen r-Tensor u über V„ isf

(4) ra A (f. • «) + ^a • ('« A «) = ».

Beweis. Man kann

= '»,A... A f X f

annehmen. Wir unterscheiden nun drei Fälle.

Es komme ersten a unter den At vor. Sei a = X,, Dann ist

e, • -. = (-1)'-' cx - ( Í X / A ̂  A ... ¿x/... A *X(.)

= (-H |-1 'x IA- ix /-
 A V

also

'. A (fa • -O = (-D1-1 ex/ A % A ... ÍXJ ... A ̂ r = ».

Andererseits ist, da a unter den /t vorkommt, ca A <o = 0.
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Zweitens komme a unter den At ncht vor. Hier ist

f a - » = ̂ 8xi"'.xr
rS

0-®V

= <i:::";<«.-vs®-"®v
Da die et paarweis orthogonal, ist e^ • e^ = 0, daher ea • w = 0.

-Andererseits ist

**. A « = «a A*X I A ... A C X ( ,

-daher

e*. • tea A u) = «u.

Hilfssatz. Für a 5¿ ß ist

'(5) <?ß A (<?a • o,) + f a • 0„ A «) = 0.

Beweis. Es genügt offenbar, den Hilfssatz für

» = 'x lA... A i X f

zu beweisen. Wir unterscheiden nun drei Fälle. Sei erstens a = im

und ß •= ).M. Dann ist zunächst r?A« •= 0. Weiter ist

' « •«= ±'«•('„,,, A % A...«X| i |... Aev)

= ± i, A ... ̂  ... A ix .

Also ist er, in Ca. • w enthalten, daher e^ A (ea • <o) = 0.

Zweitens sei a 56 Xjt und ß ̂  Xt für alle fe. Dann ist ea zu allen
"Vektoren aus o> orthogonal, also eaL··^.= C. Da fa zu allen Vekto-
ren aus eß A o) orthogonal, ist ¿a • (e$ A w) = 0.

Sei drittens a -= Xm und ß 7^ Xt für alle k. Hier ist

" '« •» = (-1)"-''x, A -^ - Af v

'» A ('« •.«) = (-D"1-1 «, A *x> A.-../Xm ... A iv . •
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iferner

en • (efí A <") = ea • 09 A <?Xl A ... A e^)

= (~l)m '* • (^m A tf A ̂  A - *»„ - A i,r)

= (-!)««, A fx A ... I.... A e

somit

«í A (ea • «0 + <?. • (is A "•) = 0,

wie behauptet.

Ist viertens a 7^ Xt für alle è und ß = X^, so ist ea zu allen Vek-
'toren aus w orthogonal, also ea • « = 0. Und es ist es A <o .•=. 0.

Vertauscht man a und ß, so folgt aus (5) :

(5') íR A Os • «) + eß • (fa A «) = 0 für « ̂  (3.

7. TENSORIELLE DARSTELLUNG KOMPLEXER -Í-MATRIZEN

Die Cliffordalgebra C (M) über dem komplexen Lorentzraum ist
zur Algebra A der komplexen 4-Matrizen isomorph. Ein, bezüglich
'°er Paulimatrizen natürlicher, Isomorphismus ist oben erklärt. Eine
andere Algebra, B, die wie A zu C {M) isomorph ist, ergibt sich wie
folgt.

Der komplexe 2-Raum V2 sei mit einem Skalarprodukt versehen.
Seien G (V2) die Grassmannalgebra über V.¿ und et, ez aufeinander
senkrechte Einheitsvektoren aus VV Dann wird G (V2) von den Ten-
soren l, elt e2 und el A e3 aufgespant i.

Fitr jeden schief symmetrischen kontravarianten Tensor w über F2

-sei

^ (w) = e^ A w + el > .« i , ip2 (»l = *a A u 4- «2 • <•>,

ip3 (u) = i (it A «> — el • u), 94 (w) = i («3 A «' — «., • <•>).

•öflHJi fjf

iPn'Pv + Pv ï'n = 28HV

^' »E IA REAL ACADEMIA DE CIENCMS—1963. ls
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Beweis. Wie oben für allgemeines n statt für n = 2 bewiesen:

wurde, ist Y, Yi = Y2 Y2 = l und YI Y2 + Y2 Yi = 0. Also

W <?, 9j = <P2 92 = L <p, ¥.,+ 92 9, = °-

Sei

Pa (<•>) = 'a A u — e^ • <u.

Dann ist

P* PH ('") = i>a (fa A w — * B ' '•') =

= f a A f „ A cu — ea • (ea A «i — *a A (<•„ • -j + f a • (^ • «).

Im letzten Abschnitt wurde aber bewiesen :

'. A (f. • «) + r. • (f. A ...! = .„, ea . (ra - «) = U.

Also ist pa pa (w) = — o>, woraus

(2) 93 93 = 94 94 = !

folgt. Weiter ist

P2 P, W = f , A ( f j A «.) — í2 • (e, A o,) — c2 A ( f j • -O + í, • (i, • -0.

also

p, Py (<"1 = í, A (f2 A w) — f, • (f2 A «) — ít A (c, • w) + f, • (t, • w).

Nach einem obigen Hilfssatz ist

?2 - (f ] • ,„) + et • (ea • M) = O,

also

(/>, P2 + P2 P,> •••) = — V («, A '") — '2 A (f, • «O —
— fí • (fx A w) — í, A (e2 • w).

Nach dem dritten der obigen Hilfssätze verschwindet die rechte Sei-
.te. Also

(3) 93 V< + ft V3 = 0-
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Verbleibt zu zeigen: mit

y = ?x A lu + e^ • ia

:und

p = ef A <" — eß • <*

ist /<l>,
/» <V>

•(i) í-ï + Y P - 0 f^ & %\

ßWMijR
unabhängig von x und g. |ö sy

Beweis von (4). Zunächst ist \A ^/
%£o i>

/• -y (») = fe A (<•„ A «) — V (fa A <•'> + f j A (eB • «) — ip • (ea ' '•>>•

V /> {«) = <•* A (i, A «) + fa • ífí A -) — fa A (ij • w) — e* • (tf ' <"),

nach einem obigen Hilfssatz also

(ï- y + y />> (•") =- S • (fa A 'o) + C3 A ^* ' "^ +

+ <V(*ß A "•)-<•„ A (i, • < • • ) -

Für a = ß verschwindet die rechte Seite trivialerweise. Sei jetzt
ï 5¿ ß. Nach dem dritten der obigen Hilfssätze ist dann

«•3 A C?» • <••) + ia • ff j A <") = »

und

íft • (c„ A "0 + c /\ ] e s - >*} = 0.
B

somit (4) richtig.
Die eingangs in Rede stehende Algebra B ist jetzt die von den <?v

erzeugte Algebra. Wie oben mögen die YV ein Diracquadrupel bilden.
Durch die Zuordnung YV -> <?v entsteht dann ein Isomorphismus von

A auf H.
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