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ResumEN

El 4lgebra de Clifford sobre el espacio de Lorentz cuadridimenzional y el alge.
bra de las 4-matrices complejas son isomorfas. Se estudian los isomorfismos natu-
vales y otros distinguides, existentes enire estas dos Algebras. En particular se

consideran los vectores del espacic de Lorentz que corresponden a las matrices
de Dirac clisicas.

Sei K der Vektorraum iiber den reellen Zahlen bestehend aus allen
hermitischen komplexen 2-Matrizen. Sei L der reelle Lorentzraum.
Seien o, die {iblichen Paulimatrizen und E die Einheitsmatrix. Es las-
seén sich dann alle Elemente X, Y, ... aus K eindeutig als

X=Fav o, + ot E. ¥Y=Z3o, -}-r\'l‘E,
darstellen. Sei
{X,Y}—;Ex‘ayv__x-iy—i

das Skalarprodukt der Matrizen X, Y. Dana lisst sich L derart.jso-
Morph auf K abbilden, dass dem Skalarprodukt in L gerade das Ska-
larprodukt in K entspricht.

Der reelle Lorentzraum gestattet eine natiirliche Einbettung in
die Algebra der komplexen 4-Matrizen: Ist M der komplexe Lorentz-
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raum und C (M) die Cliffordalgebra {tber M, so sind bekanntlich
C(M) und die Algebra A der komplexen 4-Matrizen isomorph. Ist
also ein Isomorphismus von C (M) auf A, so entspricht dem reellen
Lorentzraum I. ein additiver Vektorraum in A. Unten ist ein Iso-
morphismus angegeben, der beziiglich der Paulimatrizen als natiir-
lich bezeichnet werden kann.

Sind z,..., ¥, Vektoren aus L. mit v; - @ =-0 fiir j 3% k-und

()2 = (@) = @) = — @) =1,

so ist (vy, ..., v,) eine «Lorentzbasis» von L. Verallgemeinerte Lo-
rentzbasen in der Cliffordalgebra C (M) iiber dem komplexen Lo-
rentzraume M kann man dann als Quadrupel (¢,, ..., t,) von Tenso-

ren t; € C (M) erkliren, fiir die
LN LN =00 fiir ik

und #;V# =1 fir j = 1, 2, 3 sowie t,Vt, = — 1 gilt. Dabei ist der
Produktoperator in C(M) mit V bezeichnet. Ist « ein Automorphis-
mus in C (M), so bilden die Tensoren « (t,), ..., « (t,) wieder eing
Lorentzbasis.

Eine interessante Veraligemeinerung der Diracoperatoren haben
unabhiingig voneinander E. Kihler und D. XKastler (vergleiche
etwa (1) bis (8)) angegeben: Der komplexe n-Raum V, sei mit einem
Skalarprodukt versehen Sei (e,, ..., ¢,) eine orthonormale Basis in
V, beziiglich dieses Skalarproduktes. Fiir = = 1,2, ..., n und jeden
schiefsymmetrischen kontravarianten Tensor o ftiber V, sei

ya(w)=eu/\m+em'm.

Dann bestimmt vy, einen linearen Operator in der Cliffordalgebra
C (V,) iiber V,, den wir unten als KK-Operator bezeichnet haben.
Fir «, 3= 1,2, ..., n sei va va+ Y8 Yo = 2 345, wie unten bewiesent
ist.

Elementar isomorph zur Cliffordalgebra C (M) ist die Algebra A
der komplexen 4-Matrizen. Ein weniger elementarer Isomorphismus
ergibt sich wie folgt. Fiir jeden schiefsymmetrischen kontravarianten
Tensor o iiber dem komplexen 2-Raum V, sei

)= Aute o g W=c Avte o

cpa(m)=l'(£’1/\w-——£’l'w), ¢4(w)=82/\(o—-—82-m.



Dann ist ¢) ¢x + 9 ¢; = 0 fiir § £ k, ferner
(0)2 = (9,)* = (g2 =— (g, )2 =1L

Sei B die von den linearen Abbildungen ¢; erzeugte Algebra. Setzt
man dann

T {d) = ¢

und setzt man ¥ iber C (M) linear fort, so bestimmt ¥: G(M) > B
einen Isomorphismus zwischen C (M) und B. Dabei seien ¢,, ¢; die
natiirlichen Einheitsvektoren von V, und d;= (3}, ..., 3;*) die na-
tirlichen Einheitsvektoren von M, ’

Die Matrizen, die zum Vektorraum & (L), es sei jetzt & der oben
in Rede stehende natiirliche Isomorphismus, gehdren, moégen «Ort-
smatrizen» heissen. Es entspricht dann jedem Punkt des reellen Lo-
rentzraumes eine solche Qrtsmatrix. Die zu # = {7, ..., #*) geho-
rige. Ortsmatrix §.=1& (&) ist leicht anzugeben. Unterwirft man L
einer Lorentztransformation 1, so geht £ in die Ortsmatrix @ X &1 (§)
iiber. Uber die Gestalt dieser letzteren Matrix in Abhidngigkeit von X
ist in der Literatur schon verschiedentlich diskutiert worden.

1. PAULITRIPEL

Sind ¢, 5,, 6, komplexe 2-Matrizen mit o, 55 + o 6;= 28y, so
bilden sie ein «Paulitripels. Ist (Ryz) eine orthogonale 3-Matrix, und
setzt man ‘

o"j = Rja Ty
S0 hilden auch die o, ein Paulitripel: es ist

(r'j 'y + oy <r’] = (Riuc (ra) (Rks a'ﬁj + (ha "'u) (R,’B 0'5) =
Ry Rep oy o + (Rpg o) (Ryp 7g) =

= R‘,a Rkﬂ ((Ta O'B + C"B (Ta.) =

Rja Rkﬁ Baﬁ = R[a Rig = Sik’

i

i

Wie hehauptet.

_ Bilden die Matrigen 6, 6y 6, ¢in Paulitripel, so wverschwinden
thre Spuren.
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Beweis. Sei der Index v vorgegeben und p ein Index £ v. Dann
ist V
Oy Ty Uy = 0, (O-U- 'T!L) = a.,.

Fiir beliebige Matrizen A und B ist spur (A B) = spur (B A).. Also

spur (trp_ Ty, o‘u) = spur (G-IL (a'v o'u)) =
= spur ((o, o) o) =

= spur (o, (o, o,)) = spur o,
Andererseits ist o, ¢y 6, = —¢,, daher
spur (o, o, o) = spur (— o) = ~—spur o,

also spur o, = 0, wie behauptet.
Bilden die -Matrizen s,, s,, o, ein Paulitripel, so sind die Matri-
zen a,, o, o, wnd E, wo E die Einheitsmatriz, linear unabhingig.
Beweis.- Mit 6, = E bezeichnen wir -die Matrizen o, ..., s, auch
mit (7= 0,1, ,2, 8). Seien z, komplexe Zehlen mit

Ezjcr/ = 0.

Durch Multiplikation mit o, folgt, dass 2z + T4 256, 0 =0. Es ge
niigt also zu zeigen:

spur (o7 6z) = 0.

Wenn einer der Indizes j, k gleich Null, jet der andere Index 7 0.
Es bleibt also ein ¢,. Und spur o, = 0 ist bereits bewiesen, Also
geniigt es zu zeigen, dass

spur (o, ) =0 fir  pEv.
Nun ist
0 00 7y = 0,0y == (5, ).
Ferner ist
spur {oy, (o, o, @)] = spur [(o, o, o) o ],
da allgemein spur (A B) = spur (B A) gilt. Also

spur [0, (o, 0,) 0,1 = spur (o, o).



Wegen o, (a4 64) 5y = -— (6, 0,) ist aber auch

spur [o, (o, 2,) 7] = — spur (o, 0,).

Somit spur (s, 0y) =0, wie behauptet.
Fir die iiblichen Paulitripel

¢ 1y (0 —1) (1 0)
g, = § o, o= » o=
! (10) *l1 lo —1

findet man die lineare Unabhangigkeit der Matrizen s,, 6, o, E
gewohnlich so bewiesen. Es gemdigt zu zeigen, dass sich jede kom-
plexe 2-Matrix A = (a;) als Linearkombination von s,, ¢, s, und
E darstellen ldsst, Hierzu setzt man

1 £

¥l = ‘—2-— ( + GO]) r2 = —1— (am 021],
1 L

*® = 5 (8, =8y #= I’y (3, + 2.,

Dann ist wie man leicht nachrechnet,

A=Ex\'o-v+x4E.

Eine Algebra N heisst Cliffordalgebra, wenn in ihr Elemente
€, .y e, Mit ey e, + € €,0= 23, und der Eigenschaft, die Alge-
bra zu erzeugen, existieren. Im Falle der komplexen 2-Matrizen
ist # = 2, man kann e, = s, und ¢, = s, setzen. Fiir die @iblichen
Pauhmatnzen ist dann 1o, i= g9, 0, so dass sich o, und E durch’
% und ¢, ausdriicken lassen.

2. LORENTZMETRIK IN DER ALGEBRA DER PAULIMATRIZEN

Sei K der Vektorraum fiber den reelien Zahlen bestehend aus allen
hermitischey komplexen 2-Matrizen. Sind X, Y Elemente aus K, so
Wollen wir in K gemiiss -

(X, Y) =spur (X Y)
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ein Skalarprodukt definieren. Es ist dann

@ (X, Y) = (¥, N),
@) (Y, +Y) = (X, V) + X Y,

Weiter ist

spur (XX) = SEX,, X,
Da X hermitisch ,ist X,y '= X, Also

spur (X X) =35 X 3{_,,,
Mithin
3) (X.X)>0 fur X0,

Die durch (X, Y) = spur (X Y) bestimmte Metrik in K ist also po-
sitiv definit,
Jede Matrix X aux K ldsst sich in genau einer Weise als

) N=S3,_ ave, +44F

darstellen, Ist X hermitisch, so sind die &, ..., #* reell. Wir wollen
nun zeigen:
Mit X =Exg¢, + xX*E tind Y =Xy s, + y' L ist

& (X, ¥) = 254, a%ye,

Beweis, Unter Verwendung der Vertauschungsrelation

)
LN +oa,r, = 25

v
ist
XY=(Esra, +s1E)(Eyo, + ¥yt E) =
=Exl!-yv,ru0-v+_‘_‘.,r4yv 0-y+zx"-y4o-u+x4 y4E=

= S v 4 ((rv)Z + ¥ (_74 ¥ + &y yl) o, 4 xd gt DR
wegen spur sy = 0 daher

spur (XY) = 23 2% g%,

wie behauptet,
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Die Gleichung (5) legt es nahe, in K gemiss

(G} {X,Y}:an_lxvivv__xiyi

eine Lorentzmetrik einzufiihren, Bezeichnet L den reellen Lorentz~
raum, also den Vektorraum aller Quadrupel (47, ..., #%) reeller Zah-
len &, vermoge

xX-y 223\,“1'1;\! yv__x&v#

mie einem Skalarprodukt versehen, so bildet man iiblicherweise L
vermoge

(7) o (Fho 3'4) = :3" v, + ri E

~1

auf K ab. Ersichtlich bleibt bei der Abbildung ¢: L —> auch das
Skalarprodukt erhalten, wenn man das Skalarprodukt in K durch (6)
erklart, Ist

p(*) =) = o . 3%
S0 ist

S‘sv -1 (.1'\ - yy.) Ty + (.l"‘ ——3'4) E =¢

Da die Matrizen ,, s,, o,, E linear unabhiingig sind, ist also x = ¥,
daher ¢ eine isomorphe Abbildung. Mit o (x) = A = (@) ist

- - - — a2 = r ] x2
0, =xt+ a3 g =43 g, =al—123 a, =t 1x8

1

22 =

Und o (A) hat die Komponenten

1
al o= -2—' (012 + 02‘), €+

X = Y (6,,—a,) wd ii= > (@, +a,)

Dass der Vektorraum K der hermitischen 2-Matrizen iiber den reellen
Zahlen und der reelle Lorentzraum L, went man von der Metrik
absieht, isomorph sind, ist trivial. Denn jede hermitische 2-Matrix
bestimmt ein Quadrupel reeller Zahlen und umgekehrt.
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3. TFORTSETZUNG VON LORENTZTRANSFORMATIONEN UBER DIE
CLIFFORDALGEBRA

Sei 1. der reelle Lorentzraum und w: L — L eine lineare Trans-
formation mit o (¥) - o (y)'= & -y fiir alle Vektoren &, y aus L.
Dann heisst o Lorentz-transformation. Ist z = & 4+ ¢y ein Vektor
aus dem komplexen Lorentzraume M, so wird durch

0 (5) = w@ +iu®

die lineare Fortsetzung von o {iber M bestimmt. Da jede Basis von
L zugleich Basis von M ist, gibt es nur eine lineare Fortsetzung von
o iiber M. Mit o (d;) = X L d,, wobei d; = (8%, ..., 5) ist, hat
die Matrix (Lj;) die bekannten Eigenschaften einer Lorentzmatrix.
Sei ¢y = d, fiir j = 1, 2,3 und ¢, = — i d,. Die Tensoren

(v =1234), ¢ Ne, Ac, ANe,
e, Ao, (u<<v), e, Aey, Ae,(A<p<v)

und 1 in dieser Reihenfolge mégen E,, E,, ..., E, heissen. Es schreibt
sich dann jeder inhomogene schiefsymmetrische kontravariante Ten-
sor s tiber dem komplexen Lorentzraume M eindeutig als s = X s¥ Es.
Ist £ = £¢vE, ein zweiter solcher Tensor, so ist das Cliffordpro-
dukt s V ¢ von s und ¢ der Tensor £ s* t* E, V E; mit folgender Mul-
tiplikationstafe] der E,, Mit

E, = {g €y NN ca

i

o<

und

m
,V

N AR

ist

EqV E; = (D0 A A e,

wobei X, < ... < A, die paarweis verschiedenen unter den ¢, , &, sind’

und ¢ die Anzahl der Inversionen in (a,, ..., %a, 8, ..., §5) bedeutet-
Die Cliffordalgebra iiber M sei weiterhin mit C (M) bezeichnet.



Formal géanezlich anders ist folgende Definition des Cliffordpro-
duktes. Den, nicht trivialen, Beweis tibergehen wir hier. Zunichst
sei allgemein der komplexe n-Vektorraum V, mif einem symmetri-
schen Skalarprodukt versehen. Sei (e, ..., ¢,) eine orthonormale Ba-
sis von V,. Beziiglich V,, sei die Bedeutung von s und ¢ die gleiche
wie oben beziiglich M, Dann ist zuniichst

em\/ t=c, Nt+e, 4
hierauf

("M /\ aee /\ ‘lr) V L= (FM /\ /\\ ekr-l) V (f)_’ V t)-
Im iibrigen ist der V-Operator linear, also

s Fty=s Ve, +s5\ 1, @) Vi=alsV =5V (af).

Dadurch ist das V -Produkt diberall definiert.
Ist wieder w: L -> L. eine Lorentztransformation, so kann man
woll die durch

O Q) = Xsv Q(E,),
3] Qo A Aey ) =wley) A Nole)

bestimmte Abbildung @ von C (M) in sich als die «natiirliche Fort-
setzung- von w iiber C (M) bezeichnen.

Die wmatiirliche Fortsetzung Q der Loventzivansformetion o
L > L iiber dic Cliffordalgebra C (M) iiber dem komplexen Lorents-
fawin M ist ein Isomorphismus von C (M) auf sich.

Zum Beweis wollen wir zunichts zeigen, dass

) Qe)) V Qe =20,V )
Fiir j s & st e,V ey = ¢;A ey, mach der Erklirung von Q weiter
Qe; A e =w(e) A o (e,),

Wegen Q (e,) = w (¢,) daher die Behauptung richtig. Fir j = & ist
/Vey = 1 und Q (1) = 1. Fiir beliebige Vektoren a, b aus L ist

a\/b:a/\b+a-b,
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wie man leicht bestatigt. Daher
Q) V () = Q) - Qe
Andererseits 1st
QR =uwle) vl =ce=1

also (1) auch in diesem Falle richtig.
Aligemein ergbit sich

) QEY \ Q(EN = Q(E, V Ep

wie folgt. Sei

E =1, (‘a_’ AN ey, und E;3 = ;3 eBl MNOA CE‘;'
Mit w (¢;) = ¢, ist die linke Seite von (4) definitionsgemiss

g: §3 ((”al AYRYS A e’ad)v ("pl A A e’Bb"

Dieser Ausdruck wiederun ist gleich

EDT L A A
Dabei entstelte (A, -... 4,3 aus (%, ..., %a, By, -..s Bs), indem man alle
doppelt vorkommenden Paare in (x,, ..., 24, 8,, ..., §p) streicht und
die verbleibenden in natiirliche Ordnung bringt. Der Index g ist die
Anzaht der Inversionen in (z, ..., %e, 8y ...y Bs). Andererseits ist

(e N Aey

1 a

)\/(e;,l A A eﬁb)z (— 17 r)_, A A

Und definitionsgemiss ist

Y’ ((__])q ehl A f\ e;") : (____‘)7 (")\ f\ f’\ f’hr!

)
womit (4) bewiesen ist.

Fir die Transformation o des reellen Lorentzraumes 1. ist 1rl-
vialerweise



fiir alle »» € L und alle reellen Zahlen 7. Fiir die oben erklirte «na-
tiirliche» Fortsetzung 9 von w gilt

Q(¢s) = £0(s)

fir alle s aus C (M) und alle komplexen Zahlen £, Es ist also Q /-
near. Durch

AE)=EAG)
wiirde eine antilineare Fortsetzung von o entstehen. Ferner ist oben
Q(c;‘ A A e,") = (eAl) A A (ekr)

gesetzt. Und Q erweist sich als Automorphismus von C (M). Es gibt
sicher Lorentztransformationen w, bei denen die Fortsetzung

FAN (eAl N A C;\’) = (t‘;‘r) Ao ANuw (eA’)

zu einem Antiautomorphismus A von C (M) Veranlassung gibt.
Sind » = (@, .., 2%) und y = (v, ..., ¥') Vektoren aus L oder
M, so ist definitionsgemiss

Xy = __.'SV ) xv y\'_xly(_

Vektoren a,, ..., @, aus L. bilden eine Lorcntzbasis, wenn a; -« a; =0
fir j == B und

(@) = ()2 = (a)t = — (a2 = 1

gilt. Man kann zeigen:

Die recllen Vektoren a,, ..., a, aus L bilden genaw dann cine Lo-
Yentshasis, wenn

o Vo, +a.\ g =0 fir §H#£E

und a,Va,\= 1 fﬂ?' j =1,2,3, 214\/34 = —1 gi-[t
Vermége b;= a,, j = 1,23, und b, = — i a, entspricht der Lo-
rentzbasis (q,, ..., q,) eine «Diracbasis» (b, .., b,). Wegen der

Konstanz der Signatur gibt es im reellen Lorentzranme keine Dirac-
baseu
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-Ersichtlich kann man den Begriff der Lorentzbasis so verallge-
meinern Elemente A,, ..., A, aus C (M) derart, dass

AVAAHAVA =0 fir j#k

I

fiir j % k und

AVA =4, VA =A VA,

I

—A, VA, =1

gilt, bilden eine verallgemeinerte Lorentzbasis von C (M). Entspre-
chend bilden die Elemente B,, ..., B, aus C (M) eine verallgemeiner-
te Diracbasis, wenn

B\ B+ BV V, =28,

fiir alle j, k.

Bilden die Tensoren A, eine Lorentsbasis in der Cliffordalgebra
C (M) und ist o ein Automorphismus von C (M), so bilden auch die
Tensoren

A= o(A)

eine Lorentzbasis in C (M).

Beweis. Da y Automorphismus, ist

Ny VA + A, VA =08V A+ A A,

Es verbleibt also nur zu zeigen, dass o (0)'= 0, (1) =1 und
o (— 1) = — 1. Hierzu sei o (w) = 1. Dann ist

eW=gMV M=oV u=g@w=1

Hieraus folgen auch die beiden anderen Gleichungen..
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4. AUSGEZEICHNETE BASEN IN DER ALGEBRA DER KOMPLEXEN
4-MaTRIZEN

Komplexe {-Matrizen =z, ..., 2, mit_ o, oy + 2, 3, = 23§, bilden
ein ¢Diracquadrupel», Man bestitigt leicht, dass die Matrizen

0 —iog, 0 E
= ’ =1-2;3: = ’
™ (ia‘v 0 ) T K ( EO)

wobei wieder E die Einheitsmatrix, ein Diracquadrupel bilden: Bei
beliebiger komplexer 2-Matrix A ist ndmlich '

(LA (R3] (20)-
-(2 S

Im besonderen ist also vy, v, + v, 7v=0 fiir v=1, 2, 3. Verbleibt zm
zeigen dass yo vy + Yy yu = 28, fir p,v = 1,2, 3. Das folgt aber
leicht aus den Vertauschungsrelationen der s,. Es ist nimlich

0 —-io-u 0 —ic, + 0 —ia, 0 —t'o'p_)z
iﬂ'\, 0 1'0'“ Q i_crv B ‘fo'u 4

fir alle p, v.

Die Matrizen
W T Tl TGN T B<e<Y)

und 1 in dieser Reihenfolgen mogen Ty, T,, ..., Ty, heissen, Danm
kann man zeigen: jede komplexe 4-Matrix A schreibt sich eindeu-
tig als

14
A-Y GVF\.-

= Ty=1
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Ist A hermitisch, so sind die a* reell. Setzt man B8, = y, fir
ve=1,2 3 und B,=11,, so ist

@ Buf, + B, B, =0 fir pztv
@ (B = (8,2 = (B) =— (B = 1.

Ubrigens ist 45, aus B, nicht hermitisch, dagegen ist 8, insgesamt
hermitisch.

Sind X, Matrizen derart, dass (1) und (2),. wenn man dort § durch
) ersetzt, richtig ist, so heisse (A, ..., &,) ein «Lorentzquadrupel».
Es gilt dann:

Ist (Xs .y X)) ein Lorentzquadrupel und {Ly) eine Lorentzma-
trix, so ist auch (W5, ..., X',) mil ‘

ein Lorentsquadrupel.
Beweis. Es ist

NN = (B LA =51, Ly A A, =

=S4y o Loy gy Ay A + 3 Lo, Ly, (1)
Nun ist

a4 p=Sac 8+ Ta>p=Zacp+ T>aly; Ty A0, =
= Zacp Loy Ly (g A5 + 25 2g) =0,

daher
N; /\’1 : Esa -1 (Lmj)z- - (Lu)?v
woraus nach der Definition der Lorentzmatrizen

(A/l)u — (‘AIZ)Z = (1\13)2 = — (‘\’4)2 =1

folgt.
Fiir j == k ist , ; _
NN NN = (S ) (S 1) + (B Ly A STy ) =
=3I, Ly + L, A=

[ e}
=SL,, Lytgdy + 3L Ly A0, =

=3 'Laj .Lak'(-"‘u hﬁ + Aé )‘a) = 3 La! Lu.k’
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woraus nach der Definition der Lorentzmatrizen die Behauptung
folgt.
Es bilden auch die Matrizen a«, = v,, v = 1,2, 3, und

—E O
Qg =
O E

ein Diracquadrupel. Die zu diesem Quadrupel gehérige Matrix

g == Gy oy g Oy

ist (E O\’ wie man durch drei Matrizenmultiplikationen nachrechnet.

Mithin: auch (u,, «,, 44, a5) ist ein Diracquadrupel.

5. EINBETTUNG DES REELLEN L.ORENTZRAUMES IN DIE ALGEBRA
DER KOMPLEXEN 4-MATRIZEN

Die e, und vy, v = 1,2, 3,4, und die E, und Ty, vi= 1,2, ..., 16,
seien wie oben erklirt. Es sei wieder C(M) die Cliffordalgebra
tber dem Klomplexen Lorentzraume M und A die Algebra der kom~
plexen 4-Matrizen. Durch '

e ¢ E)=T

wird dann C (M) isomorph auf A abgebildet. Wegen der Bedeutung
der ¢, und ¥, vermittelt ® in gewissem Sinne einen natdirlichen Tso-
morphismus zwischen C (M) und A. Die Abbildung & fithrt den Punkt
Fi= X g d des reellen Lorentzraumes L in die Matrix

(2 o (5)'=37 B,

Giber. Dabei ist By = v, fiir v =1,28 und 8, = iy, wie im letzten
Abschnitt erklirt. Da @ linear, ist nimlich

O (x) = S a ® (dv),

also

¢ (x) =38,  y, + 5,00
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Andqerseits ist d, = 1e¢,, also
dE)=0le)=id(e) =iy,
woraus (2) folgt.
Aus (2) und der Definition der g, folgt, dass @ (#) = ;(3 ) mit
® p=—320o,+2E, ¢Yy=+ZI30, +4E.
Nach (2) ist im besonderen

@) & @) =8, fir v=1,234

Die Matrizen ¥ 4~ B,, wobej die 1* reelle Zahlen sind, wollen wir
auch als «Ortsmatrizen» bezeichnen.

Ist X eine Lortentztransformation von L und (Ly) die su k gelio-
rige Lorentzmatriz, also

A(dl) =X Lv/ d,

ferner

®) A=dArdl,
so gilt

® AB) ==3I1L,4,

Es ist nimlich
! ('8/) = dl' A (dl) =3 Lw d, &E ‘Lvl d,) = X ij ¢ @d,) =% Lvl B,

wie behauptet,
Nach der Erklirung von A ist

) dA)=AdW

fiir alle Vektoren » aus L.,

Die Ortsmatrizen bilden einen Vektorraum V iiber den reellen
Zahlen, Das laufende Element £ = T ¥ 8, aus V transformiert sich
bei einer Lorentztransformation A gemiss

A® =3 AEB,) =

=3avLl,, By = S(S Ly #) B,



Es ist also
-® A@=S@EL,, ™8,

Ohne Bezug auf den Lorentzraum L kann man Lorentztransfor.
mationen des Vektorraumes V der Ortsmatrizen so definieren, Sind

g=Xrg  umd 5=3I3vg
Elemente aus V, so sei die Zahl
<$v '1> = S-<:‘\|==| xvyv—x‘y‘ ’

‘thr Skalarrodukt. Lorentztransformationen von V sind dann lmeare
Selbstabbildungen von V derart, dass

1

) (AL A G

(&)

fiir alle Elemente &, 4 aus V gilt.
Mit

B, =%L,B,=A(B)
st ¢

B,ED(L) =V fir j=1234

6. Die TENSORIELLEN K K-OPERATOREN

Der komplexe n-Raum V, sei mit einem Skalarprodukt versehen.
Sei (e, ..., ¢,) eine orthonormale Basis beziiglich dieses Skalarpro-
duktes. Isf dann y ein Vektor aus V und

@ = ull-'-l,. ch ® ® e)\r

€ r-Tensor fiber V,, so ist

Xow = .,,11...)\,. (x . (l‘) CM ®'..~ ®e’\‘ .

Es ist

L (’1. NN c,.r)_z- % Ao A e)‘r.
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In der Tat, die linke Seite ist gleich

Breeo b, SN PSS
‘A, ‘ (87\, ceo Ay ’pl Q.- epr) =0, ek, R VTR T ®.0 eu,

_aaeeen, _
=N, ®. @6, = A Ay

wie behauptet.
Setzt man

(1) Ve (m) = L’a/\ w 4 €y 0r

fiir alle schiefsymmetrischen kontravarianten Tensoren o idiber V.,
so ist

2 Yo ¥s + Y5 Ya = 2 84p-
Beweis. Zunichst ist

Ya Ya () = Yo (€q A 0) — 74 (¢ *0) =
=e, AN(eg No)+e (g Aow)+ e, N(ey o)+, (e, w).

Dem nachstehenden ersten Hilfssatze zufolge ist e, - (€q - 0) =0,
nach dem zweiten Hilfssatz ist

e, N(eg-w) +e (e, Avy=wn,

also +a Yo (0) = .
Sei jetzt « % tB. Dann ist

Yp Yo (0) = eg A\ (g N\ )+ g A m)-i-t’B N(eg-w)teP-(eg-w)
Yo 75 (w) =€,y A (l’B A m) + Cq* (ea A m) + €y A Jt’a . (u)) 4 L (85 . u)).~

Nun ist
ca/\(ea/\m)-fea/\(eﬁ/\m):o;

nach dem ersten Hilfssatz weiter
g (e m) + 6 (eq w) =0
also

(Yo vp + 75 va) (@) = ege(eg No)+eg A (e, o)+ oy (eg Aw) + ey A(eg - w)-
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Nach dem dritten Hilfssatz verschwindet die rechte Seite der letztem:
Gleichung.

Hilfssatz. Fir jeden schiefsymmetrischen #»-Tensor o itber V, ist
(3) eg (e rw)+ e, (65 w) = 0.
Beweis. Mit
w=whod @B
ist A

€y o =whin R fe el’) e, R.. (’Ar e L R o, Q. & ek,' )
entsprechend

€y (tg ) =with b Q.. .

Hieraus und aus der Schiefsymmetrie von « folgt der Hilfssatz.
Hilfssatz. Fiir jeden schiefsymmetrischen »-Tensor  iber V, ist

(4) l’u/\ (t’a-m) +£’Q~(£’a A w) = w.
Beweis. Man kann

w = C;H/\ e /\ C)"

annehmen. Wir unterscheiden nun drei Falle.
Es komme ersten « unter den %, vor. Sei « = A, Dann ist

e,rw=(—1Di-te - (EM/\ 2 A éx[ e Aey)

== Ay e Al

also

ey Ale, +w) = (—1}-1 "M/\ 4 A o Gy Ay =

r

Andererseits ist, da « unter den %, vorkommt, eq A w = 0.



— 720 —

Zweitens komme « unter den X, ncht vor. Hier ist

. _ Byoee Py
faro=2¢, 811.__1’ e“1® ®eu’,

. Wi eeo W, .
= 11.__1,(5'1 ‘pl)’ug®"‘®en,'

Da die e, paarweis orthogonal, ist e, - ey =0, daher e, « ® = 0.
-Andererseits ist

ea/\m=e¢/\ek1/\.../\eh',

-daher

ea'(t’al\m)=w.

Hilfssatz., Fir o £ 8 ist

«(5) eg A\ (ey - w) + ey (eg Aw)=0.

Beweis. Es geniigt offenbar, den Hilfssatz fiir

w = 8)\1 AN A e)‘"

zu beweisen. Wir unterscheiden nun drei Fille, Sei erstens o = An
und 8-= Xy. Dann ist zunichst egAw = 0. Weiter ist

ea-w=;tea-(elm/\e,\l/\...E)‘m.../\e,‘)

r

a

= + e,‘l A .. C)‘ AN e,‘, .

"

“Also ist e, in ¢4 - o enthalten, daher eg N\ (eq - ©) = 0.

Zweitens sei a 3% A, und § 7 X, fiir alle k. Dann ist e, zu allen
Vektoren aus o orthogonal, also e, - w.= €. Da ¢, zu allen Vekto-
xen aus ez A\ o orthogonal, ist e, - (¢5 A\ w) = 0.

Sei drittens « = A, und $ 3% A, fiir alle k. Hier ist

¢ v = m—1 ¢
€, 0= (-1 eM/\ e,‘m... A ‘A,‘

eg A (eg 1 0) = (—1m-1 eg A ex‘/\‘,..l E)‘m o Ney
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derner
ey (eg A w)=¢, - ("a A exl/\ Y exr)
=(—Dme, - (e,'m A g A e;;ll\ e dy e A ea,)
=(—1Dm ey A e)‘l A .. é)‘m A ekr,
-somit

eg A(eg o) +e, (6 Aw) =0,

wie behauptet,

Ist viertens « 5% X, fiir alle £ und 8 = X,, so ist ¢, zu allen Vek-
‘toren aus w orthogonal, also e; - ® = 0, Und es ist ¢ A w = 0.

Vertauscht man « und 8, so folgt aus (3):

) eg N6y w)teg (e, Nw)=0 fir a8

7. TENSORIELLE DARSTELLUNG KOMPLEXER 4-MATRIZEN

Die Cliffordalgebra C (M) iiber dem komplexen Lorentzraum ist
zur Algebra A der komplexen 4-Matrizen isomorph. Ein, beziiglich
der Paulimatrizen natiirlicher, Isomorphismus ist oben erklirt. Eine
andere Algebra, B, die wie A zu C(M) isomorph ist, ergibt sich wie
folgt,

Der komplexe 2-Raum V, sei mit einem Skalarprodukt verseher.
Seien G (V,) die Grassmannalgebra iiber V, und e,, e, aufeinander
senkrechte Einheitsvektoren aus V,. Dann wird G (V,) von den Ten-
Soren 1, e, e, und e, A e, aufgespant ¢.

Fiir jeden schiefsymmetrischen kontravarianten Tensor o iiber V,
set

<p1(.,,)=e1/\:.;+el-m, ¢2(u))=82/\(d+€2'<:).
o, (@) =i, Aw—ce -u) @, W =i(e, A w-—e, " a)
Dany st

oyt o, o= 28,
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Beweis., Wie oben fiir allgemeines n statt fiir n = 2 bewiesen:
wurde, ist v, ¥, = ;Y. =1 und ¥, v, + v, 7, = 0. Also

@ P19 T PP T L. P ¥t 99, = 0.

Sei

Py ((o) = em /\ w——ca W,

Dann ist

Py Py (0) = Py (g Now— e - w) =

=g Neg Nw—cy-(eg Nwj—eqg N(eg-m) + (g w)
Im letzten Abschnitt wurde aber bewiesen:
ea N(eg ) ey (g Awt =, N (e w) = (.

Also ist pq pa (@) = — w, woraus
2 P 0, = 9,0, =1
folgt., Weiter ist

popy@=e, A No)—e,- (e, No)—e, A(e +w) +e, (e u)
also

Py =e A, ANw)—e (e, ANw)—e A, w0)+ e (e, 0)
Nach einem obigen Hilfssatz ist

e, (e cw) o+ (e2 cw) =0,

also

(p,py+py PPw)=—0c, (e, A w)-——lz A (e, s w)—
-—'i“ -(e,}/\(..t)-----ll A (ez'u)).

Nach dem dritten der obigen Hilfssitze verschwindet die rechte Sei-
te. Also

) P, 0, + P, %, =0.



Verbleibt zu zeigen: mit

7=£’1/\w+€l'uj

und

p=egNw—eg-o
st
4 py+typ=10

unabhingig von = und §.
Beweis von (4). Zunichst ist

py(w) = l.'ﬂ /\ (l’a A w) -'-—!'B . (!‘u /\ w} + t‘B A (\Ez - lo) -_ &.’B . (ea s wh
yp(w} =e, A (ea Sow) ey (e, Nw)y—ey A ((’s'(u) — ey (eg W),

nach einem obigen Hilfssatz also

by +ym ) == (g Aw)+ g Ao o)+

+ (t’p N o) —ey A (G’a s ).

Fiir « = 8 verschwindet die rechte Seite trivialerweise. Sei jetzt
1% 8, Nach dem dritten der obigen Hilfssdtze ist dann

e N ey o)+ o (e A w) =0
und
op ey, Al + oy Agegr ) = 0.

somit (4) richtig.

Die eingangs in Rede stehende Algebra B ist jetzt die von den o,
erzeugte Algebra. Wie oben mogen die vy ein Diracquadrupel bilden.
Durch die Zuordnung y, =» ¢, entsteht dann ein Isomorphismus von

Aauf B,
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