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La Logica proposicional multivalente y la Bidnica del sistema ner-
vioso, me ha sugerido una estructura algebraica que he denominado
L-Algebra, que engloba como un caso particular al Algebra de Boo-
le, cuando la Loégica es bivalente. Puede ser desarrollada como una
teoria abstracta, de la que la Logica multivalente es una realizacion
concreta, pero no la tnica, porque existen otros conjuntos matema-
ticos y naturales que son ‘realizaciones concretas de la misma, como
son las redes eléctricas provistas de interruptores y diodos, y las que
he denominado redes bidnicas.

Asi como en L, y su isomorfa el Algebra de Boole juega un papel
muy importante, la funcién caracteristica (f. ¢.) de un conjunto A, en
ia L, v su L-Algebra isomorfa, lo juega la que he denominado fun-
cién unidad de un conjunto: .U (A) definida como:

f.c. (A9) + f.c. (A-)

U (A) = 5

siendo A° y A~ el interior y la adherencia de A. Funcién que he utili-
zado en el caso de conjuntos lineales en mi memoria: «G-Topologias
y Teoria de las Distribucionesn (Rev. Matem. Hispano-Americana,
1964), ejemplo de lo que alli denominamos funcién semicontinua en
media, siendo precisamente la G-derivada de U (A) en los puntos fron-
tera de A, la G-funcién o distribucién delta de Dirac.
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Mientras que en la teoria ordinaria de la integracién, los conjun-
tos de medida nula (las fronteras) no intervienen, esta construida so-
bre la base de una L, de puntos pertenecientes o no a un conjunto,
por el contrario en la teoria de las Distribuciones las fronteras juegan
un papel importante, estd construida sobre la base de una L, de pun-
tos interiores, frontera y exteriores, lo que establece un nexo entre
‘G-Topologias y L-Algebras. Asimismo, mientras que en L, no hay
definidas operaciones que transforman conjuntos en otros de menos
dimensiones, por el contrario en L, se pueden definir operaciones que
permitan dichas transformaciones, y emplear diagramas modificados
de Venn, utilizando los cerrados de la Topologia, con las operaciones
de unidén, interseccién y clausura del complementario.

Definir un conjunto C es dar un criterio por el que se sabe si un
elemento pertenece o no a él. Definidas unas operaciones (leyes de
composicion interna o externa, aplicaciones sobre otros conjuntos, et-
cétera) se crea un nuevo elemento. cuando se da nombre a un objeto
que no pertenece a C, de modo que para C, completado con los nue-
vos elementos, siguen estando definidas las anteriores operaciones. En
este aspecto las G-Topologias y las L-Algebras se comportan como
generadores de nuevos objetos matematicos.

1. L-rericurLos v L-ALGEBRAS

Sean a, b, ¢, ..., un conjunto C de funciones de no importa qué na-
turaleza, que pueden tomar valores reales de — oo a + oo. Llamamos
M (e, b,¢c,...) a la funcidon cuyo valor es igual al miximo de
a,b,c, ..., y m(a b, c ...) ala funcidén, cuyo valor es igual al mi-
nimo de @, b, ¢, ...

El conjunto C estd parcialmente ordenado por la relacién <, di-
remos ¢ < b cuando los valores que tome a sean siempre menores o
iguales que los de &.

Las operaciones M y m gozan de las siguientes propiedades :

M (g, b) =M (b, 0a); - m(a, b) = m (b, a) 1

(axioma de conmutabilidad)

M e, M (b, )] = M [M (a, b), ¢]
m {a,. m(b, )] = m [m (a, b), ¢}

M(a, b, 0);
m(a, b, ¢)

1l

(21
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daxiomas de asociatividad)
M fa,m (a, b)] =a; m e, M (a, b)) =a 133

(axiomas de absorcion)

Axiomas que muestran que las operaciones M y m dotan a C de
estructura de reticulo, siendo la relacién de orden < porque:

e Lbeosma b)) =a; 0 Lbe—>M(a, b)="14 4]

Se cumplen también las dos leyes distributivas:

m [a, M (b, )] = M [m (a, b), m (a, )] 5
M [a, m (b, ©)] = m [M (a, b), M (a, ¢)] (5]

Demostraremos la primera ; supongamos ¢ < b, en lo que no hay pér-
-dida de generalidad debido a la simetria de las formulas [5] respecto
a by c, entonces si b < a, el primer miembro vale b, y el segundo
‘miembro también vale b ; si por el contrario es ¢ < b, entonces el pri-
‘mer miembro vale a, y el segundo miembro también. Anilogamente
:se demuestra la segunda [5].

Los axiomas [5] muestran que C con las operaciones M y m es
-un reticulo distributivo.

Sea ahora — la operacién que, antepuesta a una funcién e, consis-
te en cambiar de signo su valor, se cumple que:

—(—a) =a [6]
(propiedad involutiva) y que:
6 Lbe>—bg—ao [

«que muestra que la operacion — es un antiautomorfismo del reticulo C.
Se cumple también que:

M (—a,—b) = —m(a, b); m(—a,—b) =—M(a,b) 81

que coinciden con las formulas de Morgan.
Decimos que C con las operaciones M, m, — y la relacién de or-
den < (consecuencia de las dos operaciones primeras) es un L-reticu-
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lo, v a la estructura algebraica de que estd dotado la Hamaremos una
L-Algebra.

La anterior es una L-Algebra concreta, que nos sugiere la estruc-
tura de una L-Algebra abstracta, que la definimos asi: dado un con-
junto abstracto C (a, b, ¢, ...) en el que hay definido: 1.°, dos leyes
de composicién interna U y 1, de modo que cualquiera que sean a, b, ¢
cumplen los tres pares de axiomas de conmutabilidad, asociatividad y-
absorcion:

aNdb=>%a; alUb=0bJea; sNOGNO=BNHNC;
oU@GU=(@UnHUec; anN(@Ub)=a; alUfanNd)=a [9%¥

que dotan a C de estructura de reticulo, con la relacién de orden c,
definida por:

s be->aNb=a; aCbed>alYb=48 [10F
y las dos leyes distributivas:

SNGUI=EAHUGENS -~
aU¢nNa=EUNNGEUQ |

2.°, una ley de composicién externa: ~ que cumple los dos axiomas®
a=a; ocChbebca 12y

(que le dan caracter de antiautomorfismo involutivo) decimos que C
es un Le-reticulo, sobre el cual hay definida una L-Algebra: A C l&
ltamamos también soporte del L-Algebra.

Desde luego un L-reticulo es siempre distributivo, y en él se cum-
plen las formulas de Morgan:

aNb=aybd; eUb=anb {13]

porque como es sabido por la teoria general de reticulos a U b es la
¢. 1. m. (cota inferior maxima) de ay b, y af b es la c. s. m. (cota
superior minima) de ¢ y b. Por tanto, como:

aflbco; aeNbcbh [14):
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(G

aNb>6; asNbDb [15]

y si:

aNbFayUb e anNdboalUd [16]

y de esta tiltima volviendo a aplicar ~ se obtiene:

afbcald (17]
pero como:
sUbodae; aUbod (18]
€s:
sUbca; aUbch [19]
y de aqui:
aUbcand [20]

que esta en contradiccién con la [17], lo que demuestra la primera
férmula [13], sustituyendo a y & por a y . Las férmulas de Morgan
se cumplen también para reticulos no distributivos (no L-reticulos) en
los que hay definido un antiautomorfismo involutivo. Analogamente,
se demuestra la segunda [13].

Se establece un isomorfismo entre la 1.-Algebra considerada al prin--
cipio y la L-Algebra abstracta, haciendo corresponder a M, m, <, —
los U, N, <, —.

Suponemos ahora que, en el ejemplo considerado al principio, los.
valores de g, b, ¢, ..., estin comprendidos entre — 1 y 1, entonces-
M, m, <, —, con el mismo significado que alli, definen sobre el L-re-
ticulo C, una L-Algebra, pero ahora existen los elementos —1 y 1,.
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gque Hamaremos cotas universales, que gozan de la propiedad de que
cualquiera que sea @, es:

mia, 1) = a; Mfa, 1) =1; mg, —1) = —1;
M@ —1) =a f213

Diremos que C es un L-reticulo cerrado, y al L-Algebra correspon-
diente la Namaremos L-Algebra cerrada.

Decimos entonces que una I.-Algebra abstracta es cerrada, cuando
en su L-reticulo soporte (que llamaremos cerrado) se pueden definir
dos cotas universales ® y I, que satisfacen a los axiomas:

sl =1I; aNl=a; aly d =a; ald = [22]

en caso contrario diremos que se trata de una L-Algebra abierta y a
su L-reticulo soporte le llamaremos abierto.
Vamos a demostrar que si existe una de las dos cotas universales,

existe la otra, y que I = ®. En efecto, si existe la I en virtud de [13]
y [22] se cumple:

aUl=I=al; aNl=a=ayl 23]
que muestran que & = 1, en virtud de las dos [22]. Anilogamente, se
demostraria que si existe ®, existe también I y que @ = I.

TUn L-reticulo cerrado se llama complementario cuando se cum-
ple que:

aflea=¢; aelya=1I [24]

una consecuencia de la otra, porque:

aﬂ?{.—:aUa:EUa:&f:[ [25]

que deduce la segunda de la primera, y anilogamente se puede dedu-
cir la primera de la segunda.

Una L-Algebra cerrada de L-reticulo soporte complementario es
evidentemente un Algebra de Boole, porque se cumplen todos los axio-
mas que definen a esta Algebra.
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Resulta, pues, que los L-reticulos o son cerrados o abiertos, lo que
-no pueden ser es cerrado por un solo extremo, es decir, tener una sola
-cota universal Por tanto, cuando en el conjunto C soporte de un L-
-reticulo, esta definida una sola cota universal, se puede crear un nuevo
-objeto matematico (no perteneciente a C) que es la otra cota universal
-complementaria, de modo que sobre C completado con este nuevo ele-
mento, queda definida una L-Algebra. .

En la axiomatica clasica de los niimeros naturales, no tiene cabida
-el oc, ni tampoco en la de los niimeros racionales. El conjunto de los
‘ntimeros racionales positivos es un L-reticulo respecto a las operacio-
‘nes abstractas U, N, <, —, concretadas en M, m, <, 1/ (miximo, mi-
‘nimo, menor o igual que, e inverso de un numero racional), la dltima
-es un antiautomorfismo involutivo. Ahora bien, dicho L-reticulo tiene
una cota universal & que es el 0, luego por el teorema que acabamos
-de demostrar, tiene también la cota universal complementaria I, que
-denominamos ©o, que surve asi como un L-ntimero racional (obsérve-
'se que oo no es un L-nimero natural).

Obsérvese también que en mi memoria «G-Topologias y Teoria de
‘las Distribuciones» (Rev. Matem. Hispano-Americana, 1964) he defi-
nido la forma de crear nuevos objetos matematicos (G-elementos);
‘pues bien, si consideramos la aplicacién biyectiva f del conjunto de los
‘nimeros racionales mayores o iguales que 1, sobre el conjunto de los
‘nimeros racionales comprernididos entre 0 y 1, definida por el inverso
-del ntimero racional, a las sucesiones divergentes del primer conjunto
-corresponden sucesiones convergentes a 0; en el segundo conjunto,
-por tanto, tinen G-limite, que es f (0) = 1/0, que designamos por oo,
‘el cual aparece asi también como un G-ntimero racional, pero no un
G-niimero natural.

Como consecuencia de uno cualquiera de los dos parrafos anterio-
‘res, existe un ente mayor que todo niimero racional, por tanto mayor
que todo nimero real, porque dado un ntimero real cualquiera, existe
-un nGmero racional mayor que él. A este ente le llamamos oc y a su
-opuesto — o0. Respecto a los niimeros naturales, oo goza de la pro-
piedad de no tener antecedente ni siguiente, y a partir del mismo se
puede construir la axiomatica completa de los nimeros transhnitos,
como caso particular de L-reticulo, ya que la mayor dificultad estriba
‘en introducir el primer transfinito. Sera el objeto de una segunda me-
‘moria titulada: «Teoria reticular de los niimeros reales y de los na-
‘meros transfinitosy.
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2. L-roLINOMIOS

Al igual que en Topologia los espacios métricos son un caso par-
ticular de los pseundométricos, en Algebra el Algebra de Boole es un
caso particular de L-Algebra, y al igual que en Topologia existen
teoremas comunes a los espacios métricos y pseudométricos y otros.
especificos de los métricos, en Algebra existen leyes comunes a todas.
las L-Algebras y otras especificas del Algebra de Boole.

Vamos a desarrollar las leyes del Calculo no booleano de las L-
Algebras. Llamaremos L-polinomios a las funciones construidas con
elementos del L-reticulo soporte, enlazados por las operaciones U,
N, =, asi que en una variable a serin los cuatro polinomios: e, 4@,
ald, ana.

Un L-polinomio con » variables puede llevarse a dos formas ca-
noénicas, aplicando sistematicamente los axiomas del L-Algebra. Sea,
por ejemplo, el L-polinomio:

eNBUINEND [26]

Primeramente la operaciéon ~ fuera de un paréntesis puede llevar-
se al interior por aplicacién de [13], asi es:

ab=cyb=ayb; cUa=cNa=cNa 271
y [26] es:
@Uduanna (28}

Cuando hay un ] fuera de un paréntesis que encierra un U, puede
introducirse dentro, aplicando la ley distributiva, [28] es:

@nNecNaU GNcNa U (cNeNa) (291

por ser:

ala=a; slUa=a 13073
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cuando una letra se repite en un paréntesis, puede reducirse a una
sola vez, [29] es:

GRenaUGNenaUena [81]

que es una de las formas canodnicas que llamaremos disyuntiva, la
«cual consiste en una serie de paréntesis en cuyo interior solamente
hay N (L-polinomios minimos) enlazados por U.

Podemos hacer uso de las simplificaciones propias de los axiomas
de absorcion, que transforman [31] en:

(@GNenay UEna {823
pero no de afiadir factores como:
aJa=1

propios del Algebra de Boole, que aplicados a un polinomio P, la
primera por ejemplo lo convertiria en:

P=PAl=PAw@la)=FnagUFEna
-que aplicado a [32] lo transforma en:
Gnenayy (cNanb) {331

Mientras que [26] y [32] son equivalentes en cualquier L-Alge-
bra, el paso de [26] a [33] es exclusivo del Algebra de Boole.

Anilogamente, puede llevarse todo L-polinomio a una forma ca-
noénica conjuntiva formada por paréntesis en cuyo interior tnicamen-
te hay U (L-polinomios maximos) enlazados por N.

Como consecuencia de las formulas de Morgan [13] se sigue que
toda forma canénica conjuntiva mediante la aplicacion de la opera-
cidn - se transforma en una forma candnica disyuntiva, y viceversa.

3. L-reTfCcULOS ABSORBENTES

Llamamos L-reticulo absorbente al que goza de la propiedad de
que dados dos elementos cualesquiera a y b, se verifica que:

alyb=a: alb=0"h 1341
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la segunda consecuencia de la primera, y viceversa, debido a los axio-
mas de absorcidn, porque de la primera se sigue que:

@UOHNb=b=bNa (35]

y de la sekunda que:

@ndUae=a=bUa £36]

Un L-reticulo absorbente es totalmente ordenado, y viceversa
todo conjunto totalmente ordenado con U y N, como M (maximo)
y m (minimo), y dotado de un antiautomorfismo involutivo es un L-
reticulo absorbente,

Llamamos punto fijo en un L-reticulo a un elemento a, tal que
a = 4, siendo:

a=heos (37]

Vamos a demostrar que en un L-reticulo absorbente solamente
hay un punto fijo a lo sumo. Supongamos que hubiera dos, a y b,
como es totalmente ordenado sea a C b, entonces b C a, pero como
b= b, a=a, se llega a un absurdo.

Supongamos que no exista ningdn punto fijo, sean A y A’ los dos
conjuntos del L-reticulo absorbente, tal que a € A significa que a < a,
y b € A’ significa que b < b, desde luego si a € A, es a € A’, y todo
elemento pertenece a A o a A’, porque no hay punto fijo. Sean enton-
cesa€Aya€A,sibCaestal que b €A seri b € A, peroac b
debido al antiautomorfismo. Si a es tal que no hay ningiin b que cum-
pla la anterior condicion, es el minimo de A, y entonces @ es el ma-
ximo de A’, entre ¢ y @ no hay ningin elemento. Tanto en este caso
como en el anterior todos los elementos de A son D que los de A’.

En caso contrario, hay un b que cumple la anterior condicion, y si
no hay ningtn ¢, tal que b © ¢ < ¢ © b, se sigue que b y b son el
maximo y el minimo de A’ y A, y si no, se repite indefinidamente el
proceso( caso de no existir ningtin maximo de A’ y minimo de A),
obteniéndose dos sucesiones indefinidas, creciente una y decreciente

laotra: ...ChcCcC..Cc¢CbhC .., sin limite comfn, porque en--
tonces habria un punto fijo.
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Si existe el maximo de A’ (el minimo de A) existe el minimo de A.
(el maximo de A’), que es el resultado de aplicar la operacién ~ a @ (a).
Incluso podemos hacer ¢ = @, y llamamos a a¢ punto fijo doble, aun--
que sean distintos a y &, porque reticularmente son iguales. También.
cuando no existe el maximo de A y el minimo de A’ (punto doble ima-
ginario) podemos crearlos, y hacerlos iguales reticularmente, aunque-
para otras propiedades no lo sean, le llamaremos punto fijo imagina-
rio al resultado de igualar el maximo y el minimo imaginarios
de Ay A" '

Se sigue que en un L-reticulo absorbente hay a lo sumo un punto-
fijo real, y existe siempre un punto fijo real, doble realo imaginario,.
o lo que es lo mismo en los tres ultimos casos es isomorfo a un L-
reticulo de punto fijo real. Llamaremos L-reticulo contraido al absor-
bente con punto fijo real, y contraccién de un L-reticulo absorbente-
al isomorfismo con uno contraido.

Ejemplo de L-reticulo absorbente con punto fijo real, es el de los-
nimeros racionales positivos, siendo U, N y =, M (maximo),  (mini-
mo) y 1/ (inverso del ntimero racional) en el que el punto fijo real
es 1. Ejemplo de L-reticulo absorbente con punto fijo doble, es el for--
mado por un nimero par de los primeros nimeros naturales 0, 1, ...,
2n—1,siendoU,Ny~: M, m, 21 —1— (complemento a 27 —1):
el punto fijo doble es el que resulta de igualar # a n — 1. Ejemplo-
de L-reticulo absorbente con punto fijo imaginario, es el de los na-
meros racionales positivos con U, N y =: M, m, 2/, cuyo punto fijo-
imaginario es el niimero real: 2/4 = ., o sea # = 4/ 2. Ejemplo de
L-reticulo absorbente con un punto fijo imaginario, que rcsulta de-
igualar reticularmente dos elementos imaginarios no iguales, es el
formado por dos sucesiones de funciones continuas, creciente la una
y decreciente la otra, que tienen como limites respectivos dos funcio-
nes semicontinuas inferior y superiormente, que son las funciones ca- -
racteristicas de un intervalo abierto y cerrado, tales como las consi-
deradas en la nota 1.* de mi memoria «G-Topologias y Teoria de las:
Distribucionesy.,

Los dos conjuntos A y A’ tienen la misma potencia, porque se pue-
de establecer entre ambos una aplicacién biyectiva, que consiste en-
considerar como homdlogos los elementos de A y A’ relacionados en-
tre si por la operacion ~,

Hemos llegado a la siguiente clasificacién de L-reticulos absorben-
tes: 1.° con punto fijo real, 2.° con punto doble real, 3.° con punto fijo-

Rev. pr 1A REat Acapeyia pe CIexcias.—1964. 1%



—_— 226 —

dmaginario, 4.° con punto doble imaginario. Los tres {iltimos 1somor-
-fos mediante contraccién al primero.

Llamaremos denso a un L-reticulo absorbente, que goza de la
-propiedad de que entre dos elementos cualesquiera b C a, existe otro
¢, tal que bc cca. En un reticulo de esta naturaleza no existe
punto doble real, porque si lo hubiese, sea g, se tendria que @ C a,
v existiria un b, tal que aC b <Ca, luego a< b < bCa, lo que
-es absurdo ya que & es el maximo de A’. Por tanto, si un L-reticulo
absorbente denso se completa con sus puntos imaginarios, para que
-conserve el caricter de denso, los puntos imaginarios han de ser fijos
-(no dobles).

Si un conjunto totalmente ordenado, C, se parte en dos subcon-
_juntos A’ y A, lo que significa que:

AJA=C; ANNA=¢ {38]

-indicando para los conjuntos U y N, unién e interseccion, de
-modo que:

Ac A
lo que significa que:
dcae (Yag€A, v a € A) 39]

'y se puede establecer una aplicacién biyectiva f entre A’ y A, que in-
-vierta el orden, C es un L-reticulo absorbente. En efecto, ya que
.a = f(a’) es un antiautomorfismo involutivo, definido en C, y ser éste
“totalmente ordenado.

Dos puntos fijos imaginarios, &, y, respecto a dos antiautomorfis-
mos involutivos ~ y ¥, se dice que son iguales si A”'= B, A = B,
-siendo A, A’y B, B, los pares de subconjuntos en que queda partido
-C por x, y. Por tanto, a cada aplicacién biunivoca de A’ sobre A, que
-invierta el orden, corresponde un antiautomorfismo involutivo diferen-
“te, pero todos ellos tienen el mismo punto fijo.

Un punto fijo imaginario 4 es tal que ¥y € b, si b€ 4, y # D b, si
b € A’. Dos puntos fijos imaginarios, 4, v, estin ordenados en la for-
‘maxrCy, si AAcB y Bc A, indicando < para los conjuntos:
~«contenido en». Un L-reticulo absorbente completado con los puntos



— 227 —

fijos imaginarios de todos sus antiautomorfismos involutivos lo lla-
maremos completo, y es también un L-reticulo absorbente.

La importancia de la creacién de los puntos fijos imaginarios
£, 9, 2, ..., y st novedad matemadtica estriba enn que se puede extender

a los mismos algunas de las operaciones definidas con los elementos del
L-reticulo C.

En efecto, sea T una ley de composicién externa que conserva el
orden, y que sea una aplicacién biunivoca de C sobre C (automorfis-
mo), entonces si a < b, es I" (@) < T (b). Llamamos T («) al punto fijo
del antiautomorfismo involutivo definido por I’ (@) homdlogo de T (@),

en el que los dos subconjuntos en que I' («) parte a C son I' (A") y
I' (A), ya que:

rA)cr@); rEanr@=4o; r@Ur@-=cC [40]

la primera por conservar T' el orden, la segunda por ser ambos con-
juntos disjuntos ya que los antecedentes de I' (A) y I (A’) son los con-
juntos disjuntos A y A’. La tercera por ser I' una aplicacion de C
sobre C.

Pero si y es una ley de composicion externa que invierte el orden
y es una aplicacion biunivoca de C sobre C, de modo que sia C b, es
¥ (a) @ v (b) (antiautomorfismo), entonces se define y (), como el pun-
to fijo del antiautomorfismo involutivo definido por y (a) homdlogo
de v (@), porque es:

y@dcy); yMNyA)=a; yBUyA)=C 41]

que se demuestran de la misma manera que en el caso anterior.

Como consecuencia de lo anterior, el homélogo de un punto fijo
imaginario », en un antiautomorfismo involutivo ¥, de punto fijo dis-
tinto, es otro punto fijo imaginario 4%, porque * es un caso particular
de ley 7.

Si L es una ley de composicion interna, que conserva el orden, en
el sentido de que:

“Sl SaLbccLd [42]
b d
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y-es una aplicacién del producto cartesiano del conjunto C por si mis-
mo, sobre el mismo, tal que goza de la propiedad de que:

ALBUALB=C 143}

cOomo es:

ALB cALB; ALBNALB=® {443

la primera consecuencia de [42], y la segunda por ser disjuntos los
conjuntos A’ L. By A L B, como consecuencia de la primera, se de-
fine « L y como el punto fijo del antiautomorfismo involutivo definido
como @ L ¥ homodlogo de ¢ L b, siendo a¢ y & homoblogos de a y &
en los dos antiautomorfismos involutivos de puntos fijos imagina-
rios & e 3.

Obsérvese que la condicion [43] ha de cumplirse para que el ulti-
mo antiautomorfismo involutivo (el que define » L y) exista, es ne-
cesario que sea vacio el complementario respecto a C, del primer
miembro de [43], o lo que es 1o mismo que todo ¢’ L. b 6 a L. & per-
tenezca a AL B’ o 2 AL B.

Se define ya sin dificultad la multiplicaciéon a la izquierda o a la
derecha, de leyes y, T, L, pudiéndose obtener leyes de composicidn
interna en que en la llave de [42] se sustituya o uno o los dos < por D.

Obsérvese que las leyes I' forman grupo porque existe la unidad
y la inversa, y el producto de dos leyes I' es otra ley I'. Las leyes ¥
no forman grupo porque el producto de dos leyes y no es otra ley v,
sino una ley I', v en general el producto de leyes v y T’ es otra ley
v o T, seglin que el niimero de factores y que enire en el producto
sea impar o par. El conjunto de leyes y y T si forma grupo.

La propiedad uniforme de estas leyes u operaciones es consecuen-
cia de que T'(4), v (4), » L y son independientes del antiautomorfis-
mo involutivo particular que define a x o ¥, depende Unicamente de
los subconjuntos A, A y B, B.

Las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de que pue-
den gozar las leyes anteriores para los elementos de C, se extienden
automaticamente a los puntos fijos imaginarios, por ser consecuencia
de su validez para los elementos de los subconjuntos de C, en que
todo punto fijo imaginario parte a C.

El conjunto de los nifimeros reales positivos (negativos) puede de-~
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finirse como el L-reticulo absorbente y denso formado por el L-re-
ticulo, de la misma naturaleza, de los ntimeros racionales positivos
(negativos) completado con los puntos fijos imaginarios de todos los
antiautomorfismos involutivos definidos sobre el mismo, que son los
nimeros irracionales.

Lo mismo puede decirse del conjunto de los niimeros reales, res-
pecto al de los ntimeros racionales, es decir que la anterior definicion
subsiste si se suprime en ella el adjetivo positivos (negativos).

Las operaciones con nfimeros racionales (adicién, multiplicacién,
etcétera) se extienden de esta manera a los ntimeros reales, porque
es facil demostrar que se cumple la [43], porque cumpliéndose la [44]
la distancia entre A y A", o entre A’ L B’y AL B es cero. Se puede
construir una teoria reticular de los niimeros reales, lo que serd ob-
jeto de una segunda memoria con este titulo.

4, L-reEricuLos v L.-ALGEBRAS VECTORIALES

Dados n conjuntos C, (a,, by, ...), C, (a,, b5, ...), <.y Cp (@ny by .22)s
sea C el producto cartesiano de los # conjuntos C, ...C,, o sea
Cl(ay ..os an)y (byy oo, bo), .7 st Ci(i= 1, ..., n) son L-reticulos
respecto a las operaciones U;, 1;, =/, que eventualmente pueden al-
gunas ser la misma, llamamos L-reticulo vectorial al conjunto C,
dotado de las operaciones U, N, —, siendo:

alJ b =7(a1 U, b, a, Uy b.); aNb= (a1 n, bl, v @, N, b5
_‘1’ s 87 [45]

&

..—.i(a
de modo que:
scbe—ae cCb,.,a,Ch, [463

y lamamos L.-Algebra vectorial a la estructura algebraica de un L~
reticulo vectorial. A los C; les llamamos L-reticulos escalares y a C,
producto de los n L-reticulos escalares C,.

Obsérvese que el producto de n L-reticulos absorbentes escalares
no es un L-reticulo absorbente vectorial.

Como es sabido, los subespacios vectoriales de un espacio vecto-
rial forman un reticulo modular atémico y complementario. En la ma-
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yor parte de las Geometrias definidas sobre un subespacio vectorial
E contenido en otro espacio vectorial F, es indistinto suponer a E
aislado de F, que contenido en F, pero en mi memoria «Ensayo de
Teoria unitaria de la Gravitacion y del Electromagnetismo» (Rewvis-
ta Matem. Hispano-Americana, 1955) hemos desarrollado una Geo-
metria intrinseca de E, aislado de F, y otra distinta, inducida en E
por F. Pues bien, si ronsideramos los 2" espacios vectoriales de 0 a
n dimensiones, como entes independientes, forman un reticulo distri-
butivo atémico y complementario, o sea un Algebra de Boole, iso-
morfa al Algebra de los subconjuntos en niimero de 2" que se puedernt
formar con los #n + 1 primeros niimeros naturales: 0,1, ..., n.

En efecto, estos espacios estin integrados por vectores de una a »n
dimensiones, que podemos representar por # componentes, que to-
man dos valores que son & y a, significando ¢ el conjunto vacio, y
o una variable real que puede tomar cualquier valor de —oo a + oo,
incluido el cero, pero consideramos como distintas la componente
vacia & de la nula 0. Estos espacios los podemos disponer como los
niimeros combinatorios:

(B, d. ..., ®)
@ &, ..., d), (b, a, d, ..., B), ... (, D, ...,0)
.................................................................. (47]
(@, 8, .oty D) cerrrrcii (P, a, ..., a)
(a,a, .. a)

La primera fila es el espacio de 0 dimensiones; la segunda los n
espacios de una dimensidn; la tercera los # (n — 1) /2 espacios de dos
dimensiones; ...; la pendltima fila los n espacios de n — 1 dimen-
sién, y la Gltima fila el de n dimensiones. Dos vectores los conside-
ramos iguales cuando tienen las mismas componentes, por ejemplo
los vectores nulos de daos espacios cualesquiera distintos de [47] son
distintos, por no ser iguales 0 y @.

Los simbolos & v a, sujetos a las leyes:

dUP=¢; dNd=d; dUas=0a; dlea=d; olUa=oa; (48]

forman un Algebra de Boole escalar. El producto de n Algebras de
Boole escalares de la forma anterior, constituye un Algebra de Boole
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vectorial, sobre la cual estan definidas las operaciones U, Ny -, de
modo que para cada componente se cumplen las [48]. Esta Algebra
de Boole vectorial es isomorfa al Algebra de Boole escalar formada
por los 2" elementos de [47], isomorfa a su vez al Algebra de¢ Boole
de los 2* subconjuntos de los n + 1 primeros nimeros naturales:
0,1, ..., n, porque a cada subconjunto de éstos podemos hacer co-
rresponder un elemento de [47], sustituyendo los ntimeros que for-
man parte del subconjunto por a, y los que no forman parte del sub-
conjunto por .

De forma que el complementario de un espacio de n dimensiones
es otro de n — i dimensiones, que resulta de sustituir en los vec-
tores del primero las componentes vacias por no vacias y las no va-
cias por vacias.

La interseccidon de dos espacios vectoriales es otro espacio vecto-
rial, formado por los vectores que tienen vacias las componentes que
son vacias en uno cualquiera de los dos primeros.

La unidn de dos espacios vectoriales es otro espacio vectorial for-
mado por los vectores que tienen vacias las componentes que son
vacias en los dos primeros a la vez. Pero hay que tener en cuenta que

los vectores nulos de dos espacios distintos los consideramos dis-
tintos.

5. L-ALGEBRAS Y LOGICAS MULTIVALENTES

En la Ldégica bivalente de proposiciones, éstas (a, 4, ¢, ...) tnica-
mente pueden tomar dos valores: verdadero (1) y falso (0), mien-
tras que en la Légica multivalente pueden tomar varios valores que
van del 0 al 1. La suma y producto légico de dos proposiciones a y
b, representadas por 1 y U, definidas como M (méximo) y m (mini-
mo) de a y b, dotan al conjunto C de las proposiciones de estructura
de reticulo distributive, La negacion de a: 4, cuyo valor numéri-
co es:

V@ =1—V) [49]

dota a C de estructura de L-reticulo, porque:

1—-M@b)=m(@1—a,1~b); 1—m(, b =MA—q1—b) [b0]
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que coinciden con (8). Por otra parte, 0 y 1 se comportan como co-
tas universales @ y 1.

Por tanto, la Ldégica proposicional multivalente tiene estructura
de L-Algebra cerrada, y las proposiciones forman un L-reticulo ce-
rrado. En el caso particular de la Loégica bivalente, entonces la L-
Algebra cerrada es una Algebra de Boole, y las proposiciones for-
man un reticulo distributivo y complementario.

Por ejemplo, st nos fijamos en la Loégica trivalente (L,) se verifi-
can las dos matrices de verdad:

01| 1 0
12172 172 | 172
10} 1 0

Luego a partir de proposiciones simples con los tres valores de
verdad, se pueden construir proposiciones compuestas bivalentcs uti-
lizando la forma disyuntiva de un L-polinomio (& 2) con los valores
0y 1/2, si dentro de cada paréntesis interviene un x 1 %, o la forma
conjuntiva de un L-polinomio con los valores 1 y 1/2, si dentro de
cada paréntesis interviene un x U % Por ejemplo, con proposiciones
verdaderas, sin sentido y falsas, se pueden construir proposiciones
bivalentes. Mas adelante veremos la aplicacion a la Electricidad.

Las operaciones de la Logica bivalente: implicacién y equivalen-
cia, se definen en funcidén de la suma y del producto 16gico, y pueden
de esta manera generalizarse a L,, pero ésta es mis rica que L, y
permite nuevas operaciones. Por ejemplo, definimos la equivalencia
<> siendo su valor:

Viee—3b) =1—{V@—V®H| £51]

o sea, tanto mayor cuanto menor es la diferencia de valores entre
a6 y b. Para la matriz de verdad encontramos:

s 1 1 1t 1212 Y20 0 0
b 1120 1 112 0 1 120 [52]
Be3b1 11 0 12 1 12 0 121
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mientras que definida la equivalencia como:
6&>b=@UnNG@UD
al igual que en L, la matriz de verdad es distinta:

s 1 1 1 12 12 120 0 0
b 1 420 1 12 0 1 12 0
@GUHNGEUY |1 12 0 1/2 12 12 0 112 1

que diftere de la anterior en la quinta columna. Nos parece mas fitil
nuestra primera definicién de equivalencia que la segunda.

Como es sabido, L, es isomorfa con el Algebra de los subcon-
juntos de un conjunto respecto a las operaciones de unién intersec-
cién y complementaciéon. Los puntos son clasificados como pertene-
ciente o no a un conjunto, y toda proposicion es asimilable a un con-
junto, siendo su valor de verdad (valencia) su funcién caracteristica.
Pues bien, L, es isomorfa al Algebra de los cerrados de la Topolo-
gla respecto a la unidn, interseccidén y clausura de la complementa-
cion, clasificindose los puntos en tres clases: interiores, frontera y
exteriores. La dltima operacion consiste en permutar entre si los pun-
tos interiores y exteriores, dejando invariantes los puntos fronteras,
y el valor de verdad es la funcién unidad de un conjunto A: U (A)
que defino:

f.c. (A% + f.c. (A0)
SRR AL (53]

UA{A) = - o

-

siendo f. c. la funcidn caracteristica, A® y A- el interior y la adheren-
cia de A. En el caso de conjuntos de niimeros reales, la [53] es una
funcién que he denominado semicontinua en media, de la que he dado
sucesiones de funciones continuas y derivables de la que es limite,
siendo su 0-derivada en el interior y en el exterior nula, y en los pun-
tos frontera su G-derivada es la delta de Dirac en dicho punto (véa-
se mi memoria «G-Topologias y Teoria de las Distribuciones»).

Se pueden utilizar diagramas de Venn modificados en L,, utili-
zando conjuntos cerrados, su union, intersecciéon y la clausura del
complementario, como operaciones U, N y ~. Se pueden obtener coi-
juntos lineales como, por ejemplo, a N @, cuya funcién unidad vale
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1/2 sobre la frontera de-a, y 0 en el resto, o recortar un conjunto
lineal de otro superficial, como a U @, cuya funcién unidad vale 1/2
sobre la frontera de @, y 1 en el resto. E incluso se pueden obtener
puntos, como ¢ 1 a N &0 &, cuya funcién unidad vale 1/2 en los pun-
tos de interseccién de las fronteras.de ¢ y b, y cero en el resto. Ana-
logamente se pueden practicar «agujeros» (cuya aplicacién fisica exis-
te) utilizando e U a U bU b, cuya funcidén unidad vale 1/2 en las in-
tersecciones de las fronteras de ¢ y b, y cero en el resto.

6. 1A LOGICA TRIVALENTE DE LAS REDES ELECTRICAS CON DIODOS

La asociacién en serie y en paralelo de conductores eléctricos,
como es sabido, son equivalentes a las operaciones U y 1, pero si en
una red eléctrica inicamente hay interruptores, que abren o cierran
el circuito, es isomorfa a un Algebra de Boole con las dos alternati-
vas de «todo o naday, pero si hay también diodos, los cuales permiten

AV 3.
/N Ay

x
X
X

*

*
us

¥
xX.
X

N
Ea)

Fig. 1

el paso de la corriente eléctrica en un sentido, pero no en el otro, en-
tonces hay cuatro posibilidades, que son: paso de la corriente de A
aBydeBaA; pasode Aa B, peronode Ba A; pasade BaA,
pero no de A a B; y ningun paso de corriente, y entonces son las
matrices de verdad de L, las que son equivalentes al problema fisico.

En el caso de no existencia de diodos, como es sabido, se utilizan
las leyes del Calculo booleano, pero en el tiltimo caso considerado
(existencia de diodos) no se puede utilizar el cdlculo booleano, pero
st el de los L-polinomios (& 2), y toda red eléctrica es equivalente a
una de las dos formas candmnicas representadas en las figuras 1 y 2,
isomorfas-a las dos formas canénicas disyuntiva y conjuntiva de los
L-polinomios.



— 235 —

Hay que destacar que si solamente hay interruptores y diodos,
que permiten el paso de la corriente de A a B, pero no de B a A,
entonces es L, la 16gica de las redes eléctricas, y se pueden construir
redes que cualquiera que sea el funcionamiento de interruptores y
diodos permitan siempre el paso de la corriente de A a B, o siempre
el no paso de la corriente, lo que equivale a la posibilidad de cons-
truccion de proposiciones compuestas bivalentes en L, (& 5).

S
T aY
ML
A V4 A
~ A
AV A
BCa) AV'2
A i B
N
[a)
N
N
7%
Fig. 2

Veamos como podemos hacer funcionar eléctricamente una pro-
posicién a (fig. 3); i, j son interruptores y d un diodo. Si ¢ esta ce-
rrado, cualquiera que sea la posicién de j, pasa corriente en los dos
sentidos. Si i estd abierto y j cerrado, pasa la corriente en el sentido

Fig. 3

de la flecha pero no en el contrario. Si ¢ y j estin abiertos no pasa
la corriente en ninghn sentido.

La negacién de a equivale a sustituir i cerrado por ¢ y j abiertos,
1y j abierto por i cerrado y dejar las cosas como estan cuando i estd
abierto y j cerrado.
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7. REDES BIONICAS

Llamo circuito bidnico a2 un objeto compuesto de otros simples,
llamados: puntos de emisidn, absorcién, divergencia, convergencia,
selectivos y conductores.

Punto de emision es aquel que emite sefiales de no importa qué
naturaleza, pero susceptibles de medida. Todo circuito bidnico tiene
un solo punto de emisién, que es el principio del circuito.

Punto de absorcién es aquel que absorbe las sefiales que recibe.
Todo circnito bidnico tiene un solo punto de absorcidén, que es el
final del circuito.

Conductor es el objeto que enlaza dos puntos y transmite sefiales
de uno a otro,

Punto de divergencia es aquel en que un conductor se ramifica
en dos o mas, de modo que cada rama transmite la misma medida de
sefiales que llegan al punto.

Punto de convergencia es aquel en que convergen dos o mis con-
ductores en uno solo, de modo que éste transmite sefiales, cuya me-
dida es igual a la maxima de las transmitidas por los conductores con-
vergentes.

Punto selectivo es un objeto situado sobre un conductor, que deja
pasar sefiales en medida igual o inferior a las de las sefiales recibidas
por el punto.

Dos o méis puntos selectivos no separados por puntos de diver-
gencia o convergencia se dice que estan asociados en serie. Dos o
mas conductores que enlazan un punto de divergencia y uno de con-
vergencia se dice que estan asociados en paralelo.

Un circuito bidnico es, pues, isomorfo a un reticulo distributivo,
siendo los elementos del reticulo los homdlogos de los puntos selec-
tivos, y las operaciones U y N las homdlogas de las asociaciones en
paralelo y en serie. Las matrices de verdad de la Ldgica multivaiente
isomorfa, calculan la medida de las sefiales absorbidas en el punto de
absorcién. Es aplicable el cilculo no booleano de los L-polinomios, y
todo circuito biénico es equivalente a una forma canénica disyuntiva
¥ a otra conjuntiva, al igual que los circuitos eléctricos (figs. 1 y 2).

Dos o mas circuitos bibnicos finalizando en el mismo punto de



absorcién, y sin ningf{in punto de emisién comin, forman una red
bidnica.

La diferencia esencial entre circuitos eléctricos y bidnicos estriba
en que los primeros son sistemas de dos alternativas («todo o naday),
mientras que los filtimos ofrecen mas posibilidades y son mas aptos
para ensayarlos en la explicacion del funcionamiento del sistema ner-
vioso. .

Con circuitos y con redes bidnicas se pueden explicar fenomenos
de umbral, de existencia de un umbral de funcionamiento y otro de
ruptura, de modo que si la medida de las sefiales absorbidas es infe-
rior a un cierto limite no funciona el dérgano, y si es superior a un
segundo limite se rompe el érgano.

Por otra parte, si las medidas de las sefiales emitidas por los pun-
tos de emisidon son variables aleatorias, y el funcionamiento de los
puntos selectivos también lo es, la medida de las sefiales absorbidas
es otra variable aleatoria. Incluso con la reunién de # circuitos boo-
leanos de dos medidas de sefiales: a;, 0, con probabilidades p;, 1 — p,,
para el isimo circuito, se puede formar una red bidnica, en la que las
medidas de las sefiales absorbidas es una variable aleatoria binomial,
y si n es grande es practicamente una variable normal.

Junio de 1964.



