Sobre un sistema de geometria descriptiva
del hiperespacio

por

Pedro M. Gonzalez Quijano

En el niimero 18 de los Comptes rendus de 1a*Academia de Ciencias
de Paris, que corresponde a la sesion de 30 de octubre 1ltimo, publica el
académico sefior d’Ocagne, el bien conocido autor de la Nomografia, una
interesante nota sobre la representacion plana del espacio, en la que
trata de hacer derivar de un principio tinico los distintos modos de re-
presentacion ordinariamente empleados que, por la forma como tra-
dicionglmente se ensefian, parecen proceder de conceptos completamente
distintos.

Este principio fundamental es formulado por el seiior d'Ocagne en el
siguiente parrafo: 4

«Constituyendo los puntos del espacio un sistema triplemente infinito,
es decir, dependiente de tres pardmetros, y los puntos del plano un siste-
ma doblemente infinito, no es posible establecer una correspondencia
univoca entre los unos y los otres, ni, por consiguiente, obtener una re-
presentacion simplemente puntual del espacio. Para realizar una repre-
sentacion plana del espacio, es absolutamente preciso hacer correspon-
der, de una manera univoca, a cada punto de este espacio un elemento
del plano dependiente de tres pardmetros, y esto es tedricamente posible
de una infinidad de maneras, pero practicamente la eleccién debe limi-
tarse entre elementos de trazado expedito y susceptible de construc-
ciones sencillas, por las cuales puedan deducirse de los elementos re-
presentativos de puntos dados del espacio los de otros puntos ligados a
los primeros por condiciones geométricas dadas. Esta consideracién per-
mite reducir muy sensiblemente el campo de las posibilidades a las que es
dado recurrir.» »

Esto sentado, el sefior d’Ocagne hace observar que cualquier curva
plana dependiente de tres parametros podrd ser escogida para repre-
sentar un punto del espacio, como hizo ya, por ejemplo, Cousinery, en
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1828, con el circulo, Hlegando al sistema de representacién por €1 denomi-
nado geometria perspectiva.

Mis sencillo, al efecto, que cualquiera curva, serd, sin embargo, un
par de puntos; pero el par de puntos sobre el plano depende de cuatro
pardmetros; luego si el principio fundamental ha de quedar satisfecho,
serd preciso que una condicion particular venga a reducirlos a tres. Esta
condicion podria ser, por ejemplo, que el par de puntos quedara alineado
con un punto fijo, lo que se lograria en una doble perspectiva, en la que
las dos proyecciones de cada punto deberdn encontrarse en linea recta
con el punto en que el plano de proyeccion es cortado por la recta que
une los dos puntos de vista.

De esta representacion, estudiada ya en general por Baudran en los
Nouvelles Annales, en 1902, viene a deducir d’'Ocagne la mayor parte
de los sistemas usuales, que serian en definitiva casos particulares de
aquél, y agrega a continuacion:

«Los principios aqui aplicados serian susceptibles de extensitn a la
representacién plana de un espacio de cuatro dimensiones. Dependiendo
aqui cada puuto de cuatro pardmetros, deberd ocurrir fo mismo con su
elemento representativo en el plano; este elemento podra ser, pues, un
par de puntos, no sujeto esta vez a ninguna condicién particular. Habria
solo que establecer un modo de correspondencia univoca enire este par
representativo y el punto del espacio cuadrimeasional definido ‘por sus
cuatro coordenadas x, y, 2, £, lo que puede evidentemente hacerse de mu-
chas maneras.»

Como ejemplo, menciona el senor d’Ocagne, pata terminar, el modo de
representacion del punto (x, y, 2, £) por los puntos m’ y m, extremos de
dos vectores, resultantes respectivemente de (x, y) y de (2, £) y cuyos
origenes se encontrardn: el del primero, en un punto fijo 0, y el del se-
gundo, en el punto m’.

La nota que acabo de resumir, aunque con significacién y alcance di-
ferente, no deja de presentar algunas analogias, que nada tienen de ex-
trafio, con un articulo publicado por mi en 1894 (1) acerca de la represen-
tacion plana del hiperespacio, articulo que contiene, a lo que creo, el pri-
mer ejemplo de una representacion de esta especie. Publicado ade-
mas en una revista cuyos nimeros de aquella fecha s6lo se encuentran
hoy con gran dificultad, me parece interesante reproducirlo a conti-
nuacion:

(1) <Representacion gréfica de los lugares hipergeométricos». Madrid
Cientifico, 30 de diciembre de 1894.



Representacion grafica de los lugares hipergeomeétricos

La geometria descriptiva enseiia los medios de representar sobre el
plano un punto cualquiera del espacio; en el sistema que de ordinario se
sigue, el punto viene representado por dos proyeccicnes; pero como el
par de puntes del plano encierra cuatro pardmetros arbitrarios, mientras
que el punto del espacio sélo encierra tres, las dos proyecciones no por
dran ser completamente arbitrarias y, en efecto, la recta que las une debe
ser perpendicular a la linea de tierra.

Otra seria la condicién de compatibilidad si el sistema de represen-
tacién fuera diferente, pero es fdcil asegurar que existe en cualquier
sistema. En efecto: sean x, y, 2, las coordenadas del punto del espacie;
24, By, g, B2, las de los dos puntos que lo representan sobre el plano; estas
tltimas seran funciones determinadas de las primeras y se tendra, po-
consiguiente:

o = 94(X1, Y1, 21y
oy == Qo X1y Y1y &)

ﬁl = (93(4.1, Yi» zl);

Be == @ulay, 14 2).

Eliminando xy, yy, 24, entre estas cuatro ecuaciones, nos quedaria una
ecuacién de condicion entre 24, By, 24, By,

No sucede lo mismo cuando lo que se trata de representar es un punto
del hiperespacio; entonces su representacion podra hacerse por un par
de punios completamente arbitrario, porque el punto del hiperespacio y
el par de puntos del plano tienen el mismo grado de indeterminacion.

Entre los infinitos sistemas que pudieran seguirse, sélo expondremos
en este articulo, y a la ligera, el més sencillo de todos, que se deriva in-
mediatamente del sistema de coordenadas rectangulares,

Sea A (xy, y1, 2, £;,) el punto que se trata de representar.

Si por este punto se traza un plano paralelo al de las z¢, dicho plano
cortard al de las xy en un punto a, cuyas coordenadas serdn (y, ¥y, 0, 0J;
el punto a sera la proyeccion del A sobre el plano (r, ). Del mismo modo
podremos determinar otro punto a’ (0, 0, 21, #;), que sera la proyeccién
del A sobre el plano (=, #).

Reciprocamente, si se nos dan las dos proyecciones a y a', el punto A
queda determinado, porque podemos conocer inmediatamente sus cuatro
coordenadas; luego ias dos proyecciones a y a’ pueden representar al
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punto A, y para tenerlas sobre un mismo plano bastara llevar a coincidir
con este plano los (x, y) y (=, ¢).

Para mayor sencillez, haremos que los ejes OY y OX caigan sobre
los OZ y OT, respectivamente, de suerte que la parte positiva de los
primeros corresponda a la negativa de los segundos (fig. 1.%). Esto su-
puesto, si por el punto a trazamos una paralela a OZ, y por el punto @’
una paralela a OX, el punto a, de interseccion de estas dos rectas podra
considerarse como la proyeccion del punto A sobre el plano (x, 2); andlo-

Fig. 1.*

gamente el punto a, podrd ser considerado como la proyeccién de A so-
bre (y, t). Estas proyecciones auxiliares nos serdn de gran utilidad en lo
sucesivo.

Pasemos a representar la recta:

Una recta queda determinada por dos de sus puntos A(q,a’) y B(b,b');
todos los demas puntos de la recta se proyectardan sobre las rectas ab
y @ &', respectivamente; pero la reciproca no es cierta, porque si

mx-+ny +p=0,
mx+ny—+p =0,

son las ecuaciones de las dos rectas, todos los puntos del hiperespacio que
las satisfagan se proyectardn sobre ab y a’'d’, y dichas dos ecuaciones re-
presentan un plano.

Para determinar un punto de AB, podremos fijar arbitrariamente so-
bre ab, por ejemplo, la proyeccion ¢ correspondiente; ia otra se encon-
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trara sobre a'b’, completamente determinada, y para hallarla observare-
mos que la proyeccién de AB sobre (xz) serd la recta a,b; luego, si tra-
zamos pot ¢ la ccy paralela a OZ, y por ¢ la ¢,¢’, paralela a OX, el pun-
to ¢’ sera el pedido. Como comprobacidn, el punto ¢, deberd encontrarse
sobre la recta ayb,. '

De la construccion anterior se deduce que los segmentos ac y ad son
proporcionales a los a’'c’ y 2'6’; esta observacion permite prescindir en e
trazado de la recta a.b,. En efecto: si por a trazamos la af, paralela a
a'b, y por b’ la b'B, paralela a aa’, y unimos el punto £ de interseccién con
el b, bastard, para encontrar el punto ¢, trazar ¢y paralelaa 0 y ¢’ pa-
ralela a aa’.

Si los puntos @’ y &' coincidiesen, la proyeccién de la recta AB sobre
(zt) seria el punto a’; AB seria perpendicular al plano (2¢) y paralela
al (x).y ’

Un plano queda determinado por tres puntos A (a,a’), B(b,b’), C(c,c’)
(fig. 2.%), y conocidos éstos se puede encontrar, en general, una de las
proyecciones de un punto del plano, si se nos da la otra. En efecto:
sea /m la proyeccién que se nos da: por este punto tracemos una recta
cualquiera mn, que cortard en [ y /2 a las ab y bc; los puntos L y H del
plano se proyectardn sobre (2£) en los puntos /' y 4°, y como la proyec-
cion de m sobre (zf) debera encontrarse sobre '/, el punto m’ serd el
buscado.

Sia’, & y ¢ estuvieran en linea recta, esta recta seria la proyeccion
sobre (z¢) del plano ABC, el cual contendria una perpendicular a (2f) y
paralela a (xy). :

Si a’, ' y ¢ coincidiesen, el plano ABC se proyectard en este
punto sobre el plano (zf); serd perpendicular a este plano y paralelo
al (2, 4).

Veamos finalmente la representacion del espacio.

Cuatro puntos A, B, C, D, determinan un espacio; en cada punto del
plano (xy) o del (2, §) se proyeciard, en el caso general, una recta de este
espacio; para encontrarla, consideraremos sucesivamente al punto que se
nos dé como perteneciente al plano ABC y al ABD, y los dos puntos asi
obtenidos determinaran la recta que se busca. '

Si las proyecciones @', &', ¢’, d’, de los cuatro puntos A, B, C, D, es-
tdn en linea recta, el espacio es perpendicular a (z£).

Si coincidieran los cuatro puntos, no determinarian un espacio, por es-
tar en un mismo plano. V

Todas estas representaciones presentan el inconveniente de que las
magnitudes absolutas de las figuras aparecen alteradas, salvo casos parti-
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cularisimos. Este defecto es inherente a cualquier sistema, pues nace de
la indole misma de la representacion.

Para terminar, resolveremos el siguiente problema, que viene a sub-
sanar el citado defecto:

Dados los puntos (a, a7) y (b, V'), hallar la distancia que los se-
para.

Fig. 2.8

La distancia entre dos puntos cualesquiera del hiperespacio, sabemos
que estd representada pot la expresion

D= V(-rl — 1) (g1 — Y2l - (7 — 2e)* +.(tl — )%
pero se tiene evidentemente
ab = V(xl — Xt + (g — g9
ab =V — 2 + (6 — 8%

luego
D=Vab +a5>,
Si, pues, construimos un tridngulo rectangulo con ab y @' b como ca-
tetos, la hipotenusa de este tridngulo serd la distancia pedida.

#®
& %

REev. Acap. nr CIENCIAS.—1022, k)
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El sistema de representacion, que ligeramente se resefia en el articulo
que acabamos de reproducir, no coincide con el propuesto por el sefior
D’Ocagne, sin que sea preciso entrar aqui en un examen detenido de sus
diferencias esenciales; pero creemos que es, como antes deciamos, el pri-
mer ejemplo de representacion plana del espacio de cuatro dimensiones;
representacion que, con mayores desarrollos, aparece ya en la obra de
P. H. Schoute: Mehrdimensionale Geometrie (Erster Teil. Leipzig,
1902, pags. 84-125), publicada oclio afios mds tarde.

Con anterioridad a aquelia fécha, s6lo ha llegado a mi conocimiento
un trabajo de Veronese publicado en 1882 en los A#fi del Reale institu-
to veneto di scienze, lettere ed arti (5, VIII, 981-1.025), que lleva por
titulo «Sulla geonetria descrittiva a quattro dimensioni»; pero en él solo
se trata de una proyeccion ceutral del hiperespacio sobre el espacio de
tres dimensiones (1).

o

Tanto en el sistema de representacion propuesto por D’Ocagne, como
en el indicado por mi y desarrollado por Schoute, existen como elementos
esenciales en el plano de la representacion dos ejes fijos, a los cuales se
refieren las coordenadas del par de puntos. Estos elementos fijos, puntos,
rectas o curvas de una u otra forma, son inevitables siempre que se trate
de representar sobre el plano el espacio de tres dimensiones, puesto que
las cuatro coordenadas han de estar ligadas entre si por una ecuacion, tal
como

f(ah ‘131) Oay 132’) =0,

que definird una familia de curvas con dos parametros, en corresponden-
cia con los puntos del plano (2); pero al tratar de representar el hiper-
espacio, puede, en rigor, prescindirse de esta sujecion, dado que el par
de puntos puede ser completamente arbitrario.

Sin embargo, si un par de puntos arbitrario sobre un plano representa
siempre un espacio de cuatro dimensiones, la naturaleza geométrica de
este espacio no quedard con eso solo definida, sino, a lo sumo, para aque-
llas propiedades cuyo estudio corresponde al Andlisis situ. Para una de-

(1) Al mismo orden de ideas pertenece el trabajo del mismo autor publi-
cado en igual afio en los Mathematischen Annalen (tomo XIX, pags. 161 234):
«Behandiung der projectivischen Verhiiltnissen der Riiume von verschiedenen
Dimeunsionen durch das Prinzip der Proficirens und Schneidens».

(2) Las curvas pueden reducirse a rectas paralelas. Entonces el elemento
fijo se reduce a un punto que se aleja al infinito.
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terminacion completa, seria necesario definir ia distancia entre dos pun-
tos, 'y con ello seria bastante para que todas las demds propiedades pudie-
ran ser conocidas con absoluta precision.

Ahora bien: si adoptamos como definicidén de distancia la misma que
resulta del sistema de representacién expuesto, podremos prescindir de
ejes coordenados, y el hiperespacio definido sera euclideo, porque podra
hacerse coincidir con cualquiera de los que resulien de ejes coordenados
escogidos arbitrariamente.

A pesar de esta indeterminacion de los ejes, no hay que creer que
queden iguaimente indeterminades todos los elementos del hiperespacio,
definido tal como acabamos de hacerfo. Algunos pueden, desde luego,
distinguirse, y entre ellos, muy especiaimente, el lugar de los puntos cu-
vas dos proyecciones coinciden, el cual se ve inmediatamente que es un |
plano gque podemos suponer coincidente con el plano de la representacién,
semejante a €l y con una relacion de semejanza igual a VQ.

Este plano, que podemos Wamar fundamental o axial, porque alrede-
dor de €l se agrupan simétricamente todos los elementos del hiperespacio
representado, podrd servir de elemento de referencia, con relacion al cual
es evidente que ocupan posiciones igunales los puntos representados por
pares de puntos de igual distancia mutua. Todos estos puntos formardn un
hipercilindro de eje plano, cuyo radio sera la comin distancia de dichos
puntos al plano fundamental. Esta distancia serd, como facilmente se ad-
vierte, {a de los puntos del par dividida por V.

La representacion de las lineas se reducird, en general, a una corres-
pondencia entre los puntos de dos lineas situadas en el plano de la repre-
sentacién. Como caso particular, estas dos lineas podrian coincidir o po-
dria también una de ellas reducirse a un punto. Si las dos lineas coinciden,
la correspondencia tendra, en general, puntos dobles, reales o imagina-
rios, que estardn situados en el plano fundameutal, el cual sera cortado
por la linea representada. Si una de las lineas se reduce a un punto, el
plano fundamental no sera cortado mas que en el caso de que el punto se
encuentre sobre la otra linea.-Si la correspondencia se establece sobre li-
neas diferentes, la linea representada no cortard, en general, al plano
fundamental, y s¢lo ocurrird asi cuando los puntos de interseccion de ias
representaciones sean puntos correspondientes CONsigo misnos.

Una superficie vendra representada por una correspoudencia entre
puntos del plano. En este caso, habra, en general, puntos dobles, que se-
ran los de interseccion de la superficie con el plano fundamental. Podrd
ocurrir que todos los puntos del plano, considerados como primera o se-
gunda proyeccion, tengan como correspondientes puntos de una linea fija.
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Entonces, a los puntos de esta linea, considerados como proyecciones de
nombre contrario, corresponderdn en €l plano lineas sobre las cuales se
encontrardn sus correspondientes; pero, en general, estas lineas no pasa-
rén por aquellos puntos sino en casos singulares, y la interseccién con el
plano fundamental seguird compuesta de puntos aislados (1).

También podrd ocurriv que todas estas lineas variables se confundan
en una sola, y entonces la superficie vendr4 representada por dos lineas
primera y segunda, sobre las cuales se podrian escoger arbitrariamente
las proyecciones del mismo nombre. Los puntos de interseccion de estas
lineas serian, evidentemente, entonces los puntos dobles representativos
de la interseccion de la superficie con el plano fundamental.

Las dos lineas podrian aiin cenfundirse en una sola, de la cual todos
los puntos serian puntos dobles, y la interseccion entre la superficie y el
“plano fundamental sera ahora esa misma linea. '

Los lugares de tres dimensiones vendran, a su vez, representados por
una correspondencia entre los puntos del plano y las curvas de una fami-
lia de dos parametros. Sobre cada curva habré un punto doble, y la inter-
seccion con el piano fundamental serd una linea. En el caso particular en
que cada punto estuviera sobre su linea correspondiente, todos los puntos
serian puntos dobles, y el plano fundamentat estaria tcdo él contenido en
el lugar considerade.

Si nos limitamos ahora a considerar las lineas rectas, las superficies
planas y los espacios euclideos, veremos en seguida que la recta estars,
en general, representada por dos rectas, entre cuyos puntos se establece
una cierta correspondencia. La recta, en efecto, vendrd determinada por
dos de sus puntos A(a, @) y B(b, '), y para que un tercer punto C(c, ¢)
perteniezca a ella, serd preciso que ¢ esté sobre ab, ¢, sobre a'b’ y
que ¢ divida al intervalo ab en la misma relacion que ¢ a a'd". Solo de
este modo quedard satisfecha la condicion fundamental para que los tres
puntos A, By C estén en linea recta, a saber: -

AB-}BC-}- CA ~0.

(1) En el caso particular enque la linea fija se reduzca a un punto, la pro-
yeccion de nombre contrario quedard completamente indeterminada y la su-
perficie se reducird a un plano, que cortard en ese punto al plano funda-
mental.
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Si para cada punto (@ya,) de la recta se determina el punto medio a
del segmento a,a,, todos estos puntos a s¢ encontraran sobre una nueva
recta ab, que seria la proyeccion de la recta del hiperespacio sobre el
plano fundamental. Conocida esta proyeccidn, fdcil seria determinar tan-

Fig. 3.*

tos pares de puntos como se quiera pertenecientes a la recta considerada.
Si 6, es uno de los puntos del par, bastara tomar el 0" medio del Ob, y
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Fig. 4.*

trazar por él &b paralela a Og, hasta su encuentro en b con ba; uniendo
en seguida b, y b, el segundo punto del par serd el b,, interseccion de

bib y de Oaqs.

En el caso en que la recta ab pase por el punto O, este punto serd la
interseccién de la recta con el plano fundamental; todas las lineas de re-
ferencia aya,, b1b,, ..., serdn paralelas, y la construccion se simplifica.



Cuando esto no ocurra, si tomamos @z = 5, = ..

rectas aq,, Bb,,
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.., las que sean paralelas.
Esta observacion permitira determinar la linea de referencia que sea

IS .

. =20m, seran las

O~

Fig. 5.2

paralela a un direccién dada, lo que nos sera ttil en lo sucesivo.
Bastara tomar

pq=20m,

gr paralela a aa,, prparalela a la direccion dada, y trazando en seguida
rsg paralela a pq, el punto (s,s,) serd el que cumpla con la condicién im-

puesta.

Si las dos rectas a6, y asb, coinciden, la recta correspondiente del
hiperespacio cortard, en general, al plano fundamental en un punto, cuya
determinacion es sencilla.

Trazando, en efecto, por a, y 6, dos rectas paralelas cualesquiera, -y
tomando sobre ellas, respectivamente,
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e =a; Yy Bﬁ": Dby

la recta 2B cortard a q,a, en el punto O que se buscaba,

En este caso, dado el semipunto ¢y, se encontrard ¢, trazando ¢y pa-
ralela a 6,f y rebatiéndola en seguida sobre £,8, (1).

Otro caso particular notable de representacion de la recta serd aquel
en que todos los primeros semipuntos se confundan en uno solo. Los se-

D e é
R T T YA
A /
\\ ’
\ 5& /
\\ N T~ /
N a4
\\ \\ Y, —~— 6
Y N / 7 2
‘\ N / /
\ \\ / /
’
\\ \\/ //
AN ,\
\ 7 N I4
\\ ’ N /
\\ II \v’
/ c
\ 7
v 2
c
/
Fig. 6."

gundos estardn entonces sobre una recta, donde se los podra elegir libre-
mente, completdndose el par con el semipunto obligado. La recta repre-
sentada sera entonces perpendicular al plano fundamentat.

Si pasamos ahora a la representacién del plano, nos bastara para de-
terminarle con tres puntos (a,as), (0:182) v (¢4C2).

El plano asi determinado tendrd, en general, un punto comtn con el
plano fundamental, Para encontrarlo, se podra buscar, respectivamente,
sobre bycy ¥ bycq el par cuya linea de referencia sea paralela a a,a,. Sea
. %o, este par: las rectas a2, y @a2; vendran precisamente a cortarse en el
punto buscado. Al mismo punto se vendria a parar, en general, si entre
aicy Y aycq se buscara la linea de referencia paralela a ;02 0 entre a6,

(1) Sifpaes pérale]a a by by la recta representada serd paralela al plano
fundamental, y los semipuntos correspondientes a un par, seran equidis-
tantes.
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y asb, la paralela a c;cy; pero podrd haber casos en que asi no ocurray
entonces los tres puntos estaran sobre una misma recta, segiin la cual se
cortaran el plano supuesto y el plano fundamental. Ambos estaran enton-
ces contenidos en un mismo espacio.
Si la intersecci6n es un punto, bastaran
“\ otros dos puntos para que el plano quede
'\‘ determinado. Si se nos da, en efecto, un
| semipunto tal como ¢; y lo unimos con O,
] cortard a a;b; en dy, al cual corresponde-
ré d; sobre asb,, y trazando Ody'y dids,
la ¢,cs, paralela a dd,, nos dara el semi-
punto buscado.
. Esta misma construccién hace ver que
a todo semipunto situado sobre la recta
Od,, corresponde otro semipunto situado
sobre la recta Od,. Tendremos asi, entre
o‘ los rayos del haz que tiene su vértice en
Fig. 7.7 O, una correspondencia homografica en la

que habr4, por lo general, dos rayos dobles.
Si en vez de ser un punto la interseccion del plano supuesto con el

plano fundamental, es una recta. mn, bastard otro punto mas (a,a,) para
determinar el plano. Para de-

terminar en este caso el semi- "

punto ¢, Gue corresponde a ¢, 2

se unirian @, y ¢;, prolongando g W

la recta a,¢; hasta O, y unien- a<. AN

do O con a, y trazando c;c, T '

paralela a aya,, quedard re- SR '

suelto el problema. - T
En posiciones particulares,

el plano podr4 estar representa-

do por dos rectas Ry y R,, sobre las cuales puedan escogerse libremente
los semipuntos correspondientes; podrian las dos rectas coincidir y podrian,
por dltimo, confundirse todos los semipuntos del mismo nombre en un solo
punto, y entonces el de nombre contrario podria escogerse libremente en
el plano de la representacién, o confundirse cada semipunto con el de
nombre contrario, y entonces el plano representado serd el plano funda-
mental. En el primero de estos casos, el plano cortaré al plano fundamen-
tal en el punto de interseccion de las rectas R; y Ry; si las dos rectas fue-
ran paralelas, los dos planos tendrdn un punto del infinito comtin. En el
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segundo caso, los dos planos se cortardn segiin una recta; cortanse segiin
un punto en el tercero, y, por tltimo, en el cuarto coinciden en toda su
extension.

Por 1iltimo, si consideramos un espacio, necesitamos cuatro puntos
para determinarle: tres de ellos determinardn un plano, cuya interseccion
con el plano fundamental se obtendra sin dificultad en la forma ya expli-
cada. Prescindiendo de uno de los puntos y combinando los otros dos con
el restante, se tendrd otro plano, cuya interseccion con el plano funda-
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Fig. 9.2

mental podra igualmente determinarse. La recta que una los dos pun-
tos asi obtenidos, serd la interseccion del espacio con el plano fundamentat,
y bastardn ya otros dos puntos para que el espacio quede determinado.

Con estos datos, si se da el semipunto ¢, (1), se podra determinar, para

el plano definido per mn y (aia.), el semipunto ¢,, y para el plano defini-
do por mn y (b.b,), el semipunto ¢'y: la recta cc contendrd todos los se-

gundos semipuntos del espacio que tienen a ¢; como primer semipunto.
Cuando el semipunto ¢y esté sobre la recta mn, la construccion ante-
rior no es ya aplicable, porque los puntos ¢, y ¢’y se confunden con ¢y;
pero es fécil convencerse de que la recta c¢ no queda en este caso inde-
terminada, En efecto: cualquiera que sea el semipunto ¢y, la recta cc, que
contiene los ¢, tendra siempre la misma direccion, pues si prolongamos
C:Cy y €3¢y hasta ¢; y ¢'3, respectivamente, y lo mismo aiay y 6,05 hasta
a; y b, se tendra:

(1) Enla figura el punto c, esta sefialado con unao,
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o’y aa; CiCy _ biby
s aay’ e bybs

La recta correspondiente a cade semipunto situado sobre mn sers,
pues, la que, siendo paralela a cc, pase por dicho semipunto.

Puesto que a cada semipunto corresponde una recta y que todas estas
rectas son paralelas, serd preciso que, a cada recta cc, correspondan infi-
nitos semipuntos. Todos ellos, sin embargo, estaran en una linea recta,
que pasara por el punto de interseccién de cc y mn. En efecto: se ve tam-
bién inmediatamente en la figura que la relacién de las distancias de ¢y a
cc y amn es constante.

En vez de tomar arbitrario un semipunto ¢,, hubiéramos podido partir
de un semipunto ¢y, y las construcciones a gue habriamos llegado serfan
en un todo andlogas: las paralelas correspondientes tendrian, sin embargo,
en general, otra direccién. Para determinarla, bastarfa dividir los interva-
los ¢ic; y €15 por puntos interiores v4v'; tales que

1€ . 64 16 _ 646

16 s 7Cs 65

Como caso particular, puede ocurrir que la recta mn se aleje al infini-

----------- \ @
\
\
\
\
\
\
S K
. €5y
\%_“—_‘_——" A
c,
Fig. 10

to. El espacio sera entonces paralelo al plano fundamental, y las construc-
ciones anteriores se simplificardn considerablemente, como podré verse
en la figura. La recta cc tendra la direccion de la resultante de los vecto-
res ., y boby. Igual direccion seria la encontrada, si escogiéramos arbi-
trariameunte el semipunto c,.
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Ademss, cualquiera que sea el punto ¢y, su distancia a su recta cc co-
rrespondiente es siempre ia misma; luego, en definitiva, el espacio en
cuestion puede considerarse constituido por pares de rectas paralelas y de
equidistancia constante. Cada uno de estos pares representard un plano,
y todos estos planos seran paralelos entre sf y tendrdn un punto en el in-
finito con el plano fundamental,

Puede ocurrir, por tiltimo, que el plano fundamental esté totalmente
incluido en el espacio que se considera. Entonces bastard un solo punto
para acabar de determinar el espacio. Sea, por ejemplo, a;a,. Si se nos

da entonces un semipunto
¢y, como se podra conside- 2
rar un punto cualquiera de ’,’
la recta a,;cq como punto del ! S~
| \
plano fundamental, la recta !
. . !
¢ic, cumplird con la condi- !
.. H
cién de ser paralela a a,a,. /
Se ve, pues, que ef conjunto
. !
de todos los pares cuyas li- |
neas de referencia son para-
lelas a una direccién dada,

representa un espacio eucli-
deo detres dimensiones, y este modo de representacion viene a ser, en defi-

nitiva, una especie de representacion de Monge, aunque sin linea de tierra.

Los principios que han servido de base para la representacién bosque-
jada del espacio euclideo de cuatro dimensiones serian igualmente aplica-
bles a un nimero de dimensiones cualquiera. Cuando este mimero sea par
e igual a 2n, la representacion se compondrd de n puntos completamente
arbitrarios: cuando se trate de un espacio de 2n + 1 dimensiones, cada
punto vendra representado por 7 -+ 1; pero de ellos, solo # serdan comple-
tamente arbitrarios; el restante deberd encontrarse sobre una cierta recta

determinada por los otros 7.
De manera andloga se podrian representar también los espacios no eu-

clideos (riemannianos o lobachefskianos) de cualquier mimero de dimen-
siones. Sélo habria que cambiar la definicion de la distancia. Sobre un
mismo espacio euclidiano se puede representar otro no euclideo, conser-
vando las rectas como rectas, los planos como planos, etc., con tal de es-
coger para distancia una cierta funcion de la expresion

2R? + (a4 b* — a?)
V(R £ @R £ 6y
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en la que @ y b son las distancias a un punto fijo del espacio euclideo de
los puntos del mismo espacio representantes de los puntos dados del es~
pacio no euclideo, ¢ la distancia euclidea de los dos primeros puntos y R
la constante caracteristica del espacio que se considera.

El signo 4 corresponderd al espacio de Riemann, el signo — al de
Lobachefski: en el primer caso, {a representacién es ilimitada, aungue el
espacio es limitado; en el segundo, la representacién es limitada e ilimi-
tado el espacio.

Tomando el punte fijo O en el plano fundamental, gue serd en todos
los casos el que contiene los puntos, cuyos representantes se confunden
en uno solo, y llamando

Ay, Aoy Azeery Any
by, Bay Boeess b,

a los representantes de los puntos A y B, se tendria

a®*= 0a’ + Oa: -+ Oai+-... + 0d’

b2 = 05624 062 -+ 0b% - ... |- Obu,
& = a\bt + aybi + @by ... + aubn,

y bastara sustituir estos valores en la expresién anterior, para que la dis-
tancia quede completamente determinada.

Otras expresiones de la distancia podrian permitir representaciones no
menos interesantes (1); pero entrar en el estudio detallado de unas y otras
nos llevaria demasiado lejos, y, desde luego, mucho mas alla de los limi-
tes que nos habiamos impuesto para esta nota,

(1) Pueden consultarse mis conferencias: El postulado de Euclides y las
geomelrias no euclideas. Revista de Obras piiblicas, 1920. nimeros 2327, 2328,
2334 y 2336,



