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CAPITULO VIHI.

Complemento de los anteriores.—Notas y adi-
ciones & la doctrina matematica en ellos ex=-
puesta.

C.—Sobre la determinacion de las ratces imaginarias.

1.—Si el procedimiento de Gréffe para determinarias raices
reales de una ecuacion aveniaja en brevedad y sencillez a to-
dos los demas procedimienios conocidos, clasicos en cierto
modo, y mas comunmenie empleados con igual objeto, el
mismo melodo, ampliado y perfeccionado por Encke, es el
unico que, por regla general, y sin tropezar con enormes di-
ficultades de ejecucion, puede practicarse cuando de la inves-
ligacion de las raices imaginarias se trala.

Para hallar estas raices, tan reales como las con esle nom-
bre designadas, y no menos importantes, propénese en casi
lodos los tratados de Algebra, como preferible 4 cualquiera
otro, el siguienle arlificio, basado en la ingeniosa teoria v
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complicadisima practica de la eliminacion. en la doclrina que
ménos atractivo suele presentar cuando por vez primera se
estudia aquella parte principalisima de la ciencia matemética.
En Ia ecuacion f(z)==0, sc dice, pongase por « la do-

ble expresion o == 8¢/ —1; y nos resullard esla otra:

[latBy—T) =0, B) = EV—1.4(B)=0

De la cual se desprenden inevilablemente estas dos:

2l B)=f () — 5 /" Q,}/W(a)—- ..... =0; vy

ke £

Y = () — s [ @ g )= 0.

Y fos valores reales de « y de 3, que simultaneamente sa-
tisfagan & eslas dos ecuaciones, serviran para componer otros
lantos pares de valores conjugados de z, imaginarios, y cor-
respondientes 4 la ecuacion primitiva.

2.—En tan breves términos formulado, no parece que pue-
da haber otro método de investigacion mas sencillo. Para pene-
trar la malicia que encierra, 6 las dificultades de calculo que
le son inherentes, apliquémosle al ejemplo propuesto por
Serret, en la pag. 367 del tomo I de su Curso de Algebra su-
perior: ejemplo indudablemente rebuscado entre los mds ino-
centes y sencillos: en su especie, casi pueril,

«Sea, pues, la ecuacion
zt—xz 4 1=0,

cuyas cuatro raices son imaginarias (*).

(") Antes de afirmarlo, seria menester averiguarlo. Guando la deter-
minacion de las raices se verifica por el método de Encke, semejante
mnvestigacion preliminar es de todo punto innecesaria y excusada.
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Si por z sustitnimos e: ella la expresion o=+ §/—1
nos resullaran estas ofras dos

(8 —a?) — 4o (B — oty — (Ao’ o —1)=0; v
Blha@—a)41)=0.

Prescindiendo en la segunda del factor B, dedicese que:

Y, por sustitucion del valor de {* —o* en la anterior,
conviértese ésta en la que sigue:

6hat—16a>—1=0.

0, suponiendo que «=="'/,/ ,, en esla olra:
@ —fa —1=0.

Para resolver esta ultima ecuacion, atribuyamos a la -
¢Ognita «, diversos valores particulares, calculemos los cor-
respondienies del primer miembro, y formemos el adjunte
cuadro:

a, o —4ha —1
2 — 1

3 +16

2.1 —0.139
2.2 +-0.848
2.11 —0.046069
2.12 +-0.048128

Del cual se deduce que la unica raiz positiva, «,, se
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halla comprendida entre los dos iltimos nimeros ensayados,
2.11 y 2.12.

Corrigiendo estos valores por el mélodo 6 regla de apro-
ximacion de Newton, hallariames que la misma raiz esta tam-
bien comprendida entre los nlimeros, mucho ménos discre-
pantes uno de otro, 2.1149 y 2.1150.

Y, aplicando de nuevo el mismo procedimiento de correc-
cion & eslos Gltimos nimeros, nos resultaria, aproximada
Ia raiz hasta la 8.2 cifra decimal, que @, = 2.11490754.

De este valor de «,, porla formula a=="/,{ «,, se in-
fiere luégo que o=k 0.72713603.

Y, con el doble valor de «, sustituido en la ecuacion que
precede a la final, concliyese tambien que:

P=0.43001425;, y B=0.93409929.

Los cuatro valores de z, de dos en dos conjugados, serdn,
pues, ¢stos en conclusion:

x =+ 0.72713603 + 0.43001425 y—1; v
£ = — 0.72713603 = 0.93109929 y—1.»

3.—Asl, con leves variantes de forma, se expresa Serrel,
en la obra y pagina, poco antes, mencionadas.

Pues bien: sin admitir como demostrado por de pronto lo
que no lo estd todavia en realidad; sin apelar, para verificar
la eliminacion, & recursos ¢ artificios muy ingeniosos, si, pere
que no a todo el mundo le ocurren siempre, ni es posible que
muchas veces le ocurran & nadie; sin perder el tiempo ep
tanteos, infructuosos y arbitrarios con suma frecuencia; ¥
hasta sin acordarse para nada del método de aproximacion de
Newton,—por la simple y como rutinaria aplicacion del méto-
do general en la precedente Memonia explicado, en cosa de

veinle minulos, se resolvera la ecuacion propuesta, conforme
a continuacion se indica:
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@ ot—az+1=0

(2 w‘+‘3w’+w+1—_—-

{24 p— A f b —3z4+1=0

(2%) e+ irflhe—3z4+1=0

@) o'—120° + 2220 —192+1=0

(%) z*—3002°+ 48830 2* —832 +1= 0

(2% z*— 7660 z° + 2384319102 w;— 90711 z+1=0.

Y hecho esto, de la Gilima ecuacion, transformada de la
(2%), inmediatamenle s¢ deduce que

2 log.g; =9.3T1364k; 'y 9,'=1.4012685
9 log.g,* 4,2==0.0000000; y 9,>=0.7136391

Y, de la primitiva, que

Li+fi=0 v g [u Lgif,=—1
fo= -—f1='l.45/12719.

La ecuacion (2°) se resuelve, en consecuencia, en las dos
siguientes de sequndo grado:

2 + 10542719 & 4+ 1.4012685 =05y
2 — 14542719 & + 0.7136391 = 0.

Cuyas raices son las mismas, poco antes expresas, aUNque
aproximadas ahora, no hasta la 8.2, sino solamente hasta la 7.2
cifra decimal. Pero hubiera bastado cambiar de lablas de lo-
garilmos, y efectuar los anteriores chlculos con logarilmos de
ocho ¢ diex cifras decimales, para obtener los valores de aque-
Hlas raices, con aproximacion a la verdad igual 6 mayor que
la oblenida por Serret. Lo cual ni vale casi la pena de men-
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cionarse, ni en lo mas minimo invalida el mérito del segundo
método de resolucion (*).

4.—Al procedimiento primero v mas comun para deler-
minar las raices imaginarias agregé Lagrange una modificacion,
mucho mas importante v curiosa en teoria que Gtil en la practica.

Las dos ecuaciones ¢(«, B)=0 y ¥ (z, B)==0 subsisli-
ran siempre con el caracter de fundamentales; pero si a ellas
se agrega la transformada de la primitiva, cuyas raices sean
los cuadrados de las diferencias de las mismas raices que
aquella ecuacion, f(z) =0, contiene, los valores reales de
B se deduciran resolviendo esta tercera ecuacion, y los de «
buscando, por el procedimiento del m .c.d., las raices co-
mupes a las dos anteriores, despues de poner en ambas por
@ los valores que de la tercera se hubieren desprendido.

De la ecuacion de los cuadrados de las diferencias se de-
duciran los valores de B investigando los de las raices reales
negativas que esla ecuacion contenga: porgue a cada par de

raices imaginarias de la primitiva, o« == £/—1, corresponde
una diferencia igual 4 203y —1, cuyo cuadrado lo es &

~— & 8%, raiz de la transformada. Divididos, pues, por 4 los
valores absolutos de las raices negativas de esta ultima ecua-

(') Mas ripida todavia que la resolucion de la ecuacion propuesta
por Serret es la de aquella otra, citada en los prefiminares de esta Mu-
MORIA, ¥ que €atalan propone como ejemplo de los ensayos infructuosos
4 que puede dar motivo ia aplicacion irreflexiva del método para aislar
Yas raices, denominado de las diferencias: método excelente, por si solo,
para perder ¢ malgastar el tiempo y la paciencia muchas veces.—L2
ecuacion & que aludimos es la siguiente: '

{29 #*+32'—2zx+1=0.
Cuya transformada final es ésta:
(24) 2 — 20610 &® + 106233747 2* — 4738 2 + 1 =0.

De la eual, por los mismos pasos que en ¢l texlo, se concluye quo
1a (2°) equivale & estas otras dos ecuaciones de segundo grado:

22 -+ 0.6994922 2 - 3.4742518 =0; ¥y
22 — 0.6994922 2 - 0.3150349 = 0.
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cion, bastara extraer la raiz cuadrada de los cocienles respec-
livos para hallar los de §, que, sucesivamente, deben susti-
tuirse en las ecuaciones ¢ («, 3) =0 y ¢(a, ) = 0, para
concluir los de o que les corresponden.

5.—Si para hallar las raices reales de la ecuacion primiti-
va, [ (#)=0, fuese menesler, como Lagrange en principio su-
ponia, formar la ecuacion de los cuadrados de las diferencias
de todas sus raices, indudablemente podria ulilizarse la se-
gunda ecuacion para determinar por el procedimiento referi-
do las raices imaginarias, v completar asi Ia solucion de la
ecuacion propuesta. Pero como la formacion de la ecuacion
auxiliar citada pide una eliminacion muy penosa de la incog-
nila z entre estas dos ecuaciones

[@ =0,y @+ @+ g /" @)+ o =0,

en la segunda de las cuales representa la ¢ la diferencia de
dos valores cualesquiera de 2, 6 de dos raices de [ (z)=0,
s0lo en casos excepcionales muy sencillos se efecliia esle Ira-
bajo preliminar, y s6lo entonces podréd utilizarse la ingeniosa
observacion hecha, y modificacion consiguiente en el método
general, propuesia por Lagrange.

Y 4un enténces habra que proceder con cautela para de-
terminar los verdaderos valores de . Porque, si bien es cier-
o que &4 cada par de raices imaginarias conjugadas de la
ecuacion f(«)=0 corresponde en la de los cuadrados de las
diferencias de sus raices una raiz real negativa, no siempre la
proposicion reciproca es igualmente cierla, 6 no siempre a
cada raiz negaliva de la segunda ecuacion corresponde un
par de imaginarias cn la primera. Por ejemplo: supongamos
que la ecuacion [ (x)=10 posea, enlre oiras, ires raices:
una real, «; y dos imaginarias, =+ 8y/—1. En la ecua-
cion de los cuadrados de las diferencias de sus raices existi-
rian entdnces estas {res raices, reales y negalivas: — 4 7,
— @2 y — B% de las cuales tan s6lo la primera corresponde
al par imaginario que se trata de delerminar. Resulta, pues,
que 4 las dificultades de formacion y resolucion de la ceua-
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cion auxiliar, derivada de la primitiva, hay que agregar la
de discernir cuales son las raices negativas de la una en cor-
respondencia clara y directa con las imaginarias de la otra.
Y, por lo lanlo, lo que alguna vez pudiera ser 0 considerarse
como simplificacion del método general de analisis de la ecua-
cion propuesta, lambien pudiera alguna olra vez converlirse
en causa de complicacion, 6 de fastidiosa incertidumbre y de
ambigiiedad en los resultados obtenidos.

6.—Ingeniosa y digna de conocerse es la modificacion in-
troducida en el método de Lagrange, para determinar las rai-
ces imaginarias de una ecuacion, por el malematico inglés
W. Rutherford. Expliquémosla, valiéndonos para ello de un
¢jemplo muy sencillo, 6 razonando en el caso ménos compli-
cado que puede presenfarse.

Consideremos, pues, la ecuacion general de tercer grado,

tazr+bz+c=0,
cuyas raices representaremos por r, una, y por « =/ —v,
las otras dos.

Si estas dos raices son imaginarias efeclivamente, y de-
bera considerarse como cantidad posifiva; pero, si fuesen rea-
les, bastaria suponer que el signo propio de v era el negafi-
vo. De cualquier especie que scan, no prejuzgando nada sobre
¢l signo de vy, siempre podran representarse ambas raices en
la forma referida.

De la ecuacion propuesta deduzcamos ahora otra, cuyas
raices sean las de Ja primitiva, disminuidas de la cantidad «.
Representando por y la nueva incognita, la transformada de
Ja primera ecuacion sera la que sigue:

¥+ Bat o)y + @0+ 2aa+b)y+ 67 +ao* +bato)=0.

Mas si las raices de la ecuacion propuesta supusimos antes
que eran r y o= y/—v, las de su transformada deberan ser

estas otras: (r—«) v =4/ —v. Luego la segunda ecuacion
equivaldra 4 esta ofra:

Y=y trytrl—n=20
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De donde se deduce que
Jota=a—r;
34 2a0t+ b=y
vt aetbate=y(z—r)

O, eliminando la y cntre las dos dltimas ecuaciones de
condicion, que

o s 1/, (@ 4 0 a1/, (cb—c) = 0.

Y de esla ecuacion deduciremos el valor real de «; que
nos servird despues para hallar el de y con auxilio de la se-
gunda de las lres ecuaciones condicionales que preceden; v,
finalmente, el de r, por medio de la primera. La resolucion
completa de la ecuacion primitiva depende, pues, del conoci-
miento de una sola raiz real de la ecuacion auxiliar que se
acaba de construir.

Si, por ejemplo, se nos diese la ecuacion

r—06z+4+6=090,
concluiriamos de ella inmedialamente la que sigue:
@*—1.50—0.75=0.....

La cual, resuelta por ¢l mélodo de Griiffe, 6 por cualquie-
ra olro, arrojaria esfe resultado:

o= 41.423661.

De donde se deduce, por las formulas ¢ ecuaciones condi-
cionales referidas, que

V—y=1E0.283606/ —1; y
r = —2.847322.

La dificultad de hallar las raices imaginarias de la ecua-~



474
cion propuesta queda asi reducida & la de hallar los valores
de las raices reales de otra ecuacion, en cierfo modo, deriva-
da ¢ transformada de la primitiva. Pero jde qué grado sera
esta segunda ecuacion auxiliar? ;Y como sus coeficienles se
componen con los coelicientes de Ja ecuacion primitiva?—DPro-
curemos investigarlo, avanzando un paso mas por el camino
ya emprendido.
7.—De la ecuacion

o tar+bztexfd=0,

represen{ando sus cuatro raices, reales ¢ imaginarias, por

r, 7, ¥ oy—v, se desprende la que sigue, cuyas raices
son (r, —a), (r,—e) y Fy—7:
't (hota) y'+ (62 +3aot-b) y*+

(ke -Baow* +-20a+-¢) y-t (o' a0 bo* 4-co-t-d) =0,

Pero las mismas raices que esta ecuacion posce fambien la
siguienle:

Y+ Qo—r, 1)y (0—r ) (a—r.) +7} 9+
(Qo—r,—r,)y. 44y e—r,) (a—r,)=0.
Lucgo:
hota=20—r, —r,;
6o f3aatdbh=(a—r)(x—r)Fy:
ho*43aa*+%bate=(Ra—r,—r)y; vy
atdaaiFhatfoadd=@—r)(la—r)7.

Eslas cuatro ecuaciones de condicion con cualro incogni-
tas pueden reducirse a una sola ecuacion, con una sola incog-
nita, que, despues de resuelia y calculada, servira para faci-
litar Ya solucion v calculo de las demas. Eliminando, por
¢jemplo, las r,, r, v v, lo eual es muy sencillo, obtiénese
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para ccuacion final, 0 resolvente, con la incognita =, la que
sigue:

‘+ -a g ST 3a* +~b o
9 k Q N v
a (a*44b) i a (2ab+-c) 4 (0*—4d) ot
8 16
a (b*ae—id) abe—a* d—-¢*
.o =1,
32 64

Para resolver una ecuacion de cuarto grado hay, pues, que
hallar las raices reales de olra de sexto, cuyos cocficienles se
derivan de Jos de la primiliva por procedimiento 6 ley muy
complicada. Cierto que esla ecuacion auxiliar, cuando la pro-
puesta carece de segundo término, 6 a =0, se simplifica
mucho y hasta se reduce al tercer grado; pero, si aquella pri-
miliva ecuacion es completa, como lo serd casi siempre, ¢ por
regla general, para privarla de su segundo lérmino habrd que
transformarla previamente en olra, y efecluar con este objeto
multitud de operaciones aritméticas. Lo que en un concepto
se gane, se perderd, y habrd que rescatarlo & buen precio, en
olro.

Y lo que, tratindose de las ecuaciones de 4.° grado, ad-
mile todavia algun remedio, ya no le admite, ni bueno ui
malo, en las ecuaciones de los grados superiores. Por el pro-
cedimiento de Rutherford, o mismo que por el de Lagrange,
con ¢l cual coincide en muchos puntos, la resolucion comple-
ta de la ecuacion de 5.° grado depende de la delerminacion
de las raices reales de otra de 10°; lade 6.° grado, de otra
del 15 1a de 7.° de una del 21°; v asi de las demas sucesi-
vas. ;Y es racional semejanie manera de proceder? (ni com-
parable por asomo con el propuesto por Encke, y explicado
en el Capitulo Il de esta Mesorta?—Decidalo ahora, con ple-
no conocimiento del asunto, el leclor imparcial y reflexivo.
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C'.—Adicion d la nota precedente. Exposicion del metodo de
Horner para hallar las raices reales de una ecuacion numérica.

1.—Para hallar 12 raiz real de la ecuacion
" —1.52—~0.75 =0,

de cuyo prévio conocimienlo depende el de las tres raices,
real una € imaginarias las olras dos, de la ecuacion conside-
rada en la pag. 473.

'—06x46=0,

Rutherford se vale del mélodo de Horner, que bien pudiera
ser complelamente desconocido de nuesiros muy conlados
lectores, 4 pesar de su mérilo incuestionable y de sus 60
afios de fecha, si solo con los tratados elementales de Algebra,
publicados en Francia, estuvieren familiarizados. Aunque el
nuevo método, variante ingeniosa de los mas antiguos de La-
grange v de Newlon, solo sea, como estos, aplicable a la de-
terminacion de Jas raices reales de una ccuacion numérica,
despues de aisladas ¢ de separadas unas de olras estas raices,
6 de saber, por resullado de minucioso trabajo de analisis
prévia, 4 cuanlas ascienden cn totalidad, cuintas son positi~
vas y cuantas negalivas, v entre qué limites, 6 niimeros con-
secutivos, 6 muy poco diferentes uno de otro, se hallan dis-
tribuidas, oportuno nos parece definirle en este lugar y apli-
carle 4 la resolucion de algun ejemplo, como complemento de
lo expuesto en la anierior Memoria y adiciones que la acom-
paiian. En Inglaterra el método de Iforner es valgarisimo; v,
aunque por varios conceplos le considercmos inferior en mé-
rito al de Griffe, en algun caso pudiera mirarse como prefe-
rible al del matemalico suizo, compleiado por Encke, por su
sencillez tedrica y eficacia nofabilisima en la practica.

En principio se reduce & lo siguiente.

2.-—Dada una ecuacion numérica, [ (z)==10, v hallada
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la primera cifra, @, de cualquiera de sus raices reales y po-
silivas, si por & suslituimos la expresion a -y, hallaremos
olra ecuacion, f(a-y)=/f (y) =10, del mismo grado que
la primitiva, y cuyas raices seran las de ésla, disminuidas en
la canlidad 6 nimero a. Y, sientre ¢ vy a1 no existia
en la ecuacion f(z)=0 mas que una sola raiz, enla f(y)=0
es evidente que solo existird olra, comprendida entre cero vy
la unidad del orden & que la a se refiera. Susliluyendo, pues.
en la segunda ecuacion los numeros 0.0, 0.1, 0.2, ..... 0.9
y 1.0, facil serd por tanteos averignar enlre cuales dos con-
secutivos se halla comprendido el valor de 7, y el menor de
eslos numeros, que en absoluto designaremos por b, repre-
senfara la segunda cifra del valor de z, cuya primera desig-
namos por a.

De la ecuacion f,(y)=10, poniendo por y la expresion
b+ z, deduciremos luégo otra ecuacion, f,(b-+z)=f, (z)=0,
del mismo grado que las dos anleriores, y cuya incégnita z
debe poseer un valor exclusivo, comprendido entre 0.0 y 1
del drden b, 6 0.00 v 0.1 del a.—Ensayvando, pues, los
diez nameros 0.00, 0.01, 0.02, ..... , 0.09 y 0.1, hallaremos
entre cuales dos consecutivos se halla comprendido el valor
de z; y el menor de estos numeros, en absoluto ¢, repre-
sentara 6 nos dara la tercera cifra de z.

Y coutinuando asi indefinidamente esta misma serie de
suslituciones, transformaciones, y ensayos ¢ fanteos, se halla-
rdn cuantas otras cifras de la raiz buscada se consideren ne-
cesarias.

3.—Aclaremos esta regla, antes de indicar las varias
simplificaciones que admite, y que propiamente conslituyen
¢l método de Horner, por medio de un ejemplo. Y el ejemplo
serd el poco dntes aducido.

Del examen de la ecuacion

flz) =2°"— 13z —0.75=0
inmediatamente se infiere que el valor real de z se halla

comprendido entre los numeros 1 y 2. Pongamos, pues, por
@ el binomio y- 1, y resultara que

L) =y 43y +15y—1256=0.
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Esla segunda ecuacion debe lener una raiz comprendida
entre 0.0 y 13 v nada mas que una, si es verdad que la an-
terior solo contiene ofra, entre los nmeros conseculivos
mencionades, 1 y 2.—Ensayando, pues, los 0.0, 0.1, 0.2,
0.3,..... , se concluye que el valor de y esta realmenle
comprendido entre 0.4 y 0.5. Luego el de = lo estara en-
tre 1.4 y 1.3; vy la cifra 4 serd, en consecuencia, la segun-
da de la raiz principal buscada.

En la ecuacion f, (y) =0 pongamos ahora por y el bi-
nomio z-+0.4; y hallaremos que

[(5) =2 4 425 +4.38 5 —0.106=0.

Y como z, complemento del valor aproximado de y, igual
a 0.4, debe hallarse comprendida entre 0.00 y 0.1, ensa-
yando en la altima ecuacion los mimeros consecutivos 0.00,
0.01, 0.02, ... , concluiremos por encerrar ¢l valor de s
entre los limites mucho mas proximos 0.02 y 0.03.—La ci-
fra 2 serd, por lo tanlo, la tercera de .

Y del propio modo, 6 por sustituciones y transformaciones
andlogas, deduciriamos fuégo que

fo(w) =17 4 £.26 0 + £.5492u — 0.016712 = 0:

a cuya ecuacion corresponde un valor numérico de u, mayor
que 0.003 y menor que 0.004.

Y, & conlinuacion tambien y como consecuencia de lo que
precede, que

fi(0) =" 4 £.269 v* & 5T4T8T v — 0.003026033 = 0:

de la cual se deduce para v otro valor, comprendido enfre
0.0006 y 0.0007.

Limitando & esto la serie de operaciones, concliyese, en
fin, que 2=1.4236.....

Advieértase ahora que los tres valores aproximados de z,
u vy v (0.02, 0.003 y 0.0006), que, en absoluto conside-
rados, representan las lres llimas cifras de la raiz z, com-
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ciden respectivamente con fos cocienles, limitados 4 las cen-
tésimas, milésimas y diezmilésimas, de 0.106 por 4.38;
0.016712 por 4.5492; y 6.003026033 por £.574787: l-
limos ‘lérminos, con los signos cambiados, de las ecuaciones
.=0, f;==0, v f,=10, por los coeficientes que inmediata-
mente les preceden.

%.—Y que esto, por regla general, debe muy aprozima-
damente verificavse siempre asi, facilmente se concibe.

Pues si de la ecuacion

A+ Br'™ . 4 P L Qr - B=0,

por ¢l procedimiento expuesto deducimos estas otras:

AP+ Byt Py 0y B =0,
s B s P 0,5 R, =0,
A B o P 0wt B

desde el momento en que admitamos que las incégnitas auxi-—
lares y, 5, u, ..... , representan cantidades muy pequefas,
comprendidas entre 0.0 y 1; 0.00 v 0.1; 0.000 y 0.01; ..... .
los términos de las ecuaciones donde respeciivamenle figuran
elevadas al cuadrado, y potencias superiores a la segunda, po-
drén considerarse como despreciables; y los valores aproxi-
mados de las mismas incdgnitas, limitados & una sola cifra, del
orden inmediato inferior al de la anterior, y ya conocida, de
#, se hallaran por division, casi mental, de — R,, 6 —R,, ¢
—R, ... por Q,, 0,, O5..... Despues de todo, conforme
pide la vulgarisima regla de aproximacion, propuesta peor
Newton.

5.—Por error malerial de calculo, 6 por fallar muy ex-
cepeionalmente la regla anterior, 4 las incdgnitas =, ¥, v, ...,
pudiéramos atribuir valores numéricos algo mayores 6 meno-
res de los que en realidad les corresponden. (De qué manera
Nos cercioraremos entonces de la equivocacion y lograremos
sin demasiado esfuerzo remediarla?—Vedmoslo en un ejemplo:
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en el mismo de que nos hemos servido para la exposicion del
método de que tratamos.
Si en la ecuacion

f[r@&) =75 +42214382—0.106=0,

suponemos que z cs igual @ w4 0.03, v no & v 0.02, en
vez de la poco énles designada por f; (u) = 0, hallaremos
esta olra:

W 4 629 0 4 56347 1 4 0.029207 = 0:

la cual no admite solucion positiva. Luego el valor hipotélico
de z, igual 4 0.3, no admite verdadero incremento y debe
considerarse como demasiado fuerte. Pero, formada va la ul-
lima ecuacion, si al calculo de = aplicamos la regla acos-

R, . .
tumbrada (u_—:———é'—), y forzamos tambien en una unidad
el cociente, hallaremo; que v =—20.007; y @, por lo lan-

to, igual & 4 1.423 (=1+4y4 24 w): lo mismo que, pro-
cediendo con mavyor cautela, habiamos poco antes encontra-
do. Y, si en la ecuacion anlerior, por » ponemos —0.007-4-v,
recaeremos sin variante alguna en la ecuacion f, (v) = 0: con
lo cual el error, 6 inadvertencia comelida en el célculo de z,
queda por completo remediada.

Pues suponiendo que por z se hubiese sustituido en la
ecuacion f,(z)=0 la expresion « - 0.01, de la ecuacion
enionces resullante

w4+ £.23 0 4+ 4.4643 »w — 0.061779 =0,

deduciriamos para « un valor igual 0 superior a 0.01:
prueba de que el de z, adopltado como bueno, ¢s en reali-
dad pequeiio.—Con mediana praclica en el asunto, y un poco
de alencion, el calculador decidira inmediatamente lo que le¢
conviene y debe hacer, para salvar ésla y cualquiera otra di-
ficultad por el eslilo que en el curso de las operaciones pu-
diera presenlarsele, mas bien por distraccion suya que por
error o deficiencia del método.
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6.—De lo hasta ahora expuesto se deduce que el calculo
de fas incdgnilas auxiliaves, ¥y, z, u,..... , no presenla difi-
cultad alguna, despues de halladas las ecuaciones f,=0,
fi=0,.... , que las conlienen. Pero jcomo estas ecuaciones
unas de otras pueden desprenderse facilmente?

La designada por f,(y) =0, igual & f{y+ a)=0, sk~
bese bien que equivale a esta otra:

n

2
f@4f @ y+ ' (a). 52—4- ..... - (a).r”——zo.
Bo.n

Y lo mismo que la f, dela f, se desprenden dela f, la
foo dela f, Ya f5, y asitodas las demas conseculivs.

Pero si. con arreglo a la ley en la expresion anterior for-
muiada, hubieran de conslruirse sucesivamente las diversas
funciones, f,, fu fs e et , ¢l procedimiento de Horner, para
hallar los valoves de las raices reales de f(z) =0, seria por
extremo largo y penoso, vy de muy meoguada utilidad en la
praclica. El arle consiste cn pasar de una ecuacion auxiliar 4
olra, de la primera 4 la segunda, 6 de la octava a la novena,
sin esfuerzo de atencion, 6 de un modo rulinario v casi meca-
hico, mediante una serie de operaciones numéricas muy sen-
cillas, y conslantemente las mismas.

7.—Para explicar y comprender cémo puede ser esto asi,
Supongamos que

f@)y==p,a"tp 2" Fp, a4 o Fpoi @+ pue

Si por £ ponemos en esla cxpresion ¢l binomio a+y,
nos resultard que

fet+y=¢y+qr "+ 4+ .+ y+q"

Y st deshacemos lo hecho, poniendo en esla segunda ecua-
cion por y su igual & — ¢, hallaremos que tambien

f (B)=q, (z—a)"+q, (z—a)""'Fq, (@—0)" ...
In—s ('T”a)i + [/ F-— (.l'*—*(l) + [/

Los coeficienles py, pyr pas .- Pa son dades ¢ conocidos

TOWO XX. 32
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en cada caso particular; y los g,, ., 4.5 .ov.. g, designan los
que necesitamos conocer ¢ determinar, en funeion de los pri-
meros, para pasar inmediatamente de la ecuacion primiliva,
[{2)=0, & su trapsformada f({a 4 y)=/ (y)=0.

Pues del examen de la Gllima ecuacion sin dificullad al-
guna se concluye: que el coeficienle ¢, representa el residuo
de ta division de f(x) por z—a; el q,., el residuo de a
division del cocienie cnlero, que al ¢, corresponde, por
& — a parecidamente; el ¢,_, el residuo lambien de la divi-
sion del segundo cocicnte entero por el mismo divisor cons
lanle z — a; Yy asi todos los demas cocficientes ¢, hasta lle-
gar relrogradando al primero .

;Y cuales son, en funcion de los coeficientes conocidos, p,
el primer cocienfe entero y el primer residuo de Ia division
de [(z) por & — a?—Los que siguen.

Cocicnle:
pox paalE T A poat|et T + po @2l + py e
47, 4p.a | e
+, +poa" Tt Hpat
+ Pos + Puca @t
+ P
Residuo:

po" 4 poa T - p a4 pa @ pa=¢n

Expresiones de cuyo examen se deduce: que el residuo es
igual al Gltimo lérmino del cociente, mulliplicado por a, mas
el ultimo {érmino, p,, de f(z); que un coeficienie cualquie-
ra del cociente, desde el segundo inclusive en adelante, se
desprende del anterior por la misma ¢ andloga regla que el
residuo del Gllimo; y que el coeficiente del primer término
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coincide con el del primero de la funcion 6 polinomio pro-
puesto. La manera de hallar el valor de ¢,, por multiplica-
ciones y adiciones sucesivas, y por regla general muy senci-
llas, queda con esto explicada; y como, & la par que el primer
residuo de la division de f(z) por z —a, se habrd encon-
trado el cociente entero que le corresponde, repitiendo con
este cociente las mismas operaciones que se hicieron con la
funcion de donde procede, se hallaran el segundo residuo, ¢
valor de ¢,_,, y el nuevo cociente que ha de servirnos de
base para encontrar por el mismo camino los demas cocientes
y residuos conseculivos.

8.—S8irva de cjemplo aclaratorio de cuanio se acaba de
exponer, el signiente:

fle)=bz"'—32—1T.

Si por 2 ponemos en csla expresion el binomio y 43,
resultara otra de la forma

[(=0y"+0y+0.9+9140

Y para hallar el valor de q, (residuo de la division de
f'(w) por z— 3) habrd que efecluar las siguienies opera-
ciones :
h=3=p,
Poa-tp =8X3F0=15=p',
Poatplatp,=15X3—3=142=p,
(Poa* +p,atdp)atp,=12X3+0=126=p’;
(o @® 4 p, a* 4 p,a+p.) a4+ p, = 126X3 —T=3T1 =q¢,.

El cociente enlero de esta primera division es igual &

Bt 4- 152 4+ 2%+ 126,

Y el residuo de su division por £—3, 6 el valor de g..
8¢ hallara andtogamente de este modo:



p=5=p",
l)'oll+77'1"—-“5>< 3+]5=30 =[)”l
(poatplatp,=30x3+42=132=p",
(Poa*+p.atp)atp,=132X34126=522=g¢..
Al residuo ¢, corresponde el cocienie entero
b2,4+ 3024 132;

del cual se desprende el residuo ¢., de su division por 2—3,
por resullado de las siguienles sencillisimas operaciones.

]7”0: }i:),l]lo
Pl adp" =5 X 3430 =45 =",
(poatp " a+p,=a8 X3+ 132 =2067T=y,.
A este Gitimo residuo acompaia el cociente enlero
b4 45,

que, dividido por £ —3, dara de residuo, ¢,, ¢l nimero 60.
segun a conlinuacion se indica:

p,"o::F)
pwoa+pm1:5X3+[L5:60:q“

Y el tltimo residuo, 6 valor de ¢, sera el coeficiente b,
que se reproduce en lodas las divisiones conseculivas.
Luego

fily)==5y" 4604y 4267 3 4 522 y 4 371.
9.—Eslo, que tal vez parezca largo y complicado todavia,

resulta en realidad muy sencillo disponiendo las operaciones
del siguiente sistematico modo:



Ay 5 +0 —3 + 0 — 7

13 +415 126 4-378

) 5 415 442 +126 (+371)
+15 496  +396

(© 5 +30 +132 (+522)

+15  +135

(D) 5 +45 (+267)

1%
(E)  (8) (+60)

En la linca horizontal (4) se han escrito Jos coeficientes
de f(z), considerada csta funcion como polinomio completo.

Debajo del segundo coeficiente hemos puesto ¢l produclo
del primero por 3; y debajo, en la linea (£), la suma de
este producto y de aquel segundo coeficiente.

Debajo del tercero figura el producto de la suma anlerior,
15, por 3; y debajo la suma de este producto y del coeficien-
te & que se refiere.

Debajo del cuarto el producto de la suma anlerior, 42,
por 3; y debajo la suma andloga & las dos anleriores.

Y debajo del quinlo ¢l producto de la Gltima suma, 126,
por 3; y debajo, y enlre parénlesis, la suma de esle produc-
lo y del Wltimo coeficienle: suma igual al residuo ¢,, y con la
cual no hay ya ninguna otra operacion que verificar.

De la linea horizontal (B), completada & la izquierda con
el coeficiente 5, y en la cual debe considerarse como supri-
mido ¢l término enfre parénlesis de la derecha, se pasa & la
(€) como de la (A) se paso ala (B). Y de la (C) se des-
prende la (D), v de ésta la (E), repitiendo las operaciones
elementales, prolijamente enumeradas v explicadas en el caso
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primero.— Todo ello ¢s tan rudimentario y facil de aprender,
y de tan perfecla monolonia, como cualquier regla funda-
mental de la Aritmética.
10.—Volvamos 4 considerar la ecuacion

[(@)=a>—152—0.T5=0,

cuya raiz real unica se halla comprendida entre los nimeros
1y 2; y veamos como por el procedimiento anterior pueden
deducirse sus transformadas sucesivas, funcionesde y, z, u,.....,
antes ya consignadas.

Para pasar de la funcion f(2) ala f, (y), hay que haliar,
por de pronto, los residuos de f(z) por z—1; y los resi-
duos analogos, luégo, por el mismo divisor de cuanios cocien-
les enleros se fueren sucesivamenle enconirando. Por la regl
anlerior, las operaciones que esto pide se hallan comprendidas
en el estadito adjunto:

(4) 1 +0 —1.5 —=0.7%
+1 -1 —0.5

B 1 +1 —05 (—1.25)

+1 2

() 1 +2 (+1.5)
+1
(D) )3
)=y +3y +15y—1.25=0.
Despues de averiguar, por tanieo, que esta ecuacion ticne
una raiz comprendida entre 0.4 y 0.5, se hallaré la siguicn-

te, simbolicamente representada por f, (s) = 0, de este modo
andlogo, o, en la fortna, idéntico al anterior:
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4y 1 +83  +135  —1.9%
+0.6 +1.36  +1.144

Y 1 +3.4 +2.86 (—0.106)
+0.4 +41.52

©) 1 +3.8 (+4.38)
+0.4

(D) (1) (+4.2)
fo(5)= 5" + £.25* + £.38 — 0.106 = 0.

El valor de z se halla en esta ecuacion comprendide en-
tre 0.02 y 0.03 (cociente de 4 0.106 por 4.38); y, por
fo tanto, para pasar a4 la siguiente, f5(#)==0, habrd que
efectuar las operaciones, sicmpre arregladas a la pauta de las
precedenles, que & continuacion se indican.

1 +4.2 438 —0.106
+0.02 40084k  +0.089288

1 +4:22 44648 (—0.016712)
+0.02 +-0.0848

1 420 (+4.5492)
—+0.02

(1) (+4.26)

fs () =u” + 4.26 v* + £.5492 4 — 0.016712 = 0.

Y asi podria continuarse indefinidamente, aplicando la
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misma regla a la formacion de las diversas ecuaciones trans-
formadas de la primiliva, hasta donde se creyese necesario
prolongar la serie de operaciones iudicadas.

11.—En la practica el uso de los coeficienles, compuestos
de gran namero de cifras decimales, no es demasiado conve-
nienle, y se evita, sin aumento de {rabajo m complicacion de
ningun genero, apelando & un recurso muy conocido y sen-
cillo.

La ecuacion f, (y) =0, en el supuesto de que la f(x)=0
solo contenga una raiz real, comprendida entre los nlimeros
@ y a+ 1, debe conlener olra, entre 0.0 y 1.0.—Pero st
el segundo de sus coeficienles le multiplicamos por 10; el ler-
cero por 100; por 1000 el cuarlo; y asi analoga y respecliva-
mente los demas conseculivos, 1a nueva ccuacion resullanie
poscera una raiz décupla de la f, =0 primiliva; v, por lo
lanto, conienida entre 0 y 10.

En ¢l caso particular propuesto la ecuacion f, =0, mo-
dificada, es la siguiente:

y 4 30 4 4 150y — 1250 = 0;
v en ella los ensayos 6 lanleos necesarios para delerminar los
dos nimeros conscculivos entre los cuales su raiz debe ha-
larse contenida se haran con los enteros 0,1, 2 ..... hasta 9.
Y el namero inferior a su raiz expresard la segunda cifra del
valor buscado de z.

Hallado este ndmero, 4, & la transformada siguiente de
[ (xy=40, funcion de z, se pasard mediante las operaciones
sencillisimas, con niimeros enleros, que 4 conlinnacion se ex-
presan:

1 +30 150 -—1250
-+ 4 136 1144

+31  +286 (— 106)

+ & +152
+38  (+438)
-~ 4

(+42)
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Y aunque fa ccuacion en z, con una raiz real comprendida
entre 0.0 y 1.0, sea, en rigor, ésla:

'+ 422 4 4385 — 106 =10,
prefierese a ella la que sigue, de raiz décupla:
5* + 420 5* 4 43800 2 — 106000 = (.

Ala fi(u)=0, anleriormente deducida, ¢ & la que de Ta
tllima ecuacion, funcion de z, podria deducirse, se sustitu-
ve, menlalmenle casi, esta olra:

w4 42060 1« 4- 4549200 » — 16712000 = (;

la cual, como las precedentes de donde se ha derivado, debe
contener una raiz comprendida entre 0 y 10: cuarta cifra
del valor de z, prescindiendo del orden decimal & que per-
tenezca, muy ficil sicmpre de precisar.

Y de la dltima ecuacion, en fin, se desprenderian por el
mismo método expuesto estas olras dos, necesarias para el
caleulo de las cifras 3.7 y 6.* de @, por division de sus Glti-
mos términos, tomados con signos conlrarios, por los coefi-
cienles de los que inmediatamente les preceden:

v* 4= 42690 v* 4 457478700 v — 3026033000 = 0; v
w* 4 §27080 w° - 45799108800 1w — 279623744000 == 0.

12.—Los coeficientes de estas varias ecuaciones van su-
cesiva y muy rapidamente creciendo, hasta el punlo de ha-
cerse embarazoso su mangjo, ¢ de complicarse cada vez mas
las operaciones numéricas que con ellos deben verificarse: lo
cual limita 6 dificulta la aplicacion del método de Horner, 6
se opone en la practica 4 la investigacion como indefinida Qe
las raices incdgnitas de la ecuacion propuesta. Llegados, sin
embargo, 4 cierto puato, la operacion comenzada puede ler-
winarse, ¢ pasande sibitamente del método de Horner al de
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Newton, y hallando por una sola division olras lanlas cifras
casi de Ia raiz, como ya una en pos de ofra, siicesiva y pau-
latinamente, se hubiesen encontrado; 6 prolongando un poco
mas la aplicacion simplificada, 0 abreviada, del primer méto-
do, anles de recaer en el segundo. Expliquemos como eslo
puede verificarse, con pequefio incremento de trabajo sobre
el ya efectuado desde un principio, en el mismo ejemplo 4 que
en los parrafos anteriores nos hemos referido.

13.—De la ecuacion f, (v) =0 se ha concluido que v s¢
halla comprendida entre los numeros 6 y 7; y, poniendo en
ella por v la expresion 6w, y mulliplicando por 10 las
raices de [a ecuacion asi resullante, se desprende la f; (w)=90,
apropiada al calculo de w. Pero esta misma ecuacion, f; (w)=0,
obtenida por escalones, operando del modo sislemalico refe-
rido sobre las ecuaciones analogas anleriores, se hubiera po-
dido obtener (ambien desde luégo, comenzando por transfor-
mar la f(«) en otra, F(z,)=0. cuyas raices fueran 100000
veces mayores que las buscadas, y suslituyendo despues cn
ella por z, el binomio 142360 -+ w. Luego su ullimo 1érmi-
no coincidira con el valor de # (@), en la formula de aproxi-
macion newtoniana, y el coeficienie anlerior con el de £’ (a),
si en la ecuacion F(z,)=0, y en el polinomio derivado
I (z,) se pone por z, su valor aproximado a, igual a
142360, La correccion w se dedueira, en consecuencia, por
— F(a)
. F'(a) °
vision hasta la segunda ¢ tercera cifra decimal del cociente,
en este caso. Y con incerlidumbre muy pequefia, aunque por
de pronto inevitable, en la ultima cifra decimal, se hallara de
este modo que

@, = 142366.105: ¢ z = 1.42366105 .....

la mencionada formula, w= prolongando la di-

14.—Pero en vez de reemplazar arrebaladamente la ecua-
cion fy(w)=10, ¢
10° 4 427080 w* 4 45799108800 w — 279623744000 = 0,

por la
4+ 457991088600 w — 279623744000 = 0,



AN

compuesta de sus dos wllimos iérminos, considerando para
ello como evanescentes los anleriores, conforme pide la apli-
cacion del método de Newton, y hemos ahora practicado para
deducir el valor de w, hubiéramos podido proceder con al-
guna mavor lentitud y cautela, comenzando por omilir ¢ til-
dar, en el concepto referido, (an sélo el primer término. Y si,
hecho esto, reemplazamos por tres ceros las tres wllimas ci-
fras de los coeficientes restanies, con la precaucion de forzar
en una unidad Ja cuarla, cuando la tercera sea ignal 6 supe-
rior al numero 5, v dividimos por 1000 el resullado, 4 Ia
ecuacion f, (w) = 0 habremos sustiluido esta olra, mucho
mas sencilla:

227 w,* 4 45799109 w, — 279623744 = 0

de la cual se deducird para w, un valor igual casi al de w-
idéntico, si nos atenemos 4 su primera cifra, sexta del valor
buscado de .

A la {llima ccuacion, cuya raiz w,, necesariamente infe-
rior 4 10, se halla comprendida entre los nimeros 6 y 7,
apliquemos de nuevo, y sin varianle alguna, el procedimienlo
de transformacion de Horner, poniendo en ella por w, el bi-
nomio w, 4+ 6, y decuplando luego las raices del resultado;
y hallaremos por de pronto que

427 w,* + 458042330 w, — 481371800 = 0.

0, reemplazando por ceros las dos Gllimas cifras de los
tres coeficientes, que

Lw* -+ 1580423 w, — 4813718 =0.

El valor de w,, que puede lambien considerarse como
igual al de w,, se halla comprendido entre los nimeros 1 y 2.
Luego, poniendo en la tltima ecuacion por w; el binomio
w, 41, y decuplando despues el valor de w,, nos resultard
esta olra:

fw, 4+ 45804310 w, — 23329100 = 0.
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Y de esia ecuacion, suprimiendo las dos ultimas cifras de

los coeficientes, lo cual implica 1a supresion complela de st
primer término, se infiere la que sigue:

+ 458043 w, — 233291 = 0.

De la cual, por division abreviada de sus coeficientes, sc
deduce finalmente que w, = 0,50932.

El valor de la incognita z, cuya primera cifra se deter-
mind por tanteo; las cuatro siguienfes, hasta la ¢ inclusive,
aplicando el método de Horner, sin abreviacion ¢ simplifica-
cion alguna; las olras dos, w, y w,, por el mismo método
abreviado; y las seis Gltimas, w,, por division de un pimero
por oiro, es en conclusion el siguienle, aproximado hasta la
duodécima cifra decimal en este casa:

2 =1.423661050932.....

15.—A las ecuaciones de grado superior al fercero el mé-
todo de Horner se aplica del mismo modo que & éstas, en el
ejemplo acabado de resolver, y con simplificaciones analogas.
Despues de obienidas unas cuantas cifras de la raiz buscada,
y cuando los coeficientes de la ultima ecuacion, transformada
de la primiliva, se hubiesen complicado, ¢ crecido en dema-
sia, se tachara una cifra en el pendllimo, dos en el anferior &
éste, tres en el precedente inmediato, v asi en todos los de-
mas colocados delante, ¢ & la izquierda, hasta el primero in-
clusive. Por efecto de esta supresion de cifras, sistemalica-
mente repelida, llegard un momento en que desapareceran los
términos primero y segundo; el tercero luégo; vy el cuarto, y
el quinlo, y los demas conseculivos, poco a poco. Y cuando
solo subsistan los dos ullimos, la operacion se lerminard por
la regla de Newlon: dividiendo el posterior, tomado con signo
conirario, por e} precedente, de la manera y hasta el punto
referidos.

16.—Sirva, por si todavia fuese necesario, para ilustrar
la doctrina en las precedentes Gltimas lincas condensada, el
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siguienie nuevo ejemplo, algo mas complicado que el en los

anierjores parrafos propuesto y resuelto.
Si se nos diese la ecnacion

vt —22°— 61241502 —89 =0,

comenzariamos por averiguar, por las reglas ordinarias del
Algebra, ¢ aplicando previamente 4 su analisis el teorema de
Sturm, que sus cuatro raices son reales: posifivas (res, y una
negaliva; y que la mayor de las tres se halla comprendida
entre los nameros 9 v 8, v entre los 1 y 2 las dos menores;
v la negaliva entre — 8 y — 9. Y esto averiguado por cual-
quier medio, emprenderiamos la investigacion de la primera
raiz poniendo en la ecuacion que se trata de resolver por z el
binomio #, -4 7. Prévias las operaciones numéricas sencilli-
simas que & continuacion se indican, y que minuciosamente
se explicaron en los parrafos 8 y 9,

1 —2 —61 150 — 89
+ 1 -+ 35 —182 —92

1 + — 26 — 32 (—313)
+ T -+ 84 4406

feb 4

1 +12 4+ B8 (+374)
+ 7 133

1 +19  (+191)
+ 1

1 (+26),

Y decuplando las raices de la transformada, se ballard el re-
suliado siguienle:

x4 260 2,° 419100 2,2 -+ 374000 2, — 3130000 = 0.
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-Mediante algunos tantcos muy sencillos, de esta ecuacion
se deduce que el valor de 2, se encuenlra comprendido en-
tre los niameros 6 y 7. Si, pues, &, se supone igual & «,47
en la primera transformada de la ecuacion propuesta, encon-
traremos esta segunda, despues de decupladas sus raices:

2" 4 2840 2,7 4+ 2399600 z,* +
632144000 2, — 1409440000 = 0.

Y, por division mental de su allimo término por el coefi-
ciente del anterior, v cambio del signo, inferiremos en el acto
que el valor de x, supera al nlimero 2 y es inferior al 3. Po-
piendo, en copsecuencia, por z, el binomio 2,42, y de-
cuplando asimismo las raices de la nueva transformada, nos
resultard que

x4 28480 &7 4 21666400 2.* +

Y del exdmen de esta ecuacion se deduce, & primera visla
casi, que el valor de 2, se halla tambien comprendido entre
los nimeros 2 y 3. Luego, poniendo por «; ¢! binomio 2,42,
y prescindiendo de los ceros necesarios para decuplar las
raices de Ja nueva ecuacion resullante, inferiremos, por el
mismo procedimiento de transformacion aplicado en los casos
anieriores, que

2," 4 28488 2,7 -+ 241837304 2, L
642743519392 1, — TOT88722544 = 0.

Con todo lo cual habremos determinado las cuatro prime-
ras cifras de la raiz buscada (¢ ="17.622 .....); a las cuales
facil seria, dividiendo ¢l Gltimo (ermino, con el signo cam-
biado, por el coeficiente del aunlerior, agregar de golpe otras
cuairo.

Pevo si, en este punlo de la operacion, en vez de pospo-
ner un cero al coeficiente del segundo término de la eenacion,
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cuya incognila es 1a z,; y dos, tres y cualro ceros, respecti-
vamente, & los conseculivos; suprimimos una cifra 4 la dere-
cha del pentltimo término, dos a la del inmediato anterior, v
fres 4 la del que & éste precede, y tachamos ademas el pri~~
mero, oblendremos esta otra ecuacion, abreviada de la que
debiamos realmente resolver:

98z,° + 2418373 2,* - 64274351939 2,—70788722544=0.

De la cual se deduce por de pronto que x, se halla com-
prendida enire los nimeros 1 y 2. Y poniendo luégo por =z,
el binomio 2, -1, y verificando analogas supresiones de
cifras, en el resultado inmedialo de la suslitucion, a las efec-
luadas en el caso precedente, que

+ 24185 .* 4 6427918877 z, — 6511952204 = 0.
De esla ecuacion, cuya raiz &, se halla comprendida en-
Ire los nomeros 1 y 2, se pasa por los tramiles expuestos &
la que sigue, sustituyendo en ella por z; el binomio z,+-1:
4242 7,.% 4 642796725 2, — 84009142 =
Y como el valor de z, es inferior & 1a unidad, suponién-~

dole igual & 2, 4 0, sin calculo alguno se deduce inmedia-
lamente que

22, 4 64279672 2, — 84009142 =0.

Entre los niimeros 1 y 2 se advierle que el valor de =,
s¢ encuenira comprendido. Y, por lo fanto, si en vez de «,
sustiluimos en la Ullima ecuacion el binomio zs-1, con-

cluiremos qque

4 64279676 2, — 19729468 = 0.

De donde, por division abreviada, se desprende con suma
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rapidez que z,=0.3069317, con incerlidumbre de algum
unidad, en la Gltima cifra.
El valor buscado de # serd, pues, el que sigue:

z=-+47.622110130693 17 .....

Y si, para comprobar su exactitud 6 grado de aproxima-
cion & la verdad, delerminamos por el mismo procedimiento,
v con independencia los unos de los otros, los valores de las
olras tres raices de la ecuacion propuesta, hallaremos pareci-
damenle que

z=-1.390179663 42228 .....
+ 1042741 427124 49 ...
— 8.055 031 22123994 .....

La suma de los cualro valores asi enconirados cs igual ¥
de signo contrario al cocficiente del segundo término de la
ecuacion propuesta: lo cual puede considerarse, si no como
prueba irrefutable, como indicio suficiente de que en el cur-
so de las operaciones numéricas, verificadas para obtenerlos,
no se ha deslizado error alguno de cuantia.

17.—La investigacion de las dos raices posilivas de la
ecuacion

' —22° — 61 + 150 5 — 89 =0,

comprendidas ambas entre los nimeros enteros conseculivos
1y 2, exige de parte del calculador una precaucion, tan sen-
cilla como importanle, no advertida lodavia, y concernienle
a la distincion ¢ separacion de aquellas raices.

Poniendo, en efeclo, en la ecuacion de que se Lraia por la
incégnita « el binomio z, -1, despréndese desde luego la
siguiente transformada suya:

£+ 202, — 6100 2, 4 26000 7, — 10000 =0.

Y jes en esle caso evidenle que Ja nueva ecnacion solo
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puede conlener una raiz real y positiva, inferior al nimero
10, como en el §. 11, consecuencia del §. 2, se supuso?—De
ningun modo. Si los dos valores de #, comprendidos entre
los nitmeros 1 v 2, no discrepan uno de otro ni en una déci-
ma parle de la unidad, los de z,, que deben servir para
completarlos, limitados en su expresion numérica a una sola
cifra, seran absolutamente iguales; v la ecuacion de donde
procedan s¢lo admilird una raiz comprendida entre 0 y 10.
Pero, si la discrepancia fuese mayor, como en este ¢aso suce-
de, los de x, diferirdn en mas de una unidad, v la ecuacion
que ha de servirnos para delerminarios, admitira dos raices
dislintas, hasla por sus primeras cifras, comprendidas ambas
entre los limites referidos. Evn la duda, pues, y miéniras la
separacion de los valores de « no se hubiese efectuado por
completo, habra que sustituir en Jas transformadas sucesivas de
la ecuacion propucsia tos nimeros consecutivos 0,1, 2..... 10,
para deducir, por los cambios de signo de los resultados, la
posicion y valores de las raices auxiliaves, z,, 6 ., 6 x5, ..... .
necesarios para componer los de la incognita principal z.—
Procediendo con esta precaucion, hallase, en el ejemplo de
que ahora se trata, que la incdgnita auxiliar 6 complementa-
ria 2, admile dos valores: uno, comprendido enlre cero v la
unidad; y otro, entre los nimeros 3 y 4. Luego los valores de
z lo estaran entre 1.0 y 1.1; v entre 1.3 v 1.4 Y si,
esto averignado, ponemos en la primera transformada por z,
¢l binomio «, -+ 0, hallaremos la siguienle, apropiada a la
delerminacion exclusiva de la raiz menor:

4 200 2,"— 610000 z,>+ 26000000 2,— 100000600 = 0;

0 esta olra, que se referird 4 la segunda raiz, si ¢l binomio

Ty + 3:
2.* 4320 2, — 586600 2,* — 9952000 2, + 137210000 =0.
La primera de las cuales sélo admile ya una raiz positiva, in-

ferior 4 10, comprendida entre los nimeros 4 y ; y olra,
poco mayor que 9, la segunda. Y, en consecucncia, la deter-

TOMO XX. 33
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minacion sucesiva de las demas cifras de ambas raices, por
el método de Horner, no presenta desde este momento dificul-
tad tedrica de ningun género.

En suma: miéniras las raices casi iguales de la ecuacion
propuesta no comiencen & separarse 6 deslindarse unas de
otras, las ecuaciones transformadas suyas sucesivas, cuyas
incognitas son la z,, ola 2, ..... , admiliran una sola raiz,
inferior & 10, comun a todas aquellas raices, y facil de pre-
cisar por lanteo. Pero, tan pronto como en wna transformada
se advierlan dos cambios de signo, producides por la suslitu-
cion en ella de los nameros 0, 1, 2 ..... 10, )a separacion de
las raices en dos distintos grupos queda efectuada; y el calcu-
Jo ulterior de las unas se verificara con independencia com-
pleta del de las demas. El principio es general; y, aplicado
con discernimiento v constancia, producira indefectiblemente
la separacion de todas las raices que entre si discrepen en
cantidad algo mayor del limite de aproximacion & la verdad
gue nos hayamos propuesto obtener.

18.—En este cardcter importanle, como en otros varios, el
m¢étodo de Horner concuerda 4 la letra con el mucho mas an-
tiguo de Lagrange.

Recordemos, en efeclo, que este celebérrimo matematico
propuso, para determinar el valor de una raiz de la ecuacion
f(x) =0, comprendida entre los nimeros a y a1, sus-

. )2 > 1 . . . 1
lituir por de pronto a la incognita = ¢l binomio a4 —; y en
Y

1
la transformada, f(a + 7) =u, (y)=0, hallar luégo por

janteo el dnico valor posilivo de y que debe satisfacerla: 6,
procediendo por partes, los dos niimeros enleros conseculivos
entre los cnales la y cstuviese comprendida. Encontrados
estos niimeros, b y 041, en la ccuacion ¢, () =0 pres-

L 1
cribié poner por y ¢l binomio b+ —; y en la segunda

transformada, ¢, (0 + —)=2¢, (z) ==0, delerminar parecida-

mente los dos numeros, ¢ v ¢ -1, que limitan ¢l valor po-
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silivo, unico lambien, de 2. Y, por resultado de esla serie
de operaciones, sencillisimas en teoria, prolongada hasta don-
de fuere 0 se juzgase necesario, es claro que se concluira por
hallar el valor de z, expresado en fraccion continua, y no
decimal, como siguiendo el método de Horner.

Pero todo esto es en la hipdlesis de que la ecuacion que
tratamos de resolver conlenga una sola raiz, entre a v a4-1.
Porque, si contuviese dos, alguna de las {ransformadas suce-
sivas, o, (1) =0, 0 o, (z)=0, 0 o, (u)=0, ..... deberia
contener olras dos; y, en la duda de cuél sera la que las con-
lenga, habra que proceder al analisis de todas muy cuidado-
samente, hasta dar con aquella donde el deslinde de las raices
buscadas se efectia, ¢ comienza a verificarse.

19.—Pero, aunque segun lo acabado de exponer, discrepen
poquisimo en teoria los procedimienios de Lagrange y de Hor-
ner, no sucede lo mismoen la praclica. Porque en el de Lagran-
ge el valor de una incdgnita auxiliar cualquiera, y, z, u,
puede ser grande 6 pequefio, ¥ no hay regla segura, ni expe-
dita, que sirva para determinarle: mieniras que, con arreglo
a los preceplos de! matematico inglés, ya se ha vislo en los
anleriores parrafos cuén sencilla y acerladamente se determina.
Ni en brevedad, ni en precision, ni en ningun otro conceplo,
aventajan al de Ilorner, que resume cuanias veniajas ofrecen
los de sus célebres antecesores, el método de Newlon, ineficaz
hasta que ya la ecuacion csta casi resuelta, ni el de Lagran-
ge, muy trabajoso, y de lentitud desesperadora con frecuen-
cia. El lector puede convencerse de ello facilmente aplicando
los tres mélodos A 1a resolucion de la vulgarisima ecuacion
siguienle, de las ménos complicadas que pueden proponerse:

2 —Tz+7=0.

Por ¢! de Horner, en cosa de dos a tres horas de liempo,
y con trabajo casi mecinico & irreflexivo, se hallaran, con
independencia unos de otros, los resultados siguientes:

z = -+1.356 8§95 867892209 439 .....

4-1.692 021 471 630 095 875 ...
—3.048 917339 522306314 .....
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Las simplificaciones del método no deben comenzar 4 in-
troducirse hasta despues de enconltrar, sin abreviacion algu-
na en el calculo, las seis 6 siele primeras cifras decimales de
las tres raices. Las cifras que siguen se desprenderan luégo
muy sencilla y rapidamente, conformandose con los precep-
tos anteriormente explicados, y en el §. 15 resumidos.



