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RESOLUCIÓN GENERAL DE LIS ECUACIONES N U M E R A S .
(Conclusión.)

CAPITULO VIII.

Complemento de los anteriores.—Notas y adi-
ciones á la doctrina matemática en ellos ex-

puesta.

C.—Sobre la determinación de las raices imaginarias.

\. —Si el procedimiento de Graffe para determinar las raices
reales de una ecuación avenlaja en brevedad y sencillez á lo-
dos los demás procedimienlos conocidos, clásicos en cierto
modo, y más comunmente empleados con igual objeto, el
mismo método, ampliado y perfeccionado por Encke, es el
único que, por regla general, y sin tropezar con enormes di-
ficultades de ejecución, puede practicarse cuando de la inves-
tigación de las raices imaginarias se irala.

Para hallar estas raices, tan rea/es como las con este nom-
bre designadas, y no menos importantes, propónese en casi
lodos los tratados de Algebra, como preferible á cualquiera
otro, el siguiente artificio, basado cu la ingeniosa teoría y
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complicadísima práctica de la eliminación: en la doctrina que
menos atractivo suele presentar cuando por vez primera so
estudia aquella parte principalísima de la ciencia matemática.

En la ecuación f{x) = 0, se dice, póngase por x la do-
ble expresión azhpy/—1; y nos resultará esta otra:

/ > ± fV^T) = <? (a, P) ± ¡3 \ / ^ í . A(«, P) = 0

De la cual se desprenden inevitablemente estas dos:

- = 0 ; y

Y los valores reaten de a y de % que simultáneamente sa-
tisfagan á estas dos ecuaciones, servirán para componer otros
tantos pares de valores conjugados de x, imaginarios, y cor-
respondientes á la ecuación primitiva.

2.—En tan breves términos formulado, no parece que pue-
da haber olro método de investigación más sencillo. Para pene-
trar la malicia que enciérralo las dificultades de cálculo que
le son inherentes, apliquémosle al ejemplo propuesto por
Serret, en la pág. 367 del tomo I de su Curso de Algebra su-
perior: ejemplo indudablemente rebuscado entre los más ino-
centes y sencillos: en su especie, casi pueril.

«Sea, pues, la ecuación

X*— X + 1 = 0,

cuyas cuatro raices son imaginarias (*).

O Antes do afirmarlo, seria menester averiguarlo. Cuando la deter-
minación de las raices se verifica por el método de Enckc, semejante
investigación preliminar es de todo punto innecesaria y excusada.
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Si por x sustituimos ei ella la expresión « ± p y — 1
nos resultarán estas otras do*

(p* _ a*)* — 4 a2 (p- - as> — (4 a* + a — í) = 0; y

Prescindiendo en la segunda del factor p, dedúcese que:

¡3- — a* = —
4a

Y, por sustitución del valor de pa — as en la anterior,
conviértese ésta en la que sigue:

6 4a8 — 1 6 a2 — 1 = 0.

Ó, suponiendo que a = 7 a \/ai> e n esla otra:

a,3 — 4 a,— 1 = 0.

Para resolver esta última ecuación, atribuyamos á la in-
cógnita a, diversos valores particulares, calculemos los cor-
respondientes del primer miembro, y formemos el adjunto
cuadro:

2

3

2.1

2.2

2.11

2.12

a,3— 4at — 1

— 1

+16

—0.139

+0.848

—0.046069

+0.048128

Del cual se deduce que la única raiz positiva, a,, se
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halla comprendida entre los dos últimos números ensayados,
2.11 y 2.12.

Corrigiendo estos valores por el método ó regla de apro-
ximación de Newlon, hallaríamos que la misma raizeslá tam-
bién comprendida entre los números, mucho menos discre-
pantes uno de otro, 2.1149 y 2.1150.

Y, aplicando de nuevo el mismo procedimiento de correc-
ción á estos últimos números, nos resultaría, aproximada
la raiz hasla la 8.a cifra decimal, que «v = 2.11490154.

De este valor de a,, por la fórmula <*='/* y/a,, se in-
fiere luego que <x = ± 0.72113603.

Y, con el doble valor de a, sustituido en la ecuación que
precede á la final, concluyese también que:

£ = ±0.43001425; y p = ± 0.93409929.

Los cuatro valores de x, de dos en dos conjugados, serán,
pues, éstos en conclusión:

x = + 0.12713603 ± 0.43001425 / - i ; y

x = — 0.72713603 ± 0.93409929 y/^4.»

3.—Así, con leves variantes de forma, se expresa Senet
en la obra y página, poco antes, mencionadas.

Pues bien: sin admitir como demostrado por de pronto lo
que no lo está todavía en realidad; sin apelar, para verificar
la eliminación, á recursos ó artificios muy ingeniosos, sí, pero
que no á todo el mundo le ocurren siempre, ni es posible que
muchas veces le ocurran á nadie; sin perder el tiempo en
tanteos, infructuosos y arbitrarios con suma frecuencia; y
hasla sin acordarse para nada del método de aproximación de
Newton,—por la simple y como rutinaria aplicación del méto-
do general en la precedente MEMORIA explicado, en cosa de
veinte minutos, se resolverá la ecuación propuesta, conforme
á continuación se indica:
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(20) a;*—« + 1 = 0

(21) a;4 + 2a;2+a; + l = 0

(2S) a;4—4a;5 + 6a:* — 3 Í C + 1 = 0

(25) a;*+4aj s .+ U « t —3a¡ + l = = 0

(24) a;4— 12 a?3 + 222 a;2 —19 « + 1 = 0

(25) a;4 — 300 x* + 48830 x* — 83 a? + 1 = 0

(2o) a;4—7660 ar +2384319102 a2 — 90771*4-1 = 0.

Y hecho esto, de la última ecuación, transformada de la
(2o), inmediatamente se deduce que

2°log.</o
2 -9.3773644; y .9o*=l.4012685

26log.flo
2 ^=0 .0000000; y ffl

2=0.7136391

Y, de la primitiva, que

/0 = — /, = 1.4542719.

La ecuación (2o) se resuelve, en consecuencia, en las dos
siguientes de segundo grado:

x* 4- 1.4B42719a;+ 1.4012686 = 0; y

a;2 - 1.4542719 x + 0.7136391 = 0.

Cuyas raices son las mismas, poco antes expresas, aunque
aproximadas ahora, no hasta la 8.a, sino solamente hasta la 7.a

cifra decimal. Pero hubiera bastado cambiar de tablas de lo-
garitmos, y efectuar los anteriores cálculos con logaritmos de
ocho ó diez cifras decimales, para obtener los valores de aque-
llas raices, con aproximación á la verdad igual ó mayor que
la obtenida por Serret. Lo cual ni vale casi la pena de mea-
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cionarse, ni en lo más mínimo invalida el mérito del segundo
método de resolución (*).

4.—Al procedimiento primero y más común para deter-
minar las raices imaginarias agregó Lagrange una modificación,
mucho más importante y curiosa en teoría que útil en la práctica.

Las dos ecuaciones «p (a, P) = 0 y ^ (a, p) = 0 subsisti-
rán siempre con el carácter de fundamentales; pero si á ellas
se agrega la transformada de la primitiva, cuyas raices sean
los cuadrados de las diferencias de las mismas raices que
aquella ecuación, f(x) = §, contiene, los valores reales de
P se deducirán resolviendo esta tercera ecuación, y los de a
buscando, por el procedimiento del m . c. d., las raices co-
munes á las dos anteriores, después de poner en ambas por
P los valores que de la tercera se hubieren desprendido.

De la ecuación de los cuadrados de las diferencias se de-
ducirán los valores de P investigando los de las raices reales
negativas que esta ecuación contenga: poique á cada par de

raices imaginarias de la primitiva, a ± p \l—1, corresponde

una diferencia igual á 2(3^ — 1, cuyo cuadrado lo es á
— 4 (3% raiz de la transformada. Divididos, pues, por 4 los
valores absolutos de las raices negativas de esta última ecua-

(') Más rápida todavía que la resolución de la ecuación propuesta
por Serret es la de aquella otra, citada en los preliminares de esta ME-
MORIA, y que Catalán propone como ejemplo de los ensayos infructuosos
á que puede dar motivo la aplicación irreflexiva del método para aislar
las raices, denominado de las diferencias: método excelente, por sí solo,
para perder ó malgastar el tiempo y la paciencia muchas veces.—La
ecuación á que aludimos es la siguiente:

(2o) <c4-t-3a;s— 2 a - f - l = 0.

Cuya transformada final es ésta:

(2i) a;1 — 20610 a3 ~t-106233747 x1 — 4738 a? -4-1 = 0.

De la cual, por los mismos pasos que en el texto, se concluye que
la (2") equivale a estas otras dos ecuaciones de segundo grado:

x3 •+- 0.0994922 x -\- 3.1742518 = 0; y

xi _ 0.0994922 x -+- 0.31503S9 = 0.
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cion, bastará extraer la raiz cuadrada de los cocientes respec-
tivos para hallar los de p, que, sucesivamente, deben susti-
tuirse en las ecuaciones © (a, p) = 0 y 41 (a> P) = 0, para
concluir los de a que les corresponden.

5.—Si para hallar las raices reales déla ecuación primiti-
va, f(x)—0, fuese menester, como Lagrange en principio su-
ponía, formar la ecuación de los cuadrados de las diferencias
de todas sus raices, indudablemente podría utilizarse la se-
gunda ecuación para determinar por el procedimiento referi-
do las raices imaginarias, y completar así la solución de la
ecuación propuesta. Pero como la formación de la ecuación
auxiliar citada pide una eliminación muy penosa de la incóg-
nita x entre estas dos ecuaciones

/•(*) = 0, y /•(iC) + l-^(a . ) +JLy"- ( a . ) + = 0 ,

en la segunda de las cuales representa la y la diferencia de
dos valores cualesquiera de x, ó de dos raices de f{x) = Q,
sólo en casos excepcionales muy sencillos se efec-lúa este tra-
bajo preliminar, y sólo ent.onces podrá utilizarse la ingeniosa
observación hecha, y modificación consiguiente en el método
general, propuesta por Lagrange.

Y aun entonces habrá que proceder con cautela para de-
terminar los verdaderos valores de p. Porque, si bien es cier-
to que á cada par de raices imaginarias conjugadas de la
ecuación f(x) = Q corresponde en la de los cuadrados de las
diferencias de sus raices una raiz real negativa, no siempre la
proposición recíproca es igualmente cierta, ó no siempre á
cada raiz negativa de la segunda ecuación corresponde un
par de imaginarias en la primera. Por ejemplo: supongamos
que la ecuación f (x) — 0 posea, entre otras, tres raices:

una real, a; y dos imaginarias, a ± p \ / — 1 . En la ecua-
ción de los cuadrados de las diferencias de sus raices existi-
rían entonces estas tres raices, reales y negativas: —4 p \
— P2 Y — P2: de las cuales tan sólo la primera corresponde
al par imaginario que se trata de determinar. Resulta, pues,
que á las dificultades de formación y resolución de la cena-
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cion auxiliar, derivada de la primitiva, hay que agregar la
de discernir cuáles son las raices negativas de la una en cor-
respondencia clara y directa con las imaginarias de la otra.
Y, por lo tanto, lo que alguna vez pudiera ser ó considerarse
como simplificación del método general de análisis de la ecua-
ción propuesta, también pudiera alguna otra vez convertirse
en causa de complicación, ó de fastidiosa incertidumbre y de
ambigüedad en los resultados obtenidos.

6.—Ingeniosa y digna de conocerse es la modificación in-
troducida en el método de Lagrange, para determinar las rai-
ces imaginarias de una ecuación, por el matemático inglés
"W. Rutherford. Expliquémosla, valiéndonos para ello de un
ejemplo muy sencillo, ó razonando cu el caso menos compli-
cado que puede presentarse.

Consideremos, pues, la ecuación general de tercer grado,

x* -}- a oo~ + b x -+- c ~ 0,

cuyas raices representaremos por r, una, y por a-±\f—y,
las otras dos.

Si estas dos raices son imaginarias efectivamente, y de-
berá considerarse como cantidad positiva; pero, si fuesen rea-
les, bastaría suponer que el signo propio de y era el negati-
vo. De cualquier especie que sean, no prejuzgando nada sobre
el signo de y, siempre podrán representarse ambas raices en
la forma referida.

De la ecuación propuesta deduzcamos ahora otra, cuyas
raices sean las de la primitiva, disminuidas de la cantidad *•
Representando por y la nueva incógnita, la transformada de
la primera ecuación será la que sigue:

if+ (3a + a) ?/'-' +(Ba2-r- 2«a +/;)?/4-(a5 + rta2 + 6a+c )=0 .

Mas si las raices de la ecuación propuesta supusimos antes

que eran r y « ± >J—y, las de su transformada deberán ser

estas otras: (r—a) y ± \¡—y. Luego la segunda ecuación

equivaldrá á esta otra:

,'/' + (« — r) f + y ,y + y (a — r) = 0.
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De donde se deduce que

3 a + o = a — r;

3 ?•- + 2 a a + b ~ y; y

ar' -f (I as + b a + <? == y (a — í").

O, eliminando la y entre las dos últimas ecuaciones de
condición, que

<*s + « »* + 7, (a1 + 6)« + 7S (« b - c) = 0.

Y de esla ecuación deduciremos el valor reo/ de a; que
nos servirá después para hallar el de y con auxilio de la se-
gunda de las Ires ecuaciones condicionales que preceden; y,
finalmente, el de r, por medio de la primera. La resolución
completa de la ecuación primitiva depende, pues, del conoci-
miento de una sola raiz real de la ecuación auxiliar que se
acaba de construir.

Si, por ejemplo, se nos diese la ecuación

concluiríamos de ella inmediatamente la que sigue:

a* —1.5a —0.75 = 0

La cual, resuelta por el método de Gríiffe, ó por cualquie-
ra otro, arrojaría este resultado:

« = +1.423661.

De donde se deduce, por las fórmulas ó ecuaciones condi-
cionales referidas, que

v/— y = ± 0.283606 \J—\\ y

r = — 2.847322.

La dificultad de hallar las raices imaginarias de la ecua-



474

cion propuesta queda así reducida á la de hallar los valores
de las raices reales de otra ecuación, en cierto modo, deriva-
da ó transformada de la primitiva. Pero ¿de qué grado será
esta segunda ecuación auxiliar? ¿Y cómo sus coeficientes se
componen con los coeficientes de la ecuación primiliva?—Pro-
curemos investigarlo, avanzando un paso más por el camino
ya emprendido.

7.—De la ecuación

xi -\- a x7' + h z'2 -\- cx -J- d= 1),

representando sus cuatro raices, reales ó imaginarias, por

r,, r., y a ± >J—y, se desprende la que sigue, cuyas raices

son (r,—o), (rs —a) y ±sj — y:

Pero las mismas raices que esla ecuación posee también l;i
siguiente:

;/*+ (2a-r,—ra) f+! (x—r.) (a—rs) +y) ?/+

(2a—r,—i\)f-y-\-"\' (a—ri) («—^'j)^"-

Luego:

4 a -|- a = 2 a — r, — 1 \ ;

C a* •+• 3 a a + A = (a — rt) (a — ra) + y;

4 a' -J- 3 a a- + 2 /> a -f c = (2 a. — rt — r") y; y

a." -\- a a.' -f l « ! + C!i + ¿ = (« — »',) (a — ?"2) y.

Estas cualro ecuaciones de condición con cuatro incógni-
tas pueden reducirse á una sola ecuación, con una sola incóg-
nita, que, después de resuelta y calculada, servirá para faci-
litar la solución y cálculo de las demás. Eliminando, por
ejemplo, las r,, r, y y, lo cual es muy sencillo, obtiénese
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para ecuación linal, ó resolvente, con la incógnita a, la que

3 .. , 30*4-26

« (« s+ W) . a (2<f6+c) 4 {b'¡—U)
§ «*+

a(/r-t-<zc—4Í/) ahc~ar d

3 2 - a + 6 4 = °-

Para resolver una ecuación de cuarto grado hay, pues, que
hallar las raices reales de otra de sexto, cuyos coeficientes se
derivan de los de la primitiva por procedimiento ó ley muy
complicada. Cierto que esta ecuación auxiliar, cuando la pro-
puesta carece de segundo término, ó a — O, se simplifica
mucho y hasta se reduce al tercer grado; pero, si aquella pri-
mitiva ecuación es completa, como lo será casi siempre, ó por
regla general, para privarla de su segundo término habrá que
transformarla previamente en otra, y efectuar con este objeto
multitud de operaciones aritméticas. Lo que en un concepto
se gane, se perderá, y habrá que rescatarlo á buen precio, en
otro.

Y lo que, tratándose de las ecuaciones de 4.° grado, ad-
mita todavía algún remedio, ya no le admite, ni bueno ni
malo, en las ecuaciones de los grados superiores. Por el pro-
cedimiento de Rulherford, lo mismo que por el de Lagrange,
con el cual coincide en muchos puntos, la resolución comple-
ta de la ecuación de 5.° grado depende de la determinación
de las raices reales de otra de 10°; la de 6.° grado, de otra
del 1S°; la de 7.° de una del 21°; y asi de las demás sucesi-
vas. ¿Y es racional semejante manera de proceder? ¿ni com-
parable por asomo con el propuesto por Encke, y explicado
en el Capítulo III de esta MEMORIA?—Decídalo ahora, con ple-
no conocimiento del asunto, el lector imparcial y reflexivo.
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C1.—Adición á la nota precedente. Exposición del método de
Horner para hallar las raices reales de una ecuación numérica.

1.—Para hallar la raíz real de la ecuación

as —1.5 a —0.7b = 0,

de cuyo previo conocimiento depende el de las tres raices,
real una é imaginarias las otras dos, de la ecuación conside-
rada en la pág. 473.

ar — G x + 6 = 0,

Itmherford se vale del método de Horner, que bien pudiera
ser completamente desconocido de nuestros muy contados
lectores, á pesar de su mérito incuestionable y de sus 60
años de fecha, si sólo con los tratados elementales de Algebra,
publicados en Francia, estuvieren familiarizados. Aunque el
nuevo método, variante ingeniosa de los más antiguos de La-
grange y de Newlon, sólo sea, como estos, aplicable á la de-
terminación de las raices reales de una ecuación numérica,
después de aisladas ó de separadas unas de otras estas raices,
ó de saber, por resultado de minucioso trabajo de análisis
previa, á cuántas ascienden en totalidad, cuántas son positi-
vas y cuántas negativas, y entre qué límites, ó números con-
secutivos, ó muy poco diferentes uno de otro, se hallan dis-
tribuidas, oportuno nos parece definirle en este lugar y apli-
carle á la resolución de algún ejemplo, como complemento de
lo expuesto en la anterior MEMORIA y adiciones que la acom-
pañan. En Inglaterra el método de Horner es vulgarísimo; y,
aunque por varios conceptos le consideremos inferior en mé-
rito al de Gríiffe, en algún caso pudiera mirarse como prefe-
rible al del matemático suizo, completado por Enckc, por su
sencillez teórica y eficacia notabilísima en la práctica.

En principio se reduce á lo siguiente.
2.—Dada una ecuación numérica, f(x) = Q, y hallada
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la primera cifra, a, de cualquiera de sus raices reales y po-
sitivas, si por x sustituimos la expresión a -f- y, hallaremos
otra ecuación, f[a -\-y) — fi (y) = 0, del mismo grado que
la primitiva, y cuyas raices serán las de ésta, disminuidas en
la cantidad ó número o. Y, si entre a y a + 1 no existía
en la ecuación f{x)=ti más que una sola raiz, en la f(y)=Q
es evidente que sólo existirá otra, comprendida entre cero y
la unidad del orden á que la a se refiera. Sustituyendo, pues.
en la segunda ecuación los números 0.0, 0.1, 0.2, 0.9
y 1.0, fácil será por tanteos averiguar entre cuáles dos con-
secutivos se halla comprendido el valor de y; y el menor de
estos números, que en absoluto designaremos por b, repre-
sentará la segunda cifra del valor de x, cuya primera desig-
namos por a.

De la ecuación /", (Í/) = 0, poniendo por y la expresión
b-\-z, deduciremos luego otra ecuación, fl{b-\-z)=fi{s)=d,
del mismo grado que las dos anteriores, y cuya incógnita z
debe poseer un valor exclusivo, comprendido entre 0.0 y 1
del orden b, ó 0.00 y 0.1 del a.—Ensayando, pues, los
diez números 0.00, 0.01, 0.02 , 0.09 y 0.1, hallaremos
entre cuáles dos consecutivos se halla comprendido el valor
de z; y el menor de estos números, en absoluto c, repre-
sentará ó nos dará la tercera cifra de x.

Y continuando así indefinidamente esta misma serie de
sustituciones, transformaciones, y ensayos ó tanteos, se halla-
rán cuantas otras cifras de la raiz buscada se consideren ne-
cesarias.

3.—Aclaremos esta regla, antes de indicar las varias
simplificaciones que admite, y que propiamente constituyen
el método de Horner, por medio de un ejemplo. Y el ejemplo
será el poco antes aducido.

Del examen de la ecuación

f(x) _ a,' _ 1.5* — 0.75 = 0

inmediatamente se infiere que el valor real de x se halla
comprendido entre los números 1 y 2. Pongamos, pues, por
x el binomio y + 1, y resultará que
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Esta segunda ecuación debe tener una raiz comprendida
entre 0.0 y 1; y nada más que una, si es verdad que la an-
terior sólo contiene otra, entre los números consecutivos
mencionados, 1 y 2.—Ensayando, pues, los 0.0, 0.1, 0.2,
0.3 , se concluye que el valor de y está realmente
comprendido entre 0.4 y 0.5. Luego el de x lo estará en-
tre 1.4 y 1.5; y la cifra 4 será, en consecuencia, la segun-
da de la raiz principal buscada.

En la ecuación f, (y) = 0 pongamos ahora por y el bi-
nomio s + 0.4; y hallaremos que

fi{z) = zri -f 4.2 z*-\-4.38 s —0.106 — 0 .

Y como s, complemento del valor aproximado de y, igual
á 0,4, debe hallarse comprendida entre 0.00 y 0.1, ensa-
yando en la última ecuación los números consecutivos 0.00,
0.01, 0.02, concluiremos por encerrar el valor de s
entre los límites mucho más próximos 0.02 y 0.03.—La ci-
fra 2 será, por lo tanto, la tercera de x.

Y del propio modo, ó por sustituciones y transformaciones
análogas, deduciríamos luego que

fs («) = us + 4.26 a" + 4.5492 u — 0.016712 = 0:

á cuya ecuación corresponde un valor numérico de u, mayor
que 0.003 y menor que 0.004.

Y, á continuación también y como consecuencia de lo que
precede, que

/"<(«) = tr + 4.269 »' + 4.574787-» — 0.003026033 = 0 :

de la cual se deduce para v otro valor, comprendido entre
0.0006 y 0.0007.

Limitando á esto la serie de operaciones, concluyese, en
fin, que « = 1.4236

Adviértase ahora que los tres valores aproximados de z,
u y v (0.02, 0.003 y 0.0006), que, en absoluto conside-
rados, representan las tres últimas cifras de la raiz x, com-
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ciden respectivamenle con los cocientes, limitados á las cen-
tésimas, milésimas y diezmilésimas, de 0.106 por 4.38;
0.01G712 por 4.3492; y 0.003026033 por 4.574*287: úl-
timos términos, con los signos cambiados, de las ecuaciones
/, = 0, f. = 0, y fn= 0, por los coeficientes que inmediata-
mente les preceden.

4.—Y que esto, por regla general, debe muy aproxima-
damente verificarse siempre asi, fácilmente se concibe.

Pues si de la ecuación

Axa + lixa-i + -f Pa? + Qx + R=*0,

por el procedimiento expuesto deducimos estas otras:

A, ,f + nt y - + + ¡\ f + O, y + fl, = o,
A, zn + ]L zn-¡ + + />, 5a + 0, = + 11 = 0,
As u

n + B,un~l + + P. u* + Os w+ 55 = 0,

desde el momento en que admitamos que las incógnitas auxi-
liares y,z,u , representan cantidades muy pequeñas,.
comprendidas entre 0.0 y 1; 0.00 y.0.1; 0.000 y 0.01;
los términos de las ecuaciones donde respectivamenle figuran
elevadas al cuadrado, y potencias superiores á la segunda, po-
drán considerarse como despreciables; y los valores aproxi-
mados de las mismas incógnitas, limitados á una sola cifra, del
orden inmediato inferior al de la anterior, y ya conocida, de
*, se hallarán por división, casi mental, de — R l t ó —R.2> ó
— R. por Qlt Qt, 03 Después de todo, conforme
pide la vulgarísima regla de aproximación, propuesta por
Newton.

S.—Por error material de cálculo, ó por fallar muy ex-
cepcionalmente la regla anterior, á las incógnitas z,u,v, ,
pudiéramos atribuir valores numéricos algo mayores ó meno-
res de los que en realidad les corresponden. ¿De qué manera
nos cercioraremos entonces de la equivocación y lograremos
sin demasiado esfuerzo remediarla?—Veámoslo en un ejemplo:
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en el mismo de que nos hemos servido para la exposición del
método de que tratamos.

Si en la ecuación

ft (z) = z3 + 4.2 s2 + 4.38 z — 0.106 = 0,

suponemos que z es igual á « + 0.03, ynoá? í + 0.02, en
vez de la poco antes designada por fz («) = 0, hallaremos
esta otra:

u" + 4.29 u2 + 4.6347 u + 0.029207 = 0:

la cual no admite solución positiva. Luego el valor hipotético
de s, igual á 0.3, no admite verdadero incremento y debe
considerarse como demasiado fuerte. Pero, formada ya la úl-
tima ecuación, si al cálculo de u aplicamos la regla acos-

n
lumbrada [u = -p--), y forzamos también en una unidad

el cociente, hallaremos que u — —0.007; y x, por lo tan-
to, igual á + 1.423 ( = 1 -\-y-\-z-\- u): lo mismo que, pro-
cediendo con mayor cautela, habíamos poco antes encontra-
do. Y, si en la ecuación anterior, por u ponemos —0.007+">
recaeremos sin variante alguna en la ecuación f,t (») = 0: con
lo cual el error, ó inadvertencia cometida en el cálculo de z,
queda por completo remediada.

Pues suponiendo que por % se hubiese sustituido en la
ecuación /"« (JS) = 0 la expresión w + 0.01, de la ecuación
entonces resultante

M3 + 4.23 u1 + 4.4643 w - 0.061779 = 0.

deduciríamos para u un valor igual ó superior á 0.01:
prueba de que el de z, adoptado como bueno, es en reali-
dad pequeño.—Con mediana práctica en el asunto, y un poco
de atención, el calculador decidirá inmediatamente lo que le
conviene y debe hacer, para salvar ésla y cualquiera otra di-
ficultad por el estilo que en el curso de las operaciones pu-
diera presentársele, más bien por distracción suya que por
error ó deficiencia del método.
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6.—De lo hasla ahora expuesto se deduce que el cálculo
de las incógnitas auxiliares, y, z, u, no presenta difi-
cultad alguna, después de halladas las ecuaciones /"2 = 0,
/5 = 0, que las contienen. Pero ¿cómo estas ecuaciones
unas de otras pueden desprenderse fácilmente?

La designada por fi{y)—ü, iguala f(y-\-a) — Q, sá-
bese bien que equivale á esta otra:

/"(«) 4-/"(«)•</4-f»-4r+ +r(«)-sr^—=o.
& ¿.o n

Y lo mismo que la /", de la f, se desprenden de la /", la
/«., de la f, la /,, y asi todas las demás consecutivas.

Pero si. con arreglo á la ley en la expresión anterior for-
mulada, hubieran de construirse sucesivamente las diversas
funciones, ft,fitf^ el procedimiento de Horner, para
hallar los valores de las raices reales de f(x) = 0, sería por
extremo largo y penoso, y de muy menguada utilidad en la
práctica. El arle consiste en pasar de una ecuación auxiliar á
otra, de la primera á la segunda, ó de la octava á la novena,
sin esfuerzo de atención, ó de un modo rutinario y casi mecá-
nico, mediante una serie de operaciones numéricas muy sen-
cillas, y conslanlemente las mismas.

7.—Para explicar y comprender cómo puede ser esto así,
supongamos que

/ (x) —pnxn + p, xn" + p, arn-s -f + />„_, x + pa.

Si por x ponemos en esla expresión el binomio a-\-y,
nos resultará que

Y si deshacemos lo hecho, poniendo en esla segunda ecua •
cvou por y su igual x — a, hallaremos que también

f(x)=qQ {x—a)n+qi [x-a)a-l+qA<B—a)™+ +
gn_2 (x—aY 4- qn-i [x—a)-\-qa.

Los coeficientes /)«,/>,, ^-., p« son dados ó conocidos

TOMO XX.
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en cada caso particular; y los q0, </,, q., qn designan los
que necesitamos conocer ó determinar, en función de los pri-
meros, para pasar inmediatamente de la ecuación primitiva,
f (%) = 0, á su transformada f {a -J- y) = /", (i¡) = 0.

l'ues del examen de la última ecuación sin dificultad al-
guna se concluye: que el coeficiente qn representa el residuo
de la división de f(x) por a> — o,- el <7n_, el residuo de la
división del cociente entero, que al qn corresponde, por
x — a parecidamente; el qn_» el residuo también de la divi-
sión del segundo cociente entero por el mismo divisor cons-
tante x — a; y asi todos los demás coeficientes q, hasta lle-
gar retrogradando al primero qn.

¿Y cuáles son, en función de los coeficientes conocidos, p,
el primer cociente entero y el primer residuo de la división
de f(x) por x-

Cociente:
a ?—Los que siguen.

p i i *

+P.
xn

+/'*

X™ + ..... +/>„«""*

+ /»,rt"~7'

- j - pn <i

Residuo:

pna" tt a"-* -f-
n_, a + pn =

Expresiones de cuyo examen se deduce: que el residuo es
igual al último término del cociente, multiplicado por a, más
el último término, pn, de f(x); que un coeficiente cualquie-
ra del cociente, desde el segundo inclusive en adelante, se
desprende del anterior por la misma ó análoga regla que el
residuo del último; y que el coeficiente del primer término
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coincide con el del primero de la función ó polinomio pro-
puesto. La manera de hallar el valor de qn, por multiplica-
ciones y adiciones sucesivas, y por regla general muy senci-
llas, queda con esto explicada; y como, á la par que el primer
residuo de la división de f(x) por x— a, se habrá encon-
trado el cociente entero que le corresponde, repitiendo con
este cociente las mismas operaciones que se hicieron con la
función de donde procede, se hallarán el segundo residuo, ó
valor de qn_¡, y el nuevo cociente que ha de servirnos de
base para encontrar por el mismo camino los demás cocientes
y residuos consecutivos.

8.—Sirva de ejemplo aclaratorio de cuanto se acaba de
exponer, el siguiente:

/•(a) = o £4 — 3 a'2 — 7.

Si por x ponemos en esta expresión el binomio y -{- 3,
resultará otra de la forma

f\ (y) = y0!/" + Í. ?r + i* f

Y para hallar el valor de q.¡ (residuo de la división de
/(as) por x — 3) habrá que efectuar las siguientes opera-
ciones :

o a + Pi) a + p, = 15 X 3 - 3 = 42 == ;/s

Po a" +pt<i + ps) a + ps = 42 X 3 + 0 = 126 = p's

PO az + p, a2 + p, a + p2) a + />, = 126X3 — 7 = 371 =qi.

El cociente entero de esta primera división es igual á

. 5 a--- + 1 Ji as" + 4 2 a? -+-136.

Y el residuo de su división por x — 3, ó el valor de qr,.
o hallará análogamente de esto, modo:
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(j>>*+f»7a+/>'.) a+p\ = 132 X 3 + 126 = 522 = qs.

Al residuo #5 corresponde el cociente entero

5 37,+30 a;+ 132;

del cual se desprende el residuo qit de su división por x—3,
por resultado de las siguientes sencillísimas operaciones.

Á este último residuo acompaña el cociente entero

8.a;+48;

que, dividido por x — 3, dará de residuo, qlt el número 60,
según á continuación se indica:

p'"0 a + p"\ = 8 X 3 + 45 = 60 = ?1.

Y el último residuo, ó valor de q0, será el coeficiente ti,
que se reproduce en todas las divisiones consecutivas.

Luego

/, [y)= 5 J/4 + 6 0 íf +261 f + S22 y + 311.

9.—Esto, que tal vez parezca largo y complicado todavía,
resulta en realidad muy sencillo disponiendo las operaciones
del siguiente sistemático modo:
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(A) 3 -4-0 — 3 + 0 — 7

+15 +15 4-120 4-378

(II) 5 + 1 5 4-42 +126 (+371)

+ 15 +90 + 3 %

(O 5 +30 +132 (+522)

+ 15 +135

5 +45 (+267)

(/í) (B)

En la linca horizontal (A) se han escrito los coeficientes
de f{x), considerada esta función como polinomio completo.

Debajo del segundo coeficiente hemos puesto el producto
del primero por 3 ; y debajo, en la linea (B), la suma de
este producto y de aquel segundo coeficiente.

Debajo del tercero figura el producto de la suma anterior,
15, por 3; y debajo la suma de este producto y del coeficien-
te á que se refiere.

Debajo del cuarto el producto de la suma anterior, 42,
por 3; y debajo la suma análoga á las dos anteriores.

Y debajo del quinto el producto de la última suma, 126,
por 3; y debajo, y entre paréntesis, la suma de esle produc-
to y del último coeficiente: suma igual al residuo qh, y con la
cual no hay ya ninguna otra operación que verificar.

De la línea horizontal {tí), completada á la izquierda con
el coeficiente 5, y en la cual debe considerarse como supri-
mido el término entre paréntesis de la derecha, se pasa á la
(C) como de la (A) se pasó á la (B). Y de la {€) se des-
prende la (D), y de ésta la {E), repitiendo las operaciones
Sementales, prolijamente enumeradas y explicadas en el caso
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primero.—Todo ello es tan rudimentario y fácil de aprender,
y de tan perfecta monotonía, como cualquier regla funda-
mental de la Aritmética.

10.—Volvamos á considerar la ecuación

/(a;) = #* — !.5 0 — 0.75 = O,

cuya raiz real única se halla comprendida entre los números
1 y 2; y veamos cómo por el procedimiento anterior pueden
deducirse sus transformadas sucesivas, funciones de y, z,u
antes ya consignadas.

Para pasar de la función f(x) á la /", {y), hay que hallar,
por de pronto, los residuos de f(x) por x — 1; y los resi-
duos análogos, luego, por el mismo divisor de cuantos cocien-
tes enteros se fueren sucesivamente encontrando. Por la regla
anterior, las operaciones que esto pide se hallan comprendidas
en el estadito adjunto:

(A) 1 + 0 —1.5 - 0 . 7 8

H-l 4-1 — 0.5

(B)

(O

(D) (l

/', {y) = tf + 3 \f + 1.5 y — 1.25 = 0.

Después de averiguar, por tanteo, que esta ecuación tiene
una raiz comprendida entre O.i y O.'o, se hallará la siguien-
te/ simbólicamente representada por j\2(z) — 0, de este moüo
análogo, ó, en la fortna, idéntico al anterior:

1

1

+ 1

_ f _ l

+ 2

+ 1

—0.

-f-2

(+1.

5

8)

( -1 .25)
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(A) 1 + 3 4-l.ü —1.25

+0.4 +1.36 +1.144

(/I) 1 +3.4 +2.86 í—0.106)

+0.4 +1.52

(61) 1 +3.8 (+4.38)

+0.4

(/>) (1) (+4.2)

f., (z)= r + 4.2 z* + 4.38 — 0.106 = 0.

El valor de z se halla en esta ecuación comprendido en-
Irc 0.02 y 0.03 (cociente de +0.106 por 4.38); y, por
lo tanto, para pasar á la siguiente, f%(u) = 0, habrá que
efectuar las operaciones, siempre arregladas á la paula de las
precedentes, que á continuación se indican.

1 +4 .2 +4.38 —0.106

+0.02 +0.0844 +0.089288

1 +4:22 +4.4644 (—0.016112)

+0.02 +0.0848

1 +4.24 (+4.R492)

+0.02

(1) (+4.26)

fT> («) = „-- + 4.26 i? + 4.5492 u — 0.016712 = 0.

Y asi podría continuarse indefinidamente, aplicando la
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misma regla á la formación de las diversas ecuaciones trans-
formadas de la primitiva, hasta donde se creyese necesario
prolongar la serie de operaciones indicadas.

11.—En la práctica el uso de los coeficientes, compuestos
de gran número de cifras decimales, no es demasiado conve-
niente, y se evita, sin aumento de trabajo ni complicación de
ningún género, apelando á un recurso muy conocido y sen-
cillo.

La ecuación f, (i/) = 0, en el supuesto de que la f{x)~d
sólo contenga una raiz real, comprendida entre los números
a y a-\-\, debe contener otra, entre 0.0 y 1.0.—Pero si
el segundo de sus coeficientes le multiplicamos por 10; el ter-
cero por 100; por 1000 el cuarto; y asi análoga y respectiva-
mente los demás consecutivos, la nueva ecuación resultanlc
poseerá una raiz décupla de la /, = 0 primitiva; y, por lo
tanto, contenida entre 0 y 10.

En el caso particular propuesto la ecuación /', = 0. mo-
dificada, es la siguiente:

f 4. 30 y* + 1B0 y — 1230 = 0;

y en ella los ensayos ó tanteos necesarios para determinar los
dos números consecutivos entre los cuales su raiz debe ha-
llarse contenida se harán con los enteros 0,1, 2 hasta i).
Y el número inferior á su raiz expresará la segunda cifra do!
valor buscado de x.

Dallado este número, 4, á la transformada siguiente de
/"(a;)=0, función de z, se pasará mediante las operaciones
sencillísimas, con números enteros, que á continuación se ex-
presan:

1 -+-30 -4-180 —12SÍ0

+ 4 +13(i + 1 1 U

•4-3Í +286 (— 100)

-4- i +152

+ 38 (+438)
+ 4

(+42;
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Y aunque la ecuación en z, con una raiz real comprendida
entre 0.0 y 1.0, sea, en rigor, ésta:

ss + 42 s2 + 438 s — 106 = 0,

prefiérese á ella la que sigue, de raiz décupla:

sr< -f 420 sa + 43800 % — 106000 = 0.

A la /":,(«) = 0, anteriormente deducida, ó á la que de la
última ecuación, función de s, podría deducirse, se sustitu-
ye, mentalmente casi, esta otra:

u" -f 4260 w* 4- 4549200 u — 16712000 = 0;

la cual, como las precedentes de donde se ha derivado, debe
contener una raiz comprendida enlre 0 y 10: cuarta cifra
del valor de x, prescindiendo del orden decimal a que per-
tenezca, muy fácil siempre de precisar.

Y de la última ecuación, en fin, se desprenderían por el
mismo método expuesto estas otras dos, necesarias para el
cálculo de las cifras 9.a y 6.a de x, por división de sus últi-
mos términos, tomados con signos contrarios, por los coefi-
cientes de los que inmediatamente les preceden:

»s -1- 42690 v1 + 451418*700 » — 3026033000 = 0; y

w3 -f- 421080 to- + 45199108800 w— 279623744000 = 0.

12.—Los coeficientes de estas varias ecuaciones van su-
cesiva y muy rápidamente creciendo, hasta el punto de ha-
cerse embarazoso su manejo, ó de .complicarse cada vez más
las operaciones numéricas que con ellos deben verificarse: lo
cual limita ó dificulta la aplicación del método de Horner, ó
se opone en la práctica a la investigación como indefinida de
las raices incógnitas de la ecuación propuesta. Llegados, sin
embargo, á cierto punto, la operación comenzada puede ter-
minarse, ó pasando súbitamente del método de Horner al de
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Newlon, y hallando por una sola división otras tantas cifras
casi de la raiz, como ya una en pos de otra, sucesiva y pau-
latinamente, se hubiesen encontrado; ó prolongando un poco
más la aplicación simplificada, ó abreviada, del primer méto-
do, antes de recaer en el segundo. Expliquemos cómo eslo
puede verificarse, con pequeño incremento de trabajo sobro,
el ya efectuado desde un principio, en el mismo ejemplo á que
en los párrafos anteriores nos hemos referido.

13.—De la ecuación /"4 {v) — 0 se ha concluido que t> se
halla comprendida entre los números 6 y 7; y, poniendo en
ella por v la expresión 6 + w, y multiplicando por 10 las
raices de la ecuación asi resultante, se desprende la /"5(tü)=O,
apropiada al cálculo de 10. Pero esta misma ecuación, />3(«t>)=0,
obtenida por escalones, operando del modo sistemático refe-
rido sobre las ecuaciones análogas anteriores, se hubiera po-
dido obtener también desde luego, comenzando por transfor-
mar la fix) en otra, F(xi)=0, cuyas raices fueran 100000
veces mayores que las buscadas, y sustituyendo después en
ella por xx el binomio 142360 -\- w. Luego su último térmi-
no coincidirá con el valor de F{a), en la fórmula de aproxi-
mación newtoniana, y el coeficiente anterior con el de F' (a),
si en la ecuación F{xi) = 0, y en el polinomio derivado
F' {xt) se pone por xy su valor aproximado a, igual á
142300. La corrección w se deducirá, en consecuencia, por

la mencionada fórmula, w — — ,-• : , prolongando la di-
b [a)

visión hasta la segunda ó tercera cifra decimal del cociente,
en este caso. Y con incertidumbre muy pequeña, aunque por
de pronto inevitable, en la última cifra decimal, se hallará de
este modo que

xi = 1423K6.105: ó x = 1.42366105

14.—Pero en vez de reemplazar arrebatadamente la ecua-
ción /"s (w) = 0, ó

10» - j . 421080 to* + 4S799108800 w — 279623744000 = 0,

por la
+ 45*799108800 w — 479623144000 = 0,
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compuesta de sus dos úlliraos términos, considerando pans
ello como evanescentes los anteriores, conforme pide la apli-
cación del método de Newton, y hemos ahora practicado para
deducir el valor de w, hubiéramos podido proceder con al-
guna mayor lentitud y cautela, comenzando por omitir ó til-
dar, en el concepto referido, tan sólo el primer término. Y si,
hecho esto, reemplazamos por tres ceros las tres últimas ci-
fras de los coeficientes restantes, con la precaución de forzar
en una unidad la cuarta, cuando la tercera sea igual ó supe-
rior al número 5, y dividimos por 1000 el resultado, á la
ecuación f5 (iv) = 0 habremos sustituido esta otra, mucho
más sencilla:

427 w* + 45799109 w, — 279623744 = 0;

de la cual se deducirá para wl un valor igual casi al de w:
idéntico, si nos atenemos á su primera cifra, sexta del valor
buscado de x.

A la última ecuación, cuya raiz »,, necesariamente infe-
rior á 10, se halla comprendida entre los números 6 y 7,
apliquemos de nuevo, y sin variante alguna, el procedimiento
de transformación de Horner, poniendo en ella por wt el bi-
nomio tos + 6, y decuplando luego las raices del resultado;
y hallaremos por de pronto que

427 i<v + 488042830 w, - 481371800 = 0.

Ó, reemplazando por ceros las dos últimas cifras de los
tres coeficientes, que

4 to,* + 4380423 w, - 4813718 = 0.

El valor de iv-, que puede también considerarse como
igual al de ioa, se halla comprendido entre los números 1 y 2.
Luego, poniendo en la última ecuación por w5 el binomio
WÍ + 1. y decuplando después el valor de wit nos resultará
osla otra:

4 w.c + 4b804310 u>, — 23329100 = 0.
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Y de esta ecuación, suprimiendo las dos últimas cifras de

los coeficientes, lo cual implica la supresión completa de su
primer término, se infiere la que sigue:

+ 458043 w, - 233291 = 0.

De la cual, por división abreviada de sus coeficientes, so
deduce finalmente que w5 — 0,50932.

El valor de la incógnita x, cuya primera cifra se deter-
minó por tanteo; las cuatro siguientes, hasta la t> inclusive,
aplicando el método de Horner, sin abreviación ó simplifica-
ción alguna; las otras dos, io, y v>s, por el mismo método
abreviado; y las seis últimas, to5, por división de un número
por otro, es en conclusión el siguiente, aproximado hasta la
duodécima cifra decimal en este caso:

« = 1.423661050932

IB.—Á las ecuaciones de grado superior al tercero el mé-
todo de Horner se aplica del mismo modo que á éstas, en el
ejemplo acabado de resolver, y con simplificaciones análogas.
Después de obtenidas unas cuantas cifras de la raiz buscada,
y cuando los coeficientes de la última ecuación, transformada
de la primitiva, se hubiesen complicado, ó crecido en dema-
sía, se tachará una cifra en el penúltimo, dos en el anterior á
éste, tres en el precedente inmediato, y así en todos los de-
más colocados delante, ó á la izquierda, hasta el primero in-
clusive. Por efecto de esta supresión de cifras, sistemática-
mente repetida, llegará un momento en que desaparecerán los
términos primero y segundo; el tercero luego; y el cuarto, y
el quinlo, y los demás consecutivos, poco á poco. Y cuando
solo subsistan los dos últimos, la operación se terminará por
la regla de Newton: dividiendo el posterior, tomado con signo
contrario, por el precedente, de la manera y hasta el punto
referidos.

16.—Sirva, por si todavía fuese necesario, para ilustrar
la doctrina en las precedentes últimas líneas condeusada, el
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siguiente nuevo ejemplo, algo más complicado que el en los
anteriores párrafos propuesto y resuelto.

Si se nos diese la ecuación

x4 — 2 ÍC5 — 61 x* + ISO a — 89 = 0,

comenzaríamos por averiguar, por las reglas ordinarias del
Algebra, ó aplicando previamente á su análisis el teorema de
Sturm, que sus cuatro raices son reales: positivas tres, y una
negativa; y que la mayor de las tres se halla comprendida
entre los números 9 y 8, y enlre los 1 y 2 las dos menores;
y la negativa entre — 8 y —9. Y esto averiguado por cual-
quier medio, emprenderíamos la investigación de la primera
raiz poniendo en la ecuación que se trata de resolver por x el
binomio xt + 7. Previas las operaciones numéricas sencillí-
simas que á continuación se indican, y que minuciosamente
se explicaron en los párrafos 8 y 9,

1 _ 2 _ 61 4-150 — 89

+ 7 + 3 5 _182 —224

1

1

1

4- 5

4- 7

4-12

4- 7

4-19

4- 7

— 26

4- 84

4- 58

4-133

(4-191)

- 32 (—313)

4-406

(4-374)

1 (4-26),

Y decuplando las raices de la transformada, se bailará el re-
sultado siguiente:

x* -f 260 xf + 19100 a>* -f 374000 as, - 3130000 - 0.
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Mediante algunos tanteos muy sencillos, de esta ecuación
se deduce que el valor de a>t se encuentra comprendido en-
tre los números 6 y 1. Si, pues, a, se supone igual á xt-\-l
en la primera transformada de la ecuación propuesta, encon-
traremos esta segunda, después de decupladas sus raices:

a?/ + 2840 oy + 2399600 x.? -f

632144000 x, - 1409440000 = 0 .

Y, por división mental de su último término por el coefi-
ciente del anterior, y cambio del signo, inferiremos en el acto
que el valor de x.2 supera al número 2 y es inferior al 3. Po-
niendo, en consecuencia, por aca el binomio « 5 - f 2 , y de-
cuplando asimismo las raices de la nueva transformada, nos
resultará que

x," -f 28480 x-: + 241666400 x:; +

6411761)12000 x-, - 1355308640000 = 0 .

Y del examen de esta ecuación se deduce, á primera vista
casi, que el valor de x- se halla también comprendido entre
los números 2 y 3. Luego, poniendo por a;s el binomio a?4+2,
y prescindiendo de los ceros necesarios para decuplar las
raices de la nueva ecuación resultante, inferiremos, por el
mismo procedimiento de transformación aplicado on los casos
anteriores, que

x,t" + 28488 x* + 241831304 x,; +

64214351 «392 x, —10188122544 = 0.

Con todo lo cual habremos determinado las cuatro prime-
ras cifras de la raiz buscada ($ = 1.622 ); á las cuales
fácil sería, dividiendo el último término, con el signo cam-
biado, por el coeficiente del anterior, agregar de golpe otras
cuatro.

Pero si, en este punto de la operación, en vez de pospo-
ner un cero al coeficiente del segundo término de la ecuación,
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cuya incógnita es la xt; y dos, tres y cuatro ceros, respecti-
vamente, á los consecutivos; suprimimos una cifra á la dere-
cha del penúltimo término, dos á la del inmediato anterior, y
Ires á la del que á éste precede, y tachamos ademas el pri-
mero, obtendremos esta otra ecuación, abreviada de la que
debíamos realmente resolver:

28ar4
3 + 2418313 a?4

a + 64274351939 a?4—70188722544=0.

De la cual se deduce por de pronto que a;4 se halla com-
prendida entre los números 1 y 2. Y poniendo luego por x,,
el binomio x¡-\-1, y verificando análogas supresiones de
cifras, en el resultado inmediato de la sustitución, á las efec-
tuadas en el caso precedente, que

!) «.," + (¡427918877 x. — 6511952204 = 0.

Do esla ecuación, cuya raiz so. se halla comprendida en-
tre los números 1 y 2, se pasa por los trámites expuestos á
la que sigue, sustituyendo en ella por x~ el binomio <c6-f-1:

-f 242 x-,r + 642796725 xa - 84009Vi2 = 0.

Y como el valor de #<¡ es inferior á la unidad, suponién-
dole igual á x. + 0, sin cálculo alguno se deduce inmedia-
lamenle que

2 x? + 64 279072 x, — 84009142 = 0.

Entre los números 1 y 2 se advierte que el vator de x,
so encuentra comprendido. Y, por lo tanto, si en vez de x,
sustituimos en la última ecuación el binomio $8 + 1, con-
cluiremos que

+ 04279676 xs - 19729468 = 0.

De donde, por división abreviada, se desprende con suma
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rapidez que ass = 0.3069317, con incertidumbre de alguna
unidad, en la última cifra.

El valor buscado de x será, pues, el que sigue:

« = 4-7.622110130 69317

Y si, para comprobar su exactitud ó grado de aproxima-
ción á la verdad, determinamos por el mismo procedimiento.
y con independencia los unos de los otros, los valores de las
otras tres raices de la ecuación propuesta, hallaremos pareci-
damente que

x = + 1.390 179 663 422 28

+ 1.042 741427124 49

— 8.055 031221239 94

La suma de los cuatro valores así encontrados es igual y
de signo contrario al coeficiente del segundo término de la
ecuación propuesta: lo cual puede considerarse, si no como
prueba irrefutable, como indicio suficiente de que en el cur-
so de las operaciones numéricas, verificadas para obtenerlos,
no se ha deslizado error alguno de cuantía.

17.—La investigación de las dos raices positivas de la
ecuación

x* — 2 a;5 — 61 £cs + 150 x — 89 = 0,

comprendidas ambas enlre los números enteros consecutivos
1 y 2, exige de parte del calculador una precaución, tan sen-
cilla como imporlaule, no advertida todavía, y concerniente
á la distinción ó separación de aquellas raices.

Poniendo, en efecto, en la ecuación de que se trata por la
incógnita x el binomio xl-\-'\, despréndese desde luego la
siguiente transformada suya:

a:,4 + 20 x* — 6100 x* + 26000 <z, —10000 = 0.

Y ¿es en este caso evidente que la nueva ecuación sólo
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puede coatener una raiz real y positiva, inferior al número
10, como en el §. 11, consecuencia del §. 2, se supuso?—De
ningún modo. Si los dos valores de x, comprendidos entre
los números 1 y 2, no discrepan uno de otro ni en una déci-
ma parle de la unidad, los de #,, que deben servir para
completarlos, limitados en su expresión numérica á una sola
cifra, serán absolutamente iguales; y la ecuación de donde
procedan sólo admitirá una raiz comprendida entre O y 10.
Pero, si la discrepancia fuese mayor, como en este caso suce-
de, los de Xi diferirán en más de una unidad, y la ecuación
que ha de servirnos para determinarlos, admitirá dos raices
distintas, hasta por sus primeras cifras, comprendidas ambas
entre los límites referidos. En la duda, pues, y mientras la
separación de los valores de x no se hubiese efectuado por
completo, habrá que sustituir en las transformadas sucesivas de

la ecuación propuesta los números consecutivos 0,1, 2 10,
para deducir, por los cambios de signo de los resultados, la
posición y valores de las raices auxiliares, x¡, ó x.,,¿ xs, ,
necesarios para componer los de la incógnita principal x.—
Procediendo con esta precaución, hállase, en el ejemplo de
que ahora se trata, que la incógnita auxiliar ó complementa-
ria a;, admite dos valores: uno, comprendido entre cero y la
unidad; y otro, entre los números 3 y 4. Luego los valores de
£ lo estarán entre 1.0 y 1.1; y entre 1.3 y 1.1. X si,
esio averiguado, ponemos en la primera transformada por xl
('l binomio $., - j- 0, hallaremos la siguienle, apropiada á la
determinación exclusiva de la raiz menor:

*,*+ 200 xJ'— 610000 x.r-\- 26000000 xt— 100000000 = 0;

ó esla otra, que se referirá á la segunda raiz, si el binomio
*'a + 3:

« / + 320 x/- — B8CC00 x* — 9952000 x, + 137210000 = 0 .

La primera de las cuales sólo admite ya una raiz positiva, in-
ferior á 10, comprendida entre los números i y b; y otra,
poco mayor que 9, la segunda. Y, en consecuencia, la deter-

TOMO XX. 33
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minacion sucesiva de las domas cifras de ambas raices, por
el método de Horner, no presenta desde este momento dificul-
tad teórica de ningún género.

En suma: mientras las raices casi iguales de la ecuación
propuesta no comiencen á separarse ó deslindarse unas de
otras, las ecuaciones transformadas suyas sucesivas, cuyas
incógnitas son la xt, ó la xi, admitirán una sola raiz,
inferior á 10, común á todas aquellas raices, y fácil de pre-
cisar por tanteo. Pero, tan pronto como en una transformada
se adviertan dos cambios de signo, producidos por la sustitu-
ción en ella de los números 0, 1, 2 10, la separación de
las raices en dos distintos grupos queda efectuada; y el cálcu-
lo ulterior de las unas se verificará con independencia com-
pleta del de las demás. El principio es general; y, aplicado
con discernimiento y constancia, producirá indefectiblemente
la separación de todas las raices que entre sí discrepen en
cantidad algo mayor del límite de aproximación á la verdad
que nos hayamos propuesto obtener.

18.—En este carácter importante, como en otros varios, el
método de Horner concuerda á la lelra con el mucho más an-
tiguo de Lagrange.

Recordemos, en efecto, que este celebérrimo matemático

propuso, para determinar el valor de una raiz de la ecuación

/"(«) = 0, comprendida entre los números a y o + l , sus-

tituir por de pronlo á la incógnita x el binomio a-\ ; y en

1
la transformada, f{a-\ ) = » , (?/)=• 0, hallar luego por

jantco el único valor positivo de y que debe satisfacerla: ó,

procediendo por parles, los dos números enteros consecutivos

entre los cuales la y estuviese comprendida. Encontrados

estos números, b y 6 + 1, en la ecuación o, (y) = 0 pres-

cribió poner por y el binomio b -\ ; y en la segunda

transformada, », (b -f —) = oa (s) = 0 , determinar parecida-
Al

mente los dos números, c y c -f-1, que limitan el valor po-
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sitivo, único también, de z. Y, por resultado de esta serie
de operaciones, sencillísimas en teoría, prolongada hasta don-
de fuere ó se juzgase necesario, es claro que se concluirá por
hallar el valor de x, expresado en fracción continua, y no
decimal, como siguiendo el método de Horner.

Pero todo esto es en la hipótesis de que la ecuación que
tratamos de resolver contenga una sola raíz, entre a y a-j-1.
Porque, si contuviese dos, alguna de las transformadas suce-
sivas, <?,(?/) = 0, ó <?a(s) = 0, ó CS3(K) = 0, deberla
contener otras dos; y, en la duda de cuál será la que las con-
tenga, habrá que proceder al análisis de todas muy cuidado-
samente, hasta dar con aquella donde el deslinde de las raices
buscadas se efectúa, ó comienza á verificarse.

19.—Pero, aunque según lo acabado de exponer, discrepen
poquísimo en teoría los procedimientos de Lagrange y de Hor-
ner, no sucede lo mismo en la práctica. Porque en el de Lagran-
ge el valor de una incógnita auxiliar cualquiera, y, s, «,
puede ser grande ó pequeño, y no hay regla segura, ni expe-
dita, que sirva para determinarle: mientras que, con arreglo
á los preceptos del matemático inglés, ya se ha visto en los
anteriores párrafos cuan sencilla y acertadamente se determina.
Ni en brevedad, ni en precisión, ni en ningún otro concepto,
aventajan al de Horner, que resume cuantas ventajas ofrecen
los de sus célebres antecesores, el método de Newlon, ineficaz
hasta que ya la ecuación está casi resuelta, ni el de Lagran-
ge, muy trabajoso, y de lentitud desesperadora con frecuen-
cia. El lector puede convencerse de ello fácilmente aplicando
los tres métodos á la resolución de la vulgarísima ecuación
siguiente, de las menos complicadas que pueden proponerse:

r 1 — 7 a;+ 7 = 0 .

Por el de Horner, en cosa de dos á tres horas de tiempo,
y con trabajo casi mecánico é irreflexivo, se hallarán, con
independencia unos do otros, los resultados siguientes:

x= + 1.356 895 867 892 209 439
+ 1.092 021171630 095 875

— 3.048 017 33!) 522 305 314
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Las simplificaciones del método no deben comenzar á in-
troducirse hasta después de encontrar, sin abreviación algu-
na en el cálculo, las seis ó siete primeras cifras decimales de
las tres raices. Las cifras que siguen se desprenderán luego
muy sencilla y rápidamente, conformándose con los precep-
tos anteriormente explicados, y en el §. 15 resumidos.


