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GIENCIAS EXACGTAS.

O o O

RESOLUCION GENERAL DE LAS ECUACIONES NUMERICAS.

{Continuacion. )

P i

CAPITULO IV.

Ampliacion de la teoria expuesta en el capitulo

brecedente al caso en que la ecuacion, de gra=

do par, que se trata de resolver, contenga raices
reales ¢ imaginarias.

§. 21.

Eninciase de nuevo y se resuclve en términos generales el pro-
blema de los pdrrafos 16 y 17.

_(I{Ianto se acaba de exponer concerniente 4 la descom-
Posicion en n (rinomios de segundo grado, de una ecuacion
df’l grado 2n, en el supuesto de ser todas sus raices imagina-
'1as, puede literalmente casi reproducirse, sin restriccion al-
guna preliminar.

Representemos, en efecto, por el trinomio z* -+ frt v
o de los componentes de la ecuacion; supongamos que,
Por cualquier procedimiento, se haya logrado ya determinar

ToMo xx., 14
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el valor de »; v propongamonos deducir el de f correspon-
diente.

Cualquiera que sea el valor de v, y, por lo tanto, cuales-
quiera que sean las dos raices de la ecuacion propuesta, en
el trinomio consideradocomprendidas: —ambas imaginarias,
st v > /s [? reales las dos y del mismo signo, contrario al
de f, siv >0y <Y f? 6 reales y de signos opuesios, s
v < 0;— aquel Irinomio podrd suponerse siempre desconm-
puesto en dos binomios, de este modo:

o b o+ o=(o+svy) (o4 1vT)

De donde se deduce que
= (e 2)

Y, designando por a y b las dos raices (§. 1) del trinomio,
podremos escribir tambien estas otras igualdades:

oV iy T, e
ﬂ__\/b o=V sy v = ab.

Considerado en absoluto, 0 prescindiendo de su signo, ¥
cou el solo objeto de simplificar un poco la notacion y escri-
tura de las formulas que siguen, el produclo ab le represen-

taremos en adelante por g%, 6 por ¢ el valor de V/v.
Tras de estos preliminares, en la ecuacion general

2o 2 o™ F gy & aga=0

pongamos sucesivamente por « sus dos valores, — gz y — g5~

y oblendremos estos dos, en la apariencia, distintos resulla-
dos: (32)
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¢ — o, gm—i P A gan—e e D + o
+ Can_2 92 2° — dgpy gz + dop = 0; Yy

gan g o, 9211—1 z-—-en-{-i + oy gzn—e z—2n+2 —

+ Goan—2 92 g% — dap_y q g + tan == 0.

Multiplicando 1a primera de estas ecuaciones por ¢~ 577,

yla segunda por g—’“ » 'y combinando los dos resultados
uno con otro, por via de adlclon y de sustraccion, obliénen-
se los dos siguientes (33):

(o) —a gt (5 4 g g (B ) — L

ity g (2 g ) — oy g (T 2
an g™ (P2 =0; ¥
=)y g (Bt ) g™ (Y

R (P ) g g ) —
dy g (50 —57) = 0.

Y suponiendo aliora que
(34) (35)

Ttapg=  =p
Uty g =B,
oy - Uy, g~—2n+4 — ‘32

....................

....................

1t Inpy g0 = B
N + oy — @n
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y aglomerando en uno solo cada dos términos equidistantes
de los extremos, las ecuaciones (33) podran escribirse de este
modo: (36)

g(zn_*_z-—n)___ﬁ_‘_ (Zn-—a + z—n—H) +—§%‘(z““-’+z‘“+9)—...+...
g g

-+ Bn—« (Z+5—‘):l—— _____:0 V

-1

Y (zn . z—n) . %_ (zn—-i . z—n+x) + _g_:_ (zn—ﬂ _— z—n—}-e)_ '_.+m

:Y_n:-z (2.2 —_ z“‘g) —+ IE (z —_ z_‘) =,

n—1

Los binomios de la forma (z® 4 z7®), 6 (z® — 57")
componentes de las ecuaciones anleriores, dependen unos de
olros conforme indican las dos adjunlas relaciones algebrai-
cas: (37)

e + z—n:(z + z-—l) (zn—l + z—n-H) _ (zn—2 + Z—n+2) ,

de las cuales, atribuyendo a n losvaloressucesivos0,1, 2, 3..-
y recordando que

!
.,

Redr=2y zdz'=

se deducen las siguientes expresiones particulares:
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<
<t

(38) (39) |
,.0__;—-0—_— \
20+Z—_9 =92 —z—:;“-
5t + — _L Z.__—-—-—— = -
g s—5
2 e
Ppt=l e =L
] 3 ]
N 2P
Pt = — —3 — “”“‘:1—'—“_1
) g g5 9
g 2 R - 3
5 :—4:_f_— A 42 L_;L___,:__ !
+ 94 t— + gt a 2 q

--------------------------------------------

Las formulas generales, de donde proceden 0 se derivan
las expresiones precedentes, —de cuya exactitud, por otra
parte, podemos cerciorarnos con auxilio de las ecuaciones
condicionales (37),— son éstas: (£0)

n—2 n—4g n—g
Zn—‘-z_'n:—f-;--—'j”‘i;;+Z”gf—n:z‘—‘]”3"ﬁ'_—6+ """ iy
g ) g )
[ L fn—t —3 n—s n—7
Zt;“: F""Nﬂgn_a +1V2gn——:§ "‘A’agn_1 4+ .o

en las cuales las letras M y N designan abreviadamente lo
expuesto en el §. 17.

Con auxilio de eslas dos dltimas formulas, los binomios
contenidos en las ecuaciones (36) pueden eliminarse; 6 que-
dar reemplazados por polinomios de los grados n, n — 1,
P2 . , con respeclo 4 la letra f. Y, verificada esta eli-
minacion, las dos ecuaciones ultimamenie citadas se transfor-
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man, sin variante alguna, en las que paginas mas alrds de-
signamos por (30) y (31), v delenidamente analizamos.
Ni puede ser de otro modo: por cuanto las (30) y (31) pro-
ceden de la ecuacion general, del grado 2a, por la suslitucion

en vez de #; vy las (36) porlade —gz v — gz~ Y como, si
suponemos que

1=00s0-+V—1seno,

lo sera tambien
—— e B .
s =cos9— V—1sen g

y como estos valores particulares de z y de z—' satisfacen 2
las relaciones (37), las dos transformaciones de la ecuacion
general coinciden en principio y no pueden discrepar esen-
cialmente en los resultados ni en un apice. A mayor abunda-
miento, y conforme en uno de los Apéndices a esta Memoria
se demosirara, conviene advertir lodavia que las formulas
auxiliares (40) solo en la apariencia difieren de las que en el
capitulo anterior nos sirvieron para expresar el cosno yla
sen no

~, en funcion de las polencias enieras decre-

sen o

relacion

cientes de cos 9.—In(til es, en consecunencia, insistir un mo-
mento mas sobre esle punio.

§. 22.

Dificultades que pueden presentarse al descomponer una ecuacion
en trinomios reales de sequndo grado, cuando som astmismo
reales sus binomios componentes de primero.

Cuando todas las raices de la ecuacion propuesta son émé-
ginarias,

v=yab= Vet py=D) @—py—D) =yt F =4
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y esle valor de v sabemos ya como se encuentra 6 delermina.
Y, cuando reales, la investigacion es analoga é igualmenle
sencilla. En ambos casos los diversos valores de v se deducen
por la division, unos por olros, de los coeficienles de orden
impar de la ecuacion final, transformada de la primitiva por
laregla del §. 3.°, y exlraccion de las raices aritmélicas de los
cocientes asi obtenidos, cuyos indices coinciden con los expo-
nenies de las polencias a que las raices de la ecuacion pro-
puesta se hubieren en dltimo término elevado. Esto supone
que la propuesta es de grado par, 2n por ejemplo; pero, si
10 lo fuese, haslaria multiplicarla por el factor (# - 0), 0 lo-
dos sus términos por x, para que, sin complicacion de nin-
gun género, pasase del grado 2n— 1 al 2a, al cual se apli-
can los razonamientos anleriores. Sean, pues, reales 6 imagi-
narigs todas las raices de una ecuacion, su distribucion en
lrinomios reales de segundo grado podra siempre verificarse
aleniéndose a las mismas reglas.

Oblenido un trinomio de la forma z* -+ fo -+ v, la mane-
ra mas sencilla de encontrar las dos raices, ay b, en ¢l com-
prendidas, parece ser la siguiente.

Lo Siv> 0y f<?2/y, suponiendo que ’Q—f—::cos o,
v

a=yv (—cos v+ v—1 seno), vy
(1)

b =y/v (— cos © —y/— 1 sen o).

2V

29 Siv>0y f> 2V v, suponiendo que = sen o,

3 T

(42) a=— \/v.lang'fio; ¥y b=—"v.col'/s5.

Y 3.0 Siov <0, prescindiendo por de pronlo del signo de v,

2 v
/

Y suponiendo que =lang ¢,

(43) (l:-]—’\/l?.lall{-‘,"/z?; y b= —Vv.col/s .
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Pero jcual es el signo de v?

Cuando las dos raices a v 0 son imaginarias conjuga-
das, v es esencialmenle positivo; pero, cuando reales, lo mis-
mo puede ser posilivo que negativo. Y como v se deduce, no
de la ecuacion propuesta, sino de la transformada cuyas rai-
ces, @y '™, son, en el segundo supuesto, por necesidad
positivas, v positivo por lo tanto su produclo, 6 el valor de v**,
despues de extraer de este produclo la raiz 2m, falta delermi-
nar el signo de v: signo del cual dependen el cilculo nadabreve
y el valor de f, y, por consecuencia, tambien los valores de
ay b.—La descomposicion en trinomios de segundo grado dela
ecuacion propuesia, y, por lo tanto, su resolucion en factores
de primero, cuando directamente no pueda eslo verificarse,
presenta por tal molivo cierla dificultad ¢ incertidumbre, que
de algun modo conviene desvanecer ¢ eludir.

El mas sencillo consiste en operar, hasla resolverla por
completo en irinomios de segundo grado, no sobre la ecuacion
primitiva, sino sobre su primera transformada (2'), ¢ sobre
aquella ecuacion cuyas raices sean los cuadrados de las mis-
mas raices que se buscan. Porque si los trinomios de la pri-
mera son de la forma

g+ frt+ov=@+a(c+0),
los de la segunda lo seran de esta ofra:

2+ i + 0= (2 + o) (& +b%);

y si fuere, 6 mas facil, 6 mas direcio y preciso, hallar los va-
lores de f v v, que los de f y v, éstos se deducirian luégo de
los anleriores por las siguientes sencillisimas formulas:

W) v=x%Vum yf==V x4/,

En el clculo de f, \/v, debe poscer el mismo signo qu¢
en el de v; y por esle conceplo no cabe incertidumbre ¢ am-
bigiiedad en los resultados. Pero, concerniente a los signos
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de v y de f, que deben adoptarse para componer el (rinomio
z* 4 fr 4 v, la ambigiiedad subsiste por complelo; y sélo
por lanteos, largos y fastidiosos, puede disiparse en la practi-
ca. Preferible, pues, al uso de las formulas (44), es el de las
(42) y (43), aplicables a la investigacion de las raices, a* y %,
comprendidas en el itrinomjo 2* - for -+ vo: porque, ealcula-
dos estos valores, inmediatamente se deduciran los de ¢ y &;
y por simple sustilucion suya en la ecuacion propuesta, se
adverlira luégo sin dificultad qué signos deben precederles
para que puedan considerarse como verdaderas raices, 6 va-
lores legitimos de la incdgnila .

Respectlo al signe de v; no cabe duda de que en todos los
casos debe ser positivo.

Porque, si las raices de la ecuacion primiliva fuesen ima-

ginarias y delaforma e == 81/ —1, el lrinomio real 2*-}-foz-t-v,
coincidira con este otro:

'+ 2¢cos2¢0. 24 g%
en el cnal
o

=Ty o=

Si de Ia forma == § \/:—_1- con el trinomio

2 — A+ Pr=(z—PB) (z—F).

Y, si reales, el trinomio de la transformada equivaldra al
producto de estos dos factores:

(@ + %) X (@4 6%

¥ ©', igual enténces a (ab)?, serfa necesariamente positivo,
cualquiera que fuere el signo de ab 6 de v.

El segundo, muy excepcional, de los ires casos conside-
rados, 6 aquel en que la primera transformada de la ecuacion
Propuesta comprenda dos factores reales de la forma (@ — B3%),
Parece {odavia de inlerpretacion un poco dudosa: porque,
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combinado uno de estos factores con cualquiera olro real de
primer grado, el trinomio resultante de sequndo, lendria su
altimo lérmino negativo. Pero si las v., oblenidas por el pro-
cedimiento latamente explicado, para hallar luégo los diver-
sos valores de ¢* 0 de v, se consideran como posifivas lo-
das, una habra entre ellas que. correspondera al irinomio
#* —2¢°x -} ¢*; y la descomposicion de la primera transfor-
mada {2') en un cierto producto de trinomios de segundo gra-
do, aun entonces sera faclible sin asomo de ambigiiedad.

Por 1o demas, conviene advertir que esta tan curiosa y ni-
mia manera de analizar v descomponer en oiras mas senci-
Has, de segundo grado, }a ecuacion propuesia, operando so-
bre su primera {ransformada, admile en la praclica muy ra-
ras.aplicaciones. Porque si 1as raices de la primitiva son fodas
reales, —y dun cuando sdlo en parfe lo sean, como en olro
capitulo veremos,— lo mds direclo v breve es determinar sus
valores por el mélode general, ¢ emprender desde luégo la
descomposicion de aquella ecuacion en faclores de primer
grado; y si ea folalidad imaginarias, como han de ser con-
Jugadas, en el signo de v no cabe incerlidumbre, y la desconm-
posicion inmediala en Irinomios de segundo grado podra tam-
bien verificarse enténces sin dificullad tedrica de ningun gé-
nero. A esta descomposicion, aplicada, no 4 la ecuacion pri-
miliva (2%, sino 4 su (ransformada primera (2'), sélo habrd
que apelar cuando, por excepcion un poco extrafia, las raices
reales de aquella ecuacion, prescindiendo de sus signos, dis-
crepen apénas unas de olras, y sea, por lo tanto, muy lento, 0
lal vez ineficaz, el primer método de andlisis (§. 3.°), y ambi-
guo el segundo, que se acaba de exponer, por desconocerse 6
priori el signo de v.

Y que nos hallamos en este caso excepcional lo adverl-
remos en los caractéres siguienles:

1.° En que los coeficientes de las transformadas sucesi-

vas, cualquiera que seala potencia a que las raices de Ja pro-
puesta se eleven, son siempre posilivos: prueba de que esias
raices son lodas reales; pues, si existiesen siquiera dos imagt-
narias, el cocficienle, 2 cos m o, del trinomio

£+ 2cosme . 2} g™,
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aumentando m indefinidamente, deberia cambiar una ¢ varias
veces de signo, € introducir una perturbacion en los signos
del produclo total de faclores, de primero 6 de segundo gra-
do, componenles de las varias ecnaciones transformadas.

Y 2. En que uno 0 mas coeficientes de eslas transforma-
das sucesivas variarian con grandisima lentitud, sin aproxi-
marse 0 convergir hacia un limife delerminado, 0 sin que en
su composicion, al pasar de la transformada de érden 2™ 4 la

del 2", dejasen de influir eficazmente los demis coeficienles
de la ultima ecuacion, por la regla general (§. 3.°) obtenida
0 derivada de la propuesta.

Concluyamos. Si en las lransformadas sucesivas algun {ér-
mino cambia de signo, indicio evidenle es de que la propues-
la posee raices imaginarias; v si, tras de un coeficiente de
magnitud y signo variables, figura olro, siempre posifivo y de
valor limitado, 6 independiente de los coeficienles anteriores
v posleriores en el paso de una transformada & olra, de drden
superior, no es meénos cierto que de ¢l podran deducirse lné-
80 uno 6 mas valores de v, esencialmente posiftvos tambien,
por corresponder a doble numero de raices de aquella espe-
cie, conjugadas. Duda sobre el signo de » no puede surgir,
sino cuando esta cantidad se desprenda de algun coeficiente
de la transformada final, constantemente precedido en las in-
lermedias de otro posilivo: duda que las anleriores reflexio-
nes confribuiran 4 disipar ¢ esclarecer, cuando, por excep-
cion muy rara, y como por casualidad, se presentare.

§. 23.

Ampliase la regla de Newton, para la correccion de las raices
aprozimadas de una ecuacion numérica, ¢ la correccion de los
trinomios de sequndo grado.

Si en vez de ser imaginarias las dos raices contenidas en
el trinomio 22 +f0w—|- v,, Tnesen reales, y si en vez de corre-
gir por la regla 0 formula de Newlon los valores aproximados
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de eslas raices, @ v o, Se considerase preferible corregir
los de fo y v, procederiase del siguiente modo, analogo, y
hasta idéntico casi, al explicado en el supuesto anterior, en
el §. 14.—Cuanto en esle capitulo vamos exponiendo no es,
en efeclo, mas que un resuimen, y como reproduccion desde
diverso punlo de vista, de la maleria comprendida en los dos
anferiores.

En la ecuacion propuesta, f(z) =10, sustildyanse sucesi-
vamenie por & sus dos valores aproximados
T==— %o, V¥ &'o=— g5,
y se obtendran estos dos distintos resultados numericos:
[=gn)*]=A4, § [(—g5)]=2B.
Y, multiplicando cada término de los polinomios A y £

por el exponente de 1a z, 6 z',, en &l contenida, se deducirdn
tambien, y al propio liempo casi, estos otros dos:

[n{—gs)* 1=p v [n(—gz )] =¢.
La formula general de Newton
0 = f(wo -+ Amo) = flo) 4 ['(@0) X By ==

f(wﬁ) + wf(wo) X éa_cﬂ?_o = ["Uon] -+ [nmo"] X Alog %o

seconvierle, en los anteriores supuestos, en las dos que siguen:
0=A4pXAloga,, v 0 =84 q¢XAloga’,.
Mas, por ser

Zo == — fJo%o; 108 Zo =108 (— o) +10g 567 ¥

Alogz, =20 log go -+ Alog ze;
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&'o=— go%o"; log &'==10g (— ¢o) — l0g 20 ¥

Alogz's =Alog go— Alog %,
conclityese que
A+px@loggo+Alogz)=10; y
B ¢ X (Alog go—Alog z,) =0,

Y de estas ultimas ecuaciones inmediatamenle se despren-
de que

1 /4 B
Aloggo = —?(7 + _’[—)’ y
(45)

Supongamos ahora que las dos raices 2, y @, sean reales
¥ del mismo signo, lo cual exige que v,==g,"> 0, y </, [o

Por de pronto podremos escribir entdnces las siguientes
igualdades:

fo = (a'/'o + 2y = Jo (20 + ZO—‘); Y

logfo= loggo+4 log(s 42z, 6
(46)

Alog fo=Alog g0+ Alog (20 -+ z57Y).

Y si suponemos ademas, —en lo cual no hay dificultad ni

v
inconveniente de ninguna especie,— que 2\/ 2 == 5en @, N0S

resultara, como al deducir las ecuaciones (&2) que:

So==1tang '/ape, V 5~ =col /s 0.



Y, por lo lanto:

2
Alog(z, =+ 2,~t)=Alog e Alog sen ¢, =

Po

Asen ¢, €08 @,
— —_ O Ao
sen ¢» sen %X o3 ¥
A tang ‘/2(?0 . A (?D
tang‘/sg0  sen o

Alog z, == Aloglang '/, o=

De donde, por la simple eliminacion de A 4,, se desprende
esta otra relacion:

Alog (o + zo7!) = — cos 90 XA log Zo.

Y con eslo, la primera de las ecuaciones (45) y la segunda
de las (46) se convierten en las que siguen:

(4T) QXAloggf,:Alogv(,:—M(—ji--{--—]-}—); y

v q
M(A B) M (A B)
48) Alogfo—— —f —+F — ~— GOS8 @y | ——— =
(48) Alogf. AT . + - cose P

A B
— M (—— sen® !/; @, - —c0s* 1/ soo).
p i 7 /

La letra M representa en estas ultimas formulas el mddulo
de las tablas comunes, ¢ el nimero por que deben multiplicar-
se los logarilmos neperianos para convertirlos en vulgares:
nimero por brevedad omitido en las lineas anteriores.

Pero, en vez de suponerlas del mismo signo, podemos
atribuir signos opuestos a las dos raices reales «, y ',.

En esle caso, que se verificard cuando v, sea menor que
cero (vo < 0), podremos escribir por de pronto que
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f0:.’to + -T'o:go (Zo — Zo_'); 0
(49)
Alog fo=Alog 9o+ A log (5o — z0~).

Y si, prescindiendo del signo de v,, suponemos que

(.) - . .
:‘/”0 == lang ©,, nos resullara tambien que

0

Zo==0C0L"/a %0, ¥ %o ‘==la0g"'/s %o

Y de aqui, procediendo del propio modo que en el caso
anlerior, legaremos sucesivamenle a los siguientes resultados:

—Ag,
Alog (50— 2, )=Alog . col ¢, = ———;
lOb (Zo Zo ) IS Po 51 o €05 G,

— A,
Alog zo =Alog cot /s po= o,

sen @,

Alog (20— zo~!) = sec ¢, X Alog %.

Y de esla ullima relacion, combinada con la segunda de

las (49), v las dos (45), se desprende esta otra final, que es
la buscada:

. MiA ¥/ M A B
(50) Alog D:———(—~ 1 ——)—————sec 0, (—-———):
8/ 2\p ¢ 2 P g

M (A B
—_- — ¢0s” '/, o, ——sen* '/, o, ).
co8 P, \ q

La (&7), veferente & la correccion que debe aplicarse al
logaritmo de vy, vale lo mismo para el caso en que las dos
p
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raices reales del irinomio #*-}- f,x - v, tengan signos iguales,
como contrarios 1 opuestos.
La posibilidad de corregir los valores aproximados de f
y v,, despues de conocidos los aproximados tambien de 2, y ',
que del ultimo trinomio se desprenden, queda con esto de-
moslrada, y explicado & 1a vez el mélodo que para calcular
lales correcciones debe seguirse.

§. 24.

Aplicacion de lo expuesto & la resolucion de un ejemplo.

lustremos con un ejemplo el punto tedrico mas imporlan-
te en este capitulo considerado: el referente 4 la dificultad 6
anomalia de que, poseyendo la ecuacion propuesta raices
reales exclusivamenle, convenga, sin embargo, analizarla
como si todas fuesen imaginarias, y operar, hasta resolverla
por complelo, sobre su primera transformada.

Sea, pues, esla ecuacion muy sencilla la que nos propo-
nemos resolver:

(29 #*—22° — 612”4+ 1502 —89=0.

Su primera lransformada, inmediata ¢ direclamente dedu-
cida por la regla del (§. 3.°), es la que sigue:

(@) 2 --1262° + 414322 + 11642z -+ 7921 = 0.

Reemplazando ahora los coeficientes por sus logarilmos
y aplicando luégo tres veces conseculivas, 4 la formacion de
puevas transformadas, la regla que se acaba de mencionar,
oblendremos los resultados que & conlinuacion se expresan:
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-1

@ 4 2.10037052° 4 3.6173149 2" 4
506602762+ 3.8987800 =0

2 o' 4 3.88024162° 4 7.1537083 2* -+
7.844094k 2+ 7.77975600 =0

(29 a4 T.4641175 2° 4 14.3051403 2 -
15. 4911771 z + 15.5951200=—=0

@) ¢ 4 14.6672678 «* + 28.6102787 2 +
30.9037531 z - 31.1902400 = 0

Del examen de estas ecuaciones se desprenden dos conse-
cuencias importantes.

L* Que las raices de la ecuacion (2°) son todas reales;
Pueslo que todos los coeficientes de sus diversas transforma-
das son posifivos.

Y 22 Que desde la ecuacion (2*) en adelanle los coefi-
cienles tercero y quinto, —de 2* y 2°,— se deducen por sim-
ple duplicacion de los del mismo lugar 6 nombre que les pre-
ceden, ¢ son independientes de los anleriores y posleriores
de la dltima transformada obtenida; mas no los coeficientes
segundo y cuarto, —de z° v x,— los cuales experimentan
lodavia grandes modificaciones, en el paso de una transforma-
da & otra, por resultado de la influencia que en sus valores
ejercen los de «%, y de 2° y 2°.

Si, pues, en ¢} 6rden decrecienle de magnitud absoluta, 6
Prescindiendo de los signos, representamos las cualro raices
de la ecuacion (2°) por las letras a, &, ¢ v d, resulta de lo aca
bado de adverlir que en la ecuacion (2) los coeficientes de

. 4 4 4 4 4%,

"y 20 representan los logarilmos de @ 6* v dea®t* ¢* &
. 1.4 4 :

Pero no los de a* , ni de a? ¢, los de z* y «. La separa-

cion de las raices es solo parcial y no tolal; y lo inico que de
TOMO XX, 15
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ta transformada (2¢) podemos desde luégo deducir son los va-
lores de @ X b y de ¢ X d: precisamente los gue en los anfe-
riores parrafos hemos designado por 4.° v #%, 0, con mayor
propi€dad, por v, y v'.
En efecto:

2*X logab =—28.6102787; v

2t X log abed = 31.1902400.

De donde facilisimamente se concluye que
ab=v,==61.396324; vy ¢d—=v', =1.449598.

Si nos empeddsemos en obtener las cuatro raices de la
ecuacion (2°) por el procedimiento general, explicado y prac-
ticado en el Capitulo I, deberiamos continuar la serie de trans-
formaciones de aquella ecuacion hasta dar con una derivada
suya, cuyos coeficienles fuesen lodos, como los de 2* y #° en
las (2%), independientes por complelo de los anteriores y pos-
teriores en la iransformada precedente.—;Y cual seria en esie
caso la transformada final?>—La novena (2%). Pero otros casos
6 ejemplos analogos podrian presentarse en que la separacion
complela de las raices exigiese todavia nimero mucho mayorde
transformaciones sucesivas; por més que, agrupadas por pa-
res, en el orden de magnitud decreciente, los productos bind-
rios de aquellas raices pudieran delerminarse con suma faci-
lidad y prontitud. Imporia, pues, dun cuando no sea punca
de necesidad absoluta, delerminar los valores de las raices
por un procedimiento algo mas expedito que el general, en el
presente y olros casos parecidos: y para cslo sirve la des-
composicion de la ecuacion propuesta en lrinomios reales de
segundo grado.

Pero, conocidos ya los valores de vo v v, /scra siempre
factible determinar los de f, y f'o por las formulas adecnadas
al objeto, insertas en el (§. 17)? ¢por las () v (0) del (§. 18)
en este caso?—De ningun mode. Los valores de v, y v, (Ue
acabamos de encontrar, como si se lralase del chlculo de 10s



219

modulos de las raices imaginarias, pueden ser positivos 6 ne-
gativos; vy respeclo a los verdaderos signos que debemos an-
teponerles eslamos en la mas complela ignorancia. Lo {inico
que el signo del Gllimo lermino de la ecuacion (2°) nos reve-
la es que wna 0 tres de sus raices son negafivas: que si v, es
pusilivo, o', sera negalivo, y viceversa; y con esto sélo no
sabemos lo bastante para proceder, con plena seguridad de
acierto, & la investigacion de los valores de f, y f'.

Prescindamos, pues, de la ecuacion (2°), ya que en su re-
solucion tropezamos por todas parles con dificultades impre-
vislas y de indole extraia y como rebelde al andlisis, y fije-
mos por un momenfo {a alencion en la (2!): resuella la segun-
da, como resuelta puede considerarse lambien aquella de
donde procede. '

De la transformada (2*) deduciremos los valores de v, y v's,
positivos ambos con toda seguridad, como dedujimos los de v,
Y ¢, de signo incierto y desconocido; por las formulas cila-
das del (§. 18), 6 por el procedimiento explicado en el (§. 13),
que es en este caso todavia mas sencillo, calcularemos los de
[>¥ fs: con lo cnal la descomposicion en {rinomios de se-
gundo grado de la ecuacion (2!) queda verificada; de eslos
Iritomios, 24 fir+va v 2*+ o205, por las forma-
las (42), se deduciran los valores de a?, 8%, ¢® v d* v los de
2, b, ¢y d se concluiran inmediatamenle de eslos Ullimos.
La condicion de que la suma de estas cuatro raices, considera-
das en el sentido vulgar algebraico, ha de ser igual en valor,
pero de signo contrario, al coeficiente del segunde {érmino de
la ecuacion (2°), bastard muchas veces para deferminar fos
Signos de las cualro; y, si esla condicion no fuese suficiente,
1a sustitucion en la ecuacion (2¢) de los valores numéricos en-
Contrados. indicara el sentido en que deben tomarse, y disi-
pard cualquier duda que sobre esle punto reinare todavia.

Compendiemos en el mas breve espacio posible las diver-
838 operaciones que para resolver 1a ecuacion (2¢) deben por
esle procedimiento verificarse.

De la (2*) se deduce que

2 % logvs = 28.6102787; v 2* X log v, v's = 31.1902400.
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Los valores de v: y v',, de estas ecuaciones resullantes,

son los siguienles:

v, = 3769.5098; y v, =2.1013345.

Y por las formulas (a) y () del (§. 18), 6 por el mélodo
del (§. 13), se deduce luégo que

f:==122.98009; y /' =3.019909.

Con esto, la ecuacion (2') se halla ya descompuesla en dos
trinomios de segundo grado, cuya resolucion en factores de
primero se verificara con auxilio de las formulas (42), scgun
a conlinuacion se indica:

Primer trinomio. Sequndo trinomio.
2/ v, /0",
. = Seng, 7 == SCD s
logv, = 3.5762848 logv',= 0.3224952
logy/v: = 1.7881424 log /o', = 0.1612476
log 2= 0.3010300 log 2= 0.3010300
c.olog fi="3.9101652 c.olog fo=1.5200061
logsen g = 1.9993376| log. sen o', = 1.9822837
gy = 86°50'11."0 ¢'s = 13°44'43."6
300 = 43°95' B."B 1y 'y = 36052'21."8
log . tang /o s = 1.9760081 | log . tang'/s o'y = 1.8751059
logy/v.= 1.7881424 logy/vs= 0.1612476
loga®= 1.8121343 log ¢ = 0.2861417
logb* = 1.7641505 logd*=0.0363535

Y, encontrados va los logaritmos de o2, 42, ¢? y ¢, 0 re-
suella la ecuacion (2'), como resuella puede, en efeclo, con-
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siderarse la (2°). Avanzando un paso mas, concliyese final-
menle que

loge = 0.9060671  logc=0.1430708
log 6=10.8820752  log d=0.0181767

1.390179
1.042742

a=8.055030 €=
b ="17.622110 d=

JCuales son los signos de estas cuatro raices?—Negativo el
de la primera, 6 mayor en absoluto; y posilivo el de las olras
lres: de otra manera no es posible que la suma de las cuatro
sea igual al nimero 4 2, 6 al coeficienle del segundo térmi-
no de la ecuacion (2°), tomado con signo conlrario, como de-
be serlo muy aproximadamente, si en el calculo de estas rai-
ces no se ha comelido algun error de cuantia.

CAPITULO V.

Resolucion de la ecuacion numeérica del grado 2 »,
cuyas raices, reales ¢ imaginarias, son desigua=
les, 0 sensiblemente discrepantes unas de otras.

§. 25.

Enunciado del problema y condiciones previas d su resolucion.

Rigurosamente considerado el asunlo, la solucion del pro-
blema que nos ocupa hallase implicitamente contenida en los
capitulos anteriores; siendo menester Unicamente para com-
pletarla ¢ ilustrarla resumir y generalizar cuanto eu las pagi-
nas precedentes, en diversos casos parliculares y bajo de as-
pectos muy distintos, queda ya expuesto y muay al pormenor
delaliado.

Consideremos para ello el caso general de conlener la
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ccuacion propuesta, que se trata de resolver, simultancamen-
te raices reales ¢ imaginarias; pero con la doble restriccion,
por de pronio, de que las raices de ambas especies sean des-
rguales, y de que, disiribuidas las reales, por su orden de
magnitud absolula, en dislintos pares, ningun modulo de las
imaginarias se halle comprendido enire las dos raices compo-
nentes de cada par.—Luégo se examinaran y discutirdn los
casos excepcionales en que estas condiciones previas fallen ¢
no se verifliquen.

Multiplicando, si fuere menester, por & la ecuacion pro-
puesta, su grado podra representarse por 2n, y sera suscep-
lible de resolverse 6 descomponerse en » lrinomios reales
de segundo grado, de la forma z* + fz 4 v; y lambien en
dos solos factores 6 polinomios de la misma especie: uno, del
grado 2p, que conlendra lodas las raices reales; y olro, del
grado 24, todas las imaginarias.—Los valores de v son Jas
verdaderas incdgnilas del problema; pues, si por cualquier
medio conseguimos determinarlos, los de f se deduacirdn lué-
g0, sin dificultad tedrica, por el procedimiento en los dos l-
limos capitulos latamente referido.

Téngase ahora muy presente que eslos valores de v deben
v pueden considerarse como productos binarios de dos raices
reales, ¢ y b; 6 como cuadrados del modulo comun de dos
imaginarias, conjugadas. Y si las raices de la primera especie,
escritas por orden de magnilud decrecienle, y disiribuidas
por pares, son éslas:

ar Vv by, as v by asy b ...l ;.

v las de la segunda, por el orden de magnifud de sus moédu-
los y pares de conjugadas, esias otras:

¢ (Cos o v—1sensg,), gs(cos Gy v'—1 sen )

los diversos valores de o, correspondientes a los n trinomios
de segundo grado, en que pretendemos descomponer la ecua-
cion primitiva, podrin representarse del siguiente modo:
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Y, si entre las magniludes de estos valores de v estable-
cemos, por ejemplo, Ja relacion ¢ dependencia

7/'1> V5>‘/72>/02> "73> ..... ,

conviene adverlir que no s6lo, por bipdtesis, ¢.° sera mayor
que el produclo a, b: (= v.); sino g. mayor tambien que a, y
que bs; v no s6lo g;* menor que el mismo producto a, b, (v.> V),
sino menor que a: y que b.. De esla manera ninguno de los
mddulos consecutivos, g. v ¢, se hallard comprendido enlre
dos raices reales, conseculivas tambien, a, vy b.: conforme
piden las condiciones preliminares del problema, poco anles
enunciadas.

§. 26.

Resolucion del problema en dos distintos supuestos, ambos muy
amplios 6 generales.

(a)—Figurémonos ahora que la ecuacion propuesla pro-
cede del produclo de otras dos ecuaciones, una que conlenga
lodas sus raices reales, y la otra todas las imaginarias. La
transformada, cuyas raices sean las polencias del grado m
de las raices de la primitiva, podra tambien considerarse como
procedenle de la mulliplicacion de otras dos ecuaciones ana-
logas: una, cuyas raices seran las potencias m de las raices
reales que nos proponemos determinar; y, olra, las polencias
del mismo grado de las imaginarias. Estas dos Gltimas ecua-
ciones, componentes de la final, y respectivamente de los gra-
dos 2p y 24, 4 condicion de ser 2p -4 2 ¢=2n, pueden
'epresentarse como sigue, en virlud de lodo lo expueslo en
los lugares oportunos de los dos primeros capitulos: (51)

map_}_p‘xep—n + P, waP—ﬂ_}_paw‘zPﬂ + P, g + ver. =0, y

P40, 01 Qa1 - Qe Qa2 L =0
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en las cuales debe enlenderse que

P=[a" =a™+ b+ a4 b" 4 .....

Pz = [agm bgm] f—— ai'“ b{m + a,m agm + ......

P:;:[(l,mb,'“ a;“]:a,m b{m a2m+am b;m bam+ ..... Y
P4 _— [a,m b‘m ((zm bgm] = a,“‘ b‘m azm bzm + .....

Qi=1f"]

Qe=1[g" 1+ [ 'mf"n]
Qa= [.l/fm /,m] + [f'm f”m f"m]
Qs=1g™ g1+ L9 [ 0] [ 0 [ 'w [0 ']

.............................................

.............................................

Y multiplicandolas una por otra, é igualando a° cero su
producto, obiendremos la transformada de 1a ecuacion prime-
ra, 6 la ecuacion cuyas raices son las polencias m de las
mismas raices de aquella que lratamos de resolver. Esla ecua-
cion, derivada de la primiliva por la regla general del §. 3,
Y en cuyo examen debemos ocuparnos, es la siguiente (52):

R o e e N e e A O A s =
+0)  +P0)  +PQ) 4P 0

+ 0 +P.0Q) 4P 0,

+ 0O +P. Qs

+ O




Pero, antes de pasar mas adelanle, advirtamos 6 recorde-
mos tres cosas.

Primera: que el signo [.....] lo es de suma de las canli-
dades que compendia ¢ simboliza, combinadas enlre si y re-
petidas de cuanlas maneras dislintas sea faclible verificarlo.

Segunda: que el produclo de eslas cantidades simbolicas
se efectua como el de las ordinarias comprendidas dentro del
corchete 6 paréntesis, en términos, por ejemplo, de que

P, Qi - [a‘m b,masz'm];
Pz Qn: [a{m b‘m gigm] + [aqm 641n f'm f"m]; .....

Y, tercera: que entre los simbolos f y ¢ exisle la rela-
cion f, ®W=2¢ ™Xcosme,: enlacual lalelra & indica, en
ambos miembros, un fdimero de érden, 6 el par de raices
imaginarias 4 que las f y ¢ se refieren.

Prévias estas adverlencias, veamos si la ecuacion (52),
muy complicada en la forma, admite algunas notables simpli-
ficaciones.

En el coeficienle de su lercer término (P, P, O, 4 Q.)
figura l1a suma [f'wf"m], incomparablemente menor que la
[9:™], conforme aumenta el valor de m, por razones muy
al por menor consignadas en el Capilulo I de esta Memoria,
Y que seria ocioso repetir.

En el del cuarto término de la misma ecuacion se adver-
lirfa ¢ concluirfa tambien sin dificullad que, con relacion 4 la
suma [a,™ ¢ ™, la [@™f'nf"n] es de todo punto insignifi-
cante, lo mismo que la [f'mf " nf"'m] con respecto & la
[ ).

Y en el coeficiente del quinlo término podran igualmente
lildarse por insignificantes ¢ despreciables,. cuando m repre-
sente un niimero entero muy elevado, las sumas [a,™ 04" f'm [ '],
[aim fm f”mf”,m]; [gl«zm f”m f”'m] v [fm f”m f'”m f“m], en co-
tejo de las [a,™ b ¢.*™], (@™ g™ [w] v [9:2™ g2™].

En vez de la (52) podremos, en consecuencia, escribir esta
olra ecuacion, algo mas sencilla 6 reducida: (53)
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g - Coa ™t F G -G - G L =0
en la cual, (54)

qu[aim]‘}'[f’m];
Cg:[a,mbgm]+[aimf'm]—l-[g«m];
Ca':[a:mbima2m]+[almbimf’m]+[gigm/wm];

(1142 [a‘m b,ma;,"’ bgm]_f‘ [alm b,’"ag”’f'm] __‘_[a‘mb‘mgiﬂm]_{_[g ‘emggﬂm];

En los coeficientes, €, de esta nueva ecuacion es eviden-
te que las sumas {.....], compuesias’ de solas raices reales,
como [a,™ 6™ a,"]; de solos mddulos de imaginarias, como
[9:*™ ¢.*™]; 0 de raices reales combinadas con médulos de
imaginarias, como [a," ™ ¢,*™], propenden, conforme m
aumenta indefinidamente, & confundirse con sus primeros tér-
minos: por hipdiesis, los mayores. Pero las sumas en cuya
composicion figura alguna £, por la variabilidad en magni-
tud y signo de esias canlidades, no es facil, en principio, sa-
ber hacia donde convergen, ¢ de qué modo influyen sobre las
demas y sobre el valor final del coeficiente a que correspon-
den.—La duda, sin embargo, se desvanece si exclusivamente
nos fijamos en los coeficienles de érden ¢ lugar impar, lerce-
ro, quinlo, elc., elc., de la expresada ecuacion (53).

Por ejemplo, el coeficiente, C,, del tercer término pro-
pende a confundirse con esla olra expresion mas sencilla:

n‘m ])‘m + [a‘m/"m] +!/12m

Pero la suma [@™ f'w] es inferior & 2a™ ¢, [cosm )i
y esta Ultima expresion, si g.*>aibi, y 91> a,y, serd des-
preciable con respeclo 4 g.*™: 6 con respeclo & a,” b, si
las relaciones contrarias de magnitud, entre ¢i, ¥ @ ¥ &s
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se verifican. Lnego aquel coeficienle puede, en el limite, 6
cuando m sea muy grande, considerarse reducido & a,™ 6,™
6a g™ a v da Vo

Pues el coeficiente del quinto término se presta a una re-
duccion 6 simplificacion parecida.

Por de pronlo aquel coeficienle puede ser escrilo como
sigue:

™ b,m X a,™ by™ + a," b‘m X g‘gm + glgm X gzgm
+ [(l‘m bim a,™ f’m] + [a‘m g!:’m fm]-

Y como enlre los dos pares de raices reales (a, v b)) v
(a2 ¥ D), y los dos médulos, g, y ¢z, no pueden establecerse
més condiciones, compalibles con las preliminares del pro-
blema (§. 28), que éstas: (53)

G0 > am0,m > g5 S 1T, Y 4> 00> 4> 0> ¢, > 05
a”b™> ¢ > 7 > """, Y >0 > 0> 0> > b
b > g > a0 > 0™, Y A > h>0.> 0> 0>,y
9> > a™ ™ > e b, v 6> 0> S>>0,

resulla que, segun los casos, aquel coeficiente, dividido por
a" b X @™ b, 6 por a™b™X g™, 6 por ¢, X g,
Propendera en el limife hacia la unidad. Luego el coeficienle,
sin modificacion alguna previa, propende, ¢ hacia el limile
uhym, 6el o™ Vo™, 6 el V™ V™ en suma, hacia el produc-
10 de los dos valores de v, de magnitud absoluta mayor, ele-
vado a la potencia m.

El espiritu de la demostracion es de tal indole, que si la
¢cuacion (53) la suponemos procedente de la propuesta, re-
Suella en trinomios de segundo grado, de la forma #*~ff2--v;
Vsi el término v le suponemos procedenle lambien de la
Combinacion, por pares, ordenados por su magnitud, de rai~
ces reales, ¢ de dos imaginarias conjugadas, concluiremos de
lodo lo dicho que, cuando m sca muy grande,—aproxima~
amente cuando menos:



C. :Uim
C, =," "
Y=o
61 IR
Co =v™0v™..... o™
Corry =0 0™ .. o™ O™
b Cop=nM 0™ (T TR N

En el caso, pues, que examinamos, general hasla cierfo
punfo, 6 en que la ecuacion propuesla conlenga raices reales
¢ imaginarias, desiguales lodas, y relacionadas las reales con
los modulos de las imaginarias en los términos bien explici-
tamente referidos (§. 25), los distintos valores de v, de los
cuales dependen (Capitulo 1I1) los de f, se deduciran ufili-
zando los coeficienies de lugar impar, 6 de las polencias pe-
res de x, correspondientes a la Gltima ecuacion transformada
de la primiliva, por las mismas reglas, compendiadas en el
grupo de relaciones (56), que las raices reales, 6 los mddulos
de las imaginarias, se delerminaban en los dos casos extremos
y mis sencillos, ¢ cuando la ecuacion propuesta sélo contenia
raices de una @ olra especie.

(b)—Advirlamos ademas que si 1as vy, vs, s, vovns Ury coees
corresponden 4 dislintos pares de raices imaginarias conjuga-
das, y la v, 4 dos raices reales distintas, a y b, siendo
a>0, no sdlo los coeficientes Cs, Cs, Cs ... Cax propenderan
hacia determinados Zimiles, conforme la potencia m a que
sucesivamenle se van elevando las raices de la ecuacion pro-
puesta aumente, sino que de andloga propiedad disfrulard el
coeficiente C,ppy.

Este coeficiente puede, en efecto, considerarse como de-



229

ducido del anferior, combinando con él, por via de multipli-
cacion v suma sucesivas, las dos raices reales a y b; y lodas
las demas de su especie, inferiores a ellas en magnitud, que la
ecuacion propuesla conluviere; y cuanlas imaginarias, de mo-
dulo asimismo inferior 4 las @ y b, contenga todavia: ele-
vadas todas a la potencia m. Y como en la suma de cuantos
productos distinlos, de 2741 factores cada uno, pueden
formarse con las 2n raices de la ecuacion propuesta, 6 de
su derivada final, sera el predominanie con exceso el prime-
ro de los ahora considerados, resulta que el coeficiente C,,.,
propenderd, conforme m varie y aumente, a confundirse con
el CyuX a™.—Por lo tanfo, las polencias m de las dos raices
reales @ y b, y no sélo la de su producto v,,,, se ballaran
en esle caso, como en el mas sencillo que pudiera proponer-~
se, ya considerado en el Capitulo I, dividiendo sucesivamente
los coeficientes C,,.p, por Co, v Copy por Coppy.

Pero, si en vez de represenlar v.,, un producto de dos
raices reales conseculivas, @ y b, representase el cuadrado
del médulo comun de dos imaginarias conjugadas, en la com-
posicion del coeficienle C,,,, figuraria un término igual a
CuX2¢.. ™cosmg,,,: lérmino, por regla general, de mag-
nifud y signo variable; que predominard sobre todos los de-
mas, cuando m sea muy grande y cos m ¢ muy poco dis-
crepante de la unidad; y de cuyo signo, indelerminable &
priori, dependera enidnces el de C,..,.

m

Y esle mismo valor exlremo, 2 (i X (v,,) *, pero de
signo invariable, serfa tambien en el limite el del coeficiente
Curiys si tas dos raices reales, a v b, fuesen iguales, en vez
de diferenciarse sensiblemente, una de ofra, como poco anle
Supusimos. :

Cuando la ecuacion del grado 2n, que se trata de resol-
Ver, contenga raices reales & imaginarias, resulta, pues, de
Cuanio se acaba de exponer y disculir:

1.° Que los cocficienles de lugar impar de las fransfor-
madas sucesivas seran todos positivos, y propenderan & con-
verlirse en polencias exaclas de los diversos produclos que
con las distintas v pueden formarse.
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2.° Que el coeficienle de lugar par, anlerior al primer
coeficiente de lugar impar en cuya compesicion enlre un pro-
ducto de dos raices reales,—como el C,..,, anterior al Cy,.0,—
propenderd fambien & confundirse con una polencia exacla
del producto de las v anleriores, multiplicado por la mayor
de las dos raices a.

Y 3. Que el mismo coeficiente de lugar par, seguido de
otro impar, en cuya composicion figure un nuevo médulo de
dos raices imaginarias, variara continuamenle en magnitud y
en signo, sin tendencia ¢ propension a confundirse con nin-
guna polencia exacta de canlidades reales.—El cambio de
signo en las transformadas sucesivas es indicio seguro, como
va lantas otras veces hemos repelido, de que la ecuacion pro-
puesta contiene raices imaginarias.

§. 27.

Estudio de los casos excepcionales, no comprendidos en o
pdrrafo anterior.

[wE—

Examinemos ahora algunos de los varios casos excepcio-
nales de que en lotalidad prescindimos al principio del pre-
sente capitulo (§. 25), para simplificar la exposicion de esle
complicado asunto. Aunque el analisis y discusion de tales
casos parezcan, por de pronto, incomplelas y poco generales,
adverlirase luégo sin esfuerzo que las mismas consideracio-
nes y razonamientos pueden facilmente ampliarse 4 cuanlos
olros casos y dificuliades de indole analoga surgieren en la
practica. Mas que & prever y discutir cuantas anomalias en
la maleria de que tratames son imaginables, propenderin las
siguienles advertencias y reflexiones, 4 familiarizar al leclor
con los principios del método que debe observar para inter-
pretarlas recla v prontamenie, donde y cuando quiera que seé

presenten.
(a)—Supongamos, en primer lugar, que la ecuacion pro-
puesia tenga Ires raices iguales & @, y oira simple, b; y que
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a>"b. En la composicion de aquella ecuacion primitiva figu-
rard entonces necesariamente el producto

(@4 0 X (@4 b)=
4+ @a+02+Bar+3ab)* +Batb St o)zt a’ b

y en la de la ecuacion, transformada, cuyas raices sean las
polencias m de la primera, este olro:

(x 4+ a™® X (z -+ b™): cuyo limite, admitida 1a
designaldad de valores de a y de b, es el siguiente:
(57) gt 4 3™ 2+ 3™ a? 0™ -0 b

Si las primeras v, desde la v, hastala v, son indepen-
dientes de estas dos raices @ y b, el coeficiente s podra
escribirse del siguiente modo, conforme lo en el caso general
¥ parrafo precedente expuesio:

.
(Jar =0, " U™ .

Y, para pasar de esle coeficienle 4 los sucesivos, ya de-
pendienles de @ y de b, baslard combinarle de todas las
maneras posibles con la raiz triple ™, y la simple ™, pri-
lero; con los productos binarios, lernarios y cuaternarios de
eslas mismas raices, luégo; y conservar, por ultimo, en las
Sumas de productos asi resullantes, Unicamente los términos
como de drden superior, y que en cierto modo representan Jos
limites hacia los cuales las mencionadas sumas propenden.
Procediendo asi, oblienense sin dificultad los siguientes re-
Sultados: los mismos que se hubieran oblenido multiplicando
t’sl coeficiente €., por los coeficientes del anlerior polinomio,
A conlar del segundo:
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Corror =0 X3 a™;

Cors = Cir X 3 a*™;
(58)

Czr—}—z _ Cﬂr X a:‘m; Y

A Czr—}—é == C2r Xa™ b™.
De donde se deduce que, (59)

Car C C 1 C
2141 R 2rd2 . 2143 . ar--4
_3am, a™ — —

> =ay
Cﬁr Ce r+1 02 -2 3 Cg r+3

Resultados que comprenden, sin ambigiiedad de ningun
género, los caracteres de multiplicidad de la raiz a, y las
reglas a que debemos atenernos para delerminar los valores
de a y de b: reglas que en nada discrepan de las generales,
anteriormente deducidas.

Ni se complica la cuestion, poco ni mucho, por suponer
que a sea menor que b, en vez de suponerla mayor, como
en un principio admitimos. Porque en esla segunda hipdlesis
reemplazarian, al polinomio (57) este otro:

60y +m2*F3a™i™ a4 3a™ 0" x4 a® ™

a los coeficientes del cuadro (58) los que siguen, oblenidos
por la combinacion de C»- con los coeficientes del (60):

Cﬂr-H == Cﬁl‘ X bm;

Corro=0Csr X3 a™b™;
(61)
Corys=Cox X3a*™ ™ y

Czr—M = O X a*™ b™;
y a los cocientes (9) los (62), igualmente nolables por el or

den en que se suceden y las relaciones de magnilud de las
canlidades que represenlan:
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C,, C, Corrs G, 1
(62) ":H:bm; _;"_‘t%__3am’- __i“::__—-;am; y C_;Eﬂ._____._am.
621‘ 2r-+3 3

2 1

v
(‘21'4—1 C2r+2

La existencia, pues, de raices iguales en la ecuacion pro-
puesta, ni complica apénas la solucion general de la misma
ecuacion, ni puede ser causa de nolable ambigiiedad 0 duda
al interpretar los distintos vesullados que se obluvieren, pro-
cediendo, por de pronto, como a ciegas en la invesligacion
de lodas las raices.

(b)—Y, en segundo lugar, continuemos suponiendo que la
ecuacion propuesta confenga una raiz real, g, igual al m¢-
dulo de dos imaginarias conjugadas, asociada con olra, a, real
tambien y. menor que ¢: 6, en mas sucintos términos, supon-
gamos que en la composicion de la ecuacion primitiva figura
esle producto:

@+ fzt ) @+ g) (€4 a)

d el polinomio equivalente

¥ +atfH9)a*+Hag+af+fo+97) &+ afgtag*+g7) 24-ag’.

En la ecuacion final, transformada de Ia primera, entrara
tambien como faclor esle ofro polinomio: (63)

B @™ o+ g 2 (@0 g7 6" fut 4 0T 27 -
(am gm fm +am gem + gf)nl)w + am g:.m_

Y precisamente los coeficientes de esie polinomio, & con-
lar del segundo, son los que deben combinarse por via de
mulliplicacion con el €, para hallar los coeficienles limites
Sucesivos de la ecuacion transformada que se busca. En efec-
lo: si los valores de v, desde v, hasta v, son independien-
les de las cualro raices,—dos imaginarias vy dos reales,—a
que ahora alendemos, del valor de C, se deduciran los de
Cortyy Cirps, «.ee., multiplicando el primero, sucesivamente,
Por aquellas cualro raices, que son las mayores de su espe-

TOMO XX. 16
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cie, no consideradas todavia, y reuniendo en una suma los
cualro produclos asi obtenidos; y verificando despues opera-
ciones analogas con los productos binarios, ternarios y cua-
fernario de las mismas raices. Los resullados finales, supo-
niendo ya muy elevado el valor de m, puede, sin error sen-
sible, admilirse que se reducen & eslos:

Corrr = Cpy X (@™ + fu + 97);
Corre = Co X (" g™ + 0" frn 9" fu + 4"
Corrs = C X (@™ g™ [+ a" g™ 4- ™)1 ¥

\ Corpr==C,p X a™ g™

(64)

Pero, llegados a esle punto, conviene adverliv que el coe-
ficienle a™ -} f,, -+ g™ es indelerminado en magnilud y en
signo.—En efecto: por ser ¢ > a, conforme m aumenle, 12
potencia a™ adquirird un valor relativo cada vez menor, ¥
despreciable al fin, comparada con la ¢™; y el trinomio con-
siderado rediicese enténces al binomio f,, 4 g™ Pero el tér-
mino f, puede variar enire —2¢™ y 42 ¢™: luego lain-
determinacion del trinomio, y, por lo anto, del coeficiente 3
que corresponde, C,.,,, es inevilable en el curso de las
transformaciones sucesivas de la ecuacion propuesta.

Lo propio sucede con el cocficiente C,,,,.—Porque, en el
limite, el polinomio a™ g™ -+ a™ f,, + g™ [ + 9™ se reduce
al binomio ¢™ f, + ¢°™; ¥, como el primer lérmino de est
binomio puede variar entre — 2¢*™ y - 2¢*™ no hay me
dio en realidad de asignar limile alguno hacia el cual pro-
penda el mencionado coeficiente.

Mas el C,. . tiene un valor final delerminado: porque en
el polinomio a™ ¢™ [, 4 a™ ¢*™ 4 ¢>™, el dllimo lérmino
predomina al fin sobre lodos los demas, hasta anularlos por
complelo casi. Y de la misma propiedad goza el C,..,, ¥ PO
razon mucho mas facilmente perceptible todavia.

En resimen: los cuatro coeficienies que en el caso ahord
examinado siguen al C,, en la transformada (2™). podrds
escribirse de este modo:



El cardcler, pues, de este caso excepcional es el de pre-
sentarse en las transformadas sucesivas dos coeficientes con-
seculivos, indelerminados en magnilud v en signo. Mas, pres-
cindiendo de estos dos coeficienles, rebeldes al analisis, los
valores de ¢ v de @ se deducen inmediatamenle, de los dos
siguientes y del anterior a ellos, por el procedimiento senci-
llisimo y general antes expuesto.

Si en vez de suponer que ¢> @, admiliésemos que a>>g,

al cuadro de relaciones algebraicas (65) reemplazaria esle
olro:

Czr—H = O, Xa™
Czr-}-e = (?)
021'—}-5 - (?)

(66)

.C:u‘—}-!; - 02!‘ X a" !)5m3

¥ las consecuencias de su analisis serian las mismas que en la
hipétesis anterior.

(¢)~No dos coeficientes conseculivos, sino fres, cinco, ....,
coeficientes, variables con incesanie irregularidad, nos resul-
larian en las iransformadas sucesivas, si, en lercer lugar, con-
siderdsemos el caso de que la ccuacion propuesta conluviese
dos, tres, ..... pares de vaices imaginarias, no precisamente
iguales, sino doladas del mismo mddulo: como, despues de
fodo o expuesto y referido, seria facil tarea, aunque un poco
larga v fastidiosa, demostrar.

(d—Y, por Gllimo, y para no insistir mis en asunlo fan
sencillo en la practica como dificil y complicado en leoria,
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por su mucha generalidad y variabilidad interminable, supon-
gamos que entre dos raices reales, @ y b, de la ecuacion
propuesta, se halle comprendido el moédulo, g, de dos ima-
ginarias conjugadas.—En aquella ecuacion figuraria entdnces
el producto

(@ +fz+ g% (z+a) @+ D),
equivalente a esle polinomio:

2@+ +@btaf+bf+g)e +

(@bf+ag +bgYetaby
Y este polinomio, suponiendo que
(67) a>g>0,

se convierle en la Ultima ecuacion, transformada de la primi-
tiva, en el que sigue:

(68) &'+ @™+ fu) 2 o (@° 0"+ 0" fu + ™) 0* +
@ 0" fu-a” ™) @ a5 g

Verificandose la doble condicion (67), puede, sin embar-
go, suceder que g* sea mayor que ab, 6 menor, ¢ igual &
este produclo; pero en los tres casos el coeficiente de z°, en
el polinomio (68), propenderd hacia el limite a™; el de #°
resultard indelerminado, en magnitud y signo; v los de &' ¥
z° propenderan evidenlemente hacia los limiles a™ ¢™" ¥
a™ b™ g*™.—Por lo lanlo, suponiendo que los valores de o
desde v, hasla v, inclusive, sean independientes de las cua-
Iro raices que ahora consideramos, nos resultard que

C,, =0, o™ oo™
C,.

(69) { Corr =(0)
Cors = Coy X a™g™™; ¥
Coria=Cyp X a" ™ ¢g*"



237

0, en términos vulgares, nos resultard indeferminado un
solo coeficienle de lugar ¢mpar: anomalia distinla de todas las
adverlidas en los demas casos excepcionales anleriormente
examinados; pero de ninguna trascendencia en el asunto.
Pues, prescindiendo de aquel coeficienle, nada mas facil y ex-
pedilo que hallar los valores de a, ¢* y b, con auxilio de los
olros dos inmediatos, anleriores y posleriores, entre los cna-
les se encuentra comprendido.

(e)—En conclusion: siempre que las raices, reales 6 ima-
ginarias, discrepen unas de olras sensiblemente, la aplicacion,
hasta irreflexiva, mas 6 ménos veces reilerada de Ja regla del
(S. 3), nos proporcionara una ecuacion, derivada de la pro-
puesta, de cuyos coeficientes, limifados lodos, 0 allernativa,
regular 6 irregularmente, limitados 6 indeterminados, podre-
mos deducir los valores de aquellas raices, 6 de sus mddulos,
6 de sus produclos binarios, distribuidos por érden de mag-
nilud. Y la solucion completa del problema no pide lampoco
mas que esto Gllimo, segun lo expueslo y demosirado en los
dos capilulos anleriores.

Ni aun la condicion previa, en el presente admitida como
hecesaria para simplificar 1a exposicion del asunlo,—la de
que sea de grado par la ecuacion que se lrala de resolver,—
liene imporlancia alguna, ni siquiera objelo, en la praclica:
porque, aplicando cuanlas veces fuere menester 1a regla del
§. 3), oblendremos siempre una nueva ecuacion, de cuyos
coeficientes, limitados, en el sentido convencional alribuido a
esta palabra, en totalidad 6 élo en parle, segun la naturaleza
de 1as raices y las relaciones de magnitud que enire las reales
Ylos médulos de las imaginarias existan, imposibles de prever
por de pronto, se desprenderan luégo los valores de aquetlas
taices y de los mddulos con ellas combinados y como insepa-
rables en la ecuacion primitiva.

Bastard resolver un par de ejemplos muy sencillos para
adquirir la cerlidumbre, en algun modo experimental, de lo
ue acabamos de decir, y peneirarse de la generalidad y fe-
cundidad del método de invesligacion y analisis expuesto. La
brueba malerial no es necesaria, ni prueba nada apénas, tras
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¢l razonamienlo fedrico; pero lampoco suele pecar de ociosa
nunca.

S. 28.

Ejemplos y sintests del método.

(a)—Como primer ejemplo, propongamonos hallar las rai-
ces 0 factores de la ecuacion

bar T2+ 22=0,
equivalenie 4 esta olra:
22" +1. b 4. b4=0.

Las dos primeras transformadas, direclamente consirui-
das por la regla del (§. 3), son las sigunienles:

(20" +1.962* — 12,325 +-19.36 = 0; y
(2*) o° - 28,4816 o* - 75.8912 & - 374.8096 = 0.

Bl cambio de signo del coeficienle de « nos indica que
no fodas las raices de la ecuacion (2°) son rcales: y como
una, por lo ménos, debe serlo, concliyese que las olras dos
seran imaginarias.

Reemplazando los coeflicientes de la (2*) por sus logaril-
mos, y aplicando luégo (res veces conseculivas la misma re-
gla de derivacion de nuevas ecuaciones, obli¢nense sin difi-
cultad estos resullados:

@) "+ 145056 2* 4 1.88019 04 2.57381 =0
@& 4 2.819162° — 419286 ¢4 5.14762 =

(@)2° 4+ 5.66839 2+ 7.76185 7 4 10.29524 = 0
(2% &° + 1133654 2* — 16.17769 7 4 20.59048 = 0.
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En la (ransformada (2°) el coeficiente de #° seria 1gual
al duplo del mismo coeficiente en la (2°); el de z volveria a
cambiar de signo: y el de z° se oblendria, como siempre, y
Jo mismo que el de 2* ahora, por simple duplicacion del que
le corresponde en la precedenle. Las operaciones de transfor-
macion 6 derivacion terminan, pues, en la (2%).

Y de esla ecuacion se concluye, sin dificultad, que

%xloga=11.33654; y 2°Xlogabec= 2059048

0 loga = 0.354267 a=2.26083

<

3 Y .
logbe=0.289186) = (bo)=g¢*=1.94619

Conocemos, pues, ya con eslo la raiz real, a,—negaliva
en el sentido vulgar algebraico; y el cuadrado, ¢*, del moé-
dulo de las dos imaginarias conjugadas. El valor de [, que al
ltinomio #* 4 fo -+ ¢* corresponde, se deduce en el ejemplo
propuesto de esta sencillisima condicion:

+2.26083 + f=--1.4

Y, con el grado de aproximacion que el uso de las tablas lo-
garilmicas de cinco cifras decimales permile oblener, concli-
Yyese finalmente que

5 (2*—0.86083 z4+1.94619) (#-2.26083) =5 z° 47 22 }-22.

(b)—Algo mas complicado que el anterior es el siguienle
Segundo ejemplo, que pasamos a resolver.

(2) 2*—Ta* 4103 2° — 2° — 1834 2 — 11824 = 0.

Reemplazando los coeficientes de esta ecuacion por sus
ogaritmos, y calculando luégo los de su primera Lransforma-
dfl con seefe cifras decimales, para evilar muy desde el prin-
tipio la acumulacion de errores, obtiénense por de pronto, es-
los resuliados:
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2% &* — 0.8450980 z* - 2.0128372 &° — 0.0000000 2°—
3.2633993 £ — £.0727644 =10

@Y 7° ~ 2.1958097 z* + 3.8405452 &° 4 5.7350715 2*
6.5237345 o 4 8.1455288 = 0.

Limitemos ahora la aproximacion a la compalible con ¢l
uso de logarilmos de cinco cifras; y como dela ecuacion (2°)
se ha deducido la (2'), asi de ésta se desprenderan sucesi-
vamenle, y cada vez con mayor facilidad, las cuatro que si-
guen:

(29) 2*4 4.033222% 4+ 8.3527T1 o° -+ 11.31186 2°—
1414851 & 4 16.29106 =10
2% @ — $.523772" 4+ 16.66313 2° + 23.02486 z*+
28.07188 & 4 32.58212 = 0
(24 @ +16.28980 2 -+ 33.34053 27 4 46.00544 z*-
55.76589 & - 65.16424 =
@°) o — 33.60217 2* -+ 66.68102 z° + 92.00979 2+
110.64963 2 + 130.32848 =0.

Si de la Gltima ecuacion nos propusiésemos todavia dedu-
cir Ta (2%, adverliriamos: que el coeficiente de * cambiaba
otra vez de signo y conservaba su caracler va manifiesio de
indelerminacion ¢ variabilidad irregular; que los de «* y #°
se oblenian, por el contrario, duplicando los de estas mis-
mas polencias de z en la (2°); y que el de z*, como el de
la #*, conlinuaba indeterminado. Del ullimo coeficiente no
hay que preocuparse; pues en ésfe, como en cualquiera otro
caso, obliénese siempre dicho coeficiente por duplicacion del
que le corresponde en la precedente transformada, con inde-
pendencia completa de todos los demas.

De la ecuacion (2°) sélo podremos, en consecuencia de lo
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advertido, utilizar fres coeficienies para resolver la (2°); y
como ésta contiene cinco raices, 1a solucion resullara incom-
pleta, por de pronto, y se limitara & determinar los valores
aproximados de la tinica raiz real, que aquella ecuacion com-
prende, y de los dos mddulos de sus cuatro raices imagina-
rias. A renglon seguido se expresan las ecuaciones de condi-
cion que han de servir para eslo, y los resnltados finales que
de ellas se desprenden:

2Xlogal = 66.68102 logab=2.083782

Pxlogabe = 92.00979); log ¢ ==0.791524); v

2 X logabede =130.32848 log de =1.197458
ab=¢>=121.278; ¢=06.18764; y de=y¢,>*=15.7564.

Para determinar ahora los valores de £y f,, que a los
de g y ¢,* corresponden, habria que considerar la ecua-
cion propuesta como de sexto grado, multiplicando para ello
lodos sus lérminos por z, y aplicar & esla investigacion las
formulas (a") y (6") del (§. 18). Pero eslo, que ya en olro
ejemplo anlogo se praclicd, v que es lo mas direclo é irre-
prochable en teoria, puede, en casos como el presenie, sim-
Plificarse y abreviarse en gran manera, por el mélodo del
(§. 13).

Si, en efeclo, la ecuacion (2°) fa consideramos como equi-
valente 4 esta otra:

(@ +fo+ )@+ fiot92) (o4 0) =0,

concluyese por necesidad ineludible que

[+li+e=— 1T,y
g9 teg fidcg’ f=—1834.
Luego los valores de f y f,, despues de conocidos los

de ¢*,¢.* v ¢, dependen de -la resolucion de dos ecuaciones
de primer grado con dos incognitas. Sustituyendo por ¢* y
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¢,° sus acluales valores, positivos, y por e el que le corres-
ponde lambien, con signo contrario al de la raiz alyebrdica
que represenia, 6 con el signo ménos, dedlicese de aquellas
ecuaciones que

[=—6.66922 vy f,= - 5.85686.

La solucion de la ecuacion propuesta, (2°), queda asi
completada, con el grado de aproximacion, un poco exagera-
do ¢ ficticio lal vez, que las tablas auxiliares de logaritmos
de cinco cifras consienten. Y si fueére menester 6 convinierc
cerciorarse de la exaclilud de los cinco valores de ¢* y f,. 9.’
vy [i, ¥ ¢, ¥y rectificarlos, en caso de necesidad, habria que em-
plear el procedimiento y formulas, adecuadas al objeto, y en
los parralos (8) y (14) consignadas.—Sobre este punlo no hay
va nada nuevo que advertir.

(¢)—De mayor reparo es digna la aparente ligereza con
que, del examen de las lransformadas sucesivas de la ecua-
cion (29), y, muy en particular, de la (2*), hemos concluido
que aquella primera ecuacion conlenia una sola raiz real y
cualro imaginarias. ;Por qué no serian reales fres é imagina-
rias dos inicamente? ;Y por qué enldnces el produclo ab 6 el
de, en vez de representar el cuadrado, forzosamenle posilivo,
de un modulo, no represenlaria el simple producto binario de
dos raices reales, acaso megativo, contra lo supueslo en ¢l
calculo posteriorde [y /2

Repasemos muy por encima las diversas consideraciones
leoricas en esta Memoria expuestas, con aplicacion al ejem-
plo de que ahora se irala; y no sélo resultara juslificado lo
que se acaba de practicar, sino que, tal vez, se disipe la iénue
oscuridad que, al discurrir en el asunto, pudiera ofuscarnos
todavia.

Si las cinco raices, —a,b, ¢, d y e, — de la ecnacion
propuesta fuesen reales, los coeficienies de todas las transfor-
madas serian posifivos. No o son fodos: Juego el primer su-
puesto resulta inadmisible.

Mas pudieran ser veales fres, y exislir entre ellas y el md-
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dulo, g, de las olras dos, estas relaciones de magnitud abso-
luta:

a>b>c¢>yg.

Pues en la transformada cuyas raices fuesen las de la pro-
puesta, elevadas a la polencia m, conforme esle numero au-
mentase, se verificaria enldnces: que el coeficiente del segun-
do término conlendria la polencia m de @, superior con gran-
disimo exceso a las demas polencias 6 cantidades con ella com-
hinadas, por via de adicion 6 suma; que el del lercer lérmino
contendria Ia misma pofencia, dotada de igual 6 analoga pro-
piedad, del producto binario ab; y que el del cuarto conten-
dria la del produclo ternario abe, incomparablemente mayor
asimismo que las polencias m de los demas produclos de esle
nombre que con las cinco raices pueden formarse. Y, por lo
lanlo, los tres coeficienfes mencionados, variables de signo al-
guna vez, en las primeras transformadas, concluirian por ser
positivos, y por convergir hacia limites determinados. Falla
lambien la consecuencia en el ejemplo resuelto: luego la con-
dicion previa, de donde 10gicamente se desprende, debe ca-
lificarse de errénea é inadmisible.

I\ inadmisible serfa analogamente cualquiera olra en que
el modulo ¢ no ocupase el primer lugar, por érden de mag-
nilud, en las relaciones, parecidas 4 la anterior, que entre él
vlas raices reales se establecieren. Pues bastaria que a fue-
¢ mayor que ¢, aun cuando ¢ superase & b y ¢, para
que en el coeficiente del segundo término de las transforma-
das sucesivas predominase la polencia m de @ sobre todas
las demas; y para que, en consecuencia, adquiriese esie coe-
ficiente el signo positivo y un valor determinado, 6 indepen-
diente de los que le preceden y siguen en la antedltima de las
ecuaciones, por la regla del (§. 3); derivadas de la primi-
liva.

Resta, pues, saber sies 6 no admisible esta otra condicion
preliminar:

g=a=b>e.

Cierto que en las transformadas sucesivas el término, de
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signo indelerminado, 2¢™ cosm ¢, pucde enlonces predoui-
nar sobre los a™, 0™ y ¢™, y de este predominio resultar
indeterminacion en el signo y en la magnitud de su segundo
coeficiente, conforme se advierte en las lransformadas de
nuestro ejemplo; pero los demas coeficientes deberan, al fin,
ser posilivos y limitados lodos: el lercero porque ¢*™ repre-
senta un namero, en colejo del cual se desvanecen las demas
cantidades que & la composicion de aquel coeficienle concur-
ren; vy los cuarlo y quinlo porque ¢*™a™ y ¢*™a™b™ son
lambicn incormparablemente superiores 2 los demas produclos
analogos, en eslos wlimos coeficienies comprendidos. Con re-
lacion al ejemplo que se discute, la consecuencia final no es
cierla en todas sus partes: luego la hipdtesis de donde proce-
de no puede considerarse como admisible tampoco.—Luego la
ecuacion (2°) no poseerd dos solas raices imaginarias; sino
cualra: precisamenle TANTOS PARES como coeficientes indetermi-
nados comprende su ultima transformada.

Tan imporianle consecuencia se infiere de un razonamien-
to y conjunio de reflexiones, aplicables, con variantes de mera
forma, a cnalquier otro caso 0 ejemplo, y, por lo lanto, com-
pletamenle generales en ¢l fondo. El contenido de este capilu-
lo, v aun de toda la Memoria, queda asi compendiado en dos
palabras.

(dy—Propongamonos lodavia resolver un ejemplo mas, un
pocoe rebuscado, pero muy interesante, relacionado con la doc-
lrina del §. 27, y que nos servira como de punto de partid
para llegar sin violencia al capilulo siguiente.

Sea, pues, la ecuacion de 5° grado

(2 *—322°+T22* — 18524360 =0,
cuya primera transformada es la que sigue:
(@Y  2*4 64 2'4 654 2°— 6656 2°— 17615 = - 129600 =0.

Sustituyendo al calculo directo el logaritmico, obtiénense
sucesivamente estos resuliados:
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@4y 2’4 1.8061800 2*-}- 2.8155777 #°— 3.8232133 2°—
£.2558826 z45.1126050=0

(29 o’ 3.4482928 o'+ 6.0949788 2+ 7.9239253 -
9.3086761 2-{-10.2282100—=0

(27 x*4- 6.7229658 2*--12.0353233 2°{-15.3163755 * -
18.1218550 £-1-20.4504200=0

(29 £°4-13.4108037 2°-}-24.0624897 £°4-30.1534264 2° -+
35.7661749 2-+40.9008400=0

(%) 2°4-26.8200923 z*-48.1249556 2°-4-59.8318580 2° 4
71.0571465 -+ $1.8016800=0

(%) 2°-4-53.650181924-96.2499112 2°4-119.1984429 2°4-
141.6443493 z-1-163.6033600=0

Los coeficientes de z* y de «° en la transformada (27)
8on, 0 pueden ya suponerse, cuadrados perfectos de sus cor-
respondientes en la (2°); y de eslos dos coeficientes facil serd,
por lo tanto, deducir los valores de dos raices de la ecuacion
Primiliva, reales por necesidad. Y siendo aquella ecuacion de
grado émpar, alguna olra raiz debera ser real tambien: Inego
las imaginarias, indicadas por los signos negativos de la (2'),
10 pasaran de dos, en el ejemplo propuesto.

Pero los coeficientes de «* y de x, aunque posilivos
siempre, desde la transformada (2°) en adelante, ni en la (2%)
son cuadrados perfectos de los correspondientes en la ante-
rior, ni como tales podran considerarse tampoco en las suce-
sivas, hasla llegar 4 una de érden muy elevado.

Luego 1a ecuacion (2°) contiene dos raices reales, que fa-
cilmente se aislan 6 desprenden de las demas; y ¢res que, nu-
méricamente, deben discrepar muy poco entre si, cuando tan-
lo trabajo cuesta separarlas, por mds que en algun.otro con-
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ceplo sean muy diferentes. Por de pronlo debemos, pues, li-
milarnos a escribir las tres siguientes consecuencias de h
ecuacion (2°):

2° X log & = 53.6401819; loga =0.83812784;

2°Xlogab = 96.2499112; >0 {logh =0.66577702;y
2°% logabede==163.6033600 log cde—1.05239764.

Si, en efeclo, fuesen iguales las tres raices, designadas
por ¢,d y e, el logaritmo de su cubo seria conocido, y el
valor comun de las tres raices se deduciria inmediatamente.
Pero jcdmo cerciorarse de que son absolulamente iguales,
de que difieren poquisimo unas de olras?—No es-facil la res-
puesta, en lérminos generales por lo ménos.

Adverliremos, sin embargo, que si fuesen iguales, por lo
explicado en el §. 27, los coeficientes de z*,  y z° propen-
derian respectivamenle hacia los limites

3@bof, 3(abe) y (abe .

Luego, con alguna aproximacion 4 la verdad, podriamos
escribir eslas relaciones, que de la consideracion de la trans-
formada (2°) se deducen:

2% logad = 96.2499112;

28 logabe =119.1954429 — log 3;
96 x logabe* = 141.6443493 —log3; vy
2° X logabe® = 163.6033600.

Y combinando la primera con la segunda, la segunda con
la tercera, v la tercera con la euaria, se concluiran eslos lres
valores de log e

log ¢ = 0.3510689; 0.3507641; 6 0.3505646.

La pequefa discrepancia de estos logaritmos puede pro-
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venir, 0 de discrepar en realidad las tres raices buscadas, o
de no representar todavia la ecuacion (2°) el lmile 6 la lrans-
formada final de la (2°) con suficienle grado de aproximacion.
Lo uinico, pues, averiguado es que, ademas de las raices a y
b, conliene la ecuacion propuesta otra U otras raices, cuyo
logaritmo aproximado es 0.3508 ..., ¢ el valor numérico co-
mun 2,25 ... Y con esie primer valor, y por la regla de New-
ton, sera menesler calcular olro y olros, hasta llegar al pun-
lo de aproximacion apetecido.

Y que la regla de Newlon es aplicable en este caso se in-
fiere del hecho incueslionable de no contener la ecuacion pro-
puesta mas de wuna raiz real, 4 la cual el nimero 2.25 se
aproxime. Pues si, por el conlrario, conluviese ¢res, las cinco
raices serian reales, y la transformada (2') deberia poseer
lodos sus términos positivos. No los posee: luego, en virlud
de cuanto procede, dos de aquellas cinco raices son imagina-
rias, v el nimero 2.25 ... se aproximari 4 la tinica raiz real
desconocida todavia, distinla de las a y b.

Mas, si las ires raices ¢, d y e son de especie diversa,
imaginarias dos y real una, jcémo, ni por un momento, he-
mos podido suponer que fuesen exacta ¢ aproximadamentc
iguales?—Muy sencillo.

La transformada (2°) asi lo es de la (2°) como de la (2'):
dela (2°), que contiene dos raices imaginarias, como lo prue-
ba la existencia del signo negativo en la (29); y de la (2'), que
10 contiene ninguna de aquella especie 6 nombre, conforme
lo indican los signos positivos e todos los términos de todas
las transformadas sucesivas, hasta la (2°) inclusive, y las que
& conlinuacion pudieran deducirse.

(Y de qué forma deben ser las raices imaginarias de la
(2°) para converlirse en reales en la (2*), por la simple eleva-

cion al cuadrado?—De ésta: =8/ —1; v no de la general,
12 fy/—1.

La observacion es evidente, y lan imporfanle que nos da
la clave para acabar de resolver con grandisima sencillez y
por complelo la ecuacion primitiva (2°).

En efecto: las dos raices @ y b son ya conocidas; y la ¢,
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considerada como real tambien, debe ser lal que, sumada con
ellas, reproduzca el coeficienle de «*, igual & cero en esle
caso: con lo cual esla ¢ puede asimismo darse por determi-
nada. Y como el coeficienle, 360, del allimo lérmino es igual
al producto de las tres raices reales por el cuadrado del mo-
dulo de las dos imaginarias, conocidas ya aquellas tres raices,
sencillisimo sera tambien averiguar lo que el modulo, 80 ¢,
aproximadamen(e vale. Los valores de las cinco raices, por
tan breve procedimiento oblenidos, son, en fin de cuenlas, los
que siguen:

a=— 6.888550;
b = 4 4.632091;
¢ = 4 2.256439; y

d= —¢= 4 2.236068 /—1.

(Se continuard.)



