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PROLOGO

Desde que Einstein enuncié su famoso principio de relatividad no
ha transcurrido mas que medio siglo, pero las consecuencias han
sido tales, que esta media centuria contara en la vida de la humani-
dad mucho méas que decenas de siglos en que no hubo un descubri-
miento comparable al que se encierra en la férmula einsteniana
E = ¢* m. Baste decir que, sin ella, continuaria ignorada la energia
encerrada en los nfcleos atéomicos.

‘Con ocasién de la muerte del autor de la teoria de la relatividad,
escribi en Physicalia un articulo titulado «; Se puede entender la teo-
tia de la relatividad ?». Lo que entonces me atrevi a decir, para con-
suelo de quienes no podian asimilar facilmente las abstrusas ideas de
dicha teoria, podia no tener importancia, porque todo depende del
significado que se dé a la palabra entender, y en Fisica hemos de
estar preparados a encontrarnos con hechos que, por estar encima
de lo que alcanza nuestra razén, merecen ser llamados misterios. Ta-
les, por ejemplo, como la innegable accién a distancia y el doble com-
portamiento onda-corptisculo. Del principic de relatividad resultan
cosas que el propio Einstein calificé de asombrosas y que trascienden
a los conceptos metafisicos de tiempo y espacio en forma tal, que de-
bemos renunciar a la idea intuitiva que de ellos tenemos, y atenernos
a lo que dice un impenetrable algoritmo matematico. De todo esto
se infiere que, al estudiar los fen6menos naturales, estamos expues-
tos a encontrar enigmas por todas partes, y que lo mejor serd em-
pezar por exponerlos en toda su desnudez, pues vale mis un misterio
claro y rotundo que una confusa teoria con la que se pretende expli-
car lo que estd fuera de nuestra capacidad de raciocinio. El gran
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acierto de Einstein consistié, justamente, en que, cada vez que surgia
un fendémeno inexplicable, tal como el efecto fotoeléctrico o la im-
posibilidad de poner de manifiesto el movimiento de la Tierra, se ba-
saba en ¢! para enunciar un nuevo postulado que, claro es, resulta-
ba incomprensible, pero tenia la ventaja de que, una vez admitido,
permitia explicar los hechos conocidos y predecir otros nuevos.

Pero, a pesar de tanto éxito, parece ser que hay algo torcido en
la teoria de la relatividad. Una cosa es que admitamos lo maravillo-
so aunque no lo entendamos, y otra muy distinta el que demos por
bueno lo que es absurdo. Cuanto mas haya de lo primero, tanto mas
admirable serd la Creacidn, pero lo absurdo no puede ser.

Todo esto viene a cuento de la encarnizada controversia que han
entablado los mejores especialistas (1) en cuestiones relativistas acer-
ca de la llamada «paradoja de los relojesy. Esta paradoja es cosa
vieja, v va nos devané los sesos cuando empezd a hablarse de la re-
latividad especial. Luego, con la relatividad general, quedd envuelta
en vn farrago matematico impenetrable, y se did6 por supuesto que
todo estaba en regla. Pero hace cosa de afio y medio, escribid Thom-
son (2) uno de esos libros para el gran piliblico en que son maestros
los ingleses, y se le ocurrié hacer vaticinios acerca de lo que suce-
derd cuando se realicen viajes por los espacios sidéreos, y dice que
en un viaje de ida y vuelta a la estrella mas préxima se invertiran
unos dieciocho afios y que, «segln las opiniones mas autorizadasy,
debera suceder, por virtud del principio de relatividad, que los viaje-
ros encuentren a su regreso que, para ellos, sélo han transcurrido
quince afios y medio. Si esto fuese cierto, serian més jovenes que si
hubiesen quedado en la Tierra, y se podria vivir despacio viajando
deprisa.

En un trabajo que estd pendiente de publicacién en los Ana-
les de la Real Sociedad Espaiiola de Fisica y Quimica, llegamos a la
conclusion de que ninguna de las explicaciones propuestas para la
paradoja de los relojes es satisfactoria, por lo que no parece empre-
sa descabellada el revisar la teoria de Einstein, con el fin de ver si es
posible sustituirla por otra que conduzca a los mismos resultados
préacticos sin adolecer de dificultades légicas,

(1) Dincig, H., y McCrea, W. H.: Nature, 177, 782 (1956) y 178, 681 (1956);
Proc. Phys. Soc., 444 A, 925 (1957). Crawrorp, F. S.: Nature, 179, 35 (1957).
(2) Str Georce THOMSON: The Foresceable Future. Cambridge, 1955.



INTRODUCCION
1. Definiciones.

Aparte de las magnitudes espaciales y dél tiempo, se opera en me-
canica con tres magnitudes primarias (1): fuerza, masa inercial y
masa gravitatoria. Su definicién cualitatitva consistird en la descrip-
cidn del efecto observable que las caracteriza. y para que adquieran
-el caracter de magnitudes fisicas es preciso establecer para cada una
un postulado que permita definir, por via operacional y universal, la
razon entre dos de sus cantidades, o bien la suma de las mismas

Fuerza (f).—Ente que tiene la virtud de modificar el movimiento
de los cuerpos en una direccion determinada. Dos fuerzas son igua-
les, cuando aplicadas sucesivamente a un mismo cuerpo y en iguales
condiciones producen el mismo cambio en su movimiento. Se postula
que las fuerzas coexistentes en un mismo punto se suman por la
regla del poligono; son vecteres.

Masa inerciol (m;).—Ente por cuya virtud cada cuerpo requiere
una fuerza diferente para que en él se produzca un cambio determi-
nado en su movimiento., Dos masas seran iguales cuando, sometidas
a fuerzas iguales, adquieran el mismo movimiento. Se postula que la
suma de las masas de varios cuerpos es igual a la masa del cuerpo
que resulta por aglomeracién de las mismas. En otros términos: las
masas se suman por acumulacidn.

Masa gravitatoria (m,).—Ente por cuya virtud cada cuerpo ejer-
ce una accién atractiva sobre los demas. Se postula también que las
masas gravitatorias se suman por acumulacién,

En la relatividad especial se opera solamente con las masas iner-
ciales, por lo que huelga poner subindice al simbolo m.

(1) Para la definicién de magnitudes fisicas y su clasificacién en primarias y
secundarias, véase J. Pavacros, Andlisis dimensional. Espasa-Calpe, 1956.
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2. Postulados fundamentales de la mecdnica cldsica.

a) Principio de la inercia (Galileo). Exisic un sisteimna de coorde-
nadas en el cual ocurre que todo cuerpo libry de acciones exteriores
ejecuta un movimiento exento de accleracidn. Tal sistema se llama
inercial,

Para pasar del sistema inercial S a otro S’ que se mueva con la
velocidad constante 7 a lo largo del eje &, se aplican en mecanica
clasica las fdrmulas de transformacidn de Galileo:

=y vty y=y Jo0.7; s=2 v, . 2.1}

Por hipétesis, ocurre que todo cuerpo libre de acciones exteriores
ejecuta en S un movimiento rectilineo y uniforme, luego:

dtx

e
di= a1t dat

iy dtz
Para averiguar cuil serd el movimiento de dicho cuerpo en el sistema
movil S’ bastard derivar las ecuaciones [2.1], y resulta:

dix’  dry 4%
a2 gz 412

lo cual prueba que también esti exento de aceleracidon el movimiento
del cuerpo en el sistema S’. En consecuencia, dedo wn sistema iner-
cial, cualquier otro que sc mueva con movimiento rectilineo y uni-
forme serd también inercial.

b) Principio de proporcionalidad entre fuerzas y aceleraciones.
(Newton).—De las definiciones de masa y de fuerza se deduce que
ha de haber proporcionalidad entre una y otra a igualdad de la ace-
leracién obtenida. Se postula, ademas, que a igualdad de masa, la
aceleracidn es proporcional a lo fuerza:

d?x dsv diz
fr:—?’l"—(?‘t?“; Sy =i fa=m

¢) Principio de igualdad entre la accidn y la reaccidn (Newton).—
Si un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro, este dltimo ejerce una
fuerza igual y contraria sobre el primero,
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3. Dindmica de los sistemas de puntos materiales.

Si nos atenemos a las acciones gravitatorias y a las electrostati-
cas, ocurre que las fuerzas que se ejercen entre dos cuerpos dados
estan dirigidas segtn la recta que los une y depende tan solo de su
distancia mutua.

Se llama energia potencial del sistema formado por dos cuerpos al

trabajo que es preciso realizar para transportar uno de ellos desde la
distancia nula hasta la distancia s-

de donde se deduce:

S = —grad I,

luego, siempre que se trate de campos gravitatorios o electrosidticos,
eviste una funcion de fuerzas que coincide con la energia potencial.

Cuando hay n puntos materiales sometidos a sus acciones mutuas,
la energia potencial tiene por expresion:

V=Z Z Vit (sin) i<k [3.1a]
i=1k=7+1
$3p = (w0 — ) A (v — 30 (5 — 2,0 [3 1b]

y la fuerza que actfa sobre el punto ¢ vale:

o C) 14 o " C) V:'k X=X 9
.f'ﬁ‘—— &xi - kzl a‘yik Sin {3-']

con expresiones andlogas para las otras componentes.

Se ve facilmente que estas expresiones estin de acuerdo con el
tercer principio, pues:

OVie Vi

axi axk

.
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Por tanto, las fuerzas son iguales y opuestas, y ocurrird que:

” ” ”

D Sie= D fiy= D iz =0 13.8]

F=1 F=x1 f=1

de donde resulta que la aceleracion del centro de masa serd nula.
Las ecuaciones de movimiento del punto i serdn:

0% oy, . 02 z;
i = fiz; mi._a% =fi0 "S- =fiz . [3.4]

Se puede demostrar que las ecuaciones [3.1], [3.2] y [8.3] son
covariantes con relaciéon a la transformacidén de Galileo Empezando
por la ecuacién [3.2] se ve que como las medidas de las coordenadas
han de efectnarse simnltineamente en ambos sistemas, resulta:

v mw e m =N NG s =53

de donde se deduce que s; = §'y, de modo que la transformacion de
Galileo conserva la medida de las distancias. Notese que para llegar
a esta conclusién se ha supuesto implicitamente que el adverbio «si-
multineamente» tiene el mismo significado en uno y otro sistema.
Por tanto, si se da al potencial ’ en el sistema mévil §” la misma
forma que a la funcidén V, el segundo miembro de [8-1a] serd inva-
riante respecto de las transformaciones de Galileo.

Por otra parte, como se admite que la fuerza entre cada dos cuer-
pos estd determinada por la distancia que los separa, y por ciertos pa-
rimetros constantes (masas, cargas, ...), la energia potencial del sis-
tema no se alterard aunque exista un movimiento de conjunto y, en
consecuencia, la energia potencial es también invariante respecto de
las transformaciones de Galileo. Queda asi demostrada la covarian-
cia de las ecuaciones [2.1a] y [3.1b].

En las ecuaciones [3.2] figuran las derivadas de funciones que,
seglin acabamos de ver, son invariantes, Como para ¢ = const. es:

s

oV 9V é¥ v

ox;  dx] dx; 9«

los segundos miembros de [3.2] son invariantes y, por consiguiente,
también habran de serlo las fuerzas, Pzro sucede que éstas figuran
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también en las ecuaciones [8.1], por lo que es preciso probar que las
invariancias exigidas por ambos grupos de ecuaciones no son incom-
patibles. Basta observar a este respecto que las expresiones:

oV oV oV
ca; o 0%

son las componentes del gradiente de I en el punto &y, v, 2, por lo
que al pasar a otros ejes fijos rectangulares se transformaran como
las coordenadas. Por otra parte, las fuerzas son también vectores,
de donde se desprende que las ecuaciones [8.2] son covariantes con
relacion a los pasos entre ejes fijos.

En las ecuaciones [3.4] figuran las fuerzas que, seglin hesnos vis-
to, varian como las coordenadas en las transformaciones de Galileo.
En los primeros miembros intervienen las masas »1,;, que en mecani-
ca clasica se suponen ser parametros caracteristicos de cada cuerpo,
invariantes con relacién a cualquier cambio de ejes. Ademas, estan
las aceleraciones, que son invariantes con relacién a las transforma-
ciones de ‘Galileo, pues de [3.5] se deduce:

0% x; 0% x; oy, ot y; 0%z, 9%s

EFZ A VR EYE 38 ' o T Tan

y por ser vectores se transforman como las coordenadas en los pa-
sos a ejes fijos.

En resumen; las ecuaciones [3.2] son invariantes con relacién a

las transformaciones de Galileo y covariantes en los pasos entre ejes
fijos.

4. Experimento de Michelson y Morley.

La teoria de la relatividad tuvo su origen en el famoso experi-
mento con que Michelson y Morley trataron de ver si era posible,
por métodos &pticos, poner de manifiesto el movimiento de la Tierra,
a fin de dilucidar una contradiccién existente entre la Optica clasica
y la teoria electromagnética de Maxwell.

La Tierra se mueve en torno del Sol con una velocidad tangen-
cial que, salvo ligeras variaciones regidas por la ley de masas, vale
3 x 10° cm/s. Por tanto, en seis meses experimentard una variacion
de 6 x 10° cm/s. A este movimiento se superpone la rotacién diurna
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que, para un punto del ecuador, origina una velocidad tangencial de
3 x 10* cm/s., que es despreciable en comparacion con la anterior.
Puede, pues, admitirse en experimentos de corta duracién que se mue-
ve la Tierra con movimiento uniforme y una velocidad que cierta-
mente no es inferior a los 3 x 10 c¢cm/s. Vamos a ver que, si las
velocidades se componen con arreglo a lo previsto en la mecanica
clasica, debiera ser posible hallar la velocidad de la Tierra por medi-
ciones hechas en un laboratorio,

El método empleado por Michelson y Morley estd representado
esquemdticamente en la figura 1. Un haz luminoso, procedente del

s
E;

L[L,

=~
~
777

P E

A

Fig. 1.—Experimento de Michelson y Morley.

manantial L, se bifurca al incidir con un angulo de 45° sobre la cara
semitransparente de la ldmina P. El rayo refractado marcha por I,
incide normalmente sobre el espejo E, y llega al anteojo A después
de reflejarse en dicho espejo y en la cara posterior de la lamina P.
El otro rayo marcha por I,, se refleja en el espejo E, y después de
refractarse en la lamina llega al anteojo, donde interfiere con el an-
terior. En el campo visual aparecerd una imagen de interferencia de-
bida a los rayos que llegan a cada punto después de haber experimen-
tado la referida bifurcacién.

Supdngase que la Tierra se mueve con la velocidad v en el senti-
do L P. Respecto de los ejes del laboratorio, la luz tendri la velo-
cidad c—wv alir de P a E,, y 1a velocidad ¢ + v al hacer el mismo
recorrido en sentido contrario. El tiempo invertido en el trayecto
PE, P valdra:

3

_ 4 24/c
T~

+ c+v T T—1tc?
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Si 3 es el camino recorrido por el aparato mientras la luz va de
P a E,, sera:

Ve+
S e B R de donde b= _,fi__
c ¢ V 1 — vz/c”‘

e‘o;

y el tiempo invertido por la luz al ir y volver de P a F,, sera:

24]c

ty = 2T
V1 <2tfer

Si se hace girar el aparato 90° en torno a P, de modo que E, ocupe

la posicién de E,, los tiempos que tarda la luz en hacer los recorri-

dos de ida y vuelta seran:

;o 2hfc o 24
! V1=t ' ) Y1 — 22/t
y las diferencias a la llegada a P seran:
En la primera posicion:
2/¢ 7
At =t —ty= ! — L.
R R e
En la segunda posicion:
- - - 2/c Z,
A=t — ¥, = 2 — ).
T V1i—o2c ( V1-—22c z)

La rotacién del aparato es causa de que la diferencia de tiempos
experimente un cambio dado por:

Fntm— 216 gyt
A dr = (1,+12)(Vm 1).

Como 2?/¢* ~ 10~* es muy pequefio comparado con la unidad, se
puede hacer un desarrollo en serie, y resulta:

- 1 22
At-—AZ‘:—E—(Zl—%‘Iﬁ—‘.z—.
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Este cambio serd causa de que varie la posicién de las franjas de
interferencia en el campo del anteojo. Como la separacién s entre
dos franjas consecutivas corresponde a una diferencia de tiempos
igual al perfodo T de la luz empleada, la dislocacién As estard
dada por:

As At —A¢

v 2}
R A -

En esta expresion, v es la frecuencia de la luz empleada, que vale
alrededor de 2 x 107* cm™; v es la velocidad absoluta de la Tierra,
que en alguna época del afio no puede ser inferior a 8 x 10° cm/s.
Por tanto:

As L4y

—— A ——— e

$ 5108 0

donde las distancias han de medirse en centimetros. Michelson y Mor-
ley pudieron emplear distancias de varios metros, con lo que el cam-
bio de posicion de las franjas debiera haberse observado. Pero el
resultado fué reiteradamente negativo. .

ILa explicaciéon mas sencilla del experimento en cuestion consiste
en admitir que la luz se propage con la misma velocidad en todos
los sistemas inerciales. De este hecho, elevado a la categoria de pos-
tulado, dimana la teoria de la relatividad.



CAPITULO PRIMERO

ILAS ECUACIONES DE LORENTZ

§ 1. Los postulados de la teoria de la relatividad de Einstein.

Hizo notar Lorentz que podia explicarse el resultado del experi-
mento de Michelson y Morley sustituyendo las foérmulas de trans-
formacion de Galileo por otras convenientemente elegidas, y traté de
justificarlas con razonamientos fundados en la Mecanica clasica. Pero
Einstein (1), basindose en que los fenomenos del electromagnetismo
dependen tan s6lo del movimiento relativo de los imanes y de las co-
rrientes, y teniendo en cuenta el citado experimento, enuncié su fa-
moso principio de la relatividad y dedujo de €l las ecuaciones de Lo-
rentz. En realidad, aunque Einstein no lo dijese expresamente, son
tres los postulados que se utilizan sucesivamente para deducir las for-
mulas de Lorentz:

1. Postulado de Galileo. Dado un sistema inercial, S, es también
wmercial cualquier otro sistema, S’, que se mueva respecto del prime-
ro con movimiento rectilineo y uniforme,

2. Invariancia de la velocidad de la luz. La luz se propagae con
igual velocidad en todos los sistemas inerciales.

3.c Principio de la relatividad. T'odos los sistemas inerciales son
equivalentes.

El primer postulado procede de la Mecanica clasica y es consecuen-
cia del principio de la inercia y de admitir que el paso de ejes fijos
a ejes moviles estd regido por las férmulas de transformacion de Ga-
lileo. Ahora se formula como postulado independiente, esto es, vali-
do aunque sea preciso cambiar las férmulas de transformacién.

—————

(1) A. EwsteiN: Ann. der Physik, 17, p. 891, 1905.
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El segundo postulado se justifica por los éxitos de la teoria elec-
tromagnética de Maxwell, segfin la cual la velocidad de las ondas
electromagnéticas es una constante universal ligada con las dos per-
meabilidades del vacio, la eléctrica y la” magnética. El experimento
de Michelson y Morley esta conforme con dicho postulado, pero no
constituye una prueba definitiva, pues no permite afirmar que las ve-
locidades en los trayectos de ida y vuelta sean iguales, sino que el
tiempo invertido en todo el recorrido es independiente de la orienta-
cion del aparato. Experimentos mdis recientes llevados a cabo por
L. Essen, W, W, Hansen y K. Bol, mediante cavidades resonantes
recorridas por ondas micrométricas, parecen probar que ¢ es inde-
pendiente del sentido en que se mueve el laboratorio donde se realiza
el experimento, pero ello es negado por A. Griinbaum (2).

Finalmente, el tercer postulado es una generalizacion del prime-
ro, y se basa en el hecho de no haber sido posible realizar un expe-
rimento que permita averiguar si un sistema de referencia se halla en
reposo absoluto o se mueve uniformemente.

§ 2. Las formulas de transformacién.

Sean dos sistemas referenciales, uno S, que supondremos fijo, y
otro S/, que se mueve con velocidad constante en magnitud y direc-
ci6n, Se trata de hallar las féormulas que sirven para pasar de uno a
otro sistema, teniendo presentes los postulados enunciados en el apar-
tado anterior,

Sin perjuicio de la generalidad, y puesto que el paso a ejes fijos
no ofrece dificultad, supondremos que ambos sistemas son rectangu-
lares, que los ejes X y X’ coinciden y son paralelos a la direccién
del movimiento, y que los ejes ¥V, Z, son respectivamente, paralelos
alos Y, Z.

En virtud del postulado de Galileo ha de ocurrir que el movi-
miento de un punto material libre de acciones exteriores sea rectili-
neo y uniforme al ser representado en cualquiera de los sistemas
S y &, debiendo suceder, ademis, que el encuentro de dos puntos
moviles sea descrito como un acontecimiento que ocurre en el punto

(&) A. GrOnpAUM: Am. J. of Physics., 23, p. 430, 1955 ; id., 24, p. 588, 1966.-



comiin de sus trayectorias. En el lenguaje geométrico, esto equivale
a decir que entre los espacios S y S’ existe una correspondencia pun-
to a punto y recta a recta, de tal modo, que al punto de interseccién
de dos rectas corresponda el punto de interseccion de sus homologas.
.Esto lleva consigo el que las formulas de transformacién sean li-
neales respecto de las coordenadas, y también habran de serlo res-
pecto del tiempo, porque a un movimiento rectilineo y uniforme en
S, debe corresponder otro movimiento rectilineo y también uniforme
en §’. Ademas, la correspondencia ha de ser afin, pues si dos mdviles
describen trayectorias paralelas en §, no se podran encontrar en §'.
Debera, pues, conservarse el paralelismo.

En virtud del segundo postulado, debera suceder que la propaga-
cién de una onda luminosa sea descrita del mismo modo en- ambos
sistemas referenciales. Para hallar las restricciones que eilo impone
a las formulas de transformacidn, supdéngase que en el origen de Sy
cn el instante ¢ = 0, se produce un destello luminoso. Al cabo de un
tiempo ¢, los puntos alcanzados por la luz se hallarn en la superficie
esférica

af e g2 gt = 22 [2.1]

¥y, si los origenes de ambos sistemas coinciden en el intante ¢ = 0, esta
misma onde deberd tener en S’ la ecuacién:

KTyt g — g 12.2]

pues damos por supuesto que los relojes de S y §” marchan acordes.

Desde luego, las ecuaciones de (Galileo no sirven, pues con ellas
la ecuacion [2.1] se convierte en:

@ dot et = e

que no puede identificarse con [2.2], sino en el caso trivial o =0.
Esto revela que, para que el problema tenga solucién, hemos de dis-
poner de mas parametros, y el tinico recurso consiste en admitir que,
al pasar de uno a otro sistema, no sélo cambian las coordenadas, sino
que también cambia el tiempo.

Seglin esto, la ecuacién [2.2] debe ser sustituida por

R RN Y [2.2]

REV. DE 1A REaL AcapEmia pr CrEncras.—1957,



y el problema consiste en determinar los coeficientes de las formulas
de transformacion

x=ay ¥ foapy foFtayt 44
y=oay Ay ¥ bagd tay '+ Ay
t=ay ¥ fagy +agd ag '+ A
g=oy ¥ oy +ogs oyt + &

2.3]

de modo que, aplicadas a [2.1], resulte [2.2'].

Podemos, en primer Iugar, imponer la condicién de que sea
t = ¢’ = 0 cuando coinciden los origenes de ambos referenciales, con
lo cual serd k, =k, =k, =k, = 0.

Como el movimiento se realiza a lo largo del eje X = X', las
coordenadas y, z correspondientes a cualquier punto P (&', y', 2), de-
berdn ser independientes del tiempo, luego:

ay = gy = 0.

La conservacién del paralelismo lleva consigo el que, si &/, = &/,
sea también &, = &, para f = const., cualesquiera que sean las otras
coordenadas. Esta misma consideracion vale para los otros dos ejes,
luego:

Oyg = Oqg = Oy = gy = Ogy = agp = 0.

Evidentemente, el eje X = X’ es un eje de simetria, por lo que
entre y e ¥ habrd la misma relacién que entre = y 2. En conse-
cuencia:

Gop == gy = &.

Cualquiera de los puntos de S esta animado de la velocidad — v
respecto de §’, por lo que habra de ser:

y la primera de las ecuaciones [2.3], teniendo presente que a«,, =
= a,, = 0, conduce a

T
%1



De las consideraciones anteriores resulta que, en virtud del pri-
mer postulado y por la manera de haber elegido los ejes y el origen
de los tiempos, ha de ser:

=ay @ 4ot) y=ay, s=a7] I=au& tapy tagd faut. [2.4]

Pasando ahora al segundo postulado, se ve inmediatamente que
si la ecuacién

X2 g2 Lt = 20
ha de convertirse en
Wyt gt = e
han de anularse los coeficientes de los términos xy, xz, v, luego:
@y %y =05 @y =10 aqyo,=0
y, en virtud de la simetria en torno del eje X = X’, debera ser:
Uy = — gy = 0.

Con esto, el segundo postulado exige que se cumpla la identidad:

@y (& ot P4 e () — oy ¥ g R =2 (2

-

-5 — 2,

donde y? es una constante arbitraria. En consecuencia, ha de ser:

2 2.2 _ .2, M. 2.8 2 2 _ 2.9, 2 2 .
ay—ctay =7 a=7; Ve —cay=—c7; va,—ciaya,=0 [2.5

Estas cuatro ecuaciones permiten hallar todos los coeficientes de
las ecuaciones de transformacién en funcién de la constante arbitra-
ria y = a. Para ello, se despeja a,, de la tiltima ecuacidén y se sustitu-
ve en la tercera:

2 4
3 o e VO
Vit T e T AT
%41

De aqui se despeja c?aj; y se sustituye en la primera ecuacién, con
lo que resulta, puesto que y = a:

Vi—rotfe

@y =
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Como se supone que los ejes X y X’ estan dirigidos en el mismo
'sentido, habrin de ser x y 4’ del mismo signo para ¢ = ¢’ = 0, lo que
obliga a tomar el signo +.

La tercera ecuacion da:

.
V1i—2yc '

a1 = +

v como ha de ser t' > 0 si ¢ > 0, es también valido el signo positivo.
Finalmente, la Gltima de las ecuaciones [2.5] da:

/et

=

ayg =1

y las férmulas de transformacién resultan ser:

x ot e _
=y Y=Y s=E t—"f-——~—~—~a [2.6]

x

siendo:
w=VY1— % .

El principio de la relatividad de Einstein sirve para fijar el valor
de la magnitud de dimensiéon nula vy, pues, por ser equivalentes los
sistemas S y §* ha de suceder que, para pasar de las f6rmulas direc-
tas a las inversas, baste cambiar v por — v y permutar las letras acen-
tuadas por las que no lo estan. Resultan asi, segfin se ve facilmente,
que ha de ser ¢ = 1, y resultan las férmulas de Lorentz:

v
¢t —}— —(;’:‘ x’

¥ ol e

&= " ;o v=91 z=12; t=———ﬁ;—--w— 2.7
y sus inversas:
2
’
, x— ot , , , 7+ &
X = vy =¥y =28, = e— [2.8]
o 3

De la primera de las inversas se deduce que la velocidad de S’ respec-

to de § es:
(57). =
or )z'_ "



como era de prever. Esto significa que la velocidad relativa tiene el
mismo valor absoluto en ambos sistemas.

§ 8. Metros y relojes.

Las férmulas de transformacion de Lorentz tienen consecuencias
que el propio Einstein calific6 de asombrosas. Para interpretarlas de-
bidamente conviene precisar el significado de los simbolos que en
ellas intervienen.

Desde luego, las coordenadas #, v, 2 son el resultado de medicio-
nes hechas con metros, y los simbolos ¢ y ¢’ representan lecturas en
relojes. De los metros exige Einstein que sean rigidos, pero resulta
que, por efecto del movimiento, su longitud experimenta ciertos cam-
bios. Por esta razén admitiremos que la rigidez impuesta por Einstein
significa que han de ser perfectamente eldsticos, de tal modo, que
vuelvan a coincidir con el metro patrén siempre que se¢ comparen di-
rectamente con ¢€l, cualesquiera que sean las vicisitudes que hayan
sufrido. Quedan asi excluidos todos los fendémenos de histéresis. En
consonancia con lo que precede, entenderemos por distancia entre
dos puntos la longitud de una regla rigida que los una.

A los relojes no puso otra condicidn que la de ser idénticos al
patrén. Pero, para evitar confusiones en el desarrollo de la teoria,
conviene afiadir algunos requisitos, aunque parezcan triviales.

Admitiremos que la marcha de los relojes estd regulada por un
fenémeno fisico rigurosamente periddico, de tal modo, que todas las
piezas del aparato regulador vuelvan a ocupar su posicidn relativa al
final de cada periodo. Esta condiciéon excluye, por ejemplo, los lla-
mados relojes atdmicos, lo que no implica el que de la teoria de la
relatividad no puedan derivarse consecuencias acerca de la frecuencia
de las radiaciones emitidas por los distintos 4tomos o de la semivida
de los ntcleos atomicos y de los corptsculos inestables. Ademds, y
dado el fin a que se destinan, los relojes han de permitir la lectura
instantinea de la hora, por lo que suponemos que llevan manecillas
cuya posicion puede variarse a voluntad: para ponerlos en hora, Tam-
bién estarin provistos de un artificio que permita regular su marcha .
para acomodarla a la del reloj patrémn.



§ 4. Simultaneidad, isotopia y coincidencia.

Cuando alguien sentado en un ferrocarril en marcha dice: «He es-
tado aqui todo el ratoy, da a entender que ha permanecido fijo en un
lugar del sistema de referencia de que forma parte. Pero los que se
quedaron en la estacidon de partida dirdn: «El viajero ya no estd aqui.»
Esto muestra que la palabra aqui tiene distinto significado, segin que
la pronuncie el viajero o el que se halla quieto en una estacién. Por
la misma razén, decir que dos sucesos han ocurrido en un mismo lu-
gar significa cosa distinta para quien estd en reposo y para quien se
mueve.

Que yo sepa, no hay en el lenguaje corriente un adjetivo para
calificar los sucesos que acaecen en un mismo lugar y en tiempos cua-
lesquiera, por lo que habrd que recurrir al término pedantesco isoto-
pos, que se cmplea ya en Fisica para expresar una idea aniloga.
Con este convenio podemos decir que la isotopia es un concepto vela-
tivo, pues si es valido para un observador en reposo, no lo es para
quien se mueve, de donde resulta que sera preciso en cada caso men-
cionar el sistema de referencia en que vale la isotopia.

Si nos atenemos al significado intuitivo de la palabra simultanei-
dad, debiera suceder que, si todos los relojes hubiesen sido previa-
mente contrastados y puestos en hora con un reloj patrén, marcasen
simultdneamente la misma hora. Pero de las férmulas de Einstein re-
sulta que no puede ser # = £ sino cuando ¢ =t =0y v = 2" = 0.
Esto significa que los relojes de S’ no marchan sincrénicamente con
los de .§ aun cuando se haya tenido cuidado de poner en hora con el
patréon el que se hallaba en & = 0 en el instante ¢ = 0. Esta asom-
brosa consectiencia de la teoria de la relatividad obliga a precisar el
conicepto de simultaneidad, cosa que hizo Einstein segtn se vera a
continuacion.

El contraste de un reloj con el patrén no ofrece dificultad cuando
permanecen uno al lado de otro, pero no es cosa obvia cuando estin
separados, aunque se hallen en reposo relativo. Para este caso di6
Einstein una regla que puede describirse de la siguiente manera:

Cierto observador, 4, que se halla junto al reloj patron, es el en-
cargado de poner en hora todos los relojes que forman parte de su
sistema §. A este efecto, posee una estacion de radar con la que se
pueden enviar sefiales luminosas hacia cualquier objeto y observar
en una pantalla la imagen transportada por la sefial refleja Si se tra-



ta de poner en hora el reloj de otro observador, B, solidario de A,
mandard 4 una sefial hacia B y anotara las lecturas, ¢, y f,, del reloj
patrén en los instantes de salida y de llegada de la sefal, asi como la
lectura, ¢, que se encuentra reproducida en la imagen del reloj B. Si
sucede que:

_ Hkt
z‘_—‘—2—2— [4.1]

el reloj B estd en hora con el patrén. De no ser asi, A dard ins-
trucciones a B para que mueva convenientemente las manecillas de
su reloj. Se ve inmediatamente que ésta es la tinica manera de poner
en hora compatible con la invariancia de la velocidad de la luz, pues
de t —t, = t, — t se deduce la formula [4.1]. Ademaés, para aplicarla
1o se requiere ni transportar relojes ni medir distancias. Sirve tam-
bién para el contraste de relojes en reposo, pues bastari repetir la
operacién y comprobar que sigue siendo satisfecha. Cuando tal ocu-
rra, se dird que el reloj B estd sincronizado con el patron.

Desde el punto de vista cinematico, todo suceso queda caracte-
rizado por el lugar y el momento en que ocurre, por lo que, dado un
sistema referencial y relojes sincronizados en él, cada suceso se ca-
racterizard por cuatro ntmeros, &, y, 2, . La definicién de simulta-
neidad dada por Einstein reza asi:

Dos sucesos, Py(%y, ¥y, 51, 4) ¥ Po(#s, Vo, 2o, ;) Sou simultdneos
cuando t, = t,.

Veamos como son observados los mismos sticesos desde otro sis-
tema inercial, §’, animado de la velocidad v respecto del primero.
Con las férmulas de Lorentz se obtiene:

y serd t) # t, a no ser en el caso trivial ¥, =+, y ¢, = £, = 0. Re-
sulta, pues, que dos sucesos simultdneos en S no lo son en S'. La si-
multaneidad no tiene valor absoluto mds que cuando se refiere a su-
cesos que ocurren en el mismo lugar y en el mismo instante.

Para terminar estas consideraciones, diremos que dos sucesos son
coincidentes cuando son simultineos e is6topos.

Dice Einstein en su primera memoria que, gracias a haber preci-
sado lo que ha de entenderse por relojes sincrénicos en reposo, se
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obtiene una definicién para la simultaneidad y otra para el tiempo.
De aqui sacan algunos autores (A. Griinbaum, loc. cit.) la’ consecuen- -
cia de que la formula [4.1] sirve para definir el tiempo ¢ en B y que,
con igual razon, hubiera podido adoptarse la definicion:

=ty ety — 1) 0

Desde nuestro punto de vista, la ecuacién [4.1] no es una definiciéon
del tiempo, sino una consecuencia de haber postulado que la luz tiene
la misma velocidad en el trayecto de ida que en el de vuelta. Lo que
si es independiente de dicho postulado es la definicién de simulta-
neidad.

§ 5. La dilatacidn de los intervalos de tiempo.

Otra consecuencia asombrosa de las ecuaciones de Lorentz es que
cl tiempo que transcurre entre dos sucesos es diferentemente apre-
ciado nor log distintos ohservadores.

Sean dos sucesos, P, (+7,, v, &, ') y P, (W5, Vs, &5, ¥'5) que ocu-
rren en el mismo lugar de §”. Para §” el tiempo transcurrido entre
ambos sucesos serd f, — t;. En virtud de las ecuaciones de Lorentz
este mismo intervalo, medido desde S, valdra:

’ ’

H— % t,— ¢
. - ’ ’ H H

e =S >4, — ¢ (isotopia en §))

fy— 1t

Reciprocamente, dos sucesos, P, (¥,,9,,2,%) ¥ P, (%, v, 2. t,)
que ocurren en el mismo lugar de § seran vistos desde §’ como si
ocurrieran en tiempos tales que:

1y — ¢
s — 1t = w"’a—‘- >ty — (isotopia en .¥)

y resulta en ambos casos que el tiempo que transcurre entre dos su-
cesos parece mayor cuando ocurren en un sistema en movimiento.

En particular, los sucesos en cuestion pueden ser el comienzo y el
fin de uno de los periodos del fenémeno que regula 1la marcha de los
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relojes utilizados en las medidas. Entonces, cuando para $’ haya trans-
currido ¢, — ¢, = 1 hora, para § habra transcurrido:

t— 1!
ty —- ty = ———“——;.—1 -~ > 1 hora (isotopia en §)

Reciprocamente, cuando haya transcurrido una hora en S, serd:

1 hora (isotopia en .§)

4 [ -
2 1 o -

En consecuencia, cada observador encuentra que retrasa el reloj del
otro.

§ 6. La contraccidn de Fitsgerald-Lorents.

Tratemos de averiguar las implicaciones de las férmulas de Lo-
rentz en lo que se refiere a las dimeunsiones de los cuerpos. Supon-
gamos que S’ coloca su metro paralelamente al eje Y’. Entre las
coordenadas de sus extremos existitd la diferencia y; —y; = 1 me-
tro. Al aplicar las formulas de Lorentz resulta también v, —y, =1
metro, cualguiera gue sea t’. Lo mismo sucede si el metro se coloca
en cualquier direccién perpendicular a X’ y, por tanto, las dimen-
siones transversales de los cuerpos no se alteran a causa de su mo-
vimiento.

Si §” coloca su metro en la direccién del movimiento relativo,
serd 17, — &', = 1 metro. Se trata ahora de ver cudnto vale esta mis-
ma distancia medida desde S. Ello requiere definir operacionalmente
la manera de comparar dos metros que se mueven uno con relacién
a otro, y la manera obvia serd definir la longitud del metro movil
como la diferencia entre las abscisas de los puntos en que se hallan
simultdneamente sus extremos, apreciando la simultaneidad con los
relojes del sistema que se considera fijo. Sera, pues, preciso calcular
la diferencia v, —x, para ¢, = ¢,.

Como en virtud de la férmula de transformacién es:

Xg— Vi, ,

’
Ko TT e X, = -
2 @ 1 a

Xy -- v
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resulta, si £, = ¢
Xy —xy = (v; - vl’) a <7 1 metro (simultaneidad en §) [6.1]

en consecuencia, a S le parece que el metro de S’ es mas corto que el
suyo propio.

El principio de la relatividad exige que, vistas las cosas desde S,
sea el metro de .S el que parece mas corto. Asi ocurre en efecto, pues-
to que ahora la longitud de este metro ha de definirse por la dife-
rencia, 47, — &7, entre las abscisas de los puntos en que se hallan si-
multaneamente sus extremos, debiendo ser apreciada la simultaneidad
con los relojes de §7, esto es, con la condicién ¢, = #,. Entonces, las
férmulas de Lorventz:

x4 . X, 401,
Xy = ——— Xy =
a a
dan, si t, = t;:
Xy — x| = (23 — %) a < 1 metro (simultaneidad en ') [6.2]

Como consecuencia de lo que precede resulta que los cuerpos pa-
recen acovtarse en la diveccidn en que se mucven,

Notese que las ecuaciones [6.1] y [6.2] no son contradictorias,
pues se refieren a operaciones diferentes, pero es irremediable el pre-
guntar si los acortamientos son reales o aparentes. La respuesta de-
pende de lo que se entienda por real, pero en todo caso cabe afirmar
que €l efecto en cuestion se debe a que, segin la teoria de Einstein,
la simultaneidad en § no es lo mismo que la simultaneidad en §’, por
lo que, aunque parezca -paraddjico, los acortamientos han de acha-
carse a los relojes y no a los metros. El que un metro parezca mayor
que otro, o al revés, segiin el observador que los compara, es ani-
logo a lo que sucede cuando dos personas se observan a través de
tna lente cilindrica. Cada uno ve deformada la imagen del otro y, si
bien es cierto que a los sujetos no les ha pasado nada, también es
cierto que la deformacion de las imagenes retinianas es cosa real.

Habrd notado el lector que, por la forma de las ecuaciones de
Lorentz, ocurre que, a cada proposiciéon que se refiere a los inter-
valos de tiempo, corresponde otra que afecta a las distancias, y que
se pasa de una a otra cambiando dilataciéon por contraccién y coinci-
dencia de lugar o isotopia por simultaneidad.
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§ 7. Contraste de metros y relojes en movimiento.

Si el observador §’ pretende comparar sus medidas con las de §,
y se ha convenido en que sea éste quien tenga los patromes, debera
comenzar por contrastar sus metros y sus relojes con los de §. Em-
pezando por los relojes, cabe considerar las siguientes posibilidades:

a) Contraste por transporte. Se sincronizan directamente los re-
lojes con el patron y luego se transportan a S”.

b) Contraste por regulacidn desde S. El observador situado en §*
ajusta la marcha de su reloj atendiendo las indicaciones que le en-
via una estacion de radar situada junto al reloj patron. Hecho esto,
ajusta los demas relojes de S’ con el suyo propio,

c) Contraste por regulacion desde S’. El observador § posee
una estacion de radar con la que manda una sefial hacia el reloj pa-
trén, recibe la imagen de éste y aplica la regla de Einstein, ajustan-
do la marcha de su reloj y la posicién de las manecillas hasta conse-
guir el sincronismo. A continuacion, sincroniza con el suyo los de-
mas relojes de S’

Estas dos ultimas formas de contraste deben desecharse, porque
no estan de acuerdo con las ecuaciones de Lorentz. En efecto; si se
procede como en b), el observador § encontrari que el reloj de S’
tiene la misma marcha que el suyo propio, siendo asi que las citadas
formulas exigen que observe un retraso. Con la manera ¢), serd §’
quien encuentre que ambos relojes tienen la misma marcha, lo que
no debe suceder por Ja misma razén.

Queda sélo como posible la manera a) y, para que sea viable, es
preciso que, cualquiera que sea el tipo de reloj y la manera de trans-
portar el reloj desde .S a §’, su marcha quede ajustada automatica-
mente de actierdo con las exigencias de las formulas de Lorentz, se-
gun las cuales, la marcha de los relojes de S’ comparada con la de
los de §, no depende méis que de la velocidad relativa ». De aqui
resulta que, segiin la teoria de Einstein, cuando un reloj cualquiere
es transferido de un sistema S a otro S’ que se mueve con la velo-
cidad v respecto del primero, su marcha se modifica automdticamente,
de tal modo que, si el periodo era T, antes del transporte, el nuevo
periodo, medido desde S, vale:



Esto equivale a decir que la marcha de un reloj en movimiento de
pende tan sdlo de su wvelocidad con relacion al observador que la
mide y no de como ha adquirido dicha velocidad ; es funcion de pun-
to y no de linea.

Hay que advertir que, en opinién de algunos autores, el ajuste
de la marcha no se hace automaticamente, sino que el observador §’
debe variar el periodo de sus relojes de modo que se comporten de
acuerdo con las ecuaciones de Lorentz. Asi, McCrea (3) dice que se
consigue que sea igual a 1 la constante arbitraria que figura en las
formulas de transformacion y que la velocidad de la luz valga lo
mismo en todos los sistemas inerciales mediante un «ajuste de uni-
dades». Esta tesis nos parece insostenible, porque el principio de Ia
relatividad y la invariancia de la velocidad de la luz no serian leyes
naturales, sino consecuencia de ciertas maniobras hechas con los me-
tros y los relojes.

Un razonamiento enteramente analogo al anterior muestra 'que
el contraste de metros ha de realizarse por transpofrte y que, segiin
la teoria de la relatividad, si dos metros son iguales cuando estin
juntos y en reposo, siguen siéndolo cuando vuelven a estar juntos y
en movimiento, cualesquiera que sean las vicisitudes que haya sufri-
do cada uno. La longitud de un sdlido es, pues, funcién d¢' punto.

§ 8. Tiempo propio de un reloj. Relojes ideales.

Supéngase que en el origen de coordenadas del sistema S, ade-
mas del reloj patron, R,, hay otro reloj, R sincronizado con el pri-
mero. En un instante dado, ¢,, se pone en movimiento el reloj R con
una velocidad, (%), que puede ser variable con el tiempo. Se trata de
averiguar la hora, t, que marcara R en el instante #.

" En general, el problema es insoluble por falta de datos, pues es
preciso saber c6mo se comporta el reloj al ser acelerado, y es evi-
dente que tal comportamiento dependerd del tipo de reloj que se uti-
fice, pue's ‘no puede ser el mismo para péndulos regulados por fuer-
zas exterjores, como los de péndulo, que para relojes cuya marcha
estd condicionada por fuerzas interiores, como sucede en los relojes
de holsillo. Por eso, para poder seguir adelante, admitiremos que se

(3) W. H. McCrra: Relativity Physics, p. 14. Methuen & Co., Londres, 1934,



trata de relojes ideales, es decir, relojes cuya marcha, si bien puede
depender de la velocidad instantinea, como exige la teoria de Eins-
tein, no depende de la aceleracion.

Segflin se ha visto en el apartado anterior, la marcha del reloj R,
medida desde 5, resulta ser mas lenta que cuando se hallaba en repo-
so, de tal modo que, mientras las manecillas del reloj patréon avan-
zan d ¢, las de R avanzan:

d‘t:l/l—'—zzw at,

de donde se deduce:

z
:—zﬂzfl/l_—’;dz [8.1]
4

y como el radical es siempre menor que la unidad, la hora, %, mar-
cada por el reloj moévil serd siempre menor que la marcada por los
relojes fijos, y permanecera invariable en el caso # = c.

Cuando un reloj sincronizado con el reloj patréon situado en el
sistema inercial § es transportado a otro sistema inercial $’, marcard
en el instante £ una hora, dada por la expresién [8.1], que dependerd
de la forma de la funcién #u(t), y-del tiempo t— t, invertido en la
transferencia. Por tanto, = no estd determinado por los valores de ¢
v de la velocidad final , sino que depende de cémo se ha realizado
el paso de un sistema a otro. Esto hace ver que, a diferencia de lo
que sucede con el periodo, la hora marcada por un reloj que ha su-
frido cambios de welocidad, es wna funcidn de linea. En particular,
cuando el intervalo t — ¢, tiende a cero, = tenderi a t,

La importancia de la hora = que marca un reloj ideal que se ha
movido de cualquier manera sin que nadie haya tocado sus maneci-
llas, estriba en que se trata de una magnitud invariante ; esto es, que
no depende del sistema en que se coloca el reloj patréon para medir
el tiempo ¢ y, con €, la velocidad . Por eso se Hama tiempo propio
del reloj en cuestién.

Para demostrar esta importante propiedad, haremos notar que la
expresion

P gt AT N Tt (8.2]



es invariante respecto de las férmulas de transformacion de Lorentz,
por lo que la magnitud dr, definida por:

drﬂsdtﬂ;%—(dx=+dyz+dzz):
=h- ([ T

también serd invariante. Pero la expresién encerrada en el parénte-
sis recto del segundo miembro es el cuadrado de la velocidad instan-
tanea, u, del reloj, luego seri:

[8.8]

di=V1 w2t d¢

y basta integrar para obtener la expresion = del tiempo propio.

Noétese que las magnitudes s y 1, definidas por [8.2] y {8.8], son
invariantes, aunque no se trate de relojes ideales, pero. en tal caso,
el tiempo propio = no representa ya la hora marcada por las maneci-
ltas del reloj, sino la que marcaria un reloj ideal que hubiese sufrido
sus mismas vicisitudes.

Admitamos ahora que los fendémenos que ocurren en un cuerpo
en movimiento estin regidos en cada instante, a igualdad de otras
circunstancias, por la velocidad, u, de que estd animado con rela-
cion a cierto sistema de referencia S. Podremos ignorar dicha velo-
cidad y el tiempo ¢ medido en §, magnitudes que no son invariantes,
a condicion de introducir el tiempo propio de un reloj ideal que acom-
pafie al cuerpo en su movimiento. Por eso, el tiempo, 7, medido en
tal reloj, cuando sus manecillas no han sido tocadas por nadie desde
que fué puesto en hora con el patrédn, se llama tiempo propio del cuer-
po en cuestion,

El siguiente comentario servird para aclarar la nocién de tiempo
propio. Octipanse actualmente los fisicos en medir la edad del uni-
verso analizando minerales radiactivos de diversas procedencias, y
ello ha permitido afirmar, por via empirica, que el universo fué crea-
do en determinado lugar hace algunos miles de millones de afios. Un
fisico imbuido de ideas relativistas preguntard, ;qué significa tal re-
sultado si el tiempo transcurrido entre dos sucesos depende del mo-
vimiento del observador que lo mide? v

Sea S un sistema de referencia fijo en el lugar en que ocurri$ Ia
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creacion, y ¢ el tiempo medido en dicho sistema. El tiempo propio
de cada trozo de mineral valdra:

t

':::fVl—v:_u?_/E{dt.

0

y dependeri de los movimientos que, con relaciéon a S, haya ejecu-
tado desde que fué creado. Pero, en todo caso, serd r < ¢, de donde
resulta que, si la decadencia radiactiva no depende de la acelera-
ci6n (4), puede afirmarse las mediciones de la edad del mundo peca-
ran por defecto mientras no se tenga la fortuna de tropezar con un
cuerpo radiactivo que haya permanecido en el sistema .S desde el prin-
cipio de los tiempos. Es plausible tomar como edad del universo el
tiempo £, medido en el sistema inmoévil, con lo que resulta que todas
ias medidas realizadas en la practica podran pecar por defecto, pero
nunca por exceso.

Razonando de un modo perfectamente ortodoxo dentro de la teo-
ria einsteniana, hemos encontrado un sistema privilegiado, el que ha
permanecido invariablemente ligado al sitio de la Creacion. Este sis-
tema, por gozar de tal privilegio, merece ser llamado espacio en re-
poso por antonomasia, y también merecen la designacién de espacio
absoluto y de tiempo absoluto los conceptos abstractos derivados de
las mediciones realizadas con metros y relojes solidarios del mismo.
Como Einstein y, sobre todo los matematicos y filosofos relativistas,
han negado enfaticamente la existencia de tales entes absolutos, pa-
rece que hay contradiccidén entre el hecho de ser posible practicamente
la medicién de la edad del universo y las ideas basicas de la teoria
einsteniana. Pero, en realidad y pese a las rotundas afirmaciones de
los relativistas, dicha teoria en nada se opone a la existencia del es-
pacio y del tiempo absolutos, sino que afirma la imposibilidad de re-
conocerlos si alguna vez topamos con ellos, Y ocurre, en efecto, que
si llegase hasta nosotros un meteorito con un tiempo propio muy su-
perior a los medidos hasta la fecha, no podriamos asegurar que te-
niamos en la mano algo que habia permanecido siempre en el siste-

ma §, pues siempre quedaria la posibilidad de que nos legase otro
todavia méis viejo.

{4) Que ast sucede ha sido demostrado experimentalmente en los mesones por
Ticho, H., Phys. Rev., T2, 255 (1047).
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§ 9. Hora propia de un sistema inercial.,

Supéngase que en el sistema inercial fijo, S, se distribuyen por
doquier relojes solidarios del mismo y se sincronizan con el situado
en el origen de coordenadas de modo que todos marquen la hora ¢
simultineamente en S, Si se hace lo mismo en otro sistema inercial .§’,
todos sus relojes marcaran la hora t' simulidneamente en S’. Los va-
lores de ¢ y ¢’ estan relacionados por las formulas de Lorentz, de tal
modo que, si el reloj de §” que estd situado en #” marca ¢’ horas, el
reloj de S, que en este instante coincide con ¢l, marcara:

Hemos visto que, al transferir un reloj del sistema S al sistema §7,
su marcha medida con los relojes de S debe variar automaticamente,
de tal modo que parezca retrasar a razon de 1— a horas cada hora.
Por otra parte, 'si es un reloj ideal, la hora marcada por sus mane-
cillas estard dada por el tiempo propio:

2o+ A2
T ==ty b f V1 —a¥tdt,

%

donde £, es la hora que marcaba al salir del sistema S, y' At.el tiem-
po invertido en la. transferencia. Es evidente, puesto que la funcién
1(t) es arbitraria, que el valor de r queda indeterminado, por lo que,
si el observador S” quiere utilizar dicho reloj, habrd de comenzar por
mover sus manecillas hasta que marque la hora ¢ propia de §’ Re-
sulta, por tanto, a diferencia de lo que sucede con el periodo, el cual
se ajusta automaticamente a la velocidad final v, que la puesta en
hora ha de ser efectuada a mano.

La distincién entre la- hora-propia, 7, del reloj y la hora propia,
#, del sistema §7, resulta clara si se tiene en cuenta una circunstan-
cia que parecen haber olvidado todos lus que se ocupan en cuestio-
nes relativistas, y es que en las ecuaciones de Lorentz pueden figu-
rar cuatro constantes aditivas, de las que se puede disponer para ele-
gir arbitrariamente el origen de coordenadas y el origen de los tiem-



pos en el sistema moévil. En consecuencia, las férmulas que resultan
de suprimir dichas constantes sélo seran validas cuando los metros
con que se mide 4’ se hayan colocado a partir del origen (' y todos
los relojes de S’ se hayan puesto en hora, de modo que sea ¢ = 0
para & = 0 y t= 0. Hay necesidad, pues, de efectuar maniobras,
tanto para poner en posicion los meiros como para power en hora
los relojes, y es natural que la hora ¢ que marca un reloj después
de tales manipulaciones no tenga nada que ver con su hora propia,
7, que es la que marcaria si no se hubiesen tocado sus manecillas.

§ 10. La paradoja de los relojes.

Uno cualquiera de los relojes de §’, por ejemplo el situado en la
abscisa 47, pasara en cada instante ¢ junto a alguno de los relojes
de §, el cual marcara la hora ¢ correspondiente a los valores dados
de #° y ', El que las horas ¢ y i marcadas por ambos relojes no
sean iguales no ofrece, a primera vista, nada de particular, pues pa-
rece ser cosa comparable al hecho de que los relojes de Espafia ade-
lanten una hora respecto de los de Portugal, por lo que si un espa-
ol y un portugués se encuentran en cualquier parte no se asombra-
ran de que sus relojes difieran en una hora. Pero lo que sucede con
los sistemas inerciales es mis complicado, porque, por una parte, la
diferencia de hora entre dos relojes coincidentes en un punto, uno
de S y otro de §” depende del lugar, #/, en que ocurra el encuentro
¥, ademds, su marcha es diferente, como si la hora espafiola fuese
mas corta que la portuguesa cuando la comparacién la hace un por-
tugués, y ocurriera lo contrario cuando es un espafiol quien se en-
carga de hacer el contraste,

Este asombroso comportamiento de los relojes tieme su paran-
gon en lo que sucede con los metros, pero en este caso el proceso
se puede «visualizary recurriendo a la metdfora de la lente cilindrica
interpuesta entre el metro fijo y el metro mévil. Cabria la esperanza
de explicar de un modo anilogo lo que sucede con los relojes, pero
es el caso que no se puede imaginar una «lente para tiemposy» que,
colocada delante de un reloj, alterase el valor de sus indicaciones.
Es un caso en que falla la correspondencia o isomorfismo entre es-
pacios y tiempos, por lo que la explicaciéon que sirve para los metros
no vale para los relojes.

REV. bk 14 Rrar Acabemia pe CIENCIAS.—1957,
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Entre las consecuencias sorprendentes de la teoria de Einstein
destaca la llamada paradoja de los relojes, que fué y estd siendo ob-
jeto de animada controversia, sin que, hasta ahora, haya sido posible.
aclararla a gusto de todos. Procede, pues, analizar cuidadosamente
la paradoja en cuestién, y la manera mas sencilla consiste en tratar
de resolver el siguiente problema:

Por una estacién, 0, pasa sin detenerse un tren (sistema §7) en
el que va un viajero con un reloj que ha sido previamente contrasta-
do con el reloj de la estaciéon. Al pasar el tren por delante de 0, mar-
ca el reloj de ésta la hora ¢ = 0, y el viajero mueve las manecillas
del suyo de modo que sea también # = 0. El tren para bruscamen-
te y al cabo de cierto tiempo 7 medido en § y regresa a la estacién
0 con la misma velocidad que antes, Se trata de averiguar lo que
marcara el reloj del viajero cuando termine el viaje de ida y vuelta.

El jefe de estacién razonard asi: puesto que el reloj del viajero
retrasa, a razén de 1 — o horas cada hora, la solucidén es:

QT =2aT+AF, [21.1]

donde A# es lo que hayan avanzado sus manecillas mientras sé pro-
duce la inversion.

Por su parte, el viajero razonard como sigue: el reloj de la esta-
¢idn retrasa respecto del mio, luego cuando aquél marque 27, el
mio marcara:

27 =2 Tja-tAr [21.2]

La paradoja consiste en que las dos soluciones, aparentemente le-
gitimas, son incompatibles, pues de la comparacién de [21.1] con
[21.2] resulta la ecuacién absurda:

a==1/u. [21.3]

Ante estas dos soluciones contradictorias, la posicién que parece
légica es la del profesor Dingle (loc. cit.), quien afirma que ambas
son incorrectas, y que debe ser 77'= 2T, como si los relojes de Sy
S’ marcharan lo mismo. Procede, pues, examinar a fondo la cuestion.

Al retroceder el tren, cambia el sistema inercial §” en otro $” vy,
aunque con ello no se altera la marcha de los relojes, hay que proce-
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der a la determinacién de las constantes arbitrarias que figuran en
las ecuaciones de Lorentz aplicando las nuevas condiciones inicia-
les. Para facilitar la cuestion, supondremos que es despreciable el
tiempo A ¢ invertido en el cambio de marcha.

El viajero, que se encuentra en 4’ = 0, tomard como condiciones
iniciales para el viaje de regreso los valores # = v T, t =71, y el
valor de ¢’ dado por la férmula de Lorentz

Vi, 2

ve da ¢’ =T para &’ =0, t = T, Llas condiciones iniciales seran,
p b
pues:

' =0,"=a7) para (x=vl,t=T)

y si se hace T” = « T, las féormulas de transformacién para el viaje
de vuelta seran:

x=~}—(x"—vl"—+—2vT”); t:i(t'-——v—x')
[21.4]

”

Q!" R

2, 1 v 2
(x—{-z;t—?.—-—T'); t”=———(t—-i——«x—2~————T"
a a 4
y cuando ambos relojes vuelvan a estar reunidos en x = 2" = 0,
sus respectivas indicaciones seran:

Reloj de la estacién......... tg=27
Reloj del viajero ........... #/ =207,

con lo que resulta:
fq)':’lto- l21.5]
Ahora bien; el jefe de estacion rechazard este resultado aducien-

do que su reloj, que antes del cambio de marcha marcaba un tiempo
t;, dado por la ecuacién

, 1 } .
t:;—(f,—;—x) para x=0,2"=a 7,

0 sea, t, = o T”, pasa a marcar subitamente un tiempo £, que se
obtendri de [21.1] haciendo # = 0 y t” = T”, o sea:

1 22 ,
f227(1+72~) T/
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lo que significa que sus manecillas avanzan, sin causa justificada, un
intervalo

292
act

ty——t, = 77 [21.6}

Para plantear el problema a gusto del jefe de estacion, que se
encuentra en # = 0, hay que tomar como situacién inicial la que
resulta de aplicar su propio concepto de simultaneidad, segtn el cual
la inversién del movimiento del tren es un acontecimiento que se
produce cuando su reloj marca ¢ = T, y el reloj de §’, que enton-
ces pasa por r = 0, marca:

, 1 7\
f————a—-(i-*—;?.‘\)—T/a

con un valor de #” dado por

, 1 .
x=— (x —vt)= —v Tu.

Las condiciones iniciales seran, pues,

x"=—o Pla; t"=Tfa) para (v=0,0=7)
con lo que las féormulas de transformacion para el viaje de regreso
seran:

x”:-—:—l—-(x-#wt—-QvT): 1":——1—(t+—v—~ )
[21.47]

1, v\ Vi 2 o P,
x:—:—~—(:c Y +27T). t:——-(t——-[2~ac —2 r)

a ot

Al final de la jornada, cuando ambos relojes estén reunidos en
r = x” =0, sus respectivas indicaciones seran:
to'—_QT, Z:2T/U,
de donde

)= tyfu [21.5%}

Pero ahora es el viajero quien rechazarad esta solucidén, pues su
reloj, que antes de la inversién marcaba un tiempo #, dado por

14, » ,
:‘:-—-{Z—-(tl-f--—ct—x) para x' =0, t =T,



o sea ¥, = a7, pasa a marcar sibitamente un tiempo t”,, que se
obtendra de [21.4’], haciendo #” =0 y t =T, o sea:

(1-{-%:—)T

lo que significa que sus manecillas avanzan, sin causa justificada,
un intervalo:

£ t] = %:. T 121.6']

Estamos, pues, ante un dilema. Si las dos soluciones [21.51 y
[21.5"] fuesen validas, resultaria la ecuacién absurda «/1/«. Si se
rechaza la [21.5’] porque no satisface al viajero, habrd que recha-
zar la [21-5] porque no satisface al jefe de estacion

Resulta de esta discusidon que las ecuaciones de Lorentz condu-
cen a dos soluciones contradictorias, ninguna de las cuales es acep-
table.

Podria alegarse que cuando se trata el problema a la manera del
viajero, se supone que la parada y vuelta atrds de todos los puntos
del tren se produce simultineamente en .S, mientras que el jefe de
estacién aplica el criterio de simultaneidad en su propio sistema.
Pero es el caso que de ambas maneras se respeta la condicidn de
que el reloj del viajero invierta 'su movimiento cuando t=7T y
V=aT.

Ciertos autores (5) opinan que la paradoja de los relojes sélo pue-
de explicarse mediante la teoria general de la relatividad, lo que
equivale a decir que las ecuaciones de Lotentz no pueden aplicarse
para pasar de § a §”, a pesar de que ambos sistemas son inerciales,
que es justamente para lo que fueron obtenidas. Por otra parte, si
se examina con cuidado el razonamiento que se aplica en la teoria
general de la relatividad, se ve que, aunque sea irreprochable desde
el punto de vista matemitico, conduce a consecuencias inadmisibles
si creemos en la existencia de leyes fisicas, en cuya virtud no puede
haber efecto sin causa que lo justifique.

En esencia, la explicacién que se da en la teoria general es la si-
guiente: Desde el punto de vista del viajero (simultaneidad en .5")
su reloj marca # = « T en el momento en que retrocede el tren,

(5) R. C. Towmax: Relativity, Thermodinamics, and Cosmology, Oxford, 1934 ;
C MbLier: The Theory of Relativity, Oxford, 1955.



mientras que el reloj de 0, situado en x = 0, marca ¢ = «* 7T, Cuan-
do el viajero llega a 0, su reloj marcard 27" = 2« T, y el que per-
manece fijo en 0 habri avanzado un intervalo dado por el tiempo
propio
2a 7
T=f VIS oadt =0T,
«7

por lo que debiera marcar 20?7, y seria el viajero quien habia en-
vejecido mas deprisa, de acuerdo con la solucion [21.5’] Pero ocu-
rre que el efecto de la aceleracidén, que es nulo para el reloj del via-
jero cuando la inversidon se produce instantineamente, hace que el
reloj situado en x = 0 experimente los efectos de un campo gravi-
tatorio ficticio que le hace avanzar 27°T/c?, que es justamente el
salto a que se refiere la ecuacion [21.6]. Asi se llega a la solucién
[21.5], que es la aceptada por todos los autores.

Pero, a nuestro juicio, la explicacién que acabamos de exponer
es inaceptable porque el potencial de dicho campo gravitatorio es
una funcién de x que se anula en ¥ = v T y se hace infinito en
¥ = 0, por lo que debiera suceder que la sincronizacién de los relo-
jes de S se desbaratase a consecuencia de lo ocurrido a un reloj que
no forma parte este de sistema. De ser asi, los habitantes de la Tie-
rra envejecerian cada vez que un vehiculo interestelar emprendiera
el viaje de regreso.

22. La semivida de los miesones rdpidos.

Mientras se imprimia este capitulo ha aparecido un escrito de
Crawford (6) en el que se aducen hechos para la confirmacién expe-
rimental de la paradoja de los relojes.

T.os hechos a que se refiere Crawford no constituyen ninguna no-
vedad, pues fueron ya citados por Janossy (7) y por Sommerfeld (8).
Consiten en medidas realizadas por Rossi et al. (9), por Rasetti (10)

—

(6) Crawrorp, F. S.: Nature, 179, 35 (1957).

(7y JAvossy, IL.: Cosmic Rays, Oxford (1950), pag. 201.

(8) SoMMERFELD, A.: Electrodynamics, New York (1952), pag. 228.
(9) Rossr, Hitserry y Hoac: Phys. Rev., 57, 461 (1949).

(10) Raserri, F.: Phys. Rev., 60, 198 (1941).



v por Blackett (11) del flujo de mesones p a grandes alturas y al nivel
del mar, de las que se deduce que la semivida de tales particulas, que
vale (1,5+ 0,3) x 10™® segundos cuando estin en reposo, se coi-
vierte en 30 x 10~® segundos cuando se mueven con una velocidad tal
que « = 1/15, lo cual, habida cuenta de los errores experimentales,
estd de acuerdo con la teoria de Einstein. Ademas, las medidas de
Ticho (12) muestran que la aceleracidén no influye sobre la semivida,
por lo que el efecto observado no puede atribuirse a lo que pasa cuan-
do los mesones pasan del movimiento al reposo.

Si bien se mira, el comportamiento de los mesones, en vez de
aclarar la paradoja, la pone de manifiesto con toda claridad, pues
basta considerar dos porciones de un mismo cuerpo radiactivo, una
de las cuales ejecuta un viaje de ida y vuelta en las mismas condi-
ciones que el viajero del § 21, La que permanecié en reposo debe
envejecer mas deprisa que la otra, y, como segtin Ticho, ello no
puede atribuirse a la aceleacidén sufrida por la otra porcion. habra
que buscar otra explicacion. Mas adelante veremos como se en-
cuentra.

(11) Brackerr, P. M..S.: Proc. Roy. Soc., A, 159, 1 (1987).
(12) Ticmo, H.: Phys. Rev., 72, 255 (1947).



CAPITULO 11

LAS NUEVAS FORMULAS DE TRANSFORMACION

1 Reuvisidn de los postulados relativistas.

En el capitulo anterior hemos puesto de manifiesto que las ecua-
ciones de Lorentz conducen a resultados dificilmente conciliahles
entre si. Hay, pues, motivos para desecharlas, por grandes que sean
los éxitos logrados por la teoria de Einstein, y por bello que sea el
algoritmo matematico que utiliza. Todo esto constituiria wna ver-
dadera catdstrofe si no fuese porque, como se verd en el curso de
estas lecciones, cabe sustituir la teoria einsteniana por otra que,
si hien discrepa en las implicaciones .metafisicas acerca del espacio
y del tiempo, conduce a las mismas consecuencias de orden fisico y
estd libre de dificultabdes 16gicas. La teoria de la relatividad se en-
cuentra ahora en circunstancias analogas a como se hallaba la teo-
ria del 4tomo de Bohr cuando se aplicaba con éxito, a sabiendas de
que era inconsistente consigo misma.

Para deducir las formulas de Lorentz hemos hecho uso de tres
postulados, a saber: 1.° Dado un sistema inercial son inerciales todos
ios que se mueven con respecto a él con velocidad constante. 2.° La
luz se propaga con igual velocidad en todos los sistemas inerciales.
3.2 Todos los sistemas inerciales son equivalentes. En realidad, para
deducir las férmulas de Lorentz basta un solo postulado, que abarca
los tres anteriores, y que es el principio de la relatividad de Einstein.
Puede enunciarse asi: No hay experimento que permita averiguar si
un sistema se halla en reposo o se mueve con movimiento rectilineo
y uniforme.

Puesto que las formulas de Lorentz parecen inadmisibles, el
principio de relatividad de Einstein implica una imposibilidad 16gica
v no sirve para explicar racionalmente los fendmenos naturales, Si



en lugar de este principio nos atenemos a los tres en que puede des-
componerse, se ve ficilmente que el tercero es incompatible con los
dos primeros y, como fué introducido mediante una generalizacién
no plenamente justificada del principio de relatividad de Galileo, esta
indicado averiguar lo que sucede si se prescinde de él. Puestas asi
las cosas, habremos de basar la teoria en los dos primeros postula-
dos, que pueden considerarse como suficientemente justificados. El
uno, porque sirvié de base a la mecénica clasica, y no hay razén para
abandonarlo ; el otro, porque constituye la explicacién mas sencilla
del experimento de Michelson y Morley.

2. Las nuevas foymulas de transformacion.

Segin se vi6 en el § 2 del capitulo primero, los dos primeros pos-
tulados exigen que las formulas de transformaciéon entre un sistema
en reposo, S, y otro, §’, que se mueve con la velocidad v, sean:

x=—%—(x’+z)f'); y=xys z=vyz; t:—l—(f’-}—{z—‘}x’) a=VY1—1v%e,

donde y es una constante indeterminada. En la teoria de Einstein
esta constante adquiere el valor y = 1 gracias a la condicion de que
los sistemas § y S sean equivalentes. Pero el mismo razonamiento
que nos sirvié para probar-que la llamada paradoja de los relojes es,
en realidad, un absurdo, muestra que le duracidn de un suceso que
transcurte en un lugar fijo de un sistema inercial cualquiera ha de
ser igualinente apreciada desde el sistema en reposo, de donde resulta
que no se requiere ningfin nuevo postulado para hallar el valor de v,
pues la condicidén ¢, — ¢, =1, — #| si x} = x; exige que sea y = a.
Segun esto, las formulas de transformacién deberin ser:

’ , , ’ ’ 2, P Yl
x=x"40vt;, y=uay;, z=az; t=¢ —i—?x; a=V1— 2" [2.1]
de donde se deducen las férmulas inversas:

, 1
K=o (r—t) ¥ =yl = f'=-1~(f—l")' [2.2]
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De las ecuaciones anteriores se deduce que:

Boh=n (35)mmr

lo que significa que, prescindiendo del signo, la velocidad relativa
vale lo mismo en ambos sistemas.

En lo que sigue empezaremos por analizar las modificaciones que
el mero cambio de la constante de proporcionalidad obliga a introdu-
cir en la teoria de Einstein. Luego, fieles a nuestro programa, segui-
remos exponiendo esta teoria, pero utilizaremos también las nuevas
férmulas de transformacién, En la exposicién nos acomodaremos,
en lineas generales, al método seguido por McCrea (1), que nos pa-
rece recomendable por lo riguroso y completo.

3. Simultaneidad y contraste de relojes.

Con las nuevas férmulas de transformacion ocurre también que
dos sucesos, P, t,) ¥y .P,(#, ¢), que son simultineos en .§ no
lo son en §’, pues:

vy — )

’ 7
— 1 i
to —H = Py =0 si xyFx,.

Por tanto, la simultaneidad tiene caracter relativo.

En cambio, la duraciéon de un fendémeno cualquiera, que empieza
y termina en el mismo lugar de un sistema inercial S, vale lo mismo
si se mide desde el sistema en réposo S, pues si el comienzo y ¢l fin
estan dados por P, («",, ¢,)) v P, (#,, t,), serd:

43—ty =1t, —¢ (isotopia en S').

En particular, si 2 — #; = 1 hora, serd también ¢, <« ¢, = 1 hora.
La marcha de los relojes es la misma.

A diferencia de lo que sucedia en la teoria de Einstein (§ 7, cap. 1),
el contraste de relojes puede hacerse desde el sisteina en reposo S.
Nétese que las consecuencias anteriores no excluyen el que el pe-

(1) McCrea, W. H.: Relativity Physics. Methuen & Co. Londres, 1935,



riodo del.reloj y, en general, la duracion de un fenémeno cualquiera,
puédan cambiar al pasar del sistema fijo al sistema mévil. Lo que s€
afirma es la posibilidad de ajustar el reloj situado en 27 =0, de
modo que marque la misma hora t' = ¢ que los relojes de S que en-
cuentra a su paso. El que para los demas relojes no se cumpla dicha
igualdad es debido a que el observador S’ tiene que poner en hora
con el suyo propio todos los relojes que haya de utilizar en sus ex-
perimentos, de modo que todos marquen la misma hora ¢ simulta-
neamente en S’

Para fijar las ideas, supdngase que se trata de averiguar la hora
que marcan los relojes de S’ cuando todos los relojes de S marcan
¢ = 0. La formula

t= -4 —:T ', con #=0 (simultaneidad en §)
nos dice que

y sera t’' % 0 segln que .r'% 0. En otros términos: vistas las cosas

desde S, los relojes situados a la derecha de 4" = 0 van atrasadous y
ios situados a la izquierda van adelantados a razén de v/c? segundos
por cada centimetro de su distancia al origen.

Recipocramente, en el instante en que los relojes de § marcan
¥ =0, 1a formula

e (i —_ 7”-— x) con # =0 (simultaneidad en )

dice que

en cousecuencia, vistas las cosas desde §, los relojes situados a la
derecha del origen van adelantados, y los que estin a la izquierda
van atrasados, lo cunal estd de acuerdo con lo que observa S.

En resumen; utilizando sefiales luminosas y aplicando la regla
de Einstein, se puede ajustar la marcha de todos los relojes, fijos y
méviles, de modo que todos marchen sincrénicamente con el reloj
patrén. Pero, si se trata de realizar medidas en un sistema inercial
determinado, $”, serd preciso mover las manecillas de los relojes so-
lidarios del mismo hasta que marquen la misma hora simulténeamen-
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te en S’. Las férmulas hacen ver que, después de esta maniobra,
tan sélo el reloj situado en #/ = 0 marcha sincrénicamente con los
relojes de S.

Es de notar que, si se mide desde §’ la duracion de un fendme-
no que ocurre en un lugar fijo de §, se obtendra

’ ’

1 . ;
7 — = — (/s — ¢,) (isotopia en S)
P

lo que revela que, para obtener la verdadera duracién de un fenéme-
no, el operador debera hallarse en reposo, o bien debe acompaifiar en
su movimiento al conjunto de cuerpos en que se produce el fendme-
no en cuestion.

Noétese que con las nuevas foérmulas queda eliminada la paradoja
de los relojes, pues con ellas las diferencias entre los tiempos ¢ y ¢
se deben a la distinta puesta en hora y no a la diferencia de marcha.
La solucidn que el viajero obtiene en el [21], capitulo I, no es valida,
porque las duraciones de fendmenos que ocurren en el sistema en
reposo han de medirse en este mismo sistema.

{. Contraccion de los sélidos en movimiento.

Un sélido rigido es transferido desde el sistema en 1eposo § al
sistema movil §’, Juntamente con €l es transferido un metro, tam-
bién rigido, después de haberlo contrastado con el metro patrén si-
tuado en S. Como lo que suceda al sélido sucederd también al me-
tro, las medidas obtenidas por S’ en el solido coincidirin con las
halladas por § antes de la transferencia, por lo que §” no notaria cam-
bios de tamafio ni de forma, Se trata ahora de comparar la longitud
del metro movil con la del metro en reposo.

Supoéngase que S5’ coloca su metro perpendicularmente a la direc-
cién del movimiento ; por ejemplo, a lo largo del eje ¥’. Las coor-
denadas de sus extremos seran tales que

¥ — %1 = 1 metro.

Esta misma distancia, medida desde S, valdra, en virtud de las nue-
vas féormulas de transformacidn:

Yy — = a(yé —yi) <Z 1 metro,
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de modo que el metro movil aparece contraido de acuerdo con el
factor a.

Reciprocamente, si es § quien mide con su metro la longitud del
metro fijo.colocado transversalmente, serd:

¥ — ¥y =1metro;  y, —y; = l’% >> 1 metro.

Los dos observadores estan de acuerdo en que el metro mévil, el
de §, es mas corto que el metro fijo, y como otro tanto puede de-
cirse de cualquier sélido, resulta que, por efecto del movimiento, las
dimensiones transversales se contraen en la proporcién 1/ea. Noétese
que, por no intervenir el tiempo en las férmulas que hemos utiliza-
do, no hay necesidad de especificar en qué sistema han de ser simul-
tineas las operaciones de medida.

Veamos ahora lo que sucede cuando’ los metros se colocan en la
direccion del movimiento. Las abscisas de los extremos del metro
de S’ seran tales que

%y — x; = | metro,

y se trata de averiguar los valores que; simultdneamente, toman di-
chas abscisas en el sistema §; esto es, con la condicién £, = f,. Ha-
bremos de utilizar para ello 1a primera de las férmulas [2.2], que con-
duce a:

Xy — xy == a2 (xé — xi) <7 1 metro (simultaneidad en §)

y resulta que las dimensiones paralelas al movimiento aparecen con-
traidas en la proporcidn 1 @ o2. ‘

Reciprocamente, si es S’ quien lleva a cabo la comparacién, ob-
tendrd para la longitud #, — #, = 1 metro el valor que resulta de la
primera de las férmulas [2.1], haciendo en ella # = #5:

x, — 2 = 1 metro

y §’ encuentra que su metro coincide con el patrén.

Estos resultados pueden expresarse de un modo sencillo si con-
venimos en llamar efecto real al que es igualmente apreciado por
ambos observadores, y efecto aparente al que es diferentemente apre-
ciado por proceder de la aplicacién de distintos criterios de simul-
taneidad, de tal modo, que cada uno encuentra que es el metro del
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otro el que se ha contraido. Con este convenio se puede decir que:
A consecuencia del movimiento, todo cuerpo sdlido experimenta una
contraccion homogénea, de tal modo, que todas sus dimensiones dismi-
nuycn en la proporcion 1 1 o, A este efecio real se superpone un efec-
to aparente, en cuya virtud cada observador encuentra que las dimen-
siones paralelas al movimiento relativo se contraen cn la propor-
cion 1 : a.

Si el observador en reposo, S, mide las dimensiones de un cuerpo
en movimiento, encontrara una contraccion real o, a la que se super-
pone otra contraccién aparente que vale también = y que sélo afecta
a las longitudes paralelas al movimiento, La contraccién de estas
Gltimas serd, pues, o*. Pero si el cterpo se halla en reposo y las me-
diciones son efectuadas desde el sistema en movimiento, .S/, la con-
traccion real del metro de S’ serd causa de que se observe una dila-
tacion homogénea 1/e acompanada de una dilatacidn aparente que
solo afecta a las longitudes paralelas al movimiento. Estas tiltimas re-
sultan, pues, inalteradas.

Vistas las cosas desde el sistema en reposo, todo pasa como si:
Los cuerpos cambian de tamasio y de forma cuando se ponen en mo-
vimiento, de tal modo, que las dimensiones transversales se acortan
en la proporcion s/s, = of, wnientras que para las transversales el
acortemiento estd dado por s/s, = o.

Por efecto del movimiento, una esfera se convertird en un elip-
soide de revolucién achatado, porque las dimensiones longitudinales
se contraen méis que las transversales. Desde luego, un observador
que se mueva con el cuerpo no notard cambios de tamafio ni de.
forma.

5. El espacio-tiempo.

En el capitulo anterior hemos hecho notar la correspondencia
que existe entre los conceptos que atafien al espacio y los que se
refieren al tiempo, correspondencia que se manifiesta en el hecho de
que a cada conjunto de vocablos referentes a las tres dimensiones del
espacio corresponde un vocablo para el tiempo. Asi:

Aqui voviiiiiniiinnnn, .... Ahora.
Arriba, abajo, izquierda, dere-
cha, delante, detrds ......., Antes, después,



Cerca, ..... N e . Hace poco; dentro de poco.
Lejos....... cie s Hace mucho; falta mucho.
Metros. ...ooovvnn... PPN Relojes.
Tamafio.................. .. Duracién.

Posicién ........vuvinns ... Hora,

Isotopia...... et vesevse.. Simultaneidad.

En la teoria einsteniana se manifiesta esta correspondencia gra-
matical por un isomorfismo entre las magnitudes espaciales y las tem-
porales que permite fundirlas todas en una entidad compleja que se
denomina espacio-tiempo, cuya razén de ser estriba en las siguien-
tes consideraciones:

~ Un suceso, P, estd caracterizado desde el punto de vista cinema-
tico por cuatro magnitudes, &, ¥, 2, ¢, que fijan el lugar y el momen-
to. Dados dos sucesos, P, (x,, ¥,, &1, £,) ¥ P. (%, Vs, 2., 1,), la distan-
cia'entre los lugares en que ocurren estid dada por la expresion:

R =V (g — 2P + (3 — 3 -+ (82 — 5?
y €l tiempo que transcurre entre ambos vale:
Tia=1y— 1.

Tanto R,, como T,, permanecen invariables si se aplican las ecua-
ciones de transformacion de Galileo, circunstancia que se expresa di-
ciendo que son invariantes respecto de las mismas. Pero en la teoria
de Einstein ocurre que ni las distancias ni las dwraciones son inva-
riantes respecto de las formulas de Lorents.

En cambio, el intervalo entre dos sucesos, definido por:

S19 = V(xz - 9 (9 — 91 (g — 2P — 2y — 1) = VfR?z - 657‘12?

es invariante respecto de las férmulas de transformacion de Lorents.

El intervalo entre dos sucesos puede ser real, imaginario o nulo.
En el primer caso diremos que es de la misma indole que el espacio
0 que es pame‘s;bacial_v En el segundo caso diremos que es paraten- .
poral y conviene sustifuirlo por otro real:

Tyg = —i:f = ]/(;;———_tl)gt'/‘i’?;/ﬁ .

Finalmente, el intervalo nulo es a la vez paraespacial y paratemporal.
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Dado un intervalo paraespacial, existe siempre un sistema iner-
cial en el que ambos sucesos son simultaneos y, por tanto, el inter-
valo es igual a la distancia, medida en dicho sistema, entre los pun-
tos en que ocurren, En efecto; si se elige el sistema S* de modo que
los sucesos en cuestién ocurran en el eje X’ serd Ry, = #,—ux, ¥,
para que sea ¢;==12; habra de ser, por virtud de las férmulas de Lo-

rentz :
2
1y — 1 “7(""2“3"1)=0
de donde:

__?_2___ 2 (tz_tl)2
( d ) —e-Sg <t [5.1]

pues, por hipétesis, es Riy > ¢? (t, — £,)%.

Cuando el intervalo es paratemporal, o sea cuando R,, < ¢*T,,
hay un sistema inercial en el que ambos sucesos son isoétopos y, por
tanto, el intervalo + es igual al tiempo que, en dicho sistema, trans-
curre entre los mismos. En efecto; para que xj==ax; deberi ser, si
rigen las formulas de Lorentz,

Xy — X, —v(fy —1)=0,

de donde:

2
v \2 RIZ .
(T) —-m<:. [5.2].
Finalmente, cuando el intervalo es nulo, cualquiera de las férmu-

las [5.1] o [5.2] da para el sistema S’ la velocidad v = ¢, lo cual sig-
nifica que, en este sistema, los sucesos en cuestion serdn, a la vez,

simultaneos e isGtopos.
El isomorfismo entre las magnitudes espaciales y las temporales
se pone de manifiesto si se introduce una nueva magnitud:

x,=1ict,

con lo cual, mediante un cambio de notacién para las coordenadas,
resultan las siguientes expresiones para los invariantes:

— 42 2 2 2
st = xy 4 xy 4205 - xy

. [5.3]
e - 1 A R
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Al proceder asi, y operando en un espacio abstracto de cuatro di-
mensiones, desaparece de las férmulas toda distincidon entre el es-
pacio y el tiempo. Estas ideas fueron expuestas por Minkowski el
afio 1907 en e] LIIT Congreso de Médicos y Naturalistas celebrado
en Colonia, en un célebre discurso que comenzaba con estos solem-
nes parrafos: «Sefiores: Las ideas que voy a desarrollar ante uste-
des acerca del tiempo y el espacio se basan en la experiencia fisica. En
ello radica su fuerza. Su tendencia es radical. Desde este momento,
el espacio en si y el tiempo en si se sumergen en las sombras, pero
queda una entidad formada por la unién de ambos a la que se puede
atribuir existencia propia.»

Merced a las ideas de Minkowski, la teoria de Einstein pasé a ser
una geometria en un espacio de cuatro dimensiones con una métrica
definida por el intervalo {5.3], y en la que las féormulas de Lorentz
se interpretan como una rotaciéon definida por una matriz unitaria.
El espacio-tiempo o universo de Minkowski tiene cardcter absoluto,
a diferencia del espacio en si y del tiempo en st que, por ser cosas
relativas, carecen de existencia objetiva (1).

Las rotundas afirmaciones de Minkowski no se acomodan a los
hechos, pues la experiencia fisica a que se alude es el experimento
de Michelson y Morley, para cuya realizacién no fué preciso emplear
reloj ninguno por lo que puede decirse que el tiempo estaba ausente
y no es legitimo sacar consecuencias acerca de su comportamiento.
Todo es explicable por los cambios de longitud que experimentan los
brazos del aparato cuando pasan de la posicién perpendicular al mo-
vimiento terrestre a la posicion paralela.

Por otra parte, la correspondencia entre las magnitudes espacia-
les y las temporales no es completa, ni mucho menos. El tiempo
transcurre siempre hacia el futuro y no hay manera de alterar su
marcha. Tampoco disponemos de artificios que, a manera de lentes
Opticas, nos hagan ver aumentadas o disminuidas las duraciones de
los fenémenos fisicos.

(1) Segim Mixxkowskr, la esencia del principio de relatividad de Einstein estd
condensada en la eférmula mistica» 2 x 105 km = ,/—71seg. Al hacer esta afir-
macién no se tiene en cuenta que, para los fines del andlisis dimensional la cons-

tante universal ¢ es ineludible (véase J. Paracios, dAwndlisis Dimensional. Espasa
Calpe, Madrid, 1956).

REv, Dz 1A REaL AcanEmia pe CIENCIAS,—1957,

o
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Todavia cabe sefialar una diferencia que radica en la peculiar ma-
nera de ser del tiempo y del espacio. Imaginemos un ser racional vi-
viendo en el seno de una atmoésfera indefinida, sin ningfin cuerpo so-
lido que sirva de mojon o punto de referencia. O, si se quiere hacer
el caso mis verosimil, un habitante de una inmensa sibana perfec-
tamente tersa y tan dura que no fuera posible hacer marcas o seiia-
les de ningin género. Nuestro personaje tiene viveres suficientes y
estid provisto de un metro y un reloj. En estas condiciones, todo el
vocabulario referente a los conceptos espaciales tendria para éI un
sentido tan recondito como toda la terminologia de los colores para
un ciego. Con su unico metro no podria hacer mediciones de ningun
género, pues no sabria cémo colocarlo a continuacién de si mismo.
Si era matematico podria crear una geometria abstracta, euclidea o
no, pero no tendria sentido el tratar de comprobar experimentalmen-
te sus consecuencias. Otro seria el caso si disponia de abundantes
barras s6lidas, pues empalmandolas unas con otras podria construir
una estructura en la que ya seria posible hacer mediciones con el
metro. Como se ve, la existencia de soélidos rigidos es condicién in-
dispensable para que exista una geometria como ciencia positiva ;
esto es, basada en meédiciones definidas operacionalmente. Lo demas-
es pura metafisica. Esto no quiere decir que el espacio no pueda exis-
tir sin cuerpos solidos en €1; pero seria un espacio sin geometria.

En cambio, el ser solitario tendria idea del tiempo, pues su me-
moria le bastaria para ordenar sus sensaciones y podria usar su reloj
para saber si habia dormido mucho o poco, para saber si ya es hora
de comer a pesar de no tener apetito, para contar los latidos de su
corazon, etc. Es posible, pues, tener idea de lo que es el tiempo y su
medida.

Las consideraciones anteriores muestran que la teoria de Eins-
tein, en el aspecto geométrico que le di6 Minkowski, a pesar de su
helleza, es a modo de lecho de Procusto en el que no cabe la reali-
dad fisica, sino a fuerza de graves mutilaciones. De un mejor cono-
cimiento cabe esperar que surjan diferencias entre entes que pare-
clan iguales, pero de una teoria que confunde cosas claramente dis-
tintas, como son el espacio y el tiempo, no puede decirse que dé una
mejor idea de la realidad, sino, en todo caso, un aspecto parcial de
la misma. El intervalo espacio-tiempo es un complejo de distancia y
duracién que ha de medirse con un aparato, hibrido de metro y reloj,
que dard segundos o metros, segiin se trate de sucesos paratempo-
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rales o paraespaciales. Con la informacion que se obtiene al medirlo
nada puede decirse acerca de lo que sucede por separado a las dis-
tancias y a las duraciones. Por eso, a quienes afirman que la para-
doja de los relojes desaparece cuando se opera en el espacio-tiempo
¥y que, por ello, es {ruto de nuestra incapacidad para intuirlo, hay que
replicar que, si la teoria de Minkowski es consistente consigo misma,
se debe a que, por ser excesivamente angosta, deja fuera heches fun-
damentales y, entre ellos, la referida paradoja.

Procede ahora revisar las precedentes ideas a la luz de las nue-
vas férmulas de transformacién. Ante todo, ya no sucede que sea
invariante la expresion

st= (g — x)? (3 — 90 (B — 5P — R — )R
pues se transforma en
2= [(xé - .901)2 + (yé —y;)'?‘ -+ (z!_, — zl’)2 -t (té — ti)g] =als'?

Por consiguiente, al intervalo espacio-tiempo, cuya importancia con-
sistia en ser invariante, conviene la frase de Minkowski «se hunde en
la sombrar, y con él toda la geometrizacion de la teoria de la rela-
tividad.

A cambio de la pérdida de tan valioso invariante, ocurre que se¢
conserva la duracion de cualquier fewdmeno fisico, pues si un ob-
servador la mide en un sistema inercial cualquiera, operando de la
manera que podemos llamar natural, esto es, hallandose en reposo
relativo con relacion a los cuerpos que intervienen en el experimen-

to (isotopia en S) y obtiene T{y = # — #{, las férmulas de transfor-
macion, con xj = x;, dan

Eliminando # de las nuevas formulas de transformacion se obtiene:
vx=eax"+vt; y=ay; s=az

y, salvo el término v ¢, que representa un movimiento de traslacién
uniforme, resulta que todo cuerpo sélido, por el hecho de moverse
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con la velocidad v, experimenta un cambio dado por el tensor si-
métrico.

« 0 U
=0 a« O
0 0 «

que representa una deformacién pura en la que se conservan las aii-
neaciones a lo largo de los ejes X, V', Z’ en que se hallan los vectores
propios del tensor, Es invariante la dilatacion relativa, dada por el
determinante A = «. En fin, en lugar de la rotaciéon en el espacio-
tiempo, se obtiene una traslacion uniforme acompafiada de una de-
formacion irrotacional.

6. El sistema en reposo absoluto.

En la teoria einsteniana la nocidn de espacio absoluto carece de
sentido, porque se afirma la imposibilidad de que haya en él algo ob-
servable que lo distinga de los demas sistemas inerciales. Decir que
existe o no un sistema en reposo absoluto pasa 2 ser una de esas pro-
posiciones de las que no puede decirse que sean ciertas o falsas por
la carencia completa de informacién. Todo esto se traduce en el hecho
de haber simetria entre las formulas de Lorentz directas y las inversas.

En las nuevas férmulas de transformacion no hay ya tal simetria,
lo que indica que el sistema S, el que hemos supuesto en reposo, ha
de poseer alglin rasgo caracteristico, recognoscible experimentalmente.
Para ponerlo de manifiesto, recordemos que, por efecto del movi-
miento, se contraen los s6lidos y que esta contraccion puede descom-
ponerse en dos partes: una contraccion homogénea que puede ca-
lificarse de real porque es igualmente apreciada desde el sistema fijo
y desde el sistema movil, y otra, que s6lo afecta a las dimensiones
paralelas al movimiento, de la que puede decirse que es aparente por-
que procede de ser distinto el criterio de simultaneidad.

Si nos atenemos a las dimensiones perpendiculares al movimiento,
debera suceder que experimenten una contraccién real tal que, si 7,
es su medida cuando el cuerpo estaba en reposo absoluto, se conviertan
en » = 7, )/ 10?/¢c? cuando el cuerpo se mueva con la velocidad wv.
Este cambio de dimensiones ha de atribuirse a los cambios que expe-
rimenta la velocidad del cuerpo cuando pasa del sistema en reposo
al sistema movil, de donde se infiere que fodo cuerpo tiene su tamasio



mdximo cuando forma parie de un sistema que nunca ha sido acelerado.
Diremos que un sistenia estd en reposo absoluto cuando nunca ha sido
acelerado, o cuando ha sufrido acclevacioncs iguales v contrarias.

Si hubiere varios de estos sistemas serian indiscernibles, y de cual-
quiera de ellos podria decirse que estaba en reposo absoluto. Para
fijar las ideas podemos suponer due existe uno solo, solidario del
lugar en que fué creado el universo y que, en virtud de las leyes de
la mecanica, es solidario de su centro de masa,.

Las precedentes consideraciones permiten idear un experimento
para averiguar, por via operacional, la welocidad absoluta del sistema
de gue formamos parte. Dispirese una esfera contra un blanco situado
perpendicularmente a la trayectoria del proyectil y midase el radio de
la perforacién producida. Repitase el experimento cambiando la direc-
cidn y la velocidad del proyectil hasta obtener el valor maximo para
dicho radio. Esta velocidad, cambiada de signo, seria nuestra velocidad
absoluta.

7. El tiempo absoluto.

Veamos ahora cudles son las implicaciones de las nuevas formulas
de transformacidn en lo que atafie a Tas magnitudes temporales.

Sean dos sucesos, P, (+',, ') v P,(«,, t',), que ocurren en un
mismo punto del eje X’. El tiempo transcurrido entre los mismos,
medido desde el sistema en reposo absoluto, valdra, por virtud de la
ttima féormula [2.17:

ty— ¢ =1, —t; (isotopia en ). [7.1]

En particular, si#’, — ¢, = 1 hora, serd también t, — ¢, = 1 hora. Fsto
significa que el contraste ha de efectuarse desde el sistema en reposo,
con lo cual se logrard que todos los relojes del universo, tanto los
fijos como los moviles, tengan el mismo periodo medido desde S.
Pero si el observador mévil quiere hacer experimentos en su propio
sistema habrd de poner en hora sus relojes, para lo cual movera sus
manecillas sin alterar su marcha. De este modo, todas las duracio-
nes medidas en cuerpos solidarios de un sistema inercial cualquiera
dardn el mismo resultado que si la medida se hubiera realizado desde
el sistema en reposo absoluto,
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Consideremos ahora dos sucesos, P, (#,, ¢,) y P (#,, #,), isOtopos
en el sistema en reposo absoluto. El tiempo transcurrido entre ellos,
medido desde un sistema inercial mévil, valdra, por virtud de la al-
tima férmula [2.2]:

1 . . .
ly — == —aT(tz — ¢;) (isotopia en §).

Por tanto, la duracidn de un fendmeno que acaece en un cuerpo en
reposo absoluto parece mayor si se mide desde un sistema moévil. De
aqui se infiere que no seria correcto efectuar el contraste de relojes
desde el sistema movil. Vamos a ver, sin embargo, que si la marcha
del reloj no depende de la aceleracién, es valido el transporte por
transferencia, lo mismo que en la teoria de Einstein.

Con las férmulas de Lorentz el tiempo propio de un reloj era in-
variante, pero no funcién de punto o de estado, puesto que dependia
de la manera como la velocidad variaba con el tiempo. Con las nue-
vas formulas ocurre justamente lo contrario. En primer lugar, al
no ser invariante la expresion s*= #* + 9? + 2* + ¢®-—1*, tampoco
lo es el tiempo propio v = 4/ — s2/c%. Ademas, la férmula [7.1] mues-
tra que la marcha del reloj, medida desde S, es independiente de su
movimiento, por lo que habra de ser dr = dt y, en consecuencia

T ~ty=1¢—1, osea, T=I, [7.2]

Por tanto, un reloj ideal que haya sido sincronizado cuando estaba
junto al reloj patron situado en S, y que se mueva luego de cualquier
manera, marcard la misma hora, « = ¢, que los relojes de S que en-
cuentra a su paso. Al ser transferido a un sistema inercial debera ser
puesto en hora, pero no se deberd alterar su marcha, puesto que ya
estd conforme con el contraste efectuado desde S.

En la practica habremos de tomar como patrén un reloj de nues-
tro propio sistema que, verosimilmente, no estd en reposo absoluto,
pero su marcha, medida desde un sistema absolutamente inmoévil, es
la misma que tendria al ser transferido a él de un modo cualquiera.
Podemos, pues, estar seguros de que las medidas que efectuemos del
tiempo que transcurve emtve dos sucesos isdtopos en nuetro sistema
tienen valor absoluto, pues coinciden con las que se obtendrian hacien-
do las mediciones desde el sistema en reposo absoluto,
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En particular, las medidas de la edad del universo obtenidas con
minerales cualesquiera debieran dar el mismo resultado si estos cuer-
pos se comportaran como relojes ideales. Sin embargo, veremos en
el capitulo IV que no es asi, de donde resulta que la proporcidon de
adtomos radiactivos desintegrados dependerd de las vicisitudes sufri-
das por el mineral desde que quedd coustituido hasta que llegd a
nuestras maros.

8. Causalidad.

Con las nuevas formulas, lo mismo que con las de Lorentz, ocurre
gue el tiempo que franscurre entre dos sucesos es apreciado diferente-
mente desde los distintos sistemas inerciales, y hasta puede suceder
que se invierta el orden en que son observados.

Sean dos acontecimientos, P, (x,, ¢,) v P,(x,, £,), que acaecen en
sendos puntos del sistema en reposo. Supondremos que &, > ¢,. Dos
casos pueden presentarse:

a) El intervalo t,—¢, es menor que el tiempo (¥,—4,)/c que
tarda la luz en ir de ¥, a #,. En este caso, el intervalo es paraespa-
cial, pues R?,, = (¥, — )2 > ¢* (t,—¢,)%, y de las nuevas formulas
se deduce que, 1o mismo que se halld en el § 5 con las féormulas de
Lorentz, hay un sistema inercial en que dichos sucesos parecen si-
multineos, pues serd t,—#, = 0 cuando

fy— = — (0 — %) =0 8.1

de donde se deduce:

(o) certoztr

(org — xx){

que da la velocidad v (< ¢) del sistema que se busca. En sistemas
animados de una velocidad mayor serd ¢, << #,, lo que significa que
podré verse primero P, y después P,.

b) Supongamos ahora que

Xy — X
ty— 2t > T

Este caso se presentard siempre que el suceso P, sea causa del P,y
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ocurra .que la accion ejercida por el primero sobre el segundo, se
transmita con una velocidad inferior a la de la luz como requiere la
relatividad. En este caso, la formula [8.1] dice que es imposible
hallar un sistema inercial en el que ambos sucesos sean simultaneos,
pues dicho sistema habria de ir mas de prisa que la luz. En conse-
cuencia, la cousa precede siempre al efecto,

9. Fdrmulas para lo transforinacion de velocidades.

El observador movil, §’, estudia el movimiento de un punto ma-
terial y encuentra para las componentes de la velocidad los valores:

dx’' , dy , dz’
U == = N =,

u = ; ; i
S S ST dt

Se trata de averiguar el valor gue encontrard el observador en
reposo para Ja velocidad del mismo punto, Para resolver este proble-
ma escribiremos las férmulas de transformacion en forma diferencial:

Férmulas de Lorentz Nuevas férmulas
dx:—i—(dx'-}—vdt’) de=dx'+ovd?t
dy =dy dy=oady
dz=4dz dz=add
a’f:%—(a’t’—{-—:?dx') dt=dt +—2dv

y basta dividir las tres primeras por la filtima para obtener, lo mismo
con las férmulas de Lorentz que con las nuevas:

a’t’-}——c—gdx' 1—}-—?2—”;

Y= ji = My =“‘“i;;*‘“ 9.1]
dt 4 — da 14—

. — dsz —y dz —u u,

B a2 d B 14—




Estas ecuaciones no son lineales, lo que muestra que las velocidades
no se comportan como vectores. Ademis, si se llama a la velocidad
medida en el sistema en reposo, suma de las velocidades z y «/, resuita
que lg suwina de velocidades no es conmutative. Finalmente, cuales-
quiera que sean los valores de v y »’ la suma es siempre inferior a la
velocidad de la luz, pues aun en el caso extremo en que v = ¢ resulta:

’
u, ¢

-+ u;/:*

Uy = =,

de modo que la adicidén de una velocidad cualquiera a la velocidad de
la luz reproduce la velocidad de la luz.

J.as formulas inversas se obtienen cambiando v por — v y per-
mutando las letras con acento por las no acentuadas.

10. Las férmulas de transformacion entre sistemas inerciales cuales-
quiera.

Las formulas [2.1] y [2.2] sirven para pasar del sistema en reposo
absoluto, .5, a un sistema inercial cualquiera §’. Tratemos ahora de
hallar las férmulas que hay que utilizar para pasar de un sistema §’,
cuya velocidad absoluta es o/, a otro sistema inercial, S, cuya velo-
cidad absoluta sea v”. En general, ¢/ y v” tendran direcciones diferen-
tes, pero para simplificar la cuestién supondremos que son paralelas.
Eligiendo convenientemente los ejes, las férmulas para pasar de S a
yde S aS”son:

@

’ v’ rEET YIS
x=x"40¢t;, y=dy; z=d2; t:t’+7x'; W =V1- v

”
z PR
x=x"40"" y=a'y z=ao"3"; t:t”—{-—-c,, % o' =V1—0" 2

y las féormulas buscadas se obtendrin eliminando x, y, 2, ¢:

”
v

.2

”

X

’
v
xl+vl t'=x”+v't"; a:—v/=a»y~; a/ z:___anzn; f"‘""?’x/‘:f"—"—

de donde,-despejando 47, y", &/, t', se deduce para las férmulas directas

(10.1]




Las {formulas inversas se obtienen permutando las letras acentuadas
con las que no lo estin y cambiando v _por — v,

11. Sistemas inerciales equivalentes.

Con las nuevas formulas, dos sistemas inerciales cualesquiera no
son equivalentes, lo cual significa que las dimensiones de cuerpos so-
lidos en reposo absoluto y las duraciones de los fenémenos que en
ellos ocurren seran apreciadas de distinto modo. Pero podemos tener
la certeza de que todo sistema inercial es equivalente al que se mueve
con velocidad igual y contraria, tanto por la isotropia del espacio
como a consecuencia de las referidas ecuaciones.

Las formulas de transformacion entre sistemas equivalentes se ob-

tendran haciendo v” = —¢ y «” = o’ en las ecuaciones [10.1], y
resulta :

PR sk 2 "

YEOZ 2'2c? ¥ 1—2'¢c?

yl - y”

[11.1]

I

N s 202,

F=a— v Efc? d 1— 022 ¥

De la primera de estas formulas se deduce que la velocidad de §”
respecto de S” vale:

dx” 29
e e 11.2]

de acuerdo con la regla de composicién de velocidades [9.1] aplicada
al caso uy = v = 7.

Veamos ahora en qué se convierten las ecuaciones [11.1] al sus-
tituir en ellas ¥ por su valor deducido de [11.2]:

' i iVl—-'w’/cz
wfc?

Para saber el signo que se debe tomar basta tener en cuenta que ha
de ser
vw
2

1+ V1=,



lo que indica que solo es valido el signo negativo. Asi resulta:

1 —o'ct wt— 2 (1-Y1— w2/c‘3)

1404 21— YT= )

y, racionalizando el denominador del segundo miembro:

1 — "% —_
T = Vi— e

Del mismo modo se obtiene:

1~ 2'2%¢? 2
*ﬁﬁ':;W—WW

y, sustituyendo en [11.1] resulta, finalmente:

P ey = Y=g = 11.3
V1= we i [ ]

que son las férmulas de Lorentz, puesto que w es la velocidad de §”
respecto de S,

Con la modificacién que hemos introducido en la teoria de la re-
latividad hay que manejar dos series de ecuaciones de transformacion,
que sirven para resolver dos tipos diferentes de problemas. Las nue-
vas, [2.1], sirven para pasar del sistema en reposo absoluto a otro
sistema inercial cualquiera, mientras que las [11.1] son sélo utilizables
entre sistemas inerciales equivalentes.

En la nueva teoria ocurre que los relojes de cualquier sistema
marchan lo mismo que el reloj patrdn, suponiendo que el contraste se
realiza desde el sistema en reposo absoluto, por lo que la diferencia
entre los valores de ¢ y # en las férmulas [2.1] se debe exclusiva-
mente a que la simultaneidad en .S no es la misma cosa que en §.
Dicho de otro modo: los relojes de S y S’ miden todos segundos,
peroc su puesta en hora es diferente. Falta ahora hacer ver que las
ecuaciones de Lorentz, [11.4], aplicadas a dos sistemas equivalentes,
§” y §”, conducen a la consecuencia de que los relojes de uno y otro,
vistos desde el sistema en reposo absoluto S, marchan lo mismo, esto
es, todos miden segundos, por ejemplo.

La cuestién puede plantearse en los siguientes términos. En el sis-
tema § se encuentra el reloj patrén y, mediante sefiales luminosas
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emitidas desde el mismo, se contrastan y ponen en hora los relojes
situados a lo largo del camino que han.de recorrer §" y S”. Por cl
mismo método, esto es, desde el reloj patron situado en §, se con-
trastan los relojes de S” y §” cuando ya marchan con las velocidades

’

+ v y —/, respectivamente., Entonces, las ecuaciones [2.1] dan:

£ =¢ para x =10 (relojdeS’)

t"=¢t para x"=0 (reloj de &)

lo cual muestra que las indicaciones de ambos relojes coinciden con
la hora marcada por los relojes de .§ que encuentran a su paso Resul-
ta, ademas, que para cualquier valor de ¢ es t' = t”, lo cual significa
que ambos relojes marcan la misma hora stmultdncamente en S,

12. Los relojes de Fokker,

Razonando sobre las formulas de Lorentz, hicimos ver en el § T del
capitulo primero que el contraste de relojes ha de efectuarse cuando
estan en reposo respecto del patron, pues si estuvieran en movimiento
y se utilizasen sefiales luminosas se obtendrian resultados en des-
acuerdo con dichas formulas. Hay que admitir, por tanto, que cuando
un reloj es transferido de un sistema a otro, su marcha se modifica
automiticamente hasta adquirir el valor previsto por las férmulas de
Lorentz. Ademas del cambio de marcha, prevé la teoria einsteniana
un cambio en las dimensiones del reloj paralelas al movimiento, y no
estd claro si se trata de dos efectos independientes o si el cambio de
dimensiones es la causa de que se altere el periodo del fenémeno fisico
que regula la marcha del fendmeno en cuestiéon. Sea como fuere, en
todos los tratados se da por supuesto que el referido cambio automa-
tico ocurre en los relojes de cualquier tipo, y por eso se dice que es
el tiempo, como entidad abstracta, el que se dilata a consecuencia del
movimiento.

En el caso de los relojes de bolsillo, por ejemplo, debiera ocurrir
que el periodo de oscilacién del volante:

7 L
7y= 21:]/7 (I momento de inercia; & par elastico
correspondiente a un radian,)



se convirtiera en

] /
=97 e
I=2m l/ (1 =22

cuando el reloj se mueve con la velocidad v.

Ahora cabe preguntar, ;serd debido el cambio experimentado por
el periodo a la contraccidén prevista por las férmulas de Lorentz? La
respuesta es dificil porque, si bien podemos calcular lo que ocurre con
el momento de inercia para cada posicién del volante con relacion al
movimiento, no sabemos lo que ocurre con la elasticidad del resorte,
a no ser que admitamos que, por arte de birlibirloque, toma el valor
que conviene a las previsiones de dichas férmulas, cosa en la que pa-
recen estar de acuerdo todos los relativistas.

Para dar una respuesta razonada conviene recurtir a relojes ideales,
construidos exclusivamente con sélidos rigidos, esto es, sin resortes, y
eventualmente con rayos luminosos, pues entonces los postulados re-
lativistas bastan para calcular el periodo en funcién de la contraccién
de las longitudes, Hemos de agradecer al profesor Fokker la descrip-
cién, todavia inédita, de un tipo de reloj que sirve admirablemente
para los fines de la teoria de la relatividad.

Sea una superficie esférica rigida cuya cara interior es perfecta-
mente reflectora. Si desde el centro de la esfera se lanza un destello
-resultard una onda que, después de reflejarse, convergera en el cen-
tro, volverd a reflejarse y asi indefinidamente, En virtud del experi-
mento de Michelson y Morley, tanto la reflexion como la convergencia
en el centro se producen lo mismo cuando la esfera estd quieta que
cuando se mueve con velocidad constante,

El precedente fenémeno nos proporciona el medio idea] de cons-
truir un reloj cuyo comportamiento se podrd prever con el solo au-
xilio de los postulados relativistas. Bastard idear un artificio que haga
avanzar una divisioén a la manecilla cada vez que el destello pasa por
el foco,

Ha demostrado Fokker que la focalizacién se produce aunque el
reloj se mueva con movimiento uniformemente acelerado, si bien el
foco no se forma ya en el centro de la esfera. Para nuestro propdsito
basta calcular el periodo, medido desde .S, cuando el reloj se mueve
con fa velocidad constante v.

Como el fenémeno es simétrico respecto del eje X, podemos
operar en dos dimensiones y utilizar las coordenadas polates r y 4.
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El problema consiste en averiguar los tiempos, medidos desde S, que
transcurren entre los siguientes sucesos:

P, Unrayopartede O......... oxp =y =t =0
P, Llega al punto A de la esfera.. xj, =17 cosB: ), =7rsenB; ;= %—
P, Regresaalcentro............ ap =y, =10; ¢5=2rc.

y el periodo, medido desde ', valdra: T, = 2r/c. Se ve inmediata-
mente que el periodo, medido desde el sistema en reposo, vale:

7 = .é_ (t; -+ -—;7 xé) = 2 rfac = Ty/a (conlas formulas de Lorentz)

I'=1#+4 %x = 2rfjc = T, (con las nuevas férmulas).

Se trata ahora de calcular 7" a partir de la deformacidn que sufre

la esfera vista desde S.
Empezando con las {6rmulas de Lorentz, la reflexién se produce

en un punto, 4, cuyas coordenadas son:

x, v £, 1
2 2
Fy = = (rcosB4ovrfe)yy y,= 1, =rsen0,
P Y2

y el trayecto recorrido por la luz sera:
N i SIS T 2 cos
04 = /a3 5= (1+ : cosb)).

Cuando regresa el rayo al centro, las coordenadas de éste son:
xg=2rvac; y=>~0

y el camino recorrido vale:

A0 = ]/(_xs — 2} - (v — )t = . (1 — —g— cos @)

0.

En resumen, el tiempo invertido es:

OA+40 .
7= ___._—t_~41_ = 27: = —% (con la contraccién de Lorentz).

Para efectuar el calculo con la contracciéon prevista por la nueva
teoria, basta multiplicar por « el camino recorrido, y resulta T = T,.



En la nueva teoria la contraccion se produce de modo que no resulte
alterada la marcha de los relojes de Fokker. De aqui se infiere que
el cambio de duracion que, eventualmente, se observe en fendémenos
en que intervienen cuerpos que no son rigidos, habrin de atribuirse
a los cambios que, por efecto del movimiento, experimenten las fuer-
zas que sobre ellos actuan, ya que el mero cambio de dimensiones no
alteraria la duracion.

13. Tiempo propio de un cuerpo,

En la teoria de Einstein, el tiempo propio de un cuerpo es lo que
marcaria un reloj solidario del mismo cuyo periodo, medido desde el
sistema S, dependiera exclusivamente de la velocidad instantanea de
acuerdo con la férmula: ,

En la nueva teoria, la marcha de los relojes de Fokker, medida
desde el sistema en reposo absoluto, no depende de la velocidad, por
lo que el tiempo propio, definido por:

I3
= [1/1 —*[ch d¢t
0

queda reducido a una expresion matematica que goza de la propiedad
de ser invariante respecto de las transformaciones de Lorentz.



CAPITULO 11

DINAMICA RELATIVISTA

1. Postulados fundamentales.

En la mecinica de Newton, el movimiento de un punto de masa m,
sometido a una fuerza f, estaba regido por la ecuacién:

u
f=m—

dt

que, en el caso de ser constante Ja fuerza, daba para la velocidad el
valor

i
=r ~— f -l const.
u pon -

Bsta formula es incompatible con la teoria de la relatividad porque,
segiin ella, bastaria prolongar suficientemente la actuacién de la fuer-
za para conseguir que el cuerpo se moviese mas de prisa que la luz.
Procede, por tanto, sustituir dicha ecuacidén por otra que esté de
acuerdo con los postulados relativistas.

Para este propdsito generalizé Einstein las ecuaciones que rigen
el movimiento de los corptisculos cargados eléctricamente cuando es-
tan sometidos a un campo electromagnético. Pero Lewis y Tolman (1)
consiguieron el mismo resultado por consideraciones puramente me-
canicas, y st método es aplicado, con ligeras variantes, por todos los
autores. El camino que vamos a seguir es, en el fondo, el de Lewis
y Tolman, pero puntualizaremos los postulados de modo que quede
patente que no es necesario recurrir al principio de la relatividad de
Einstein. Nos basaremos en las siguientes hipdtesis:

(1) G. N. Lewis y R. C. TowMan: Phil. Mag., 18, pig. 510, 1909.
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a) Subsiste el postulado de Galileo y el de la igualdad entre la
accion y la reaccidn.

b) Las velocidades se transforman de acuerdo con las fdrmulas
relativas [9.1, cap. II]. Como estas formulas son validas, lo mismo
con las formulas de Lorentz que con las nuevas, no es preciso aceptar
el principio de la relatividad de Einstein.

¢) Las colisiones, esto es, los fenémenos cinéticos que resultan
de aquellas fuerzas que se manifiestan cuando dos cuerpos se tocaun,
son igualmentc apreciadas desdc cualquier sistema inercial.

Este postulado se justifica considerando que el encuentro de dos
cuerpos equivale a la coincidencia de dos sucesos en el espacio y en
el tiempo. Tanto las férmulas de Lorentz como las nuevas dicen
que si

Ry =(xg — x4 (9p =92+ (5 — 52 =0; Tyg=(lg—#;) =0

es también-
Rjy = T}y =0;

por lo que, en el caso actual, la isotopia y la simultaneidad tienen
caracter absoluto.

d) El postulado de Newton, segtin el cual hay proporcionalidad
entre la fuerza y la aceleracion, se sustituye por este otro: La im-
pulsidn, f dt, es iguol al cambio experimentado por el impetu, enten-
diendo por tal un vector definido por

p=dimuu,

El impetu es, pues, un vector que depende tan solo de la masa del

cuerpo y de su velocidad. Decir que es un vector implica que, dados

tres ejes coordinados, admite tres componentes que se comportan como

las coordenadas de un punto en los cambios entre ejes ortogonales.
Segilin este postulado sera:

ftdt=d[{(m 2)u] [1.1]

y el problema consiste en hallar la forma de la funcién de modo que
Tesulten satisfechos los postulados anteriores.

Es facil ver que la masa ha de figurar como factor en el segundo
miembro de [1.1], pues cabe considerar que el punto en cuestifn
estd constituido por dos de masa mitad y que la fuerza se reparte

Rey. DE 1A REAL AcapEMia pe Crexcias.—1957. P
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por igual entre ambos. De aqui resulta que si se duplican a la vez
la masa y la fuerza, el movimiento queda inalterado, lo que exige sea

dp =1dt=mdleu)u] (t.2]

Si se trata de varios puntos sometidos a fuerzas cualesquiera, a
cada uno serd aplicable la ecuacion precedente. Cuando no hay fuer-
zas exteriores, como las acciones mutuas son iguales y contrarias
por el principio de igualdad entre la accion y la reaccidén, bastard
sumar las ecuaciones correspondiente a todos los puntos para ob-
tener:

S m ¢ (#) 1 = const. {1.3]
que es la expresion del teorema de la conservacion del impetu.

e) Cuando v/c tiende a cero, es vilida la ley de Newton,

2. Deducidn de la formula fundamental de la dindmica.

Se trata ahora de hallar la forma de la funcidon o (#) que figura
en la expresiéon [1.2]. Observaremos, ante todo, que por tratarse de
una funcidén universal, basta hallarla en un caso particular, que puede
ser el siguiente: “

Supoéngase que el sistema inercial S’ se mueve hacia el S con la
velocidad o (fig. 2) y que ambos obsevadores poseen esferas muy
pequefias, a y b, de las que se sabe que tienen igual masa, m, porque

Y
/)
---- ©0b
] - t
:a”’ \;: )
Ler T TTTT Ly
ALy
ao

Fig. 2.—Deducecién de la férmula fundamental
de la dindmica.



han sido comparadas -cuando se hallaban en reposo relativo. Se en-
carga a cada observador que lance su esfera en direccidén vertical y
con velocidades iguales, pero el uno hacia arriba y el otro hacia
abajao, de tal manera que las esferas choquen y que, en el momento
de la colisidn, la recta que une sus centros sea paralela al eje ver-
tical Y.

Autes del choque, la proyeccidén de la velocidad de la esfera & so-
bre el eje Y* vale u,, pero esta misma velocidad, medida por S, vale:

’

au
k4 =an =—au
142w T
el et
pues #, = 0, w'y = — u, por hipoOtesis. Segiin esto, las condiciones

antes del choque son las consignadas en el siguiente cuadro:

Antes del choque. Observador S

VELOCIDAD
Esfera m o (u) 1
Componentes ‘ Moédulo
a 0 y Ho= 12, m o (1a) 4y §
b 2 —auy =V -+ a? u}{ mo(up) (i — auyf)

donde i j son los vectores unitarios tomados a lo largo de los ejes
X, Y, respectivamente.

Supondremos que las esferas son perfectamente tersas, por lo que
la colisién no producira fuerzas tangenciales y la ecuacién [1.1] dice
que habrin de conservarse constantes las proyecciones de las veloci-
dades de ambas esferas sobre el eje X. Para averiguar lo que sucede
a las otras componentes tendremos presente que, por virtud del pos-
tulado ¢) del apartado anterior, si S encuentra que su esfera tiene
después del choque cierta velocidad 7v,, el observador S’ ha de hallar
para la suya, b, la misma velocidad, pero cambiada de signo. Sera,
pues, @’y = — v, y S encontrard que la velocidad de b después del
choque, puesto que #’, sigue siendo nula, vale @, = —-aw;. En con-
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secuencia, las condiciones después del choque serdn las consignadas en
el siguiente cuadro:

Después del choque. Observador S

VELOCIDAD
Esfera — me@(n)du
Componentes Modulo
a 0 Wy We == Wy m g (Wa) wy §
b ? — wb=1/v2+a21;}2? me(ws) (v~ awy])

Con los cuadros anteriores, la ecuacion [1.2], proyectada sobre
cada uno de los ejes X e Y, conduce a:

o) v =rp(uws)o j2.14

@ (a) ty — @ 05) 0ty = @ () wy — 9 (w7) o 0y [2.2]

La ecuacion [2.1] exige que sea u, = wy, y sustituyendo los valores
que figuran en los cuadros anteriores resulta:

2 252 — g2 2 o2
ot - a u].__v—-f—awy

de donde se deduce u, = + w,, y como las esferas son impenetrables
habremos de tomar el signo negativo. Por otra parte, como #, = u,,
w, = Wy, los moédulos #, y w, habran de ser iguales, por lo que
v (4,) = 9 (w,). Con esto, y recordando que u, = w,, la ecuacién [2.2]
se convierte en:
¥ (#a)
C\Up) —= —
o (#3) "
Como la ecuacién de Newton es valida en primera aproximacion,
la ecuacién [1.1] exige que ¢ (u,) tienda a 1 cuando #, tiende a 0, y
como entonces #u, tiende a 7, habrd de ser:

L !

T Vi

y la ley fundamental de la dindmica relativista se expresard asi:

v

fdt=md ——————
V1—o¥et

[2.3]

que coincide con la hallada en la teoria de Einstein.
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Para el impetu se obtiene la expresién:

p= —~—;‘-:::;'" [2-4]

= e [2.5]

la ecuacién fundamental se convierte en:

fdt=d(@m v) 12.6]

Suele expresarse este resultado diciendo que, a consecuencia del mo-
vimiento, la masa en reposo, i, ha aumentado, convirtiéndose en la
masa en movimiento, w’, y que para mantener el principio de la con-
servaciéon del impetu ha sido preciso sacrificar el principio de la con-
servacion de la masa. Este modo de hablar estaria justificado si la
ecuacion [2.6] sirviera para definir la masa. Pero esta expresién no
es una ecuacién de definicién, sino una ley fisica, y nos parece pre-
ferible atenernos a la ecuacién [2.83] y decir que la masa m es una
magnitud caracteristica del cuerpo, que se conserva constante mien-
tras no se altera su constitucién fisica, y que la nueva teoria obliga
a cambiar la definicién del impetu:

p=wmv,

por esta otra:

P= 12.7]

[/4

La llamada masa en movimiento es una magnitud por definicidn,
que por tener la misma dimensidén que la masa puede medirse en gra-
mos. Es una magnitud superflua, que sélo sirve para abreviar el len-
guaje y la escritura. Puede desarrollarse toda la mecinica relativista
sin hablar de ella, lo cual prueba que 7o debe decirse que la masa
de un cuerpo se altera por efecto del movimiento. Lo que sucede es
que la ley de Newton debe ser reemplazada por la expresién [2.8].
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3. Movimiento de un punto material sometido a una fuerso constante.

Como ejemplo, vamos a hallar la ecuaciéon de movimiento de un
cuerpo sometido a una fuerza constante. Suponiendo que el cuerpo
parte del reposo y que la fuerza actfia a lo largo del eje X, la ecua-
ci6én [2.3] es inmediatamente integrable y representando por g=f/m
la fuerza por unidad de masa, da:

v
t =
£ V1=

y, despejando v:

ﬂ—'————'—'-——gt
T Viveela

La velocidad no crece proporcionalmente al tiempo, sino cada vez
mas despacio, y tiende hacia ¢ cuando ¢ tiende hacia infinito.

El espacio recorrido vale:

¢

! tdt
X == vdf:g ————
f f V14 gt aye
0

3}

O sea:
w=—(VTF e —1)

Cuando gt es despreciable en comparaciéon con ¢, las férmulas
precedentes dan:

=gt x::—;—giz,

gque son las leyes del movimiento uniformemente acelerado.

4. Energia cinélica.

Si subsiste en Mecéanica relativista el principio de conservacién de
la energia, habrd de suceder que todo el trabajo realizado por una



fuerza al actuar sobre un cuerpo libre se invierta en aumentar su
energia cinética:

movdo

AT=fds=fvdt=————r
4 4 V1= %t

y basta integrar por partes para obtener:

1
T=mc?|——e—eo— ~— 1}. 4-1
(== A

Sien [4.1] se hace # = ¢, resulta 7' = oo, lo que significa que toda
la energia del universo no bastaria para comunicar a la mas insignifi-
cante de las particulas materiales la velocidad de la luz.

Un desarrollo en serie da:

2!

1.3
=y motga

y se ve que, en primera aproximacion, resulta el mismo valor que
en la mecénica clasica.

5. Formulas de transformacidn de la acelevacidn, de la fuerza y de
la energia cinética.

En ejes rectangulares, la ecuacién fundamental se descompone
en estas tres:

. d Vy . _d 2y . _
Je=m— Vi— ot fr="g7 V1 - oz Je =
a 7y

I

m

af V1= ot

donde 22 = ¢*, + 2% + v%,. Desarrollando las derivadas que figu-
tan en el segundo miembro, resulta:

o 1 v, fc?
Se=m Vio e T — et ]a
T ay vyofet - dv
L Visee T A e 4 ’}
- az v, 0/c? dv
S e T —’7]
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donde a,, ay, a. son las componentes de la aceleracion. Si se toman
los ejes de modo que X sea paralelo a la velocidad del cuerpo en el
instante considerado, serd v, = v, vy.= v, = 0, y las foérmulas pre-
cedentes se reducen a:

= 1 2e 1, ., 4=
S —//1[ Ve vl -+ a ._7,2/52)3/2 J ay=m— [5.1]

j]_m—— fz—’”T
La magnitud m/2® se denomina masa longitudinal y m/x recibe
el nombre de masa transversal, Estas denominaciones son adecuadas
cuando se define la masa como la relacién entre la fuerza y la acele-
racion. Se puede definir el tensor mdsico como un tensor que, multi-
plicado por la aceleracion dé la fuerza:

fi=M;ja;
M= /m|a® O o)
O mla O

0 0 mla

En otro sistema, S, el movimiento del mismo cuerpo estara regido.
por la ecuacion:

’

d v
v YT—vrja

' ==m

de donde se deduce:

+

av’ v dv
‘dt' =m — !
4 ( Y1 — 2’22 (1 — v”/c2)3/2 )

Supongamos que la velocidad del nuevo sistema sea igual a la
velocidad, v, del cuerpo en el instante considerado. Entonces sera
= 0 para ' =0, y la ecuacién precedente se convierte en:-
av
f=m =" a’ parat =0 [5.2]

Para pasar de la velocidad v’ medida en §, a la velocidad v me-
dida en S valen las formulas:

) v, 4o rzv}', av),
1:———————, M Yy = Uz =
14-ovoc? 14 vo/c? 14 vofct



de-las que, puesto que v = conts., se deducen las siguientes-ecua-
ciones para las componentes de la aceleracién en S:

d vy 1 (v,+o)o/c*\ dv, gy
Ay = = ——
* dt 1+4o2/c? (I+ovo et | dy dt
d dv’ avlvfcr  dol\ gp
L T A :
d¢ Ltooc? a4y (1+ oo/t dt dt
dv, o v a v vfct dv,\ gy
e = dt :( 1+o2 /e d¥ - (1—{—7)1);/52)2 dt') di

Hasta aqui, las formulas son igualmente validas con las ecuacio-
nes de transformacién de Lorentz que con las nuevas, pero el clcu-
lo de d¥'/d¢t requiere distinguir entre unas y otras.

Con las férmulas de Lorentz Con las nuevas

z‘=—i~(t'+vx'/€z) t=t+ova'/c?

at ]

d¢ 1
ar =it

A

’
c? le

v I
+—r 7

Aplicando estas f6rmulas al caso en que la velocidad v de S coin-
cide con la velocidad instantanea del cuerpo serd v , = v; = v, = 0,
v las formulas precedentes se reducen a:

vz 1 3 ’ — 1 1)2 L— o ’ i
Ay = 1-——2? na, =ala, Ay == — a, =ea,
vz 14 2 7 ? 5(}
ay == 1—-—(:? e, =da, ay=oaa, [5.3)
1 vt ’ 2 o ’
Qg = -—-——EE- az_a ds a,__.aa’

que son las formulas de transformaciéon de las aceleraciones,
Para ver cdmo se transforman las fuerzas, recurriremos a las
ecuaciones [5.2], de las que se deduce, teniendo en cuenta [5.1]:

m m
f;:ma;-_—_--aTaxzf, f;:Fa,,:afx
; , _om 1 ,_m . 5.4
fy=ma, = ap=——f Sy =y =y [6.4]
’ . m. 1 , . m
fz:-.ﬂta‘::-. o az=——a-fz f:_-—a—az=fz




Estas formulas sirven para pasar de la fuerza f, que actlta sobre
un cuerpo que se mueve con la velocidad v, =v, vy =2, =0, a la
fuerza f’, que mediria un observador animado de esta misma ve-
locidad.

La energia cinética de un cuerpo que se mueve con la velocidad
wenS, 1 en S, vale:

T=mc[(1 — n2/52)“‘1/2 —1] en §

T'=me[(l — Yty 2 1] en §

Para hallar la relacidén entre ambas basta aplicar la regla de compo-
siciont de velocidades, que da:

a2

BN Y%
1 u'?c Tp——

(1 — 22/c?

con lo que resulta:

T’+mc?=%(1—vu,,/t:z)(T—}—mcz) [5.5]

6. Ecuaciones de Lagrange.

En mecanica clasica, las ecuaciones de movimiento de un sistema.
de puntos materiales, cuando las fuerzas derivan de un potencial, to-
man la forma:

d oL oL

donde las ¢; son las coordenadas generalizadas de Lagrange, y

L=T—V 6.1]
es la diferencia que, en el momento considerado, hay entre la energia
cinética, T, y la energia potencial, V.

En mecanica relativista valen ecuaciones anilogas, perc en vez de
definir la funcién L mediante la relacién [6.1] se define asi:

L=K-V (6.1

siendo :

£= D me(t=Yi—o )= D V1= 7 [6.2]
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Partamos de las ecuaciones de movimiento en coordeénadas carte-

sianas. Para cada punto del sistema sera:

f_ %o
at
v, si las fuerzas derivan de un potencial:

. A LA
ST =T gy T

6.3]

133

Es facil comprobar que, merced a la definicién [6.2], las componentes
del impetu de cada uno de los puntos valen:

0K 0K 0
x ==~ p, = = 6.4
2 3T 2, 23 2 P (6.4]
pues, por ejemplo:
5 mx N Sy 2 VA :;z+5,:+,;;z _ me
V1<%t Jx dx ¢ V1=

Con esto, se pueden sustituir las ecuaciones [6.3] por otras en que
solo figuren las derivadas parciales de la funcion L definida por [6.1].
En efecto, como [ depende de las coordenadas, pero no de las velo-
cidades, serd:

po= e 4 0K 4 oL L d oL, 4 0!
R T A VR T VA T VR Ty

Por otra parte, como K depende de las velocidades, pero no de las
coordenadas :

oV __ &=V _ oL 9oV _ _
oy oy

dx dx D’

con lo cual las ecuaciones de movimiento-[6.3] se convierten en:

a oL 9oL 4 9JL oL d oL oL

At 5y 0w dt 5y 0y 97 55 9z

[6.5]

y habra tres para cada punto.
Si en lugar de las coordenadas. cartesianas se utilizan las coorde-
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nadas generalizadas -de -Lagrange, g;, las ecuaciones de movimiento
toman la forma (1)

d oL oL

T T = e 6.6

pues el paso a coordenadas generalizadas se efectia mediante ecua-
ciones tales como

Xp= 0 (@11 92 - 95

en las que no figuran las velocidades. Por tanto, V' s6lo dependera de
las coordenadas generalizadas, mientras que K pasarid a ser funcién
de las coordenadas ¢, y de las velocidades g;.

Las ecuaciones [6.6] tienen la-misma forma que en mecanica cla-
sica, pero la funcién de Lagrange estd ahora definida por la expresion
[6.1], que, en coordenadas cartesianas, se convierte emn:

L= D me(t =)t =) —v] (6.7]

7. Ecuaciones de Hawmulton.

‘Mediante 1a definicién

H=T(g p)+V=2T(g; p)— L [7.1]

en la cual la energia cinética se expresa en funcion de los impetus p;
y de las coordenadas g¢;, las ecuaciones de movimiento tomaban en la
mecénica clisica la forma canédnica

. oH 0H
9 =357 b= 5" [7.2]
Es facil ver que, en mecanica relativista, rigen también estas ecua-
ciones, pero a condiciéon de dar a L en la expresion [7.1] el valor que
resulta de aplicar a [6.7] el paso a coordenadas generalizadas.

(1) Véase, p. ej., J. Patacios: Mecnica Fisica, Madrid, 1948,



8. Principio de Hamilton,

En mecanica clasica rige el principio de Hamilton, que puede enun-
ciarse asi: Entre todos los movimientos tmaginables que levan un
sistema de una configuracion a otra en un tiempo determinado, el que
realmente se produce es aguél en que la integral

¢
det
0

tenga un valor extremo (mdaximo o minimo).

Basta rehacer, paso a paso, el razonamiento que conduce al prin-
cipio de Hamilton para ver que en mecanica relativista, lo mismo en
la de Einstein que en la nueva, rige el mismo principio con solo dar
a la funciéon de Lagrange el valor [6.T].

Y. Conservacidn de la energia.

Vamos a demostrar que en todo sistema de puntos materiales, so-
metidos a ligaduras que no dependen del tiempo y a fuerzas que deri-
van de un potencial, se cumple el principio de conservacién de la
energia :

7+ V= cont,

La ecuacién [6.7] muestra que, en coordenadas cartesianas, . no
depende del tiempo, y lo mismo sucedera en coordenadas generaliza-
das cuando las férmulas de transformacidén, que estin determinadas
por las ligaduras, sean independientes del tiempo. En tal caso, se ve
ficilmente que una integral primera de las ecuaciones de Lagrange es:

L= Z?, 3{4 +- cons.
éy;

Para demostrarlo se recurre al siguiente artificio. Multipliquense am-
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bos miembros de la ecuacién de Lagrange por g; y afiddaseles el tér-
mino
oL 2g;
T di
d¢; .

Sumando para todos los valores de.7 resulta:

>[5, a/,+aL dg; hZ'aL.JrBL dy;
rrs og, g 4] o7, 7 ag;, 9*

Si L no. contiene explicitamente el tiempo, el primer miembro

es la derivada del producto g; ‘:L , mientras que el segundo es la
97

derivada de L:

a: . 0L\ dL
21 Z(qf ')“ e

9g;

lo que prueba que

. L .
Z g; 0 = /, 4const. [9.1]
99;
Calculemos ahora la energia total-del sistema:
E=T+V="T4+K~1L 19.2)

Para estos efectos podemos utilizar las coordenadas cartesianas de
todos los puntos del sistema, aunque no sean independientes, y sera:

T—{»K:c?Zm[ V1 ——]/1—1)/6 ] 2————_’2-___7‘1——— [9.3]

=1 s=1 ]/1—-‘!/;3/62

Para calcular L recurriremos a [9.1], recordando que L = K-V
y que ¥ no depende de las velocidades:

”

s==1




y como
K= m; c’(l ——VI - vf/c’)
resulta :
” s 112
L= Z———————s————{-const [9.4)

s=1 Vl — 1)3,62
y basta sustituir {9.3] y {9.4] en [6.2] para obtener:

E = const.

10. Inercia de la energia,

Si se compara la ecnacién fundamental de la mecanica relativista:

v
fdr=d SR 2. A— e
V11— vt
con la ecuaciéon de Newton:
fdt=d(mv)

se ve que todo pasa como si, a causa del movimiento, la masa se hu-
biese convertido en:

m

- . 10.1
R w7 (10.1]

Por otra parte, la energia cinética, segiin se vié en el § 4, vale:

1
7 =g c? (———————~—- — 1) {10.2]
1 — 22/c?
y de la comparacion de [10.1] y de [10.2] resulta:

w=um -+ 72, [10.3]

por lo que todo pasa como si, a causa del movimiento, hubiera que
agregar a la masa propia, #, un término proporcional a la energia
cinética,

Einstein tuvo la idea. genial de generalizar el resultado precedente



y establecer un nuevo principio, que dice asi: 4 toda especie de energia
corresponde una masa que se obtiene, en cualquier sistema coherente
de unidades, dividiendo el valor de la misma por el cuadrado de la
constante universal c. Seglin esto, si' de un sistema se desprende una
energia A E, su masa experimentard una disminucién, A m, dada por
la expresién :

Am= A E[c? [10.4]

Previ6é Einstein'que ésta hipétesis podria comprobarse en las trans-
formaciones radiactivas, y el descubrimiento de las escisiones nuclea-
res ha confirmado plenamente esta previsién, lo cual ha dado justo
prestigio a la teoria de la relatividad. Es de notar, sin embargo, que
con la nueva teoria hemos obtenido las mismas {ormulas, {1017 y
[20.2], que con la de Einstein, por lo que con ella resulta tambidn jus-
tificada la [10.4].

Gracias a la hipotesis de Einstein expresada por la ecuacién [10.4]
se puede interpretar el término constante, #c?, que interviene en la
expresion [10.2] de la energla cinética como representante de la ener-
gia propia o energia interna, U, del sistema en reposo. Como la ener-
gia total de un sistema de cuerpos materiales libres de acciones exte-
riores se compone de la energia cinética del conjunto y de la energia
interna, seri:

E=7T4+U=T+4md?

y de la comparacién con [10.2] resulta para la energia total:

m

= ieaw [10.5)

Segtin la termodinimica, la energia interna de un sistema es una
funcién de estado que depende de la temperatura, 0, y del volumen, V|
por lo que sera:

U=mct=f8,7)

lo que revela que la masa en reposo depende, en general, del volumen
vy de la temperatura,

Suele interpretarse la ecuacién [10.4] diciendo que la masa y la
energia son equivalentes en el sentido de que la una puede transfor-



marse en la otra (2), y que los dos principios de conservacion, el de la
masa y el de la energia, se funden en uno solo: masa + energia =
constante. Y McCrea llega a afirmar (8) que si la mecanica hubiera
sido relativista desde un principio, no hubiera habido necesidad de dos
nombres para designar una misma magnitud.

Parécenos que la precedente interpretacién es desatinada, porque
para poder decir que una cosa se transforma en otra es preciso que
deje de ser lo que era, y ocurre que la masa de un reactor atémico,
por ejemplo, permanece rigurosamente constante si se impide la salida
de energia, y cuando sale energia, la masa perdida por el reactor es
justamente igual a la que lleva consigo la energia expulsada. Subsis-
ten, pues, los dos principios de conservacion, y lo que sucede es que
se puede utilizar la expresién [10.4] para hacer el balance energético
de las reacciones nucleares.

Por otra parte, para que la masa y la energia pudieran considerarse
como magnitudes homogéneas, habria que dar e] valor 1 a la constante
universal ¢, lo cual echa por tierra el andlisis dimensional por tratarse
de una constante ineludible. En fin, seria cosa asombrosa el que
el descubrimiento de una nueva ley sirviera para hacer indiscernibles
cosas claramente distintas, y no vale aducir el ejemplo del calor y el
trabajo porque, a pesar de ser verdaderamente transformables el uno
en el otro, toda la termodinamica se basa en distinguirlos claramente.

11. Fuerzas centrales.

Como ejemplo de aplicacion de la teoria de la relatividad, estudia-
remos el movimiento de un cuerpo de masa m en un campo de fuerzas
definido por ¥ (#), en que # es la distancia a un punto fijo (con rela-
cién al observador), que tomaremos como origen de coordenadas.
Desde luego, lo mismo que sucedia en mecanica clisica, la trayectoria
sera plana, y podremos utilizar las coordenadas polares r y 6.

En coordenadas polares, la expresién relativista de la funcién de
Lagrange es:

/ 2 L 2 02
L =K— V——-mc?[l —-] A ]—- I8

-2
o2

(2) P. G. Beromany: Iutroduction to the Theory of Relativity, pig. 93. New
York. Prentice Hall., 1948,

(3) W. H. McCrea: Relativity Physics, pag. 29. Methuen & Co. Londres, 1935.

REV. DE 1A REAL ACADEMIA DE CiEncias.—1957.
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y, por tanto:

_r)_L___ mr ié._-_ ,gz_aV
or TR or 1 or
oL . oL _ oV _
_—69 =—qmrt0; 280 =739 =0

donde

1= ; -
Vi— (e
Con esto, las ecuaciones de Lagrange:

d oL 2L
at ‘)f'j 09;

se convierten en:

. : 1 oV
(1r)—7782'+77;:0 [11.1]

d
di
d .
2 —_— .
(4 728)=0 [11.2]
La segunda ecuacién conduce inmediatamente a

1r2@::const=A [11.3)

que es la forma relativista de la ley de las areas.

Otra integral primera expresa la conservacion de la energia:

1

T+V=mct (m

——1)—}—V:mc’(7—-1)+V=B [11.4]

Vamos a hacer ver que, pasando a radios vectores reciprocos:

la ecuacién [11.1] se convierte en:

du metB—-V dV

7F+1l“ Al 2t ar =0.




En efecto, con el referido cambio de variables, y teniendo en cuen-

ta que

d . d
25 = %7

el primer término de [11.1] se convierte en:
d . . d (0 du
b= — b (2.

dt

Pero de [11.2] se deduce

18 _
u 4
y, por tanto:
d . . dPu
a7 1) =—46 55
¥, sustituyendo en [11.1]
d*u 1 & 1 av
403 + Au 8~ mAG ar =0
Finalmente, como de [11.4] y [11.3] se deduce:
_mE4B—V . Amc*ut
= e AT B
resulta, en definitiva:
u mE+B—V dV _
d 02 o A2 m? c? it dr =0

que es la ecuacidn relativista de la trayectoria de un cuerpo sometido

a fuerzas centrales.
Si se trata de fuerzas atractivas que varian en razén inversa de la

distancia al centro, habri que poner:

V= _ . avr dV du s
- STWRTT T dw dr

Y entonces la ecuacion diferencial de la orbita es:

;1_29’;_+(1—a)u-0=0 [11.8]
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siendo
met 4 B ps

WP; @ TS e, [11.6]

C= Arm2 C?

la integral general de [11.5] es:

u=—£7+DcosV1—a(9—a)

donde D y « son constantes de integracién. La primera puede calcu-
larse en funcién de A y B, pero no nos interesa. Si se cuentan los

angulos a partir de la recta que pasa por uno de los maximos de u,
sera entonces « = 0, con lo cual:

C —
Zt:—:;l——f—DCOSVI—GB.

De este modo, los miximos sucesivos de # (minimos de ») se pro-
ducirdn cuando

V1—-a6=02x4m,... "min.z_ffa -0

v los minimos
Yi=a0=r3%5 e R
— a2 =T, 0T O%,... rméx.———l_—__a_—{— '

En consecuencia, cada dos méAximos o minimos consecutivos esta-
ran separados por un angulo 2x/4/1—a, esto es, por un angulo
mayor que 2=, por lo que avanzarin a razdn de

2

~
6 =

cada vez que el punto dé una vuelta. Si el valor de a, calculado con
[11.6], es muy pequefio en comparacidén con la unidad, vale la féormula
aproximada

o

W‘K. ]ll?]

8=2x[1+%a—- ...—1]~a1:—_-

y todo pasa (fig. 3) como si la elipse prevista por la teoria clasica gi-
girase, de manera que el perihelio avanzase el Angulo @ = en cada revo-
lucién.
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Este resultado tiene interés histérico porque sirvié a Sommerfeld
para dar la primera explicacidén de la estructura fina del espectro del
hidrogeno, explicacién que hubo de ser desechada porque no se podia
conciliar con el espin del electron, Fué necesario que Dirac diese for-
ma relativista a la ecuacién de ondas para poner de acuerdo los efectos
relativistas con los del espin.

12. Orbitas de los planetas.

En el caso del movimiento de un planeta en torno del Sol, la teoria
de la relatividad predice que el perihelio ha de avanzar en cada revo-
lucién un 4ngulo dado por la férmula [11.7], en la que si G es la cons-
tante de la gravitacién y M y s son las masas del Sol y del planeta,
respectivamente, hay que dar a y el valor

vw=GMmn.

El efecto serd tanto més perceptible cuanto menor sea la constan-
te 4 en comparacién p/mc, y tan solo en el caso de Mercurio es
de prever un efecto suficientemente grande para ser observado. Pero
las medidas dan para el avance del perihelio el valor 438” por siglo,
que es unas seis veces mayor que el dado por la formula [11.7]. Con

la teoria general de la relatividad se logré un resultado méis préximo
del correcto.

(Continuard)



