Sobre congruencia de lineas en diagramas
termodinamicos. Una rectificacion
al aerograma de Refsdal (*)

Por M. BALLESTER CRUELLES™"

Abstract

The theory of thermodynamic charts is reviewed, particularly the outstanding conditions for
optimum use of diagrams in graphical estimates. In connection with the problem of congruence of
iso-lines, aiming at maximum clearance and economy, its mathematical condition (existence of an
axis or straight line along which it is possible to carry one curve to the other) is revised; realizing a
systematic gap in the usual literature, which has led to erroneous or misleading conclusions. A
new, simple, analytical condition for congruence is suggested, and applied to a classic chart (the
Refsdal’s Aerogram) turns out an unknown quality, not discovered either by its own author nor
later references. Isobars, exponential curves not believed to be congruent are shown to be so; a
fact that introduces new, updated, possibilities of the use and application of the diagram,

( Dedico esta comunicacion a la memoria de don Francisco Mordan Samanie-
go, primer Catedratico de Fisica del Aire, de cuya obra fundamental y extensa
este trabajo aspira a ser modesto epigono.)

Los diagramas termodinamicos aeroldgicos (también conocidos como
diagramas de estado, por razén de la naturaleza de sus coordenadas) no son
simples espacios geométricos destinados a la mera descripcion, sino que gozan
de propiedades (analiticas, topoldgicas) iddneas para la representacién de
procesos (adiabaticos, isotermos, equisaturados, etc.), y al ejercicio nomogra-
fico (calculo de espesores, inestabilidades latentes, trabajos, calores de evolu-
cion), La paridad drea/energia con la condicién de «equivalencia» se remite a
un invariante del cambio de coordenadas a partir del diagrama de Clapeyron
(p, v); lo-que implica constancia del determinante jacobiano de'la transforma-
cién puntual EE

X=X, ;5 Y =YX

Exigencias de otra indole atafien a la forma de las lineas fundamentales, a ser
posible en haces rectilineos. Deseable es también la dispersion o «sensibili-
dad» a las variaciones de gradiente térmico, lo que se logra abriendo el dngulo
formado por las adiabaticas «secas» y las isotermas (las equisaturadas y las
pseudoadiabaticas se encuentran dentro de él). De sumo interés son la

* Presentada en la sesion cientifica del 12 de junio de 1985, dirigida por el académico
numerario Joaquin Catald de Alemany.

** Catedratico Director del Departamento de «Fisica del Aire y Geofisica», Facultad de
Ciencias Fisicas, Universidad Complutense de Madrid.
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economia y sencillez de los trazados; ello depende de la congruencia de lineas
o facultad de superponerlas por traslacion.

Moran (1943, 1944/1984) consciente de la importancia de esta condlclon
la trata mds exhaustivamente que sus contempordneos (Defrise, Dufour,
Flohn, Godson, Pone, Van Mieghem, en OMM, 1954, 1957, 1960). Refsdal
(1935, 1937) admite que su aerograma (In 7, T In p) no posee esta propiedad?
y Mordan reproduce esta confesién®. Muy apreciado por sus diversas cualida-
des (facilidad del célculo de espesores, segmentos de ordenadas segun la
hipétesis hidrostatica; maxima dispersiéon entre todos los diagramas en uso;
etc.), su principal defecto radicaria en la «incongruencia» de las isobaras,
insistentemente repetido en la literatura®, y cuyo inconveniente vamos en
seguida a despejar, pues me propongo demostrar hoy que ese defecto que se le
atribuye, en realidad, no existe.

En efecto. Entre los invariantes de las transformaciones puntuales podria-
mos incluir la conservacion de la congruencia. Como quiera que otro
invariante, ineludible, ¢s la conservacion de las areas, el problema se concreta
en su compatibilidad. A todo esto, si una de las coordenadas transformadas
no es mixta, esto es, si

X=Xx) ; Y=1Ykxp

el imperativo de esa segunda invariancia en términos del jacobiano se recluye
a

X, ¥) _ dX 0Y _

T Sy dx oy

Ecuacién diferencial que, al ser integrada, arroja una dependencia funcional
Y= |idy = 2+ fi0)
XY T ¥

! «Lo verdaderamente practico es recurrir a diagramas en que las lineas fundamentales de
cada haz sean congruentes, mediante una traslacion; pues ello permitird trazarlas por medio de
plantillas, o hallar su interseccion con otras, por medio de escuadras y compases» (MORAN
1944/1984, p. 302). «Con ser tan obvia la conveniencia practica de esta propiedad, los
meteorologos estan tan lejos de utilizarla que actualmente son preferidos en la técnica dos
diagramas que no la poseen: el de Stiive y el de Refsdal» (MORAN, 1943, p. 21).

2 «Wo die Drucklinien derartig divergieren, dass ihr gegenseitiger Abstand der absoluten
Temperatur proportional ist» (REFSDAL, 1935, p. 1). «Wir erinneren jetz, dass auf dem
Aerogramm die Drucklinien derartig divergieren, dass ihr Abstand der absoluten Temperatur
proportional ist» (REFSDAL, 1937, p.312).

® «Aerograma de Refsdal. (b) Desigualdad de las lineas fundamentales. Ni siquiera las isobras
son congruentes por traslacion, pues su distancia aumenta con la temperatura (MORAN,
1944/1984, p. 312). «Eliminamos, pues, el diagrama de Refsdal, en que las isobaras son desiguales»
(MORAN, 1943, p. 21).

4 «Aerograma: cierto que con éste se miden muy bien las alturas y que sus dos sistemas de
escalas logaritmicas ofrecen facilidades para muchos calculos, admirablemente previstas y
aprovechadas por Refsdal; pero ... tiene el defecto de que en él no es posible interpolar, por
traslacion las lineas fundamentales» (MORAN, 1944/1948, p. 317)..
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entre coordenadas homonimas, de forma lineal; siendo f(x) una funcién
arbitraria de integracion. Esta transformacion no conserva aparentemente la
congruencia, pues si el haz original es coincidente por traslacion a lo largo del
eje de ordenadas, habra de tener la forma:

y = g(x) + ni (l = 19 2) 37 "')

siendo n; un pardmetro que identifica cada una de las isolineas del haz®. Su
transformacién en el nuevo

_g() +n

Y X'(x)

+ f(x) = FQ&X) + nG(X)

si bien permite formular de manera explicita la nueva ordenada, su derivada a
que da lugar :

dy
—— = F'X + nG
o~ F nG’'(X)

depende del parametro n;, con lo que se malogra, asi, toda posibilidad de
superposicion a lo largo de cualquier recta X = X,

En principio, para transformaciones puntuales a una sola coordenada
mixta, no es alcanzable la compatibilidad de todas las circunstancias simulta-
neas siguientes: a) conservacidén de las dreas-energias; b) conservacién de la
congruencia; c) conservacion de la recta de traslacion. Sin embargo, el
siguiente raciocinio que sugiero, abre nuevas posibilidades. El haz original

y=mn
de rectas paralelas al eje de abscisas, al transformarse en el haz de curvas

n;

X'(x)

= n,G(X)

podra ser congruente a eje trocado (esto es, por traslacion a lo largo de una
recta ¥ = Y,, y no a lo largo de x = xg, como ocurria en el primitivo) si la
derivada logaritmica

1dYy
—— = H(X,

Y dx &, 1)

permanece constante durante esa traslacion. La introduccidn de esta inadver-
tida propiedad permitirad atribuir cualidades de congruencia a isolineas que,

% La inveterada costumbre de adoptar exclusivamente esta condicién como de congruencia
por antonomasia es lo que habrd contribuido a pasar inadvertidas las posibilidades que sefialo;
pues el imperativo se restringe al hecho de que las pendientes y° = g’(x,) de las isolineas cortadas
por la recta x = x, son iguales.
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aparentemente por aplicacion del método convencional, no las tenian. La
condicion anteriormente indicada se traduce en:

lo que se'veriﬁca.para funciones del tipo
G(X) = ¢y exp (c2X) (cy, ¢z, constantes)
Recordando que dX/dx = 1/G(X), esto significa
¢y exp (e, X)dX = dx

Cy .
;X =In = x + cons. arbitr.
5]

Resulta, asi, que la congruencia se satisface a condicion de que la transforma-

cién puntual de la coordenada no mixta tenga forma logaritmica, amén de no

conservarse la linea de traslacién. '
Recapitulando, la transformacién de coordenadas

X =Inx

Y= Y(X, J’) = /sz) = Xy

transforma las rectas paralelas al eje de abs01sas en el primer sistema, en
curvas exponenciales

Y = nieX

susceptibles de superposicion por traslaciéon no ortogonal al eje de abscisas,
sino al nuevo eje homonimo transformado. La aplicacion de esto al caso que
nos ocupa se hard a tenor del siguiente ejercicio: busquemos un diagrama
primitivo que conserve las areas y satisfaga la ley de transformacion de la
coordenada no mixta; circunstancias que se cumplen partiendo del Emagrama
de Neuhoff

x =T
y =lnp

Las nuevas coordenadas se encontraran aplicando la transformacion

=InT

oy Inp
X'(x) dlnT/dT

Y Tlap

que resulta ser, precisamente, el Aerograma de Refsdal (g.e.d.)
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