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1. INTRODUCCION

Un algebra topologica 4 se llama funcionalmente continua cuando todo homo-
morfismo ¢: 4 — K es automaticamente continuo. Si X es un espacio completa-
mente regular Hausdorff, C(X) el algebra de las funciones escalares continuas sobre
Xy A € C(X) es una subalgebra, en [§] se dan condiciones suficientes sobre 4 para
garantizar que todo homomorfismo, no nulo, ¢: 4 — K es la evaluacién en un
punto de X. Como aplicacién de este resultado Michael prueba que las algebras de
Fréchet simétricas son funcionalmente continuas y que el algebra H(U), de las
funciones analiticas sobre un domio U de C" dotada de la topologia compacto-
abierta, es también funcionalmente continua.

En los Gltimos afios varios autores se han interesado por el estudio del espectro
de ciertas algebras de funciones diferenciables, tanto en el caso real como en el
complejo definidas sobre espacios infinito dimensionales. (Véase [6] y [9] para el
caso complejo y [2], [4], [S] ¥ [7] para el caso real). '

En esta comunicacidon presentamos un Teorema tipo «Michael» para el caso
particular en el que X es un espacio de Banach real. Como aplicacion resulta que si
E es un espacio de Banach separable o E es el dual de un espacio de Banach
separable y 4 es la subalgebra de todas las funciones analiticas reales o la subalge-
bra de todas las funciones reales de clase C", m = 0, 1, ..., o, sobre E, entonces
todo homomorfismo, no nulo, ¢ : 4 — R es la evaluacién en un punto de E. Como
consecuencia obtenemos que dichas subalgebras son funcionalmente continuas
cuando se las dota de sus topologias naturales.

2. HOMOMORFISMOS SOBRE ALGEBRAS DE FUNCIONES
Todos los homomorfismos considerados lo seran en el sentido de algebras.

1.1. Teorema. (Michael [8]). Sea A una subdlgebra de C(X) con 1€ A. Suponga-
mos que A satisface las siguientes propiedades:

i) SifeAdy f(x) # 0 para cada x € X, entonces 1/f€ A.
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i) Si {fi}{=y es un subconjunto finito de A con (\ Z(f) =-¢ (Z(f) es el
i=1

conjunto de ceros de f;), entonces existen {g;}i-, funciones de A tales que

i; fig =1

iii) A contiene un subconjunto finito {h;}i-, tal que para cualesquiera escalares
{A}is 1, el conjunto

s

{xe X:h(x) = A}

i=1

es un compacto no vacio de X.
Entonces todo homomorfismo ¢: A — K, no nulo, es la evaluacion en un punto de
X.

El teorema 1.1 puede establecerse con una hipotesis alternativa tal como figura
en el enunciado siguiente.

1.2. Teorema. (Michael [8]). Sea A una subdigebra de C(X) con 1€ A. Suponga-
mos que X es Lindeldf, que A satisface las condiciones (i) y (i) del Teorema 1.1 y
. ademas la siguiente:

(i) Si{f,} es una sucesion en A, entonces existe una sucesion {g,} en A tal que
Z(f,) = Z(g,) para cada n>=1, |g(x)| <1 para todo xeX, n=1 y

D
g= ) 27"g,ed.
n=1
Entonces todo homomorfismo ¢ : A — K, no nulo, es la evaluacién en un
punto de X.

Sea ahora E un espacio de Banach real, E’' su dual topolégico y. C(E) el alge-
bra de todas las funciones continuas, con valores en R, definidas en E. Sea

= IN) = {x = (x)eRV: Y |x,| < oo}. El resultado principal objeto de esta
n=1

comunicacion es el siguiente:

1.3. Teorema. Supongamos que existe (¢)n=1 < E', |lip,l < 1 para cada n e N,

con la propiedad de separar los punios de E. Sea A = C(E) una subdigebra con 1 € A.
Supongamos que A satisface las siguientes propiedades.

i) SifeAdy f(x) # 0 para todo x € E, entonces 1/fe A.
i) EEcAysioa=(a)el,la funcion

o5}
Y., ¢F pertenece a A
n=1

En estas condiciones todo homomorfismo no nulo ¢: A — R que verifique ¢p(¢,) =
ob.(a), para todo ne N y un a€ E, es la evaluacion en a.

1.4. Observacion. La hip6tesis exigida al espacio de Banach E (la existencia de
(D=1 < E, @l < 1, (¢,)5=, separa los puntos de E), equivale a decir que E’ es
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o(E'; E)-separable. Por consiguiente, dicha condicién la satisfacen los espacios de
Banach separables y los espacios de Banach que son duales de espacios de Banach
separables.

3. APLICACIONES

Sea A(E), resp. CE) m = 0, 1,2,..., oo, la subalgebra de C(E) formada por
todas las funciones analiticas reales, respectivamente de clase C™ en el sentido usual
de Fréchet, definidas en E con valores en R. Utilizando el teorema 1.3 hemos
conseguido obtener el resultado que enuncianios a continuacion en forma de corola-
rio.

2.1. Corolario. Sea E un espacio de Banach que es separable o es dual de un
separable. Sea A = A(E) 0 A = C™(E). Entonces todo homomorfismo, no nulo, ¢ : 4
— R es la evaluacion en un punto de E.

Nota. El resultado del corolario 2.1, para el caso E separable y 4 = C®(E),
aparece en [1].
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