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In this article we present 2 new method of resolution of polynomial matrix
equations. By using annulating polynomials of matrix solution it is possible to
reduce the degree of a polynomial matrix equation. Then the problem is reduced
to the resolution of a first degree equation.

1. Introduccién

Se considera en este trabajo el problema de la resolucion de una
ecuacion matricial polinémica de grado m

Xm4 A, Xm-14 . 4+ A X+A =0 (11)

donde las matrices coeficientes son tales que, A, € M,,, (C) para
1=0,1,...,m—1, siendo C el cuerpo de los niimeros complejos.
El polinomio matricial del primer miembro de (1.1) serd denotado por

P(X)=Xm+A, Xm-1+ . +AX+A (1.2)
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¥y, por analogia con el caso escalar, asociada a P (X) se define la
matriz «compafieray por. bloques

— 0 I 0 . -0 -
0 0 I
Ii: . . . . .
0 0 -0 . . 1
— — 4, — A — 4, : : —Apy ¥ mn xmn

Si la matriz incoégnita es una matriz escalar, X = A I, entonces (1.2)
se reduce a

PAD=PW=IA%+ A, A1+ ..+ A A+A

¥ se denomina una lambda-matriz de grado m. Dentro de la teoria
de lambda-matrices el problema béisico consiste en encontrar un es-
calar 1, € C tal que la matriz P (),) sea singular. Dicho escalar 1,
s llamado una raiz latente de P (3). Véase Lancaster [1] para una
«discusién detallada de raices latentes y sus aplicaciones.

Existe una estrecha relacién entre el problema de raices latentes
de P(3) y el de la resolucién de la ecuacién matricial polinémica
P (X) = 0. Como un corolario del teorema de Bezout generalizado,
Gantmacher [2], se demuestra que si X es una matriz solucién de
(1.1) entonces’

P =QM(IA—X) 3

donde Q) (A) es una lambda-matriz de grado m — 1. A partir de (1.3)
se deduce que los n valores propios de una solucién cualquiera de
P (X) = 0 son todos raices latentes de P (3).

Tras estos comentarios iniciales se pasa a exponer la metodolo-
gia general propuesta para la resolucién de ecuaciones matriciales
polindémicas.

II. La ecuacién matricial polinémica de grado m

Se considera la ecuacién matricial polinémica de grado m

Xn 4 A, X1+ . +AX+A =0 2.1)
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donde las matrices coeficientes son tales que A,€ M, ., (C) para
’L.=0,1, ...,m——l. ‘

A partir de una solucién cualquiera X de (2.1) se deducen las
siguientes expresiones:

Xm-1 = Xm-1 = ) (X) (0)
Xm =—A —~AX—..—A Xm-2_A X1l =0 X (1)
Xmtl = XmYX = — A X —A X2 . —A XM-1—A X7 =
=—AX—AX— .. —A Xmi1—-A (—A —AX—
—— Ay X =A A +A, A AKX+ L+
+ (A2, — A, )Xm-1=0Q (X) (2)
2.2y
XmH-1 = Q, (X) 0

Cada una de las expresiones Q, (X) representa un polinomio ma-
tricial en X de grado m -—1 y, por tanto, responde a la forma ge-
neral siguiente:

m-—1
QX =Q o+ QX+ Qi Xm2 = 3T QX @Y
i=o
i=0,1,2, ...

A continuacién se demuestra que cada una de las m-tuplas de
matrices

(Qi, 0’ Qi, 1t Qi, m-l)

que definen a los polinomios Q; (X), pueden ser obtenidas recurren-
temente a partir de la m-tupla

(Q0, 05 Qo153 Qo mugs Qoymey) =0505..50;T)

que define a Q, (X).
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En efecto, a partir de (2.3), (2.2)-(1) y (2.1) se verifica que

Qo+ QXA+ Q gy XPt = Q, (X) = Xmhinl = Xmi-2 X =

=0, (X)X =(Quy ot Qg1 X F ot Quy oy X)X =

= Qo X+ Q1 Xt + Qi XN+ Qe Xm =

= Qi'—-l., 0 X+ Qi‘—1,h X2+ ..o+ Qi-1. g X7 + Qi-’1., m—1 (— Ao _A1 X —
e T Am_l Xm=1) = — Qi-l, m—y Ao + (Q-i._l;, 0o Q‘i_1,, m—1 Al) X+

~+ (Qi_l, . Qi-l, m—1 Az) X2+ ..+ (Q‘i._l, m—a Qi-l, m—1 Am_l) Xm—1, (2.4)

Identificando términos en el primer y Gltimo miembro de (2.4) se
obtiene que

Q,, = = Qi ma B ®
Qi, 1 = Q.i..l, 0 - Qi._l,‘m_l Al (l)
Qi, 2 = Qri‘.l, 1 Qi—l, m—1 Az @
(2.5)
Q-A, mey = Qi..1, m.g Qz‘_l, m-1 Am._l (m—1)

Es decir, se cumple que
Qi., iT Qi-u, j-r T Qi—‘1, m_1 AJ‘

para j =0,1,..,m—1, con el convenio de que Q. , = 0.

Volviendo de nuevo a las expresiones (2.2)-(i) se supone conoci-
do un polinomio anulador de X

SM = D &M€CIM]
i=0

. (2.6)

S(X) = 2 £Xi=0

i=0

Postmultiplicando (2.6) por X™ ' y realizando a continuacién las

sustituciones X7+-1 = Q, (X) se deduce, a partir de las expresio-
nes (2.3), que
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i' g.i Xmti-1 = 2 ‘Si Qz (X) =0

i=0 i=0

2 g,(mZ_'IQ,’ij) =0
=9 j=0

NP RTHEST
j=0 V\i=o

<con lo que se obtiene que X satisface la ecuacién polindmica de
grado m — 1

m-—1
Z’ B, X/ =0
j=o

siendo

. . _
By= 3 £Qu; 7=01.om—1

i=0

Este resultado queda enunciado en el siguiente teorema :

TeEOREMA 2.1.—«Dada una solucién cualquiera X de la ecuacién
polinémica de grado m

Xmt+ A, Xmi4  +AX+A =0 2.7

¥ conocido un polinomio anulador de X

S = Z‘ g\

i=0

se verifica que X es solucidon de la ecuacién polindmica de gra-
do m—1 '

B, ,Xm1+B, Xm24.. +B X+B =0 @9)
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siendo las matrices coeficientes B; tales que

s .
B, = Z £Q,y i=01.,m—1 2.9y

i=0

y donde las matrices Qy ; pueden ser calculadas recurrentemente
mediante la expresion '

Qi =Qia,jm1 = Qoyma By _ (2.10

a partir de la m-tupla de matrices
Q4,05 0,15 3 Qo mee’ Qoymy) =0505...50;1) (2.1L)

con el convenio de que Q,, , =0, i=1,2, .., 5.

Si la matriz coeficiente principal B,_, en (2.8) es no singular, se
puede premultiplicar dicha ecuacién por B, L con lo que se obtiene
una ecuacién matricial polinémica de grado m — 1 del mismo tipo
que la ecuacion (2.7). De este modo es posible aplicar de nuevo el
resultado del teorema anterior. Asi, sucesivamente, y supuesto que
las correspondientes matrices coeficientes principales sean no singu-
lares, se llega a que la solucién X de (2.7) satisface una ecuaciom
matricial polinémica de primer grado

F,X+F, =0 (212

Habiendo estudiado el problema propuesto en un sentido, inte-
resa abordarlo en sentido contrario. Es decir, ;bajo qué condicio-
nes cualquier solucién de la ecuacién polinémica de grado m —1,
(2.8), es solucidén de la ecuacién de grado m (2.7)? Para ello se pue
de observar que las matrices coeficientes B; de la ecuacién (2.8) sa-
tisfacen las expresiones (2.9)-(2.11). A partir de las expresiones
recurrentes (2.10)-(2.11), se deduce que las matrices Q, ; pueden ser
escritas matricialmente, en forma compacta, del siguiente modo:

[Qi’ 0; Qd,?l 3oeees Qi,m_l] =

=~ 0 1 0o . . 0 -
0 0 .. 0
= [Q,_l, o} Q“—L Qs Q.t.-l, o1l . . .. . (2.13»
0 0 0 . . I

—A, —A, —A, . . —A,,
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para i = 1,2, ..., s, siendo
[Qo,~o; Qo,a; wes Qo mos Qo w1l = f0;0;...;0;1] (2.14).

Se puede observar que la matriz que aparece postmultiplicando-
en el segundo miembro de (2.13) es precisamente la matriz «com-
pafieran por bloques asociada al polinomio matricial de grado m

PX)y=Xm+ A, Xm14 . +A X+A

que define a la ecuacién inicial dada. Denotando a dicha matriz por
H, se inflere de la fé6rmula de recurrencia (2.13)-(2.14) que

[Q1,05 Qi 155 Qumy]l = [0;0;..;0;I]H! (2.15)

para it =1,2, .., 5.
Por otro lado, a partir de (2.9) se sabe que las matrices coefs-
cientes B;, j=0,1, ..., m—1, son tales que

0 Zs & Qz, 0

t=0

1 Zs' & Qz,1

i=0

==
i

o]
1l

joc]
|

m-1 i‘ 5:! Qi,m_l

i=0
y, por tanto, pueden ser agrupadas para formar la matriz
. :
[B‘o Bl Bm—1] = Z & [Qi.O; Q‘. SRR Q‘if, mal:
i=0

Al sustituir (2.15) en esta ultima expresion se obtiene que

[B,B, ... By ] =

= Z £000...0I1Ht =[00..01I] Z‘ ¢ H =[00..01]S(H). (216y

i=o0 i=0
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La expresion (2.16) sugiere que las matrices B; constituyen la
m-ésima fila de una matriz de m? bloques # .x #, obtenida al aplicar
] polinomio anulador S (3) a la matriz H

S(H) =

B

. o i ‘ ' ‘ m—-1 _jmn Ximn

lee]
w

En base a estas observaciones se demuestra el siguiente resultado:

“TEOREMA 2.2.—«Dado un polinomio cualquiera

4
TM = Z‘ 7 M€ C [A]

i=0

¥ la matriz “‘compafiera’ por bloques

- 0 I 0 0 -
0 I 0
H=
0 0 0 I
- AO - Al MAZ —Am—l —.mnxmn

:si se cumple que la matriz

Bo, m—y Bl, m-y T Bm—l’ m-1
t 0, M-2 1, m-2 ° ‘ N M-, m—-2
TMH) = > g Hi=
i=0
B, , B, , Ce s By,
N BO B1 .o 1 Non scmn

s de rango m con B, , no singular, esto implica que cualquier
solucién de la ecuacién polindmica de grado m —1

Bm_,1 Xm—-1 .4 ]_gm_‘2 Xm—2 + B1 X + B‘0 =0 (2.17)

«€s solucién de la ecuacidén polindmica de grado m

Xm 4 A, Xm-l4 .+ AX+A =0 (2.18)
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‘Se cumple ademis que las matrices coeficientes B; de la ecuacién
«{5.17), satisfacen las mismas expresiones recurrentes (2.9)-(2.11) del
‘teorema anterior».

DEMOSTRACION,—Al realizar una particion de T (H) en cuatro
bloques de la forma siguiente:

B Bo, m—1 Bl, m—1 * . : Bm—'l, m—1 T
Bo, m—g 1,m-2 B-m—‘l, m-g
TH) = oo . ..
By, B, - - B,
| B, B, .. B,

v bajo la hipétesis de que T (H) es de rango »n con B,_, no singu-
lar, se cumple de modo equivalente, Gantmacher [2], pig. 47, que

B1, m_1 . . Bm-lz, m—1 Bm_1, m—y
B . . B B
1, Mg mog, m_g 1, M- _1
= B 1, [B,B,..B,_l
Bl, 1 * N Bm42, 1 Bm—l, 1

(2:19)
A partir de (2.19) se deducen las expresiones siguientes:

i=0,1,..,m—2

=B B—-1 B, 2.20
Joh ML, R J h=m—1m—2 .,1 &2

'Si X es una solucién cualquiera de la ecuacién polinémica (2.17)

m—1

Z‘ B;Xi =0 2,21)

j=0

se demuestra, a continuaciéon, que X también satisface las m —1
-ecuaciones polindmicas siguientes:

m—1
Z B, ,XI=0 h=12.,m—1
ji=0 ‘
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Para ello se premultiplica (2.21) por la matriz Bm_, » B 1,y lue-
go se sustituyen las expresiones (2.20), con lo que se obtiene

m =1
Z’ B, . .BoLl, B;Xi=0
j=0
—1
Z B; ,XI=0 (2.2
j=0

cualquiera que sea 7 = 1,2, ..., m — 1.

Por otro lado, teniendo en cuenta que las matrices H y T (H)
conmutan entre si

TH)-H =H.T(H)

se obtienen las siguientes relaciones, como resultado de igualar los
bloques que componen la #ltima fila de T (H) - H con los bloques
que componen la dltima fila de H - T (H)

—B,,A, =—AB . —AB a, —— A, B, — A, B,
B, —Bu Ay =—AB ., —ABns —— ALB ., —ALB
Bm_a - Bm_1 Am,.;z = Ao Bm_z, m—1 A1 Bm—;z, m—g T T Ap_a Bm-;z, 1 Bps Bz
By = By Ay =— 4, Bm—l, mo1 Ay Bm-1, mez " Bpa By Ap_y Buoa
A partir de estas expresiones se deduce que
‘Am-l Bo = _Ao Bo, m-1 A1 Bo, mdz Tt T Am—‘z Bro, 1 + Bm—1 Ao
A B, =—A Bl,m__1 — A B, mas —— AL B, , +B,.,4, —B
Am—1 Bm—z =— 4, Bm-m, m-1" A1 Bm-z, mtg T Am—u Bm—z, 1 t Bm—-l Ap s~ Bu_g
Am—l Bm—l = Avo Bm-l, m-1 A1 Bm—1, m~z T Am—lz B’m—l, 1+ Bm—1 Am—l - Bm—«zz
o analogamente
m—1
A, B, =B, A — Z Ay BJ.’ r— B, (2.23)
n=1

para j = 0,1, ...,m —1 con el convenio de que B_; = 0.
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A partir de estas ltimas relaciones puede demostrarse que si X
s solucién de la ecuacién polinémica de grado m — 1, (2.17), tam-
bién satisface la ecuacion polinémica de grado m, (2.18). Para ello
se expresa (2.17) de la forma

m—1

Z B, X/ = 0. (2.24)

j=0

Premultiplicando por la matriz A,_, y sustituyendo, a continua-
«ién, las relaciones (2.23) se obtiene

m—1
Z A, B, Xi=0
ji=0
m—1 m—1
Z ( By Aj— 2 Apny Bin— B ) X/ =0
j=0 B=1

Separando del anterior sumatorio el término correspondiente
a ] =0

-1
Bm—l Ao - Z Am—h—l Bo. nt

h=1
me—1 m—1 ‘
+ > (Bm_l A= 3 A BBy, )XJ' =o. (2.25)
=1 B=1

Puesto que X también es solucion de las ecuaciones (2.22), se
wverifica que

-1
By j=— Z B, , XJ (2.26)

i=1

para b =1,2, ..., m—1. Al sustituir (2.26) en (2.25) resulta

m~1 m -1
Bm—1A0~Z Am—h—l(_ 2 Bj,hXj)+
B=1 i=1
me 1 m-1 m—1 m-1
+ 3 B, AX— z(z A,,,_,,,IB,-,,.)XMZ B, X/ =0
j=1 J=1 Va1

i=1
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o de modo equivalente

m—1 m—1

Bm—‘l A<o + Z Z Am—h_1 Bj, 13 XJ + ‘

hA=1 j=1

m—1 m—1 m-—1 m—1

+ Z By A X — Z Z A ny Bj,hX]_ Z BJ'—‘1 X7 =0.

j=1 j=1 Ar=1 j=1
Postmultiplicando (2.24) por X se deduce que

m—1

B, , Xm = — Z B, , X/.

j=1

@27y

Al sustituir esta dltima expresion en (2.27), y teniendo en cuenta
que los dos sumatorios dobles que intervienen en la misma se elimi-

nan entre si, se verifica que
m—1
Bpy B+ D By, A X/ 4B, Xm=0
j=1
Bm_1 (Xm 4 Am_1 Xm-1 4 .+ A1 X + AO) = 0.

Finalmente, premultiplicando por B, 1, , se concluye que

Xmp A Xm-l4  +AX+A =0

como se queria demostrar.

Una vez que ha sido demostrado el resultado reciproco al del teo-
rema 2.1, interesa averiguar la relacion existente entre la clase S (O
de polinomios anuladores de matrices solucién de la ecuacién poli-
noémica de grado m y la clase T () de polinomios que verifican las

condiciones del teorema 2.2.

III. La clase de polinomios T (3)

Se demuestra en esta seccién que la clase de polinomios T (Ay
estd contenida en la clase de polinomios S (i). Con este objetivo se

prueba el siguiente lema:
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Lema 3.1.—«Dada una solucién cualquiera X de la ecuacidén po-

lindomica de grado m
Xm 4 A, Xmol 4

se verifica para las matrices

A X+ A =0

- 0 I 0 0 0 7
0 0 I 0 0
H =
0 0 0 0 L
| _A-o - A1 — A2 - Am_"z T Bmer Npn xmn
y
— I Q0 1] ¢ ¢ T
X I O 0 0
h Xm~2 Xm-3 Xm-4 I o
Xm-1 Xm-2 Xm-3 _ . X I
_ -3 N X MN
que
JFTHI=M
siendo
- Xi 1 0 Y ’ ]
. 0 G I 0 0
0f 0 0 0 I
0 =M, (X) —M,(X) MK =M D b mn
y donde

M
M

2

M, ,(X) =X +A

L, (X)=Xm14A
(X) = Xm=2 + A

1 Xm=2 4 ... + A1

1 Xm=3 4 . 4 A2

m—-1

@
@

(m—1)

(3.1)

(3.2)

3.8y

(3.4)

(3.6)
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DEMOSTRACION.—A partir de las expresiones de las matrices H
v ], (3.2) y (8.3), respectivamente, se cumple que

X I 0 C . 0 0 1
X2 X I .. 0 0
HJ = . . . . . . @
Xm-1 Xm-—2 Xm-3 X I
—N,(X) =N, (X) =N, X) . . =N, ,(X) =N, (X)_|

siendo

N, R)=4, , Xm21+A, X2+ . +AX2+A X+4A (0

N, X)=4,  Xm24+A Xm=3+ .. +A4,X +A @
N, X) = Am-—1 Xm—3 Am_:2 Xm—4 4 .., + A, 2 3.8)
Npy X) =4, _, (m —1)

Si X es solucién de la ecuacién polinémica (8.1), es evidente a
-partir de (3.8)~(0) que

N, (X) = — Xm 39
amientras que a partir de las expresiones (8.6)-(j) y (3.8)(j) resulta
N; (X) = M, (X) — Xm-J (3.10)

para 7= 1,2, ..., m — 1. Sustituyendo (3.9)-(3.10) en (3.7) y tenien-
do en cuenta la expresiéon de la matriz M, (3.5), se deduce que

HJ=
X I 0 0 0
X2 X I 0 0
Xm—1 Xm~2 Xm-3 .. X I
Xm  Xm-l— M, (X) Xm2—M,(X) .. X2—M, ,(X) X—M,  (X) |

=JM (3.11)

Premultiplicando (3.11) por J~! se obtiene finalmente

JF1HJ =M.
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A partir del lema anterior se demuestran los resultados si-
guientes:

Prorosicion 3.1.—«Los valores propios de una matriz solucién
cualquiera X de la ecuacién polinémica de grado m, (3.1), son tam-
bién valores propios de la matriz ‘“‘compafiera’ por bloques H aso-
cciadas a (3.1)».

DeMOSTRACTON,—Sea X una solucién cualquiera de (3.1). Tenien-
«do en cuenta la relacién de semejanza (3.4) y la estructura triangular

por bloques de la matriz M, (8.5), se verifica que

det W T — M) = det (A I — H) (3.12)
det WI—M) = det W IL—X) det L I — G) (3.13)

siendo G la matriz «compafieran por bloques

0 i 0
G = 0 0 . I
—M, (0 —M ) . =M, ()

(m—-1)mXm—-1)n
A partir-de (3.12) y (8.13) se deduce que
det W1 —H) = det W I —X) - det A I — G).

ProrosicioN 3.2.-«Si el polinomio

t
T@) = Z‘ 7, M€ C [A]

i=0

es tal que, al aplicarlo a la matriz «compafieran por bloques H, (3.2),
la matriz que se obtiene '

B Bo, M1 Bl, m-1 Bm-2, m—1 Bm—1, m-1
0, m—2 1, m-2 " m—2, m—2 T m—1, m=2
T (H) = o ’ o ' (3.14)
Bo, 1 Bl. i e BM—-z, 1 Bm—x, 1

. o 1 ¢t Bm—z m—1
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es de rango » con B,_, no singular, esto implica que T (}) es um
polinomio anulador de alguna matriz solucidon X de

Xm 4 A, (Xl o+ A X+ A =0 (3.15%

DEMOSTRACION.—SIi el polinomio T (1) es tal que la matriz T (H)
es de rango # con B,_;, no singular, se cumple, a partir del teore-
ma 2.2, que cualquier solucién de la ecuacién de grado m —1

B, , X" 14 B, ,Xm24 .4+ B X4+B =0 (3.16)

es solucion de (3.15).
Sea X una matriz solucién de (3.16) y, por lo tanto, de (3.15).
En virtud del lema 3.1 se verifica que

JF1HJ =M.

Aplicando el polinomio T () a los dos miembros de esta igualdad,
resulta
JPTH) ] = T (M). (8.17y

Teniendo en cuenta las expresiones de las matrices J, T (H), dadas
por (3.8), (3.14), respectivamente, se obtiene que

—m—1 —_

ZBLm_IXJ' - . =

i=0

THE =] 2! : (3.18)

Z:BJ.’1 Xi - .. -

j=0

m— 1

ZBf Xi — .. -

/=0 -

donde, como ha quedado demostrado en el teorema 2.2,

m— 1
Z B, Xi=0 (3.19y
j=0
m —1
2 B; »Xi=0 h=12.,m—1 (3.20)

j=0
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Por otro lado, a partir de la expresién de la matriz M, (3.5), se
deduce que

TEX) — . . —

T (M) — . . . .. (3'21)’

Como resultado de sustituir (3.18)-(3.21) en (3.17) se concluye que
T(X) =0.
Una vez que ha sido demostrado que la clase de polinomios T (X)

estid contenida en S (1), se estudia a continuacién el problema de la.
determinacién de polinomios anuladores de matrices solucion.

IV. La obtencién de polinomios anuladores de matrices so-
lucién '

Con objeto de simplificar los calculos se considera en esta sec-
cién la ecuacién polindmica de segundo grado

X2 4 A X+A =0 @1y

donde las matrices coeficientes A, € M, (C), i =0, 1.
Sea H la matriz «compafiera» por bloques asociada

0 1
“ | J
' ~_‘A-O —Al 2mX2n

v X una matriz solucién cualquiera de (4.1). Se trata entonces de
determinar un polinomio anulador de X, concretamente su polino-
mio minimo

SM=M4+b, M1+ .. +bArtb, pln 4.2y
En virtud de la proposicién 8.1, se sabe que la matriz X satis-

face la ecuacién caracteristica de H-

det AT —H) =A2h4g, N"14 .. +aAr+a =0

_ ) 4.3y
X2nida,, X214 40 X+el=0
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También se sabe que X satisface su propia ecuacién minima

XP 4 b, XP 1t o+ b, X+ 0, I =0. (4.4)

A partir de esta filtima expresién se deduce que

-1
X == b I—by X — by X072 = 315, X )
. i=0
XMt = XPX = — b X—b X2 —b, XP-1—p, XP=
=— b, X—b X2 by XP1— by (— b T—b X — ... — b, XP-1) =
= by by Lot (b by — b X b (B2 — by ) XP1 =
-1
- Z by Xi @)
j=0
. p-1 .
X+ = 2 b, X1 @@
' j=v :

(4.5)

Los coeficientes 4,2, § =0,1,...,p—1; i.=1, 2,8, ... pueden
ser obtenidos, recurrentemente, a partir de los coeficientes ;' =
=—b;, 7=0,1, ..., p — 1. En efecto, a partir de (4.5)-(i) v (4¢.4)
se verifica que

P13 P11
Z‘ b XJ = XPH = XPH-1 X =( 2 b, (=1 X ) X =
ji=0 ;=0

i

= b - X b =D X2 L 4 p§ T X1 p IOV X0
= b,V X 4 5 G- X2 4 . 4 b5 X1 g

+ 05T (b I —b X — . —b, XP)=—5 YT b I+

+ G —b TP )X 4+ (08D — TP b, )XPT (46)

Identificando términos en el primer y fltimo miembro de (4.6) se
obtiene



RESOLUCION DE ECUACIONES MATRICIALES POLINOMICAS

)

b, P b,

I

. . G—1)
b = b, -1 — D b

b (i)

(i-1) G—1)
1 =by ., by

-1 bF—1

o de modo equivalente

b = p'i-l) L pli—l g
7 /-1 ot 01, p—1

— b,

.€0)
bl( J

. i—-1 -
con el convenio de que pETY =0 para i'=1,2,3, ...
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Considerando de nuevo la ecuacién (4.3), que puede ser escrita

de la forma siguiente:

anm—P—1 P-1
XPH-(2n—p) 4 Z‘ Oy XPH + Z' a,Xi =0
i=0 i=0

y al sustituir en ella las expresiones (4.5)-(i), resulta

-1 am—-7~1 P-1

p—1
Z b;n-P) X 4 2 ap+,,,( 2 b, Xi) + Z‘ 6, X! =0

j=0 t=0 j=0 =0
2—1 An —~D~1 P—1
Z‘ ( b, (o= 4 Z ap,; b, ) Xi Z‘ 6, Xt =0
j=0 i=o0 i=0
s—1 Am—p—1
Z ( byt 4+ 2 Oy, 0, + 0y ) Xl =0
j=0 i=o0 )
Con esto se concluye que el polinomio
P-1 2m—D—1
Z ( bj(.’2m—-n) + Z Bp, bj(” + a].) »
i=0

i=o



150 VICENTE HERNANDEZ GARCfA Y FERNANDO INCERTIS CARRO

es un polinomio anulador de X de menor grado que el polinomio
minimo y por tanto tiene que ser el polinomio idénticamente nulo,
es decir, se cumple que

3n—-r-1 1

bo('Zm—P) + Z ap+ibg)+ g, . =0

i =0

In~-P~-1

2D 4 D 4 bP4e =0

i1=0

(4.8)

Am—-P -1
b ;}23; 1 " Z Opyy bg’)— 1 +Hop, =0

i=0

Este sistema de ecuaciones caracteriza a los coeficientes b,
7=0,1,.., p—1. Se trata de un sistema de p ecuaciones con p
incégnitas by, b, ..., bp_;. Es facil comprobar, a partir de las férmu-
las de recurrencia (4.7), que cada una de las ecuaciones de (4.8) es
polinémica en by, b, ..., bp_, y en general de grado p + 1. El pro-
cedimiento descrito se ilustra con el siguiente ejemplo:

V. Ejemplo
Se considera la ecuacién matricial polinémica de segundo grado
X2+ A X4 A =0 (6.1)
siendo
—1 —6 0 12
A, = A =
2 —9 0 —2 14

El polinomio caracteristico de la matriz «compafiera» por bloques

asociada
0 I
—A, —A ] =4
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viene dado por

det(AI—H) =M —102 + 3512 —50A+ 24

«de donde

a,=—10, a,=35 o =—5, a =24 .2)

Sea

SO =M+ b A+ b,
" ¢l polinomio minimo de una matriz solucién X de (5.1). A partir de
{4.7), (4.8) v (5.2) se obtiene el sistema de ecuaciones

b2 — b2 b ~—~35b,—10b b, +24 =0

170

8b,b,— b3, —35b, +10b, —10 52, —50 = 0

que define a los coeficientes b,, b,. Dicho sistema admite las solu-
ciones '

(bl’ bO) : (— 49 3): (_' 6’ 8)’ (_' 3’ 2), (_' 59 4)) ('— 5: 6)! (""' 7: 12)
que dan lugar al siguiente conjunto de polinomios:

SQ):A2—4r+8, M—6A+8 A2—8A+2, AZ—BA+4,
A2 —BAE6, N2—TA+ 12 (5.8)

Utilizando, a continuacién, los resultados del teorema 2.1 se calcu-
lan las matrices Q, ;, 7= 0,1,2; j=0,1. Para ello se aplican las
férmulas recurrentes (2.10)-(2.11) con lo que se obtiene

Qoo = 0 Qo1 = I
g1,ro =—A/ Ql.,71 =—A,
Q-z, 0 = A, A, Q'z, L = — A+ A%

Cada uno de los polinomios (5.3) que es del tipo
2

5@)= Z & M

i=0
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da lugar a una ecuacién matricial polinémica de primer grado
B,X+B,=0

donde B,, B,, vienen dadas, segin (2.9), por las expresiones

2
Bl = Z Si‘ Qi,1

i=0

B,o = j £ Qi,o

=0

Efectuando dichas operaciones se obtienen las siguientes ecuacio-
nes de primer grado:

1) Sy =2A2—4xr+38, B,X+B,=0
F 12 241 - 12 —48 7
B, = B =
17— 22 0 Lm —46 |
2) S@Q) =A2—6\+8, B,X+B,=0
F—9 12 7 - 12 —24 7
B, = B =
1Tl —-6 9 | o7 6 —18 |
3) SO =A—81+2 B,X+B, =0
- —12 30 F 12 — 60 1
B, = B =
17—z 80 o7 | 12 -60J
4) S =A2—5A+4, B,X +B, =0
{-12 18 7 r12 —36 1
B. = B =
1 L—‘S 14_J 0 _8 —32J
5) S(\)=A2—5A+6, B, X +3B,=0
- 10 18 T F12 —36
B, = B =
tTl—-8 16 | Tl 8 —s2
6) S@) =2r—TAr+12 B,X+B,=0
- —6 6 T C 12 —12
B, = : B =
ol —¢ 4 | 0 4 — 4|
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Se puede comprobar que salvo la dltima ecuacidén, que es incom=
patible, las cinco restantes proporcionan matrices solucion de (5.1)
que se obtienen sin mis que resolver la correspondiente ecuacién de-
primer grado y que son, respectivamente:

r1 2 4 0
X. = X, =
Lo 8] =L ]
[ 0 1 3
X= X:
3 | 0 i 4 [0 4]
- 3 .
X5=- 2 |

V1. Conclusiones

Ha sido expuesto en este trabajo un nuevo método de resoluciomr
de ecuaciones matriciales polinémicas. ILa idea bésica ha consistido
en reducir, de unidad en unidad, el grado de la ecuacién polinédmica
hasta obtener finalmente, una ecuacién de primer grado. Esta re-
duccién del grado de la ecuacidon inicial, se realiza mediante la apli-
cacién de polinomios anuladores de matrices solucién. Se puede decir
que el procedimiento desarrollado conduce a la «deflacién» de una.
ecuacién polindmica ya que permite reducir el grado de la misma de
unidad en unidad. En el dominio de las ecuaciones polinémicas esca-
lares se entiende por «deflacién» el proceso de reduccién del grado
de la ecuacién a partir de una raiz conocida, eliminando mediante-
divisién dicha raiz. En el dominio matricial no es posible, en gene-
ral, factorizar un polinomio de grado m en producto de dos polino-
mios, uno de grado m — 1 y otro de primer grado, debido a la no
conmutatividad del producto ordinario de matrices. Por consiguien-
te, el sentido que aqui se da al término «deflacién» es completamente-
distinto al que se utiliza en el caso escalar, ya que no se trata de eli-
minar sino de obtener una solucién, separdndola de las restantes:
soluciones del problema.

Por dltimo, interesa destacar que en la bibliografia consultada
relativa al problema de la resolucién de una ecuacién matricial poli--
némica general de grado m, Gantmacher [2] pags. 230-234, Mac
Duffee [8] pigs. 89-97, Roth [4], el procedimiento que se utiliza es:
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el de transformacién a la forma candnica de Jordan de la matriz in-
cégnita X. Mediante esta aproximacién se recae en una ecuacidén
-matricial lineal no unilateral del tipo

C,XD,+ C,XD, +..4+C, XD, =E

«cuya resolucién presenta serios problemas computacionales.
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