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In this note it is shown that if K^ and K2 are infinite compact topologica!'
spaces there exists a subspace of C (K-1 X K,2) isotnorphic to c0 and complemented
in C (Kj x K2) (so C (Kj x K2) is not isomorphic to the conjugate space of a
Banach space). From this it is obtained a 'wide class of compact topological spaces-
such that C (K) is not isomorphic to C (K x K).

En este artículo los números naturales y reales son representado s-
por N y R respectivamente, K será el cuerpo de los números rea-
les o complejos. Todos los espacios topológicos usados aquí serán
de Hausdorff. Dado un espacio topològico compacto K, C (K) y
•Bt (K) son los espacios de Banach de las funciones continuas y las-
medidas de Borei regulares sobre K, con valores en K, dotados
de la norma supremo y variación total respectivamente. Como es
usual escribiremos c0 para el espacio de Banach de las sucesiones err.
K convergentes a cero, con la norma supremo.

La topología débil sobre E correspondiente al par dual (E, F)'
se denota por <r (E, F). Recordemos que un espacio de Banach X
es un espacio de Grothendieck o G-espacio si y sólo si las sucesio-
.nes o (X', X)-convergentes en el, dual X' son <r (X', X")-convergen-
tes ; por extensión diremos que un espacio topològico compacto K
es G-espacio si y sólo si C (K) es un G-espacio.

(*) Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Teoría de Funciones-
de la Facultad de Matemáticas de la Universidad de Valencia, que dirige el pro-
fesor Dr. M. Valdivia.
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TEOREMA 1.—Sean Kx y K2 dos espacios topológicos compactos
infinitos tales que C (Kx) y C (K2) son G-espacios, entonces
«C (Kj x K2) no es un G-espacio.

DEMOSTRACIÓN.—Si Kj no contuviese ningún subespacio denso en
:SÍ mismo infinito (1) existiría en Kx una sucesión {a,n} convergente
y am ̂  a,n si m 5^ n (ver la prueba del lema 3.2 de [5]), lo que con-
tradice que K! sea G-espacio ([3]). Por tanto en 3J[ (KJ debe exis-
tir un subespacio isomorfo a L1 ([O, 1]) (ver [5]), entonces pode-

anos encontrar una sucesión {¡iw} en 3Jt (Kj) que converge débilmente
3. cero y || fJL,n || <= 1, » € N (ya que en L1 ([O, 1]) existe una sucesión
débil-convergente a cero y que no converge en norma (ver 13.43
-de [2])).

Sea N un subespacio de K3 homeomorfo a N ([!]), se define

F„ = K1X1«!, » € N, (F„cK1XK s).

'Si P! : K! x K2.—> Kj es la proyección P^ (x, y) = x, y SB (Kx ' x K2)
son los Borelianos de Kx x K2, consideremos la sucesión {\n} en
•¡9JÎ (Kj i x K2) definida por

X„ (E) = ^ (P, (E n FB)), E € ¿8 (K, X K2).

"Veremos que la sucesión {Xin} es v (9K (Kt x K3), C (Kx x K2))-
•convergente a cero y que no es débil-convergente.

El álgebra 3L engendrada por los conjuntos de la forma A^ x A2,
•donde A, es un Boreliano de K¡, »•= 1, 2, es una subálgebra de los
Borelianos de K^¡x K2 que contiene una base de abiertos de K j i x K2,
Con argumentos similares a los de la demostración de 26.2 de [4]
-se llega a que dada / '€ C (K! x K2) y e > O existen

a, a« 6 K ; E,, . . . ,EB Ç ̂

•de modo que

/(*0-¿ «*«,(*)
« = i

<s, * Ç K! X K2

(1) Recordemos que un espacio topològico es denso en sí mismo si y sólo si
-no tiene puntos aislados.
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•siendo XE la función característica de E¡. Según la desigualdad an-
terior y puesto que {\„} es acotada, para mostrar que {Xn} es

•c (3ÍÍ (Kj x K2), C (Kj x KÄ))-convergente a cero será suficiente
-comprobar que

l imX„(E) = 0 si E 6 SÍ,
n

Dado un E de 3L existen {A^}"=1, i = 1, 2, Borelianos de K¡
íales que

(AV X AV) O (A^ X AV =0 si jr z)r k

p" j— 7 — ( A V X A V )

jor tanto bastará mostrar que
l i m X B ( A , X A , ) = 0

«iendo Aj un Boreliano de K¡, i = 1, 2. Tenemos que

X„ (A, X Aj) = y.n (A,)

si n £ K2 y

X»(A 1 XA ! ) = !x»(0)

si » € A2 ; en cualquier caso el límite anterior es cero puesto que
-{[*,„} es débil-convergente a cero.

Como || .fi„ || = 1 existirá un Boreliano Vn en Kt tal que

| |u (V») |^ l /8 .

tomemos el Boreliano
v = ̂ r(v«x)«D

tendremos

| \H (V) | = | ̂ (p, (V n F«)) l = I »i. (V„) l > 1/8,

;por tanto {X„} no es débil-convergente.

COROLARIO 1.1.—Sean Kj y K2 dos espacios topológicos compac-
tos infinitos, existe un subespacio de C (K^ x K2) que es linealmente
isomètrico a c0 y está suplementado en C (Kí x K2), por tanto
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C (Kj x K2) no es isomorfo al dual de ningún espacio de Banach.

DEMOSTRACIÓN.—Veamos que K^ 'x K^ no es un G-espacio, si
Kj y Ka lo son la afirmación se deduce del teorema anterior ; si por
ejemplo Kx no fuese un G-espacio, Kj ' x K2 tampoco lo seria porque
un subespacio cerrado de un G-espacio es un G-espacio [3]. Como
K! x K3 no es un G-espacio de [6.] se deduce que C (Kt x K2) debe
contener un subespacio que es linealmente isomètrico a c0 y está su-
plementado en C (Kj ' x K2).

A. Pelczynski ha mostrado que si K es un espacio topològico
compacto y C (K) es isomorfo al dual de un espacio de Banach en-
tonces C (K) es inyectivo (2) y por tanto G-espacio, [3], entonces
la segunda parte es consecuencia de este hecho y del teorema 1.

COROLARIO 1.2.—Si el espacio topològico compacto K es. un G-
espacio infinito (o en particular un F-espacio ([!]) compacto infinito)
entonces C (K) no es isomorfo a C (K i x K).

DEMOSTRACIÓN.-—Si K es un G-espacio todo espacio de Banach
que sea un cociente de C (K) es un G-espacio ([3]), por tanto C (K)
no contiene ningún subespacio suplementado isomorfo a c0 ; enton-
ces del corolario 1.1 resulta que C (K ix K) no es isomorfo a C (K).
La afirmación para F-espacios es consecuencia de que en [7] se prue-
ba que todo F-espacio compacto es un G-espacio.

NOTA.—Según un resultado de A. A. Miljutin, si K es un espa-
cio métrico compacto no numerable C (K x K) es isomorfo a.
C(K), [8].
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