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CASESNOVES

M. Lépez and M. Valdivia have obtained in [8] and [4] completely regular
topological spaces whose associated k-spaces are not regular. Here we prove
that these k-spaces are such that every point admits a neighbourhood which,
endowed with the induced topology, is completely regular.

J. L. Blasco ha probado en [1], tras el lema, que un espacio
topolégico regular, en que cada punto tenga un entorno comple-
tamente regular, es completamente regular. Vamos a demostrar que
no se puede prescindir de la regularidad en esta proposicién, utili-
zando los ejemplos de M. Lépez Pellicer y de M. Valdivia dados
en [3] y [4]. Se reproduce a continuacién, en parte, el ejemplo de
M. Valdivia para facilitar la lectura de este articulo.

EjEMPLO.—Sea w, el primer ordinal infinito, w, el primer ordinal
de cardinal no numerable y (E, %) el espacio topologico producto
de ([1 o] G<) por ([Lw,] T'<), donde Gz y ©’< son las topolo-
gias correspondientes al buen orden usual en los ordinales.

Si o es un ordinal limite de [1, »,[, entonces, por definiciéon de
o, existe una sucesién {B8,}7_, estrictamente creciente y G<-conver-
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gente a «. La sucesién de puntos aislados {«, = §, + 1};_, es tam-
bién estrictamente creciente y Te-convergente a «. Sea

Aep=1{(%p) EE:ap<b¥Lal y Uan=z(a,‘”o);U§U Aayp
p=n

En (E, U) es U, compacto y Uy, — {(x w,)} abierto.

Sea J la topologia en E que tiene por subbase a los abiertos de
U y a los conjuntos Uy, con n =1,2,3, ... y o un ordinal limite
<ualquiera de [1w,[. (E, J) es completamente regular, pues (E, U)
es un espacio topolégico compacto y U,, es J-abierto y J-cerrado,
«cualquiera que sea » = 1,2, 8, ... v cualquiera que sea el ordinal
limite «€ [1 o,[. Ademas, por el teorema de Alexander (2, capitu-
los 5, 6) se deduce que los conjuntos U,, son J-compactos, pues
si (A, 1€ I) es un recubrimiento de U,, formado por J.abiertos de
la subbase considerada se puede extraer un subcubrimiento finito,
ya que si (x, w,) € A, existe un #, tal que

Usw— A CUaa N[[L o] X [Lmll=M y {Ai—{(ae)}, i€1}

s un cubrimiento de U-abiertos del 9L-compacto M. Por tanto, el
subespacio topolégico de (E, J) de conjunto soporte E — {(v,, w,)}
-es localmente compacto.
~ Se tiene que J y su k-topologia asociada J; (2, pag. 274, K) coin-
«iden en los subconjuntos J-compactos de (E, J), por lo que las
restricciones de J y Jr a2 E — {(o,, 0,)} son iguales. Se tiene, pues,
que E — {(v;, w,)} es un Jrabierto, que con la topologia inducida
por J, es localmente compacto, y, por tanto, completamente regular.
Si V es un Jp-entorno abierto de (o, w,) podemos determinar
dos ordinales

ar €[1oy] vy m€[1w]
tales que
([er, o] X [71, 0o YU § (0, m) } <V 1
~ pues en los subespacios compactos de (E, J) de conjuntos soportes

fw f X[, w] ¥ [1,e]x{n}, n€[1, w]
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wcoinciden J y Jg, por lo que existird un ordinal #; tal que {0} x
ix [, 0,] ©V y para cada 7 '€ [n;, o[ existirA un ordinal «, €
£ [1, w,| tal que

(@, o] X {2} V.
‘Se verifica (1) con
ar=sup {ax, 7€ |[m, 0 {}.

Las topologias J y Jx coinciden pues en E — {[1w,[ x {w,}},
-por (1) y por la coincidencia ya establecida en E — {(»;, »,}. Por
tanto, E — {[1, »,[ x {w,}}, provisto con la topologia inducida por
Jr, es completamente regular. El conjunto E — {[1, o,[ x {we}}
«es, ademais, J,-abierto, pues J induce en {[1, w,[ tx {w,}} la topo-
logia discreta, por lo que {[1, o[ 'x {w,}} es J-cerrado.

Cada punto de (E, J;) tiene un entorno completamente regular.
En [4] se prueba que (E, J:) no es regular, pues es absurdo supo-
ner que W es un Jeentorno cerrado de (v, w,) contenido en
E— {[1, o] x {we}}, pues si V es un J-entorno abierto de (w,, ©,)

«contenido en W se deduce de (1) que (n;, w,) € V, en tanto que
(n1, 0,) no puede pertenecer a W, ya que

(71, ) € E— {[1, o[ X ool

Nora 1.—Anélogamente se prueba que en el k-espacio no com-
pletamente regular £ — R determinado en {3] cada punto posee un
-entorno completamente regular. El lema dado en [1] implica que
E— R no es regular.

Nora 2.—Siguiendo el método dado en [3], y las notaciones del
-ejemplo, vamos a indicar otra topologia completamente regular J*
-en E, mis fina que J, que como en el ejemplo se puede demostrar
que no es regular su k-topologia asociada J%, y que cada punto de
«(E, J%) posee un entorno completamente regular.

Consideremos las funciones fy, siendo « un ordinal limite de
Y1, o,[, definidas asi:

fu((ayn))=1 n€[1, o)
k

= hbn

Jo ((By 7)) si B E€[ars anpel, #=1,2,8,..., 7 €[1,m]
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¥ f« €s cero en los restantes puntos de E. Sea J! la minima topolo-
gia mas fina que U, que hace continuas todas las funciones f. Es
evidente que J' es completamente regular.

Se tiene que J* es estrictamente mas fina que J, pues

1 4 o
U¢"=f_'(]7’?[) n i[“nq G]X[”»‘”o” y i(a”’")§n=l

es una sucesién que J-converge a (a, w,) y no J'-converge a («, ®,),.
ya que f((z, o)) = 1/2. ‘
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