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M. López and M. Valdivia have obtained in [3] and [4] completely regular
topological spaces whose associated fe-spaces are not regular. Here we prove
that these fc-spaces are such that every point admits a neighbourhood which,,
endowed with the induced topology, is completely regular.

J. L. Blasco ha probado en [1], tras el lema, que un espacio
topològico regular, en que cada punto tenga un entorno comple-
tamente regular, es completamente regular. Vamos a demostrar que
no se puede prescindir de la regularidad en esta proposición, utili-
zando los ejemplos de M. López Pellicer y de M. Valdivia dados
en [3] y [4], Se reproduce a continuación, en parte, el ejemplo de
M. Valdivia para facilitar la lectura de este artículo.

EJEMPLO.—Sea <!>„ el primer ordinal infinito, ^ el primer ordinal
de cardinal no numerable y (E, 1C) el espacio topològico producto
de ([1 <új] fSrs) por ([1 <] ^s), donde ^ y ï'a son las topolo-
gías correspondientes al buen orden usual en los ordinales.

Si a es un ordinal límite de [1, o^f, entonces, por definición de
<•>! existe una sucesión {!ß„}"=1 estrictamente creciente y "Ss-conver-

(*) Este trabajo ha sido realizado en la Cátedra de Matemáticas de la E. T. S. I-
Agrónomos de la Universidad Politécnica de Valencia, bajo la dirección del pro-
fesor Dr. M. López Pellicer, a quien agradecemos su constante ayuda.
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gente a <x. La sucesión de puntos aislados |̂ „ = §,„ + l}^=Jes tam-
«bién estrictamente creciente y ^¿-convergente a a. Sea

CO

Aa/= j (S, f) € E : af ^ í ^ « j y Ua" = í ( « > m o ) \ U |J Aa/>
/ = »

En (E, <U) es Ua,n compacto y UttM — {(a <o0)} abierto.
Sea J la topología en E que tiene por subbase a los abiertos de

^U y a los conjuntos IC^, con w = l, 2, 3, ... y a un ordinal límite
•cualquiera de [ Iwjf . (E, J) es completamente regular, pues (E, *U)
es un espacio topològico compacto y Uaw es J-abierto y J-cerrado,
-cualquiera que sea n = l, 2, 3, ... y cualquiera que sea el ordinal
límite <x'€ [1 (ojf . Además, por el teorema de Alexander (2, capítu-
los 5, 6) se deduce que los conjuntos U»« son J-compactos, pues
si (A¡, i € I) es un recubrimiento de U*« formado por J.abiertos de
la subbase considerada se puede extraer un subcubrimiento finito,
ya que si (a, (00) •€ A¡o existe un n,0 tal que

Ua„ — A,-,c:U„„ H [[1, «»i] X [1,«0]] = M y j A.-— j (« ,<o 0 ) j, » C I j

«es un cubrimiento de '¿¿-abiertos del ^¿-compacto M. Por tanto, el
.-subespacio topològico de (E, £7) de conjunto soporte E — {(X, ID,O)}
-es localmente compacto.

Se tiene que J y su ¿-topología asociada J* (2, pág. 274, K) coin-
ciden en los subconjuntos J-compactos de (E, J), por lo que las
restricciones de J y J* a E — {(o^, w0)} son iguales. Se tiene, pues,
que E — {(*>!, «o)} es un J^-abierto, que con la topología inducida
por J,. es localmente compacto, y, por tanto, completamente regular.

Si V es un Jt-entorno abierto de (<a1} <otì) podemos determinar
•dos ordinales

«t € [ 1 «»i l y »t Ç. [ l <«o l

tales que

([«, , «.,] x [»i, <o„ l ) U j (» i , «>o> ! <=• v (!)

pues en los subespacios compactos de (E, J) de conjuntos soportes

| ">i i x [l, o)0] y [ l . w j x j w j , « € [ l . « > o ]



LA REGULARIDAD DE UN ESPACIO TOPOLÒGICO NO ES UNA PROPIEDAD LOCAL 691

coinciden J y Jt, por lo que existirá un ordinal % tal que {w^} x
i x [«i, «„:] c: V y para cada n !6 [n¡, <o0 [ existirà un ordinal «„ €
€ [1, w^ tal que

[«o. «il x j n \ c V.

:Se verifica (1) con

«i = sup j a » , » € [ »i, o)0 [ j •

Las topologías J y Jt coinciden pues en E — {[lpü>i[ x {i(úo}}>
^por (1) y por la coincidencia ya establecida en E — {(u>1, <a0}. Por
tanto, E—• {[1, (Ojf x {<o0}}, provisto con la topología inducida por
J*, es completamente regular. El conjunto E—{[1, «^ x {<AO}}

•es, además, Jt-abierto, pues J induce en {[1, W j i f i x {«,„}} la topo-
logia discreta, por lo que {[1, «¿['x {co0}} es J^-cerrado.

Cada punto de (E, J¿) tiene un entomo completamente regular.
En [4] se prueba que (E, J*) no es regular, pues es absurdo supo •
ner que W es un J^-entorno cerrado de («>i, *>.„) contenido en
E — {[1, (Ojf x {<i>0}}, pues si V es un J^-entorno abierto de (a^, wfl)

-contenido en W se deduce de (1) que (%, '<ofl) '€ V, en tanto que
(%, w,0) no puede pertenecer a W, ya que

( »i, «>o ) € E — j [ 1. «>i [ x ¡ u>o i ¡ •

NOTA 1.—Análogamente se prueba que en el ^-espacio no com-
pletamente regular k — ¿^ determinado en [3] cada punto posee un
«entorno completamente regular. El lema dado en [1] implica que
k — ̂  no es regular.

NOTA 2.—Siguiendo el método dado en [3], y las notaciones del
-ejemplo, vamos a indicar otra topología completamente regular J1

en E, más fina que J, que como en el ejemplo se puede demostrar
que no es regular su fe-topología asociada J1*, y que cada punto de
•{E, J1*) posee un entorno completamente regular.

Consideremos las funciones /tt, siendo <x un ordinal límite de
Jl, W j f , definidas así:

/ ; ( ( « , » ) ) = ! » € [ l , ü > o ]
h

/ « ( ( ß . » ) ) = Ti— si ß € [«*, « A + t l , -4 = 1,2,3 « € [ l , u ) 0 ]
n -f-tt
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y /a es cero en los restantes puntos de E. Sea J1 la mínima topolo-
gía más fina que î£, que hace continuas todas las funciones /, Es-
evidente que J1 es completamente regular.

Se tiene que J1 es estrictamente más fina que J, pues

u..»/-«/i — , — n n { i* . , « ix i« ,» . ] i y i ( « » , « ) j r = 1

es una sucesión que J-converge a (a, <o,0) y no J'-converge a (a, w0)^
ya que / ((«, «„)) = 1/2.
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