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In this note we introduce a class of topological spaces which extend the notion
•of sequential space. The topological vector spaces of this type were introduced
in [4] in connection with the differential calculus in non-normed locally convex
•spaces. We prove that these topological vector spaces are, under very general
conditions, sequential spaces.

Introducción

La noción de espacio secuencial aparece en la literatura en rela-
ción con la extensión del cálculo diferencial fuera del marco de los
espacios normados (véase, por ej., ¡[1] y [5,]). En ¡[4] se establece
nina nueva teoría de diferenciación sobre espacios vectoriales topo-
lógicos y, como extensión en este contexto del concepto de espacio
secuencial, se introduce la noción de espacio vectorial topològico de
tipo A ([4], Def. 4.1). En el presente trabajo se introduce, en pri-
mer lugar, el concepto general de espacio topològico de tipo
A (T, §), estudiando algunas de sus propiedades, para pasar después
a considerar especialmente los espacios vectoriales topológicos de
tipo A (T, ß). El resultado más importante es que, en condiciones
tnuy generales, estos espacios coinciden con los secuenciales.

§ 1. Espacios topológicos de tipo A (i,S)

Una topología sobre un conjunto E se llama secuencial, si todo
punto adhérente a una parte cualquiera A de E es límite de una
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^-abierta si para todo punto x C G y toda red acotada (#¡)¡ e i con-
vergente a x, existe un j € I tal que x» € G siempre que k ;> /.

Es inmediato comprobar que los conjuntos -re-abiertos forman
una topología, TJ¡, más fina que T. La proposición siguiente prueba
4}ue esta topología es la adecuada para estudiar la ^-continuidad.

8. PROPOSICIÓN.—Una aplicación ï de E en un espacio topolò-
gico F es i-continua en los acotados de $ si y sólo si es ^a-continua.

DEMOSTRACIÓN.—Supongamos que / es -r-continua en los acota-
dos de iß. Sea G-c F un abierto, #• €/-1 (G) y (#¡)í6i

 una red
.acotada convergente a x. Por la ^-continuidad, existe un / € I tal
•que si k > / se tiene xk € /-1 (G), lo que prueba que /~* (G) '€ TS.
Recíprocamente, sea / TS-contínua, #<€ E y B 'G fi tal que #€ B. Su-
pongamos que (JF¡)¡ e i es una red de puntos de B convergente a ,*•
y que G es un entorno abierto de / (x). Por hipótesis,

^€/-1(G)€rß ,

luego existe un / '€ I tal que / (xt) € G si k > ;'. Esto prueba que
-{/(#¡)}í6i converge a / (x) y, por tanto, / es continua en acotados.

9. COROLARIO.—tß es la topologia final en E para las inclusio-
•Mes de los espacios (B, T | B) en E, cuando B '€ §.

DEMOSTRACIÓN.—Consecuencia inmediata de la proposición 8.
10. PROPOSICIÓN.—Una condición necesaria para que E sea de

±ipo 'A (T, p) es que t = TJ.

DEMOSTRACIÓN.—Si G € Tß y no pertenece a T, existe un x € G
adhérente al complementario de G. Si E es de tipo A (T, §), existe
entonces una red acotada {(̂ ¡)¡ el} c: [ G convergente a x j, por
tanto, un ; € I tal que ,*v€ G si k ;> /, lo que es absurdo.

Como veremos más adelante, la igualdad T = TS no es, en ge-
neral, suficiente para que E sea un espacio de tipo A (T, ß).

§ 2. Espacios vectoriales topológicos de tipo A (t3)

Si E es un espacio vectorial (1> y T es una topología vectorial
•sobre E, es natural considerar en especial los espacios de tipo
A (T, §) en los que ß es una bornología vectorial compatible con T

(1) Consideraremos siempre espacios vectoriales sobre R ó C.
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^véase [2] para las notaciones). Esto nos lleva a la siguiente defi-
nición :

11. DEFINICIÓN. — Llamaremos espacio vectorial topològico
.(e. v. t.) de tipo A (T, §) a todo espacio vectorial E de tipo A (T, ß),
¡tal que T sea una topología vectorial y ß una homología vectorial
»compatible con T.

De la definición y la invariância por traslaciones de las topolo-
gías vectoriales, resulta inmediatamente la equivalencia de las si-
guientes afirmaciones :

a) E es un e. v. t. de tipo A (T, §).
b) Si O es adhérente a una parte A de E, existe un red acotada

de puntos de A, convergente a O.
c) Toda función de E en otro espacio topològico, continua en

acotados en O, es continua en O.
d) Toda función real sobre E continua en acotados en O, es

•continua en O.
Sea ahora E un e. v. t. y cp una base de entornos de O formada

por conjuntos equilibrados, contenidos todos ellos en un entorno
fijo V0 5¿ E. Consideremos cp como conjunto dirigido, ordenado
^por inclusión. Para cada V '^cp, sea

rv = s u p j r > 0 : r V c : V 0 í .

"De la relación V <r V0 5^ E resulta que 1 < rv < oo. Además, si
.¿>0, existe un W € °P tal que k W c V0, luego rv > rw > k
-para todo V € cp contenido en W. Esto prueba que la red (rv)v e cp
tiende a + oo. Supongamos que (>v)v e cp es una red en E tal que

jtv€V para todo V'^cp. Para cada V'CCp existe «(V)'€ ty tal que

o ( V ) C r V ( i ( V ) c V .

Es evidente que (xy (v>)v € cj? es una subred de (#v)v e cp , con la pro-
piedad de que rv xe (V) € V para todo V '€ CP y, por tanto, la red
<^v x, (v))v e cp converge a 0.

El siguiente lema prueba que si E es un e; v. t. de tipo A (T, ß),
•se puede conseguir que la red (rv x<¡ (V))v 6 cp sea acotada.

12. LEMA.—Sea E un e. v. t. de tipo A (T, iß) y (xs) iei una red
convergente a 0. Existe entonces una red (Zj)j e 3 convergente a O y
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una red de números reales positivos (t¡)jej que tiende a + oo, íav
les que :

12.1. zj '€ {xi : i ¡€ /}, para todo j € /.

12.2. (tj Zj)j e j « Mwa red acotada convergente a 0.

DEMOSTRACIÓN.—Sea °P una base de entornos equilibrados de O*1

en E, contenidos en un entorno fijo V,0 j^ E y construyamos una
red C*v)v e qj tal que x^ '6 V para cada V € cp y

*v € ) * . • • • « • € M

(basta tomar un 4r¡ <v> € V para cada V de CP). Por la discusión
precedente, existe una subred (yv)v e cp de la anterior, y una red'
Ov)v e ep de escalares positivos tendiendo a + co de modo que-:

rv 3/v € V para cada V '6 '-P. Sea

A = jr v ;yv:V € "=?{.

Como O € Ã y E es un espacio de tipo ¡A (T, fi), existe un acotado«'

B c A tal que O '€ B". Por tanto, para cada V € CP existe un..
Y (V) c V tal que

rï(vm<v) € V n B.

Es inmediato comprobar que las subredes

(y-t (V))v e cp y (»"T <v))v e cy

verifican las condiciones requeridas.

13. TEOREMA.—Si E es un e. v. t. de tipo A (T, §), todo conjun-
to bornívoro es un entorno de 0.

DEMOSTRACIÓN.—Sea G un conjunto bornívoro (que podemos su-
poner equilibrado) y °P una base de entornos equilibrados de O en
E, contenidos en un entorno fijo V,0 ̂  E. Si G no es entorno de O,.
para cada V '6 cp existirá un Xv'C. V tal que x^ (f G. Por el lema,
anterior, existirá entonces una red de escalares positivos (í;);eJ

tendiendo a + Qo y otra de vectores (zj~)jej verificando 12.1 y 12.2.
En particular, por ser (t¡ zf)¡ e j acotada, existirá r ~> O tal que-
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r t j s j € G para todo / •€ J. Pero si ; es tal que r t¡ > 1, resultará
entonces que s¡ '€ G, lo que es absurdo por 12.1 y la hipótesis de
que XM (í G.

La condición del teorema anterior caracteriza de hecho a los
e. v. t. de tipo A (T, §) en condiciones muy generales, como vere-
mos a continuación.

Recordemos que se llama topología del M-cierre sobre un espa-
cio vectorial bornológico la constituida por los conjuntos G tales que
G — {a} es bornívoro para todo punto a de G ([2], pág. 13). De-
signaremos por TM esta topología (que, en general, no es vectorial).

14. PROPOSICIÓN.—Sea (E, t) un e. v. t. y ß una homología
vectorial sobre E, compatible con T. Se verifica:

14.1. La topología TS es menos fina que la TM.
14.2. Si todo bornívoro de E es un entorno de O, entonces

T = Tß = TM.

DEMOSTRACIÓN.—14.1 : Si G € TM, existe x € G tal que G — {x}
no es bornívoro. Por tanto, existe un acotado equilibrado B !€ iß tal
que para cada n '6 N se puede encontrar un bn '€ B de modo que

bn € w (G—{•#})• La sucesión/—-—hJf)„eN es acotada, converge
\ n I

a. x y está contenida en el complementario de G, lo que prueba
que G € fg.

14.2: Si G'€ TM, de la hipótesis resulta que G es entorno de
todos sus puntos, es decir, G € T. El resto se deduce de 14.1 y la
relación T < Tß.

Si 'ß es una bornología convexa y para cada acotado absoluta-
mente convexo B designamos por EB al subespacio de E engendra-
do por B, normado con el funcional de Minkowski de B, se sabe
que TM es la topología más fina sobre E para la cual las inclusiones
de EB en E son continuas ([2], II.8, prop. 1). En particular, TM es
más fina que la topología localmente convexa final para las mismas:
inclusiones, que designaremos por T6. Si ahora E .es un e. v. t. local-
mente convexo de tipo A (T, §), el teorema 13 y la proposición 14.2"
prueban que T =.T» = TM. En particular, (E, T) es límite inductivo-
de los espacios EB, tanto en la categoría de espacios topológicos y
aplicaciones continuas, como en la de espacios localmente convexos
y aplicaciones lineales continuas, y en consecuencia es un espacio
localmente convexo bornológico (lo que, por otra parte, es conse-
cuencia inmediata del teorema 13).
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Podemos probar ahora el siguiente teorema de caracterización :

15. TEOREMA.—Sea (E, t) un e. v. í. separado y § una homo-
logía vectorial sobre E, compatible con T y que contiene a las suce-
siones convergentes. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :

15.1. T es una topología secuencial.
15.2. E es un e. v. t. de tipo A (T, §).
15.3. Todo bornívoro es un entorno de 0.

DEMOSTRACIÓN.—15.1 =í> 15.2 es consecuencia inmediata de la
definición, y 15.2 ==> 15.3 resulta del teorema 13. Si se supone
15.3, la proposición 14.2 prueba que T = TM y de [2] II.7, prop. 1
y 2 resulta que TM es secuencial.

16. OBSERVACIÓN.—La coincidencia de las topologías T, tß y TM

no es suficiente para que E sea un e. v. t. de tipo A (T, ß), como
prueba el siguiente ejemplo : Sea E un espacio de Fréchet-Schwartz
de dimensión infinita, (V„)n e N una base de entornos de O absoluta-
mente convexos y

B„ = V, = j*' e E': I x'(x) l <: l v * € V A ¡ .

La familia (B„),n e N es un sistema fundamental de acotados para la
homología de Von Neumann del dual fuerte E' de E, y además E'
es el límite inductivo de los espacios E'B , tanto en la categoría de

espacios topológicos y aplicaciones continuas como en la de espa-
cios localmente convexos y aplicaciones lineales continuas ([3],
th. 18 y 6'). Por tanto, si designamos por T la topología fuerte
ß (E', E), se tiene T = TS = TM. Sin embargo, E' no es un e. v. t. se-
cuencial. En efecto, podemos suponer que los EB)i forman una suce-

sión estrictamente creciente. Sea

*i € EBl \ J0¡, *„ € £„„ \ EB^J (« > 2),

y definamos

ar, x„
A = \xn, h = -4- —— , », ¿ € N{ .

Se tiene que O 6 A\A. Si existiera una sucesión de puntos de A
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convergente a O, el conjunto de puntos de la sucesión sería acotado
y, por tanto, contenido en algún B„'Cr EB . En consecuencia, exis-

tiría una red convergente a O de la forma OP«,^)» 6 j, es decir,

(Xrnjk,) —^f — *,/»»,

lo que es absurdo.
En algunos casos, sin embargo, la igualdad T = TM es suficiente

para que E sea un e. v. t. de tipo A (T, ß), como prueba la siguiente
proposición :

17. PROPOSICIÓN.—Sea (E, T) un e. v. t. separado y ß una bor-
nología -vectorial sobre E, compatible con T, que contiene a las suce-
siones convergentes. Supongamos que para todo bornívoro B, exis-
te otro C tal que C + Cd B. Entonces, una condición necesaria y
suficiente para que E sea un e. v. t. de tipo A (T, §) es qué T = TM.

DEMOSTRACIÓN.—De la hipótesis resulta que existe una única to-
pología vectorial sobre E para la que la familia

<V = ¡B c: E : B es bornívoro j

es una base de entornos de O. Es inmediato comprobar que esta
topología coincide con TM. La proposición resulta entonces del teo-
rema 15.
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