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SUMMARY

In (5] and [6] L. Nachbin and T. Shirota have shown that if X is a Hausdorff
completely regular space and C,(X) is the space of the real valued continuous.
functions on X, endowed with the compact-open topology, then C, (X) is bor-
nological if and only if X is a Q-space.

In [8] M. de Wilde and J. Schmets have shown that this condition is also-
necessary and sufficient for &, (X) to be ultrabornological.

Here we prove (theorem 1) that X is a QQ-space if and only if the sequentially-
continuous linear functionals on €, (X) are continuous.

’

En este articulo se designara por R el cuerpo real dotado con la
topologia métrica ordinaria y todas las funciones que usaremos ten-
dran en R su recorrido,

Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff completamente regu-
lar; sea G, (X) el espacio vectorial real de las funciones continuas.
con valores reales, definidas en X, provisto de la topologia compac-
ta-abierta, Entonces los teoremas de Nachbin-Shirota [5, 6] afirman:

(*) Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Andlisis Matemético-
de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Valencia bajo la direccién dek
profesor Dr. Manuel Valdivia.
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TeorEMA N-S 1.—C, (X) es tonelado si v s¢lo si para cada sub-
conjunto F contenido en X, cerrado y mo compacto, existe una fun-
cion £€ C,(X) que no estd acotada sobre F. (Se dice que el espacio
X es un Q,-espacio [6, pag. 294].)

TeoreMA N-S 2.—C, (X)) es bornoldgico si y sdlo si X es com-
pleto en la minima wniformidad para la que todas las funciones de
C, (X) son uniformemente continuas. (Se dice entonces que X es un
Q-espacio [4, pag. 474, nota 1].)

Recientemente M. de Wilde y J. Schmets [8] han demostrado que
lo condicién de ser X un Q-espacio es necesaria v suf cieite para que
C, (X) sea ultrabornolégico (teorema W-S 1).

Basindonos en estos resultados podemcs demostrar el siguente
teorema:

TeoreMa 1.—Dado un espacio topoldégico de Hausdorff completa-
mente regular X, las siguientes afirmaciones son equivalentes :

a) X es un Q-espacio.

b) C.(X) es ultrabornoldégico (teorema W-S 1).

c) C.(X) es bornoldgico (teorema N-S 2).

d) Las aplicaciones lineales definidas en C, (X)), con valores rea-
les v sucesionalmente continuas, son continuas.

DeEMOSTRACION.—Se probard que:
a=> b= ¢ => d = .

¢ => b. Ll teorema de M. de Wilde y J. Schmets [8] asegura
la equivalencia de las proposiciones a y b.

Es evidente que b —=> .

¢ => d. Sea ¢ una forma lineal definida en €. (X) con valores
reales y sucesionalmente continna, Como suponemos que C, (X) es
bornolégico [condicién )], entonces resulta que para probar la con-
tinuidad de & es suficiente demostrar que ¢ transforma conjuntos
acotados de C, (X) en conjuntos acotados de R.

Supongamos que A-es un acotado de €, (X).

El demostrar que ¢ (A) es un subconjunto de R acotado es equi-
valente a establecer que dada una sucesién {r,}), contenida en
¢ (A) v una sucesion real {,} 7, convergente a cero, se cumple que
la sucesion {w, 7,} =y converge a cero. Esta {{dtima proposicién es
consecuencia de que: ' ‘
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Se puede construir una sucesién {a,},-; contenida en A y tal que
7n= Y (a,), V€N (puesto que r, € ¥ (A), Vn €N).
La sucesién {«, a,}2_;conierge en C, (X) a la funcién idéntica-
mente nula (por ser A un acotado de C, (X) y en R lim «, = 0).
n 00

Finalmente,
0=y (lm a,a)= lm ¢(,e)= lim o $(@) = lim a,r,
N —> 00 n —» oo N~ 00 - 00

por ser la aplicacién ¢ sucesionalmente continua,

d =2 q. Demostraremos que si X no es un Q-espacio, entonces
existe una aplicacién lineal ¢ de G, (X) en R que es sucesionalmente
continua y no es continua.

Sea U la minima uniformidad en X para la que todas las funcio-

nes de G, (X) son uniformemente continuas. Sea X la completa-
cién del espacio X con la uniformidad . Identificaremos X con

un subespacio denso de X. Al no ser X un Q-espacio existe un pun-
to € X~ X y una red {#,, n € D} en X, de Cauchy, respecto a la

uniformidad Y cuyo limite en X es el punto Z.
Puesto que U hace uniformemente continuas todas las funciones
de €, (X), resulta entonces que dada una funcién f € G, (X) se pue-

de prolongar a una funcién ]?de X en R, también uniformemente con-
tinua [1, § 3-6, teor, 2].

Sea ¢ la aplicaciéon de G, (X) en R tal que

o) =FfO) = lm I(x,) VieeE, X @)

neD

La linealidad de la aplicacién ¢ es inmediata, puesto que

plf+Bg =lim {«f(x)+Bg(x,)} =0 lim f(+)+

neEDP neD
+ B8 lm g(x)=ag(f) + Lo (2.

neD

Veamos por reduccién al absurdo que la aplicacion ¢ es sucesio-
nalmente continua:



Sea la sucesién {fn, m € N} € &, (X). Supongamos que en C, (X)
converge a f vy que {o (f»), m € N} no converge a ¢ (f) Pueden su-
ceder estos dos casos:

Caso 1.° Sea

o(h=FfW)=c @

y b un nimero real estrictamente menor que ¢ tal que existe una
subseccion {¢ (f, ), n€ N} cumpliendo que

oUn )=/ <b YneN ®
, ¢c—b . . .\
Entonces el niimero ¢ = ——5— serd estrictamente positivo y para
cada # € N el conjunto
W, ={x€X:1f, )—Tp ()<} )

es un entorno cerrado del punto ¢ en la completacién X.
La misma propiedad la posee el conjunto

W=freX:|fM—Ff@|<e} (®)

Es absurdo que una interseccién numerable de entornos cerrados

en X del punto ¢ tuviese una interseccion disjunta con X, puesto que
entonces existiria una sucesidén decreciente de entornos cerrados del
punto ¢, {V,, n € N} con la propiedad de que

Qo

Para cada »# € N construiriamos una {funcién g, de X en el inter-

1 1 .
valo [09—] que tomarin el valor o en el punto £ y cero en
i ”

X ~ V. [2, pag. 165]. Es evidente que
PRACERIC)

n=1
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es una funcién continua de X en el intervalo [0,1] tal que g (¢) =1
y cada punto de X tiene un entorno donde ¢ es menor que uno (pues

[ﬁ Vn]‘ﬂ X =oe,

n=1

por lo que si g es la restriccion de § a X, entonces la funcién

€ e, (X)

1
finito (la aplicacién ¢ es de @, (X) en R), que debe coincidir con el

: . ., 1
Esta inclusion es un absurdo, puesto que o (—_pg) debe ser un valor

., 1 s
valor que prolonga a la funcién {—, en el punto ¢ (por construccion
' S

de la aplicacién lineal ). Este valor no puede ser finito, pues si una
red en X converge a ¢, entonces la funcidén g (restriccién de £) con-
verge a 1, tomando sus valores en el intervale [0, 1].

Existe, pues, un punto

xe[ﬂ an.nx ®

El conjunto formado por el punto x, es compacto, por lo que

m f, (5)=f(,). )
n =0 .

De (8), 4) y (3) se deduce que

fo E)<b+e VYneN ®)

De (6), 5) y (2) se deduce que
c—e < fxy) &)
Las igualdades (7), (8) y (9) son contradictorias, puesto que de
- b
€ = CT se sigue que & + ¢ < ¢—e.

Caso 2.° Sea 9 (f) = ¢ y b un ntGmero estrictamente mayor que
¢ y tal que existe una subsucesién {¢ (f» ), n €N} tal que ¢ (fm,) > 0.
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Se establece la contradiccién como en el caso primero (pues mul-
tiplicando las funciones por — 1 se reduce al caso primero).

Finalmente, veamos que la aplicaciéon ¢ no es continua:

Dado un compacto K contenido en X, se puede definir una fun-

cién fx continua, con dominio X y con valores en el intervalo real
[0 1] que vale cero en el compacto K y uno en el punto ¢, (Véase la

construccién de ;K en [2, pag. 165].)

La restriccién de fx a X la Hamaremos fx y pertenece a &, (X).

Si dados los subespacios compactos de X, K y K’ convenimos
que K es posterior a K’ si K D K’, entonces la familia de compac-
tos del espacio X se convierte en un conjunto dirigido que lama-
remos D.

Es evidente que la red {fx, K € D} converge 2 la funcién idén-
-ticamente nula, mientras que

@ (he) = fg (B) = 1

para todo compacto K € D lo que prueba la no continuidad de la
aplicacién ¢, v a fortiori la equivalencia de las cuatro proposiciones.
del teorema.

En [4, teorema 4] se demuestra que un espacio vectorial topo-
logico E () sobre el cuerpo K, real o complejo, tiene dual topols-
gico completo respecto a la topologia fuerte si y sdlo si toda forma
lineal tal que la antiimagen del disco unidad cerrado de K es casi
cerrado, es continua.

En [4, definicién 2] se introducen y estudian los espacios fuerte-
tonelados, que son espacios vectoriales topolégicos con la propie-
dad de que los conjuntos absolutamente convexos, absorbentes y casi
cerrados son entornos del origen, Un conjunto es casi cerrado si su
interseccién con cada acotado es un cerrado, con la topologia in-
ducida en el acotado, En el citado articulo se prueba que los espa-
cios fuerte-tonelados poseen dual fuerte ‘completo y que los espacios
ultrabornolégicos son fuerte-tonelados.

En [7] se dan condiciones para que los acotados de G, (X) sean
metrizables, Entonces se puede afirmar.
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Cororario 1-1.—Sea X wun espacio topoldgico de Hausdorff com-
pletamente regular. Si los acotados de C, (X) son metrisables, en-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) X es un Q-espacio.

b) &, (X) es ultrabornoldgico.

¢) C.(X) es bornoldgico.

d) Las formas lineales definidas en C, (X) sucesionalmente con-
tinuas son continuas.

e) &, (X) tiene dual fuerte completo.

f) C.(X) es fuerte-tonelado.

DemosTrACION.—-La cadena que probarid las equivalencias es la
siguiente :

a=>b=>c =>d=>a

% N

P ——>¢
El teorema 1 aseguré que
a=>b=>c =>d=>a
Las observaciones previas al corolario aseguran que
b=>f=>e.

Veamos ahora que si los acotados de C, (X) son metrizables,
e => d.

En efecto, por ser los acotados metrizables, los conjuntos ab-
solutamente convexos y casi cerrados coinciden con los conjuntos
absolutamente convexos, absorbentes y sucesionalmente cerrados.

Entonces C, (X) es fuerte-tonelado si y sdlo si los conjuntos ab-
solutamente convexos, absorbentes y sucesionalmente cerrados sont
entornos del origen (ver [4] y las observaciones previas al corolario).

Por lo que si se cumple e, entonces toda forma lineal definida en
C. (X) sucesionalmente continua es continua, pues la antiimagen del
disco unidad cerrado de R por una forma lineal sucesionalmente con-
tinua es un conjunto sucesionalmente cerrado, y, a fortiori, por ser
los acotados matrizables es casi cerrado y el citado teorema 4 de [4]
asegura la continuidad de la forma lineal (véase la nota 2, tras la
bibliografia).
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Nora 1.—En general es obvio que si X es un Q-espacio, entonces
€, (X) tiene dual fuerte completo.

El reciproco, en general, creemos que no es cierto, puesto que
entonces €, (X) seria bornolégico si y sélo si C, (X) fuese fuerte-
tonelado.

Sabemos que el producto de espacios fuerte-tonelados es fuerte-
tonelado [4, teorema 6], en tanto que el producto de una familia de
espacios bornolégicos de cardinal fuertemente inaccesible no sabe-
mos si es bornologico (teorema de Mackey-Ulam (3), pag. 392).

Esta nota sugiere el siguiente problema :

ProrrEMA ABIERTO.—Construir un espacio X que no sea un Q-
espacio v que el dual fuerte de G, (X) sea completo,

TrorEMA 2.—Sea X un espacio de Hausdorff completamente ve-
gular. Supongamos que C, (X)) es tonelado, entonces se cumple que
existe un subconjunto F < C.(X) tal que:

a) La mimima uniformidad Ug que hace uniformemente conti-
nuas todas las funciones de &, es compatible con la topologia de X.

b) El espacio X provisto con la uniformidad Ug es sucesional-
mente completo.

DemosTtrACION.—AL ser G, (X) tonelado, el teorema N-S-1 ase-
gura que para cada cerrado no compacto B contenido en X debe
existir una funcién fy € &, (X) v no acotada sobre B.

Sea B la familia de todos los cerrados no compactos del espacio
X y sea A el subconjunto de &, (X) formado por todas las funcio-
nes acotadas,

Vamos a probar que la familia & de funciones formada por

F =AU {f, BEB}

cumple la tesis del teorema.
En efecto,

AcCcF cC,X);

ademés, la minima uniformidad que hace uniformemente continuas
b
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todas las funciones de H, es compatible con la topologia del espa-
cio X. La misma propiedad tiene la minima uniformidad, que hace
uniformemente continuas todas las funciones de &, (X).

De lo que resulta que si Ug es la minima uniformidad que hace
uvniformemente continuas todas las funciones de &, entonces ‘l[g
es compatible con la topologia de X.

Ademas, si {#,, n€ N} es una sucesion de Cauchy, respecto a la
uniformidad Ug, es evidente que serd convergente si estd conteni-
da en un subconjunto compacto contenido en X,

Si la sucesidén {x,, »€ N} no estuviera contenida en un compac-
to, el conjunto B formado por la clausura de U {x., » € N} seria
un conjunto cerrado y no compacto. La funcién fs no estaria aco-
tada en el conjunto U {x,, » € N}.

Esto es absurdo puesto que la continuidad uniforme de la fun-
€ion fg asegura que la sucesion {fs (x,), n € N} sea de Cauchy en R.

DeFiNictoN 1.—Sea X un espacio de Hausdorff completamente
regular, v Y una uniformidad compatible. Se dice que la uniformr'-
dad U es estable frente al producto por funciones continuas aco-
tadas si el producto de una funcién continua acotada por una fun-
cién uniformemente continua es una funcién uniformemente con-
tinua.

TrorEMA 3.—Sea X un Q; espacio de Hausdorff completamente
regular, y U una uniformidad compatible, estable frente al producto
por funciones acotadas.

Si el espacio Cqp (X) de las funciones uniformemente continuas
respecto a la uniformidad U es un subconjunto cerrado del espacio
tonelado . (X), entonces Cqp (X) con la topologia inducida es to-
nelado.

DemosTraciON.—Representamos por Cgqp (X) al espacio de las

funciones uniformemente ‘continuas respecto a la uniformidad U,
dotado de la topologia inducida por la de C, (X). Cqp (X) indica-
14 el dual topolégico de Cqp (X), y

o [Cor (XY, Cg, (X)]

la topologia débil en Cqp (X)'.
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Sea {v;, ¢ € I} un conjunto acotado en

(Cqp (X, o [Cq (XY, € (X])

y V su polar. El conjunto V es un tonel y todo lo que hemos de
probar es que el tonel V es un entorno de la funcién idénticamente
nula en Cqr (X).

Sea B el subconjunto de Cq  (X) formado por las funciones que
estan acotadas en X, dotado de la topologia inducida por la norma
supremo en X.

B es completo, puesto que si la sucesién {f,, # € N} es de Cau-
chy con la norma introducida, entonces es obvio que la sucesién
{f., »€ N} converge puntualmente a cierta funcién f.

Ademais, como dado un ntunero positivo ¢ existe un =, tal que
si # v m son posteriores a ne, se verifica

sup | £, (0) — 1, (0) | < o

XeX

entonces resulta que en cada punto
[ fo @) —Fn () ] <o
Fijando n v varigmdo m se deduce que en cada punto
11, —f® ] <<e st a>mn,
por lo que

sup |/, (#)—F(@) | <e si n>n,
xreX ’

Resulta que la sucesién de Cauchy considerada convege en nor-
ma a la funcién f. Para probar la completitud de B sélo queda de-
mostrar que la funcidon f es uniformemente continua respecto a la
uniformidad U .

Sea = un namero positivo. Existe un natural p tal que

sup | f, (1) —f (@) | < % .

xreX
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La continuidad uniforme de f, respecto a la uniformidad U im-
plica que el conjunto '

U= 1@ =0 | <

es una banda,
Pere si (x, v) € U, entonces

@ —F O <@ =@ [+ 1y O —HO + 10— 0] < g =,

con lo que se establece la continuidad uniforme de la funcion f res-
pecto a la uniformidad ¥ .

El conjunto V NN B es un tonel en el espacio de Banach B con la
norma supremo, por lo que es un entorno del origen. Ixistird un
nimero positivo 8§ con la propiedad de que

1/ €Cq(X) : sup [f@) ] <3} V.

rEeX

El nimero positivo § le llamaremos ntimero asociado al tonel V.

Si un conjunto K < X tiene la propiedad de que toda funcion
f€ Cqr (X) que se anule en K estd en V, entonces vamos a pro-
bar que -

FECY () 5w (0| < | V. (10)

x €K

En efecto, si e es la funcién unidad en X, desde luego ¢ € Cqr (X).

Si f es una funcion de Cqp (X), cuyo supremo en K es menor o

. 3 . .,
igual que -, entonces es obvio que la funcién

o

£ = sup (f, °2e ) + inf (f, 8; )

pertenece a Cq/(X) y se anula en K, por lo que 2 g€ V.
-~ También el
sup |2 (%) —2 g (%) |

xeX

es menor a igual a §, por lo que 2(f— g)€ V.



Al ser V un conjunto convexo resulta que la funcién f € V, con
lo que queda probada la relacién de inclusién (10). _

Supongamos que la aplicacién no idénticamente nula ¢ € Cq (X)'.

Vamos a probar que existe en X un compacto minimo, sq; (¢), no
vacio, llamado su soporte uniforme, tal que para cada funcion f
que se anule en sq () se cumple que ¢ (f) = 0.

Haremos la demostraciéon en cuatro apartados:

A) Probemos que existe un compacto K contenido en X tal que
toda funcion f€ Cqp (X) que se anule en K, su imagen por la apli-
cacion o es cero,

Si esta proposicién no fuese correcta, para cada compacto no
vacio K contenido en X se podria construir una funcién

fx € Cqp (%),

tal que se anulase en el compacto K, siendo ¢ (fx) = 1.

Sea D el conjunto dirigido formado por todos los compactos
contenidos en X conviniendo que el compacto K es posterior al
compacto K’ si K D K’ Entonces la red {fx, K € D} converge en
Cqr (X) a la funcién idénticamente nula, por lo que

0=¢(limf)+ lim o(f) =1,
xeD xeD

desigualdad que contradice la continuidad de ¢,

Llamaremos & a la familia no vacia de compactos que tienen la
propiedad enunciada en A.

B) Probemos que si K, € F y K, € &, entonces K, N K, 7 ¢.

Supongamos que K, N K, = ¢. Entonces construiriamos una
funcién continua g de X en el intervalo [0 1] tal que vale cero en
K, y uno en K, [2, pag. 165].

Para toda funcién 7€ Cq (X) se cumple que f- g € Cqr (X).

La funcion

Fe—NHeCq

y se anula en K,, por lo que 9 (f g—f) = 0. Como fg se anula
en K,, resulta que ¢ (f g) = 0, de lo que se deduce que

eN=0(fe)— o(fg—NH=0
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para toda funcién f€ Cq (X). Esta igualdad contradice que la
aplicacién ¢ no sea idénticamente nula.

C) Probemos que si K, = & y K, € &, entonces K, N K, € .

Si K, NK, €&, existiria una funcion k€ Cq; (X), que se anu-
laria en K, N K, siendo ¢ (k) = 1.

Sea W el tonel formado por

1
1€ Cqp (X): Icp(f)l<—2'-

y 1 el nimero asociado al tonel W.
Teniendo en cuenta que K, € & y la relacidén de inclusiéon (10),
obtenemos la siguiente relacién de inclusién:

1
feec (X): sup |f(x Elelree, X leD | < = (11)
w1161 < blelrecy® o0 < 5

Sea
A= xeKz:lh(x)|>-;—

Como la funciéon & se anula en K, N K,, resulta que el compacto
A es disjunto del compacto K, y se puede construir una funcién
continua g con dominio en X y recorrido en el intervalo {0 1], que
vale uno en K, y cero en A.

La funcién k g —h € Cq; (X) y se anula en K,, por lo que

de donde
p(hg) =9 =1 12y

teniendo en cuenta la eleccidon de .
El supremo en moédulo de la funcién % g en el compacto K,

es menor o igual ai;—, puesto que donde % vale en médulo més que

_;__ la funcién g se anula. La relacién de inclusién (11) nos dice que

| (h g)| <—;—~ 13y

REv. DE LA REAL AcapEmMIA DE CIENCIAS.—1973. : 3z
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De (12) y (13) se sigue la contradiccién. EI razonamiento se
abrevia si el compacto A es vacio. Entonces por construccion

9 (h) = 1, pero por ser su supremo en K, menor o igual a —;~, se

sigue de (11) que

o] < -

Queda establecido en cualquier caso que K; N K, € &.
D) Sea

K= (K,
KD:‘?

Vamos a probar que K € &. El compacto K serd el soporte uni-
forme de la aplicacion o.

Supongamos que K, es uno de los compactos que pertenecen a
& . Entonces

K= ﬂ(Klﬂ K,
Kv'ig—

y como los cerrados K, N K: tienen la propiedad de interseccion
finita no vacia y estan contenidos en el compacto K,, resulta que
K £ g.

Veamos que es contradictorio el suponer que existe una fun-
cién I € Cq; (X) que se anule en K y tal que 9 (}) = 1.

Volvamos a considerar el tonel

W= liecq et <5

y sea el nimero g > 0 el nimerg asociado al tonel W.

Sea

B'=§x€X:[l(x)]<—;—

Como la funcion ! se anula en K, resulta que

K = n (XK, 1 K,) < B.
K{Eg
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Entonces la familia de cerrados

‘tiene interseccién vacia y estd contenida en el compacto K,, por
1o que una subfamilia finita tiene interseccién vacia, Como la fami-
lia & es estable frente a las intersecciones finitas, existe un com-
pacto K; € & tal que K; < B.

El
sup 1l(x)\<—g—

reEX
J

v la relacién de inclusion (11) nos dice que
1
e < 35"

1o que contradice la construccién de la funcion I.

Convendremos que si la aplicacién lineal o es idénticamente nula,
su soporte uniforme es el conjunto vacio.

Todo lo que se ha probado va a servir para demostrar que el to-
nel V, que es el conjunto polar de {¢, :€ I}, es un entorno del
origen en Cgqp (X). ;

Sea F la clausura de la unién de los soportes uniformes de las
“aplicaciones ¢, para ¢ € L.

Por definicién de soporte uniforme, toda funcion f€ Cqp (X)
que se anule en F cumple que ¢, (f) = 0, por lo que f pertenece al
tonel V.

La relacién de inclusion (10) nos dice que si 3 es el niimero aso-
.ciado al tonel V, entonces

fee, (X sl <—lcv. | s

X€EF

Si F es compacto es obvio que V es un entorno del origen en
Cor (X).

Vamos a probar que conduce a un absurdo el suponer que F no
g compacto.
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Al ser el espacio X, (J,, existiria sobre el cerrado no compacto
F una funcién continua & no acotada sobre F. Sea

A, =b-1{]—oc —n[Uln+oco } n=123 .
La sucesién de abiertos A, tiene las siguientes propiedades:

A, DA, n=123 .. (15)-

A =20 (16):

1

1D

I

A,NFxo, n=123,. an:

El cerrado F es g cIadsura en X de la
U{fcu(qv% 1€1},

por lo que de (17) se deduce que para cada abierto A, existe un:

v, €le,i€l}

tal que
Aﬁ N 3:&[ (o,) F 0.

Probemos que existe ura funcién g, que se anula fuera de A, y tal
que 9, (&) = 1.

Sea W, el tonel formado por

W=l feey g0 <o 18).

y . ¢l numero positivo asociado al tonel W,.

Sea B, = X~ A,. Si toda funciéon g € Cqr (X) que se anule en
B, cumpliese que ¢, (g) = 0, entonces de (18) se seguiria que las
funciones que se anulasen en B, pertenecerian al tonel W,.

La relacién de inclusién (10) aplicada en este caso nos dice que

ltecy®: s @< tlaw, asy

xEBn



" Por definicion de. soporte uniforme y puesto que

Anﬂ scu'(Pn):tw

existe una funcién j€ Cq; (X) que se,anula en
K ~AINsgle) =B, Nsgr(e,)

y tal que ¢, () = 1. (El conjunto B, sq;(¢.) puede ser vacio. En-
tonces § se busca con la condicidén de que ¢, (7) = 1, lo cual siem-
pre es posible puesto que g, no- es idénticamente nula, por ser

sq¢ (¢n) 7 @). Sea

o, =807 (|- u[4+e])

El cerrado D, es disjunto del compacto sqr (¢a) ,por lo que exis-
te una funcién continua p (&) € G, (X) con valores en el intervalo
[0 1] que vale uno en el compacto sg¢; (¢.) y cero en D,.

T.a funcién

7P () — (%) € Cgp(X),
se anula en sq (¢.), por lo que
P i@ P —7 ] =0,
de donde
P (MNP () =9, () =1 (209
El médulo de j{x) - () en B, es menor o igual a —};L, por lo
que {19) y (18) si sigue que

1

le, G2 N < - Iy

Las igualdades (20) vy (21) son, pues, contradictorias, por lo que
existe una funcién g, € Cq; (X) que se anula en B, cumpliendo que
o (€)= 1.
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La igualdad (16), junto con la construccion de g,, permiten, afir-
mar que en G, (X) las sumas parciales de la serie

00

2‘ C & (%)

me=1’

forman una sucesién, que, con la topologia de C, (X), converge a la
funcién

I =Z Cpp & (&)
m=1

que es una funcién de C,(X) y esto es valido para cualquier elec-
ci6n de coeficientes.

Las sumas parciales

mZ—lc g (x

pertenecen a Cqr (X), por lo que al ser Cgq/(X) cerrado en
€, (X), resulta que

Z Cm &m () € Cqr(X).

m=1

Ademas, dado un m existe un natural 4, tal que si el némero
natural ¢ es posterior a i, entonces el soporte uniforme de g. no
corta a A, (es consecuencia de (16) y de la compacidad de los so-
portes).

Empleando una subsucesiéon mondtona creciente adecuada de la
sucesion {gm (¥)}me1 , Que seguiremos escribiéndola con la misma
notacion, podemos suponer que

AN su(gm) =9 si i>m.

Por 1o que

) oc n—1

0, (&) = o, (Z”m En ) = D on 00 (&) = Zcm @y (&) + €

m=1 m=1
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lo que permite elegir la sucesién de coeficientes {cn},—; de for-
ma que

@, (&) =mn n=12 .

La funcién g no puede ser absorbida por el polar del conjunto
{o, n =1,23,..}.

A fortiori, tampoco puede ser absorbida por el conjunto polar
de {:, 1€ I}, que es el tonel V. Esto contradice que Vsea un tonel.
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Nora 2.—En un trabajo titulado Algunas propiedades de los espacios de fun—
ciones continuas ultrabornoldgicos, pendiente de publicacién en la revista «Collec-
tanea Mathematica», hemos probado que X es un Q-espacio si y sélo si las formas.
lineales definidas en €, (X) y débilmente sucesionalmente continuas son continuas.

Con ayuda de este resultado se puede probar el corolario 1.1, aplicando el
teorema de A. GROTHENDIECK. de construccién de la completacién ([8]-§ 21-9-(2)).



