Sobre el cilculo de estructuras endo-hiperestéticas
‘por

Eduardo Torroja Miret

Con relativa frecuencia se presentan casos de estructuras de construc-
cién, bien de hormigdén armado, bien de perfiles soldados, formados por
un conjunto de piezas rectas o curvas, monoliticamente enlazadas, y que
presentan, por tanto, unos pocos nudos interiores con sus correspondientes
reacciones endo-hiperestiticas, que constituyen las incégnitas del problema ;
pues una vez conocidas éstas, las reacciones exteriores se pueden deducir
isostaticamente de las anteriores.

El método que se expone a continuacién no es practico para todos los
casos que se puelen presentar; pero, puede ser util para los casos corrien-
tes de estructuras con piezas curvas poligonales entre nudo y nudo, en las
que el nimero de los interiores es relativamente pequefio y en los que la
rigidez de las piezas interiores que enlazan entre si los nudos interiores no
es demasiado grande respecto a las del resto de la estructura; o dicho de
otra forma, cuando no se presentan piezas muy rigidas enlazando dos nudos
con corrimientos relativamente grandes por efecto de la elasticidad mucho
mayor del resto de la estructura.

1. PiEzA SIMPLE

Si en una pieza plana de directriz cualquiera, se considera un sentido
Positivo de avance a lo largo de ésta para definir un extremo delantero o
frontal y otro dorsal —que se toman respectivamente como limites supe-
rior e inferior de las integraciones a realizar a lo largo de la directriz—,
¥ se supone la pieza rigidamente empotrada en esos extremos, las reaccio-
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nes que sobre ella ejercen dichos empotramientos vienen dadas, como es
sabido, por las expresiones:

M’,f‘:- Wef ;‘ g[
Xl =(F — ny) K — (Hz 4 v) Kz
Yo = (Fy — 1) Key — (Fa + 09 Ky [1.1]

Myg=~My;—IM4IEXy—ZY¥x
Xpi=—Xpy—3IX
Yba=—Y,y;—3Y

Expresiones en las que los subindices ef, ed indican respectivamente ex-
tremo drontal y dorsal; ue, Ve, o, SOn respectivamente, los corrimientos
y el giro, relativos, del extremo frontal respecto al dorsal, que son nulos
si la pieza estd rigidamente empotrada en ambos extremos; M/, X’, Y’, el
momento respecto al centro elastico.de la pieza y las componentes de la
reaccion exterior sobre los ejes; M, X, Y, los momentos y componentes
de las fuerzas exteriores que pueden actuar sobre los diferentes puntos de
la directriz de coordenadas xy respecto a dos ejes ortogonales que pasen

por el centro elastico de la pieza; y los restantes simbolos, las integrales v
expresiones siguientes:
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A ¢
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siendo M y N el momento flector y el esfuerzo axil que actian frontal-
mente sobre. una rebanada cualquiera por efecto solamente del sistema de

fuerzas exteriores M, X, Y, que constituyen datos del problema.

2. ESTRUCTURAS MULTIPLES DE PIEZAS CURVAS O POLIGONALES CON SOPORTES

VERTICALES

Antes de entrar en el caso general, y para mejor fijar las ideas, es pre-
ferible desarrollar primero las deducciones sobre este tipo de estructuras
que es el mas {frecuente en construccién, y en el que se puede prescindir de
los corrimientos verticales de los nudos.

Recordando lo anterior y con las notaciones establecidas, considérese una
estructura como la indicada en la figura 1. Cada pieza puede suponerse
Prolongada por sus extremos meliante barras rigidas hasta su centro elas-
tico. Las barras concurrentes en un punto cualquiera —el n por ejemplo—,
forman una estrella indeformable que suirira los movimientos correspon-
dientes a las traslaciones #,, 7, y al giro o, del nudo, los cuales son
desconocidos, a priori.
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Supéngase que, al mismo tiempo que se aplican las fuerzas propias que
ha de soportar la estructura, se aplican, en cada extremo de pieza o punta
de estrella, unas fuerzas exteriores ficticias () correspondientes a pieza em-
potrada en sus extremos, cuyos valores se han expresado anteriormente
La estructura estaria en equilibrio sin que las estrellas experimentasen mo-
vimiento alguno.

El conjunto de fuerzas de reaccién () en una estrella cualquiera —en
particular la #—, equivale a su resultante vectorial de componentes X',

ln’ M'n-

Siendo los nudos fijos, como sucede con las sustentaciones exteriores,

estas fuerzas seran las reacciones reales que-los apoyos ejercerian sobre los

Fig. 1

extremos de las piezas. En los nudos interiores, esto no corresponde a la
realidad, pues no existe ningin elemento exterior capaz de producir real-
mente las reacciones X’, Y’, M’. Es necesario, por tanto, en cada uno de
esos nudos interiores #, superponer otros sistemas de fuerzas ficticias ()
aplicados en las puntas de la estrella, y cuya resultante (X”,, Y”,, M”,), en
cada uno de los nudos sea igual y contraria a la anterior ; estos sistemas de
fuerzas (”) han de estar ligados, dentro de cada nudo, por la condicién de
que los movimientos que produzcan en cada extremidad de pieza correspon-
dan a un movimiento sin deformacién del conjunto de la estrella, suponiendo
que los extremos opuestos de las piezas concurrentes en ella se mantuviesen
fijos. Con estas condiciones el sistema de fuerzas (”) es determinable, como
mas adelante se explica.

Pero, para que puedan producirse los movimientos en estas condiciones,
es necesario consilerar las nuevas reacciones (") que aparccen en los ex-
tremos opuestos de las piezas concurrentes en el nudo. Estas reacciones
son iguales y contrarias a las del sistema (”) pero aplicadas, como acaba de
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decirse, en el extremo opuesto de la pieza; ello se deduce directamente ya
que no se han aplicado nuevas fuerzas exteriores y por consiguiente en
cada pieza:

M" - My" | My" = — M
Xed" = — X" o bien X" =— X"
Yei = — Yzf” Yefm = - Ym'"

Es necesario, por tanto, introducir este nuevo sistema de fuerzas conoci-
aas (") que en los apoyos vendrian a sumarse a las (), pero que en los
nudos interiores constituyen un nuevo sistema de fuerzas ficticias. Supo-
niendo, pues, otro nuevo sistema de fuerzas () que cumpla, respecto al (")
las mismas condiciones exteriores que el (”) respecto al (*); y otro (¥) que
cumpla las mismas del (”’) respecto al (”) y asi sucesivamente, se pueden
obtener unas series de valores aproximados de las reacciones de las estre-
llas sobre los extremos de las piezas.

Cuando se”alcance una solucién en la que las resultantes vectoriales de
las fuerzas ficticias sean suficientemente pequeflas, se tendrd una solucion
satisfactoriamente aproximada del estado de reacciones y de esfuerzos en la
estructura estudiada.

El efecto de cada operacién viene a constituir una redistribucién de las
fuerzas ficticias hacia los apoyos exteriores donde van a constituir reaccio-
nes reales. En general, y con un numero de nudos interiores relativamente
pequefio, como se presenta en los casos corrientes, las series de valores
convergen con suficiente rapidez hacia la soluciéon final.

La convergencia serd mis o menos rapida segun el tipo de estructura
de que se trate; pero, puede demostrarse que la suma de valores asi obteni-
dos tienden hacia los valores reales, apoyindose en el teorema de méximo,
original del Prof. L. de Broglio (*). En efecto; la estructura inicial de que
s¢ parte con los nudos inmovilizados, estd mas vinculada que la estructura
real; por tanto, el trabajo ‘G, realizado por las fuerzas exteriores sera
menor que el real ‘G. A cada operacion de liberar un nudo, el trabajo
aumenta una cantidad ‘G, manteniéndose siempre mis vinculada que la
estructura real (salvo en el caso de existir un sélo nudo a liberar ; pero, en-
tonces, a la primera liberacidén se alcanza exactamente la solucién real). Al
volver a enclavar el nudo, en su nueva posicidén, —para pasar a liberar otro—,
10 se realiza trabajo, puesto que no hay corrimientos, v la estructura vuelve
a quedar tan vinculada como antes. k

La suma G, + ¥ G. aumenta en cada operacién y no puede, por tan-
to, ser nunca mayor que G, pues, por el teorema antedicho de Broglio, el

—

(*) El principio del trabajo maximo. — L. de Broglio. Instituto Técnico de la Construccién.
Madrid— 1948,
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maximo corresponde necesariamente a la solucidon real menos vinculada;
luego, ha de tener un limite igual o inferior a G.

Si fuese un limite G, inferior a ¢, al alcanzar aquél limite, no se pro-
duciria trabajos ni corrimientos en ninguna nueva operacién de liberacién
de nudo y, por tanto, la solucidon alcanzada seria la real; pero, en ese caso
seria: Gy == G.

En consecuencia, la serie G, + ¥ ‘G, tiende necesariamente al limite G
y las sumas de valores hallados tienden en el limite a los valores reales, al
alcanzar los cuales ningtin nudo sufriria nuevos movimientos y los vinculos
obrarian igual que si no existiesen.

3. DESARROLLO DEL METODO

iPara dar forma al método basta estudiar como pueden deducirse los va-
lores de los sistemas (7y y ") (") ... ya que los (") (°) ... se obtienen
ditectamente de las férmulas [2.1].

Para ello conviene tomar en cada pieza unos ejes coordenados que pa-
sando por su centro eldstico sean todos ellos paralelos a unas direcciones
o ejes generales xx, yy, y deducir los valores &, K, K;, K;5, H, H+, H,,
de cada pieza respecto a sus ejes. Con las féormulas [1.1] se obtienen los
valores (). Para obtener los (), y lo mismo los () () ... han de estu-

*y

Fig. 2
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diarse los movimientos que se producen en la estrella sobre la que actdan.
Estos movimientos en cada punta m de la estrella 1 han de corresponder
a una traslaciéon horizontal u,” vy un giro o,”, puesto que puede admi-
tirse que los recorridos verticales de los nudos (no de las puntas) son nulos,
dada la existencia de soportes verticales suficientemente rigidos. Se puede,
por tanto, escribir

Umn " == 14y’ + b, Vm' == — A Wy’ Oomn' = wa'’ [3 * l]

siendo (figura 2) a, b, las coordenadas del nudo = respecto a los ejes
coordenados de la pieza (que pasan por el centro elastico de ésta).

Estos movimientos son los debidos a la aplicacién de unas fuerzas fic-
ticias (”) en el extremo de la pieza cuando el opuesto se mantiene fijo; y,
por consiguiente, vienen dados por las férmulas [1.1] en las que han de
anularse los términos &, H ., H,, puesto que no hay que considerar fuer-
zas exteriores a lo largo de la pieza.

Por tanto, si el extremo m n es frontal, se tiene:

" " [ Ad 1y U A rr ") "
X'=—uy" Ky —vy" Koy o Y'=—uy" Ky —0g"K, o, M= :1{ [3-2]

Si el extremo mn es dorsal, es facil ver que las formulas quedan las mis-
mas, sin mas que cambiar ef por ed puesto que cambian de signo, tanto las
tuerzas como los movimientos.

Sustituyendo en estas expresiones los valores [8.1] queda:

Xnm” == — (Kx)mn II,.” - (b I{, —a I{xj)mn (0),.”

Youn' = — (Key)oun ttn" — (5 Ky — @ K)o 0"

1
Ywmn" = (“"“) (l),."
(I) "

Esto ensefia que el sistema de fuerzas X”, Y”, M”, puede suponerse des-
compusto en dos, tales que:

[3.3]

(Xu”)mn = — (Kx)mu 1, (le” in == == (I\'U')mn uy"’ (BI,,“)”,,‘ =0, [3-4]

que sélo produciria una traslacién general de la estrella sin giro y paralela
al eje xx; y otro:

(X Yo ="— (3 Ky — @ Ky)un 05" = — (C)un 0"’

(Y(;”)rnrz = ——(b K,g)/ —a K]),,m 0)"" == - (Cy)mn (Dn"

[3-3]
1
(Mm”)mn == ( ) (Un”

b
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que produciria un giro general de la estrella sin traslacion de su centro.
Estas féormulas nos proporcionan las siguientes igualdades:

' X —_ X _ _ 2 Xu” XA _ _ 3, (6X," — a Y
— Uy Z(Kx )mn_—'(Kx])mn— M Tu Ky _m ces == . C.
M Xo” 3 Xo” Yo" T, Yo My ~
" =( Cx )mn TS =( c, )m =G, =—( m )m — =
S, (6 Xo” — a Yo' 4 Mo”) < Zo"
TS 6C—aC—1d) | NG
siendo

Lo = (b X' — a Yo' -+ Mo )mn

1
ng('be—aC}-—K-)

De aqui, se deduce:

Su Xu" = - Zln” Eu l\';

T Y = = "’ Xn Kx.;'

Zn (b X”” -—a Yu”) = — 2ty ¥y Cx

v {3.6]
L Doy = — My zn Cx

po Y(J)“ = — 0)11” 2,, Q,/

E,, Zw” _ (Uu” Su C:

Por otra, parte, la suma de los dos sistemas (ii) (&) ha de equilibrar al
sistema (') y, por tanto, se ha de tener:

- Xn' = -‘-‘-n Xu” + 2;1 .\'m” { [ ]
: 3.1
— M) =5 (0 X — aY")+ Su Za” )

La componente Y’ corresponde a una reaccion del soporte. Al no haber re-
corrido vertical del nudo, no ha lugar a a'plicar fuerzas (”) que la equilibren
o anulen. Las fuerzas Y”,, Y”, corresponden igualmente a la nueva reac-
cidén que provoca el soporte al producirse el giro o, en el nudo. Por tanto,
la tercera ecuaci6n de equilibrio no proporciona ninguna nueva condicion
al sistema de fuerzas (7).

Sustituyendo en las dos ecuaciones [3.7] los valores [3.6] se tiene:

Xn’ == 1ln” 21; 1\', + u),,” 2” Cx

M, = 7’1!” Eu Cy + Um” En C:
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de donde:
v X 34Ci— M) 2aCy
(En C.a:)z — (271 Kx) (En Cz)
[3.8]
"o Xn,v En Cz ‘_ Mn’ )v‘n Kx |
T TS G — (34 K2) (24 C)

Up

Una vez obtenidos, mediante estas formulas, los valores de u,”, w,”, basta

introducirlos en [3.3] para tener los de las fuerzas “(”) en las puntas de la
estrella.

Xon'' = (Xu” + Xw”)mn == = (Kx)mn u," — (Cx)mn W'’
Ynm” = (Yu" + Yuu")mn - — (Kx_y)mn un” b (C_y)nm (Dn”
Mmu” = (hlm”) = (?)m" (Un”

El método de calculo puede, por tanto, consistir en deducir los valo-
res (”) en funcién de los () mediante las formulas expuestis y cortinliar
por iteracién; los valores (”’) son iguales y contrarios a los del extremo
opuesto en cada pieza y con ellos puede repetirse el calculo hasta llegar a
la aproximacidén que se desee.

En caso de simetria de las piezas respecto a uno de los ejes, el yy por
ejemplo, el calculo se simplifica ligeramente por ser K, = 0.

Si la estructura tuviese solamente un nudo interior basta llegar al siste-
ma (”’) para tener la solucién exacta. En general, solamente se trata de
dos a tres ntidos interiores y la iteracion es suficientemente répida.

4. CASO GENERAL DE ESTRUCTURAS MULTIPLES DE PIEZAS CURVAS
O POLIGONALES

El método a seguir es fundamentalmente el mismo expuesto en el Apar-
tado anterior, por lo que no es necesario estudiar ahora mas que Id deduc-
cién de las nuevas férmulas que resultan como consecuencia de considerar
también los movimientos verticales de los nudos, bien sea por’ carencia“de
soportes verticales, bien porque convenga considerar la elongabilidad de
éstos.

Las fuerzas (°) se deducen por las mismas férmulas del Apartado 1. Los
movimientos (”) son, ahora, los derivadés de u,”, 7", ©”, o sea:

" " ” ” TSN ” [ ’”
Uy == Uy —I" b vy Umn 5= U =0 On Wy == Wy

siendo, como antes, a, b, las coordenadas.del nudo n respecto a los ejes
coordenados de la pieza (que pasan por el centro elastico de ésta).
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Siendo estos movimientos los producidos por las fuerzas (”) aplicadas
en los extremos de las piezas con sus extremos opuestos empotrados, se ha
de tener, segln [3.2]:

Ko =2 — (Kx)mn.un” - (Kx])mn oy — (b Ky —a Kx_}/)mn '’

Yo" = = Kephun 10s” — (Kyhn 00" — (6 Ky — @ Ky)uen 0" (1]
Es decir, que conviene descomponer el sistema en tres; uno:
XiYymn = — (K)mn tn” (Y Ymn = — (Kap)mn t¢n” (M Ymn=o0

que produce solamente una traslacién ,” de la estrella; un segundo,

(Xv")mn == (Kx)/)mn V'’ (Yv”)mn = - (K_y)mn Un' (Mv")mn =0

que produce sélo la traslaciéon #,”; y un tercero,

Ko )mn=—(0Ky-—a Kxp)mn On = — (Co)mnu wn’

(Y""l)mn = (6 sz - a Ky)mn o' = — (Cy)mn wy'’

”

que produce el giro o,” de toda la estrella alrededor de su centro.

De estos grupos de ecuaciones se obtienen las igualdades

—u w_ (Xu” ) (Y“” ) _ _ ‘;n qu _ Sn Yu“ _ . Sn (b X“"—u Y“N)
* Ke Joon =\ Ky Jmw "7 SaKe  SaKeg 70 ¥, Cx
— ( X" ) Y-:/” ) 3. Xy Za Yy S (6 Xy — a Y2
N = = =, .. = Q == TR e =
Ky Jomin K, - 5. Ky | LK, 3.C,
X (Y ) A ( Mu.") L SaMG"
mn 2# Cx - 'y ) mn - M C) - 1/ mn zn 1/0
- En (b X(o” —a Ym” + Mo)" . E,, Zo)"
zn (b C;—a(;y —_ 1/(1)) - zn C:
siendo:

70" = (6 X" — @ Yo" 4 Mo s

Cz=(bC,—aC),—-(—;—)
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De’las igualdades anteriores se deduce:

Su Xu" - - un” Zn Kx o Yu” = — un” En Kx_y
B0 X" = — 24" L Ky T, Y, = —0," 5. K,
zn Xl\)” = — Wy v zn Cx zn Ym"'= _— (Un" Zn C_}‘
Y, 6%y~ aYS) = — 0" 2xCx  ZnZo’ = — 0" Tu C;
poss (b X,/ —a Yv”) = —u," En C_y Sk Mo = w," %, o

Introduciendo estos valores en las ecuaciones de equilibrio, que son ahora:

Xy = E X A B Xo” o B X
— Yo' =Sp Y. -+ Y. Y. + Se Yo'
— M, =3, 00X, —aY/)V+ S, (60X —a¥Y )+ 3u Zo"

se obtiene el sistema

Xn' =u," £, Ky + Uy B ny + ox ZxCy
Yo' = ttn” Tn Key + 00" Su Ky + 0" £ C,

M, =, 2,. Ce + 7/')1" En C_y + U)n” . C:
Resolviendo este sistema y haciendo

An=2,Cs + 2,C, — 5, C: - T, Ky
By=3,Cs - LK, — ¥.C, « 5,Ky,
D,=Z2,Cs+ ZuKey—2:Cy - T, Ks
Gn=(Zn Ky — 54 Kx - T/ K,

Sy =A,Gx — B Dy

se tiene:
— A1B,Y,C, Y. K B, Z. K .
"= Ay Yy K_gn T B, Sn C_; X”, + A, .é"ll xy Y, — ” S"” Xy M.,
” An zn Kx;' ’ An Zn Kx + D” 2n Cx ’ D” Zﬂ ny M ’
Uy == S,, — Xn -_— Sn Yu + S” — N
u)”' —_— e Bﬂ z" Kx} X’,I + B'l Yﬂ I<x + Gﬂ 2" Cx \v"[ —_— G” 2" K‘Jl Mnl
Sy Sy Sy

Por titimo, introduciendo estos valores en [4.1], se tienen, para las

dis-
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tintas componentes del sistema (”) en una punta de la estrella, las expre-
siones:

Xonn" = '(Xu' "r Xv" + Xw”)mn = — (Kx)mu uy' — (Kx_y)mn vy — (Cz)mn 0"
Youn" = (Yu” + Y." + Ym")nm = — (Kxj)mn Uy — (K_y)mn Uy — (Cy)mn Wy

0 1
l\Iﬂm” i (M“’ )mn _ ( ) ) W
mn

Como siempre, el sistema (”’) es igual y contrario a éste y aplicado en
cada pieza sobre el extremo opuesto a aquél en que actia la correspon-
diente fuerza (”).

B. CASoO DE PIEZAS CON ARTICULACION

Si alguna de las piezas estd articulada, por un extremo y empotra la por
el otro (figura 8) en el nudo correspondiente, resultan aplicables las for-
mulas y el método expuesto en los Apartados anteriores, sin mis variacion

A

Fig. 3.

que la de llevar su origen de coordenadas a la articulacién; por tanto, la
estrella del nudo sobre el cual se empotra, tiene un brazo cuya punta llega
hasta la articulacién. Las férmulas de las que se arranca son las mismas,
sin mas que cambiar los subindices #, y, por x,y, para indicar que todos
los valores, se. refieren a los nuevos ejes que no pasan por el centro eldstico
de la pieza.

El cllculo de los valores. () se hace, pues, con arreglo al Apartado 1
y con los valores reales de la pieza. Para el calculo de los valores () y si-
guientes se debe considerar que, en el nudo n sobre el cual la pieza m#
presenta la articulacidn, ., no es ya igual a w,, pero como en el extre-
mo n de la pieza mn resulta
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1

y Mun debe ser nulo, basta cqnsiderar P 0 para que.resulte My, =0

y las ecuaciones y expresiones estudiadas siguen siendo- validas por -anular-
se todos los términos en que intervenia w,,; y como, por otra parte, se
sabe que M,. = 0, el problema sigue determinado y resoluble en la mis-
ma forma.

En el extremo m opuesto también queda todo valido considerando _(;_ =0

en esa pieza (mn), porque M’, es nulo. Por efecto de las traslaciones ge-
nerales de la estrella o de las particulares de sus puntas por efecto del giro,
se ve claramente que todos los razonamientos y férmulas. son los mismos ;
por efecto, del giro, en si, de la punta de la estrella que va a coincidir con
la articulacién no se produce deformacién ninguna en la pieza y por tanto
se comprende que el momento a aplicar sea nulo, como corresponde a un
giro alrededor de la articulacién; y a esta anulacién de M”, se llega con-
siderando -;)— =0 en las formulas y ecuaciones establecidas.

Si la pieza estd articulada.por ambos extremos pueden calcularse los va-
lores (*) como se indicé en el Apartado 1. Para el cilculo de los valores (”)
y siguientes ha de hacerse

a=6=C,=C,=C;

=0

1
®

en ambos extremos por lo mismo que se dijo altimamente.
Si las articulaciones no estin a nivel (figura 4) se toma, para el calculo

xtp
,/

LEX

Fig. 4.

32
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de los valores (), el eje x, %, pasando por las articulaciones y una vez

deducidas las reacciones, se hallan sus componentes seglin los ejes genera-
les de la estructura mediante las conocidas férmulas de transformacion:

X’=X‘3’cosBL—Y5'senB Y =Xg"senf + Yp' cos B

En estos casos los valores de K, K;, K., a introducir para la deduccién
de los valores (") y siguientes son:

K, = K,B‘cos’ g K, = (K,,p sen?f§ Ky = K‘p sen f§ cos §
siendo
K. — 1
x, — o
S (tdo4-costade),
ed B

La justificacion de estos valores puede hacerse en la siguiente forma: Si

Fig. s.

el extremo 7 sufre (figura 5), respecto al m, una traslacién w, el alarga-

miento total de la longitud mn es u, = % CosfB y se tiene:

#cos f=— ‘)1%1
"3
Por tanto:
X =X,"p cosB=—u K,pcos’ B

Y. =X,,,p sen = — u K,ﬂsen B cos B
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Para una traslaciéon v resulta anilogamente:

’

vsen f = — }1({”3
8
Xy = X,’,p cosf=—v K,,‘3 sen fi cos-B
Y., =X,3sen = — vKJ,,p sen? §
En consecuencia:
. X Y I _ Y,
- I\',,‘3 costfi K,p sen B cos B - K,@ senfcosf K”p sen? §

Se ve, pues, que en las igualdades [1.1] basta sustituir K,, X;, K,;, res-
pectivamente, por K, cos? f, Ky sen? B, Ky sen B cosB, para que to-
dos los razonamientos y desarrollos sigan siendo validos.

En este caso, aiin cuando no coincide un extremo de pieza con el otro
por no haberse prolongado la pieza mediante barras rigidas, el sistema (”)
y lo mismo los (%), etc., también resulta X,” = —X,”, Y. = —Y.”
por estar la resultante Xj3” sobre las rectas que une las rétulas.



