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RESUMEN

Se presenta la Teoria de Grupos para Moléculas No-
rigidas dentro de los formalismos de Longuet-Higgins y Altmann.
Se comparan ambas teorias subrayando sus equivalencias y diferencias.
Se introduce de manera gradual y sencilla el aparato matemdtico
necesario para el estudio de sistemas con uno, dos y tres grados de
libertad interna dentro del formalismo de Altmann. Se propone el
concepto de grupos locales para un tratamiento aproximado.

Finalmente se pasa revista a las principales aplicaciones
de la Teoria de Grupos para Moléculas No-rigidas. Estas estdn encami-
nadas tanto para simplificar la resolucion, como para clasificar e
interpretar las soluciones de determinados problemas matemdticos,
como la determinacién de superficie potencial, la resolucion de las
ecuaciones del movimiento nuclear, el estudio de la dindmica interna
molecular, el cdlculo tedrico de espectros de rotacion interna y la

prediccion de la estructura torsional de espectros electronicos.



I. INTRODUCCION

Una molécula puede considerarse como un conjunto
de nucleos atomicos (rodeados por una nube electrénica) con una con-
figuracion particularmente estable, de minima energia, en el espacio
de las configuraciones nucleares. Cuando la molécula posee varios
nucleos idénticos (si bien discernibles), ésta puede presentar, ademds
de la configuracion enantiomorfa, otras configuraciones isoenergéticas,
o casi isoenergéticas de minima energia. Estos minimos corresponden
a diferentes formas isomeras de la molécula, isomeros de posicién,

tautomeros, isomeros rotacionales, etc...

Ahora, si dichos minimos estdn separados entre si por .
barreras energéticas relativamente bajas, se estableceran movimientos
de interconversion que transformardn una configuracion en otra, es
decir, una forma isomera en otra. Estos movimientos pueden ser rota-
ciones internas, pseudorotaciones: inversiones, etc... y en general movi-

mientos periodicos de gran amplitud.

Se define una molécula no-rigida como una molécula
que posee varias formas iséomeras en equilibrio termodindmico, es

decir, que presentan tales movimientos intramoleculares.

Hace ya tiempo que Hougen [1-2] demostré que los
niveles de rotacidn-vibracion de una molécula rigida podian cldsificar-
se de acuerdo con las representaciones irreducibles del grupo de simetria
puntual de dicha molécula. Longuet-Higgins, sin embargo, puso de
manifiesto que dicha teoria no bastaba para clasificar los niveles de
una molécula nb—r{gida. Para poder estudiar estos sistemas deformables,
propuso el uso de unos grupos mds generales, formados por las permu-
taciones y permutaciones -inversiones de todos los nucleos. idénticos

[3 ], que Uamé grupos de Simetria Molecular.



En un esfuerzo para sintétizar los dos puntos de vista,
Altmann propuso una teoria, en la cual este grupo mds general podia
expresarse como un producto semi-directo del grupo de simetria puntual
de la molécula, por el grupo de las operaciones isodindmicas, que son
precisamente las operaciones que corresponden a los movimientos

intramoleculares [4-5 1.

Estd habitualmente admitido en la literatura cientl’fica
que el grupo de Simetria Molecular de Longuet-Higgins y el Supergrupo
de Schrodinger de Altmann son isomorfos, es decir, que las dos teorias
son equivalentes [6 1. Veremos, sin embargo, que existen ciertas dife-

rencias.

En este trabajo, se pasa brevemente revista a ambas
teorias, haciendo hincapié en sus diferencias y aparentes contradicciones.
Asimismo, se presta una atencion especial al fenémeno de la rotacion
interna, dentro del formalismo dé Altmann, en sistemas moleculares
deformables con uno y dos rctores. Se introduce gradualmente el aparato
matemdtico necesario para el estudio de dichos sistemas, con ejemplos

sencillos.

Se introduce el concepto de Hamiltoniano "local" y grupos
"ocales", para el tratamiento aproximado de la rotacion interna, dentro
del formalismo de Altmann, subrayando la inadecuabilidad de la Teoria
de Longuet-Higgins para este tipo de tratamiento.

 Finalmente se consideran las aplicaciones de la teoria
de grupos para moléculas no-rigidas para simplificar el cdlculo de
las funciones potenciales, la resolucion de las ecuaciones de Schrodinger
de sistemas no-rigidos, el estudio de la dinamica interna molecular,
la determinacion del espectro infrarrojo lejano de rotacién interna,

asi como la estructura torsional del espectro electrénico.



II. FUNDAMENTOS

Antes de abordar el estudio de la Teoria de Grupos para
Moléculas no-rigidas conviene recordar que dicha teoria esta definida
dentro del marco de la aproximacion de Born-Oppenheimer en la cual
se consideran separadamente los movimientos electronicos y nucleares.
Asimismo, en dicha teoria se miran los nucleos idénticos como entidades
discernibles y etiquetables, si bien esta discernibilidad desaparece

normalmente a la hora de interpretar resultados macroscépicos.

La teoria de Grupos para Moléculas No-rigidas contempla
los movimientos intramoleculares que transforman una forma "isomera"
de una molécula en otra, isoenergética. Se pueden asociar a estos
movimientos, unas operaciones matematicas, o operadores, Mi’ y la
energia correspondiente vendra dada por la solucién de un cierto ope-
rador hamiltoniano H.

Consideremos por un instante el conjunto de las opera-
ciones Mi' Vemos que dicho conjunto contiene la identidad, E, que
es mantener la configuracion como estaba. Por otra parte, si contiene

la operacion Mi que transforma una configuraciéon nuclear en otra,
 existe forzosamente su inversa Mial que es volver a la configuracion
inicial, dado que consideramos sistemas en equilibrio termodinamico.

Se demuestra entonces facilmente que el conjunto de
los operadores Mi’ que dejan el operador hamiltoniano H invariante,
forma "grupo" [7 ]. En efecto,si [H,Mij =0y [H, M].] = 0, su producto
MiM]. también conmutard:

[H, M, M].]= (H Ml.M]. - M, M]. H) =
=(H Ml.M]. - M.H M].) =[ H, Ml.] M]. =0 (1)

con lo cual queda demostrado que el producto es igualmente una opera-
cion del conjunto.



Asimismo, se demuestra que si le. conmuta con H, su

L]

, -1
- inversa Mi - conmuta tambien con H y pertenece a M.

0=[EH)= MM, H)= (Ml.Mi.'l H-HMM )=

B S LN - -
=M, (M H-HM)M, (M, H] | (2

Se puede concluir, por tantg, que el conjunto de las
operaciones Mi forman grupo, a condicion que las operaciones sean asocia-
tivas. El orden, del grupo dependerd evidentemente de la definicién, mds
o menos completa, del operador hamiltoniano considerado para un sistema
dado.

Serd a la luz de esta definicién de grupos que analizare-
mos, a continuacion, las teorias de Longuet-Higgins y Altmann. Cabe
sefialar, sin embargo, que existen otras teorias como la de los grupos
isométricos de Giinthard [8 ]. ’

1. La Teoria de Longuet-Higgins

Longuet-Higgins observa que si se considera una molé-
“cula, como un conjunto de niicleos y electrones su operador hamiltoniano
tiene que ser invariante (en ausencia de toda perturbacion exterior)

con respecto a las operaciones siguientes [ 3 1:

a) Cualquier permutacion de las posiciones y espines
dentro de cualquier conjunto de perticulas idénticas;

b) Cualquier rotacién de las posiciones y espines del
conjunto de todas las particulas alrededor de su centro de masa;
¢) Cualquier translacion del mismo conjunto;

d) La inversion de todos los momentos angulares y de
espines;
. e) La inversion simultdnea de las posiciones de todas
las particulas con respecto al centro de masa.



El grupo completo del operador hamiltoniano es pues
un producto directo de varios grupos. Pero para estudiar la mayoria
de las moléculas no-rigidas, no hace falta tener en cuenta todos los
elementos del grupo completo. En efecto, algunas permutaciones tienen
lugar en un lapso de tiempo demasiado corto (electrones), o demasiado
largo (algunos n.dcleos), a escala humana como para ser observadas.
Por ello, Longuet-Higgins considera un operador hamiltoniano nuclear,
restringido a los movimientos "factibles", es decir, aquellos que pueden
realizarse sin tener que vencer una barrera energética demasiado eleva-
da.

Sea P una permutacion de las posiciones y espines de
nicleos idénticos, o un producto de tales permutaciones, E la operacién
identidad, E* la inver__‘sién de las posiciones de todas las particulas
con respecto al centro de masa, y P* = PE* = E*P,. El grupo de "Sime-
tria Molecular" es entonces el conjunto de todas las permutaciones
"factibles", P, incluyendo E, y el conjunto de todas las permutaciones-
inversiones "factibles", P*, no incluyendo necesariamente, E*.

Como ejemplo de operaciones 'factibles", tenemos la
inversion del amoniaco

e b‘{\\ Hl\R/ 3 *
H 1‘ H 2 H 3 N
fenomeno que se observa experimentalmente.

Como ejemplo de operaciones irrealizables, damos la
inversion del fluoruro de metilo.

F H1 H\\2 /H3
'C \c (3)
HI’/IEI\HB ‘
2 F

fenomeno que no se observa experimentalmente. En efecto, si la inver-



sion de CH 3
tiene que encontrar su camino hasta la posicion invertida, lo que supone

parece andloga a la d"el NHg, existe un dtomo de fluor que
una barrera de energia mucho mds alta.

Como ejemplo, para ilustrar la Teorig de Grupos de
"simetria molecular", consideremos la molécula de difluor-metil de
boro, que posee un radical metilo que puede girar casi libremente
alrededor del enlace C-B. Veremos que se puede clasificar los niveles
torsionales de esta molécula, segun las representaciones irreducibles
del grupo de simetria puntual Cgy aunque dicha molécula no tiene
ninguna simetria, en el sentido tradicional, cuando se encuentra en
una configuracion arbitraria. En la figura 1, se dan las doce posibles
configuraciones isoenergéticas que Sse pueden obtener por permutacién
y permutacion-inversion de los dtomos de hidrogeno y de fluor.

1
\ \
\\ ~
4 \ 5 5 \\ 4
o7 T3 -7 T3
2 2
(1) (45)
\\\2 \\2
4 /-\ _ 5 5 \\ 4
3 1° 3//“‘1*
v ) _
(123) (123) (45)
3 3
\ \
\ 5 5 N 4
. \
//"‘~~ s T —
s b 1 - 2
2 2
(132) (132)(45) (12)* (12)(45)*

Figura 1. Grupo de "Simetria Molecular" para la molécula de CH3BF 2
en proyeccion estereogrdfica. H = 1,2,3 y F = 4,5.



En esta figura, las particulas identicas, los protones
y los nucleos de fluor, estan etiquetados de 1 a 3, y de 4 a 5 respectiva-
mente, en el sentido contrario al de las agujas de reloj. Las seis permu-
taciones factibles, E, (123), (132), (45), (123)(45) y (132)(45) son de
hecho rotaciones internas del radical —CH3, con respecto ‘al plano
BFZ’ de 0° 2w /3, 47 /3,m,W/3, y 5T/3, respectivamq(/g;\e. Las seis
permutaciones inversiones (12)* (13)* (23)*% (12)(45)*, (13)(45)* y
(23)(45)*, que transportan los dtomos de fluor al segundo plano- de
la figura, son equivalentes a una rotacién del grupo metilo a una posi-
cion simétrica con respecto al plano BF2, seguidas de las rotaciones
consideradas anteriormente. La existencia de estas operaciones estd
ligada a la existencia de un plano de simetria en ambas partes de
la moléculal 9 1.

Estas doce operaciones forman grupo, llamado G1 2

y se deduce facilmente su tabla de multiplicaciéon asi como su tabla

de caracteres, que damos en la Tabla I. Se comprueba entonces que

el grupo de las operaciones de Simetria Molecular del CH3—BF2 es
isomorfo con el grupo de simetria puntual Cg '
G12 =~ Cov (4
” (123) 23)* . (123)(45)  (23)(45)*
(13)* (45) (13)(45)*
Ay 1 1 1 1 1 1
A, 1 1 -1 1 1 -1
E 2 -1 0 2 -1 0
Al 1 1 1 -1 -1 -1
Ab 1 1 -1 -1 -1 1
E' 2 -1 0 -2 1 0

i

Tabla L.- Tabla de caracteres para el grupo G 12 de "Simetria Molecular"

de Longuet-Higgins correspondiente a la molécula de CH 3-BF2.
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2. La Teoria de Altmann

Al lado de la Teoria de Longuet-Higgins, Altmann ha
propuesto una teoria equivalente, que es mds comprensible desde el
punto de vista quimico-fisico. Esta teoria se fundamenta sobre la exis-
tencia de un grupo general, llamado Supergrupo de Schrodinger, equiva-
lente al Grupo de "Simetria Molecular" de Longuet-Higgins.

Este grupo general, podria factorizarse en un producto
semi-directo de dos subgrupos [ 4 1:

S =1AG (5)

~Siendo I el grupo de las operaciones isodindmicas y G el grupo de
Schrodinger.

El grupo de Schridinger se identifica con el grupo de

Simetria puntual de la molécula considerada en una configuracién
fija.

El grupo de las operaciones isodindmicas, o grupo de
Altmann, esta formado por todas las operaciones que transforman
esta configuracion en otra, isoenergética y con las mismas propiedades
de simetria. Son habitualmente las rotaciones internas, inversiones,

etc... que transforman la molécula en ella misma, sin cambio de energia.

Es importahte seflalar aqui que las operaciones isodind-
micas no son operaciones de simetria, sino que describen auténticos
movimientos materiales. Las operaciones de simetria son meros cambios
de etiquetas, mientras 'que las operaciones isodinamicas describen
movimientos de dtomos que arrastran con ellos estas etiquetas.
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Como ejemplo de aplicacion de la teoria de Altmann,
consideremos de nuevo la molécula de difluor-metil de boro de la
figura 1, donde las permutaciones pueden contemplarse como unas
rotaciones de orden 3 del radical metilo con respecto al plano BFZ
alrededor del enlace C-B, y de una rotacion del radical —BF2 de orden
2 con respecto a este mismo plano. Asimismo las permutaciones-inver-
siones pueden mirarse como una rotacion de © a -6 con respecto al
plano BF2, seguida de las antériores rotaciones. Esta operacion viene
definida por el operador

U f(e)=1(-8) | (6)
llamado conmutador (switch). La existencia de esta operacion viene
condicionada por la existencia de un plano de simetria en el rotor

y la estructura fija[9 ].

Los subgrupos de rotaciones pueden escribirse como

I ~ ~ A

33=[E+G’3+G§] y (7)
I 2 o

Cy=[E+ €] (8)

El subgrupo del conmutador se escribe como
A A
vl=[ E+07 (9)

El grupo isodinamico I toma la forma de unos productos semidirectos
de estos subgrupos:

el 1
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donde A significa producto semi-directo, escribiendo a la izquierda

del signo A el subgrupo invariante tal que (}i_IIrGi =1

Dado que la molécula de CH3-BF2, en una configuracion
arbitraria no tiene ninguna simetria, su grupo de Schridinger, G, es
la identidad. Su supergrupo de Schrodinger se escribe entonces como:

_ el ol I '
S—IAE—[Esxez]AU ~Ce,, (11)

A la vista de la figura 1, se deduce facilmente las equi-
valencias entre las operaciones isodindmicas y las operaciones del
grupo de las Simetrias Moleculares para el CH3—BF2, que pueden verse
en la Tabla 1.

Tabla 1. Equivalencias entre las operaciones isodinamicas y las opera-
ciones del grupo de las Simetrias Moleculares en el caso de la molé-
cula de CH,-BF

3B,
(1) =E (45) - g )
(123) = €, (45)(132) = € 6
(132) =@23 (45)(123) = 5,

”~ . A _l\ 2)
(23)* =U (45)(23)*=U €, (1
(12)* =U '3 (45)13)* = U €,

~ N A ,\2
(13)* =U e% (45)(12)* = U 86'

Verifica por tanto que ambos grupos son idénticos.
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3. Comparacion entre los Grupos de Longuet-Higgins y de Altmann

A la vista del ejemplo anterior, podria pensarse que
el grupo de las operaciones isodindmicas de una molécula deformada
coincide siempre con el grupo de "Simatria Molecular”" de Longuet-Higgins.
Es generalmente asi, pero no siempre. Para verificarlo consideremos
una molécula de etano en una configuracién arbitraria, vista en proyec-
cion estereogrdfica y a lo largo de su eje C-C.

Figura 3. La molécula de etano.

Considerando la proyeccion estereogrdfica, se comprueba
que esta molécula conserva siempre un. eje de orden 3. Asimismo,
considerando la molécula de etano torsionada, perpendicularmente

al eje C-C, se puede ver que conserva 3 ejes de orden 2.
Su grupo de Schrodinger es por tanto:

Dy=[E+2C,+3C,1=0¢5xc) | (13)

Por otra barte, el etano presenta el fenomeno de la
rotacion interna relativa de un grupo metil con respecto al otro. Su
grupo de las operaciones isodindmicas contendrad el subgrupo CI 3 Ademas
dado que existe un plano de simetria, en la conformacién mds simétrica
Cqpy eSte contendrd también el subgrupo del conmutador vl como

en el caso de la molécula de CH3-BF2,
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Resulta que el grupo de Altmann del etano tiene la forma:
=rel puli~c (14)
3 3v .
que es un grupo de dimension 6 isomorfo al grupo puntual C3v'
El Supergrupo de Schrodinger tiene entonces la forma

_ I pqefd _
Se—(€3 U)AD3—G36 (15)

que es un grupo de dimension 36.

El grupo de "Simetria Molecular" estard formado por
todas las permutaciones y permutaciones inversiones factibles de nucleos
- idénticos. Para poder deducirle con mads facilidad vamos a recurrir
al Supergrupo de Schrodinger, teniendo en cuenta que las operaciones
isodindmicas y de simetria pueden describirse respectivamente por

las permutaciones y permutaciones-inversiones siguientes[ 6 ]:

(1) =§& (1) = E

(123) = é3 (123)(456) = Cg

(132) = €4 (132)0465) = &

(23)* = U 102s)36) = €, . us)
(13)* =U € (15)26)(34) = C, C,

(12)* =U Bg (16)(24)(35) = 62 6§

El resto del grupo de "Simetria Molecular" se obtiene
por multiplicacion semidirecta de ambos subgrupos, obteniendo un
grupo de dimension 36, G36' Se comprueba que curando el grupo G
de la molécula en una configuracion arbitraria (covering group) es

diferente de E, I # G36 sino S = G36'

Es interesante recalcar que, dentro del formalismo de
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Longuet-Higgins no se puede distinguir, operacion isodindmica y opera-
cion de simetria.

Conviene afadir aqui que si considerasemos estructuras
simétricas (no arbitrarias), observariamos que, dentro del formalismo
de Altmann, algunas operaciones isodindmicas se convertirian en plano
de reflexion, tendriamos pués otras operaciones, pero con la misma
estructura de grupo. En cambio, dentro del formalismo de Longuet-

Higgins tendriamos siempre las mismas operaciones.

Se puede sefialar aqui que no se ha podido siempre fac-
torizar el Supergrupo de Schrodinger, correspondiente a una estructura
simétrica, en los dos subgrupos: de las operaciones isodindmicas y
de las operaciones de simetria, como lo pretende Altmann:

S=IANG ' (5)

Este caso patolégico ha sido serialado por Brocas [ 10]

en la molécula de PF5 con estructura bipiramidal de base triangular.

El Supergrupo de Schrodinger es, en principio, Siempre
equivalente al grupo de "Simetria Molecular". Conviene recalcar aqiu’,
sin embargo, que cuando se utilizan operadores hamiltonianos locales,
la Teoria de Longuet-Higgins ya no es aplicable, dado que las opera-
ciones-inversiones abarcan el espacio fisico entero. En cambio, la

Teoria de Altmann permite la definicion de conmutadores locales.
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>IH. GRUPOS NO RIGIDOS PARA MOLECULAS CON UNO, DOS Y
TRES GRADOS DE LIBERTAD INTERNA. LA FUNCION POTENCIAL

Hasta ahora hemos considerado moléculas con un solo
grado de libertad interna, las moléculas de CHg-BF, y de 'CH3-CH3,
y hemos deducido su grupo de Simetria Molecular, y/o su Supergrupo
de Schridinger y grupo de operaciones isodindmicas. A continuacion,
vamos a pasar revista a grupos de complicacion creciente, de moléculas
con uno,dos y tres grados de libertad interna, introduciendo de forma
gradual el aparato matemdtico necesario para el uso y aplicacion de
tales grupos a problemas de interés fisico-quimico.

1. Fenol
La molécula de fenol presenta un solo rotor, su grupo

hidroxilo que puede girar alrededor del eje de simetria C2 del radical

fenil

Figura 4. La molécula de fenol.

El operador hamiltoniano correspondiente a este sistema

_molecular se escribe como:

H=[-2BO% + vio)] (17
ab 99

donde B(6 ) es la llamada "constante" de rotacion interna, que depende

muy parcialmente del dngulo de rotacién interna y V(8 ) el potencial
en el que se mueve el rotor.
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Siguiendo los ejemplos de las moléculas de CH,BF, y
CH3-CH3, (10) y (15), se encuentra facilmente que el supergrupo de
Schridinger de la molécula de fenol tiene la forma: - ’
S

=IAG=(02[AUI)A E~C (18)

f 2v

que es un grupo de dimension 4, isomorfo con el grupo puntual C2v'

La Tabla de caracteres de este grupo es:

A partir de esta tabla se

E C, U C,U deducen fdcilmente las fun-
ciones propias de simetria,

A 1 1 1 1 1 en la base de las soluciones del
A2 1 1 -1 -1 rotor libre (funciones trigo-
Bl 1 -1 1 - -1 nométricas), que diagonali-
82 1 -1 -1 1 zan la matriz hamiltoniana,

correspondiente a la ecua-
cion (18).

Estas son:

X 4 =cos 2K © X g = cos (2K+1)0
o1 _ 1 _ (19)
X4 = sen 2K 9 Xpg_ = sen (2K+1)6
2 2
En particular, la funcién potencial de (18), totalmente simétrica, tendrd
la forma: '
V(8) = I Ay cos 2K9 (20)
k v

Como ejemplo de aplicaciones de las funciones propias
de simetria (19), citaremos la determinacién tedrica del espectro de
rotacién interna, en el infrarojo lejano, de la molécula de fenol [11-12]y
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de para-fluor-fenol [13 ].
2. Benzaldehido

Consideremos ahora una molécula que ademds de tener
un rotor de orden 2 (el radical fenilo), presenta una vibracion de aleteo
(wagging) de uno de sus dtomos (el dtomo de hidrégeno en o ) fuera
del plano de la molécula. |

o H
Ox et
"~ M

Figura 5. La molécula de Benzaldehido en proyeccién normal y esterogra-

fica.

Este ultimo movimiento puede describirse por una torsion
de un dngulo ¥ alrededor de un eje perpendicular al enlace C-H, siendo &

el dngulo de rotacién del resto fenilo.

El operador hamiltoniano correspondiente a este sistema

molécular tiene la forma general: ,
: 21

2 o5, 2 -2 1+ V@,

2 -2 B

(-9 5 9 . 9 _ : A
H={l-55B8;350 "3 B12 3@ ~3a 2138 50

2 930

donde Bl’ Bl2’
que depende muy parcialmente de los dngulos oy 8, y V(6, o) la fun-

321 y B2 son las llamadas '"constantes" de rotacion
cién potencial.

Siguiendo el ejemplo del fenol, se deduce facilmente
el supergrupo de Schrodinger de esta molécula:

S =1MG=( G’;AVI)AE~C (22)

2v



_19_

que es otro grupo, distinto de (18), isomorfo con el grupo puntual
C

Vi=[E+ V] (23)

En este nuevo grupo aparece el subgrupo del doble conmutador,

definida por la operacion de la doble conmutacion simultdnea de ambas

variables torsionales:

"~

Ve ,a)=1-8,-a) (24)
La existencia de esta operacion viene condicionada (como la del conmuta-
dor) por la existencia de planos de simetria en cada una de las partes

movibles de la molécula [14 ].

Cabe subrayar que si el grupo (22) es distinto del (18),
ambos conjuntos tienen la misma estructura de grupo.

La Tabla de caracteres de este ultimo grupo es:

A partir de esta tabla se

E C2 v CZV deducen facilmente las fun-
: ciones propias de simetria,
A 1 1 1 1

1 sobre la base de las

A 1 1 -1 -1 .
2 soluciones del doble rotor
B, 1 -1 1 -1 libre (productos de funciones
B, I -1 -1 I trigonométricas) que diago-

nalizan en cajas la matriz
hamiltoniana, correspondien-
te « operador (21)

Estos tienen la forma:

X = ¢cos 2K9 cosLq X = cos 2KO senLq
A A A 2

= sen 2K 9 senLq. sen 2K9 cos Lo
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(25)

X = cos(2K+1) 6 cos Loy = cos(2K+1) 9 sin L a
B B
I { 2 = sen(2K+1) © cos Lo

= sen(2K+1) ©sen L a

Se comprueba que existen dos posibles productos que pertenecen a

la misma representacion irreducible.

En particular, la funcion potencial de (21), totalmente

simétrica, tendrd la forma:

V(e,a) = Z I [AIC{"E cos 2K6 cos Lo + Ai.i sen 2K 9 cos Lo ] (26)

K L

3. Pirocatequina

Consideremos a continuacion una molécula que presenta
dos rotores de orden uno equivalentes por superposicion, con un plano
de simetria, cuyos movimientos se pueden describir por dos coordena-
das rotacionales 6 1Y 62, y una estructura fija de simetria C2v’ Esta

molécula seria, por ejemplo, la pirocatequina:

H— O—H

Figura 6. La molécula de Pirocatequina

El operador hamiltoniano correspondiente a este siste-
ma molecular tiene una forma andloga a la anterior (21), pero algo
mas sencillo debido a la equivalencia entre los rotores

9 3 _ 3 d 3 3 9 D4 |
H={[-<%B, = -= B,, = - = bB,, 55 - ag B, =5l + V(8,,0,)}
29,5198, " 96, P12 36, " g6, D218, " 36, ®2 w6, T VO 2
(27)

donde ahora Bl = BZ y 312 = BZI'
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Teniendo en cuenta la propiedad de equivalencia por
superposicion entre los rotores, se verifica que H es invariante con
respecto al intercambio de los dngulos de rotacion, es decir:

(H, W]l =0
» A
siendo W f( 8 62) = f( 6 61) (28)

~ Siguiendo los ejemplos anteriores, se deduce facilmente
el supergrupo de Schridinger de esta molécula:

Sp=InG = [WaVI)AE~Cy (29)
donde WI es el subgrupo de intercambio de dngulos:
wl = [E + w] (30)
y VI es el subgrupo del doble conmutador definido en (24).

La existencia dg la operacion v?/ se debe a la equivalen-
cia de los rotores, por superposicion, mientras que la existencia de
la operacion V estd ligada a la presencia de planos de simetria en
los rotores y la estructura fija[14].

Se verifica que el Supergrupo de Schridinger de la molécu-
la de pirocatequina es un grupo de dimension 4, isomorfo con el grupo
puntual sz, con la misma estructura de grupos que el fenol y el
ben:zaldehido.

Su Tabla de caracteres es:

A partir de esta tabla se
E W v wv pueden deducir las fun-
ciones propias de simetria,

A, 1 1 1 1 en la base de las solucio-
A2 1 1 -1 -1 nes del doble rotor libre,
B, 1 -1 1 -1 que diagonalizan en
B, 1 -1 -1 1 cajas la matriz hamiltoniano

correspondiente al opera -
dor (27).
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>
1

cos K6, cos L6 , + cos L6, cos KO
2 1 2
AI (31)

=senK91senL62+senLelsenK62 Para K> L
XA2 =cosK91 senL62+senL61 cos K62 Para todo K y L
XBl =cosK61 senLez-senLelcosKez Para todo K y L
XBZ =cosK61 cosLez—cos'Lelc(osKez

=sen K f; sen L62 - sen L91 sen K92 Para K>L

Se verifica que la equivalencia entre los rotores induce
a una forma binémica, simétrica o antisimétrica con respecto al inter-
cambio, mientras que los planos de simetria inducen funciones simé-
tricas o antisimétricas con respecto a la conmutacién.

En particular, la funcién potencial del hamiltoniano (27),

totalmente simétrica tendra la forma general:

CccC
ZAKL { (cos Kel cos LB

Vo poy) = L 2
7

+cosL61cosK6 +

2 2

SS :
+ AKL (sen K 61 sen L()2 + sen L61 sen K62) 1 (32)

4. Pirocatequina con movimiento de aleteo

Consideremos de nuevo a la molécula de pirocatequina,
pero en una configuracién no-plana, es decir, con los dos dtomos de
hidrégeno del extremo opuesto de la molécula, vibrando sincréonicamente

por encima y debajo del plano delanillo, en un movimiento de aleteo:

e H

H\O H

Figura 7. Pirocatequina no plana.
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El operador hamiltoniano correspondiente a estos movimien-
tos nucleares (torsiones + aleteo ) seria funciéon de tres variables,
los angulos de torsién de los radicales hidroxilos © ] y 6 g ¥ el angulo
de aleteo o .Dlada la existencia del aleteo, se puede ver que los dos
rotores dejan de ser equivalentes por superposicion, (rotacién), si bien
siguen siendo equivalentes por reflexion. De hecho, existen cuatro
configuraciones isoenergéticas, que ilustramos en la figura adjunta.

Para ello, miremos a la molécula
de pirocatequina en proyeccién
S4 estereografica con sus dos rotores
(1) girados de forma arbitraria de

unos dngulos 6 1 Y 89 ¥y con

los dos atomos de hidrogenos
" O==? (2)  terminales desviados del plano

N_eq N _ del anillo de un dngulo & (Configu-

. H racion 1).

Se verifica facilmente que la
configuracion enantiomorfa (2)
obtenida por reflexién en el plano
de la molécula es isoenergética
a la (1). El operador correspon-
diente a esta operacion es el tri-
ple conmutador

vU f(el’ 62’a) = f(_ 61,"62,'0, )

(33)
Figura 8. Las 4 configuraciones Asimismo, se verifica que la con-
isoenergéticas de la Pirocate- figuracion obtenida por reflexién
quina no-plana. A en plano. perpendicular al plano

de la molécula (3) es isoener-
gética con la primera, dada la equivalencia de los rotores por reflexion.
El operador correspondiente a este movimiento es el doble conmutador
intercambio:
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AN
wy f(91,92yoc)=f("92,"91,a) (34)

Finalmente, se puede ver que la configuracion (4) es
isoenergética a las anteriores por intercambio de dngulos de rotacion
y reflexion de los dtomos de hidrogeno terminales. El operador correspon-

diente a este ultimo movimiento es el conmutador-intercambio.

A A
WUf(eI’ ezya)zf(ezs ely*a) (35)
El supergrupo de Séhrb’dinger de esta molécula se escribe,

por tanto

S,=14G= [ewv) x (VO)IAE ~ Cy, (36)

que es, otra vez, un grupo de orden 4, isomorfo con el grupo puntual

C

2v
Su tabla de caracteres es:
A partir de esta tabla
] E WV VU WU se deduce facilmente las
funciones propias de si-
A 1 ] 1 1 metria, en la base del
1 ,
A2 1 1 -1 -1 triple rotor.
B, ! -1 1 -1
rBZ 1 .'1 —1 1 \i

Estas son:
" (cos K 61 cos L62 + cos L O . cos KGZ cos Ma

1
XA = (sen K 6, senL92+senL91 senKezcos Mo (37)
I (cos K 61 sen L 62 -sen L 91 cos K 92) sen Mo
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que son invariantes con respecto a las operaciones del grupo: l:f, wyv,

NN AN

VU y WU.

(cos K91 cos L62 + c08 L91 cos K6 2) sen Ma

= (senK61 senL92+senL923enL62)senMa
(cos K©

XA
2 .
IsenLez-senLGZ cosK62) cos Ma

AN AN
que son contravariantes con respecto a las operaciones VU y WU

(cos K61 cosLez—cosLel cos KSZ) cos Mo
= - M 7
XBI (senK61 senL92 senL61 senKGz)cos Ma  (37)

(cosKGl senL62+senL6 cos KGZ) sen Mo

1

AN AA
que son contravariantes con respecto a las operaciones WV y WU

(cos K© , cos L62 -cos L 61 cos K92 ) senM a

1
= (senKelsenLez-senL 61 senK62)senMa

(cos KG,senL92+sen Lo

XB
2
] €os K6 2) cosM o

AN AN
que son contravariantes con respecto a las operaciones WV y WU

La funcion potencial de la pirocatequina deformada
serd una combinacion lineal de todas las funciones completamente

simétricas (38)
_ cCC
Ve, 6,0)=% L[ A (cos K8, cos L6, + cos L8 , cos K62) cos Ma +
r "2 KLM 1 2 1
K3L,M
+ ASSC (sen KO ; sen L 6, + sen LO , senK® ,) cos Ma I+
KLM
Yrrs [ACSS (cos K9, sen L, -sen LO , cos K6 ) sen ma ]
K.L.M KLM 1 2 1 2
yLsy
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Esta funcion potencial, un poco complicada, describe
el potencial en el cual se mueven los nucleos. Se puede ver, en particu-
lar, que cuando o = 0, ésta se reduce a la expresion (32) para la misma

molécula plana.

IV. GRUPOS NO RIGIDOS PARA MOLECULAS CON ROTORES' DE
ORDEN TRES

En el apartado anterior hemos considerado sistemas
no-rigidos de complicaciones crecientes, lo que nos ha permitido intro-
ducir las operaciones isodindmicas mds esenciales. Los grupos que
permitian clasificar sus niveles energéticos, sin embargo, eran todos
isomorfos con el grupo puntual C2v‘ A continuacion, vamos a conside-
rar moléculas con rotores de orden tres. Este simple cambio, va a
complicar los grupos de una forma casi inesperada.

1. Acetona plana

Hemos deducido ya los grupos isodinamicos de las molécu-
las de CH,-BF, y CHy-CHg, (11) y (14) respectivamente, que poseian
un rotor de orden tres con un solo grado de libertad interna. Veamos
a continuacion el caso de la molécula de acetona (o de ortoxileno),
que posee una estructura fija de simetria C2 y como la pirocatequina,
y dos rotoresde orden tres con plano de simetria. Su operador hamilto-
niano es idéntico al de la pirocatequina, si se exceptua la funcion
potencial que debe de reflejar la pér-iodicidad tres de los rotores.

A partir del Supergrupo de Schrédinger para la pirocate-
quina (29), se deduce facilmente el supergrupo de la acetona, teniendo
en cuenta la periodicidad de los rotores
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S =IpG =1 ol x@g,] A w vl E=¢

a 3 (39)

36
donde C’g es el subgrupo de la rotacion de orden tres para uno de
los radicales metilos:

Vo)

eéz [E+@3+ égl (40)

4 {3, el subgrupo de la rotacién para el otro radical metilo, y [ wha vl

el subgrupo correspondiente a la estructura de simetria C2v (con roto-
res con plano de simetria).

El grupo de la acetona (39) es un grupo de orden 36,
que no tiene su parangén en la teoria de los grupos puntuales. Tiene
la misma dimension que el supergrupo de Schrodinger del etano, e
incluso la misma estructura de grupo [ 6 ]. De hecho, los grupos de
"Simetria Molecular" de Longuet-Higgins del etano y de la acetona
son formalmente idénticos,si bien unas mismas permutaciones no tienen
el mismo significado fisico en ambos grupos. La teoria de Altmann,
en cambio, subraya estas diferencias. Los grupos isodinamicos de ambas
moléculas no son los mismas.

A partir de la Tabla de multiplicacion, se puede escribir
la tabla de caracteres correspondiente al grupo G36 de la acetona.
Esta aparece en la literatura cientifica [ 6]y [15,16] . En la tabla
II, damos dicha tabla. Esta presenta 9 representaciones irreducibles,
4 no degeneradas, 4 doblemente degeneradas, y una cuadruplemente
degenerada. No se observan en la teoria de grupos puntuales tradiciona-
les ni grupos tan grandes, ni representaciones irreducibles cuadruplemente

degeneradas.

Se reconoce entre las 4 representaciones no degeneradas,
exceptuando la periodicidad, las 4 representaciones de la pirocatequina,
como corresponde a una estructura C2v’ Las demds representaciones
degeneradas se deben, en otros fdctores, a la periodicidad de orden
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tres de ambos rotores.

La deduccion de las funciones propias de simetria que
diagonalizan en cajas la matriz hamiltoniana, correspondiente a la
doble rotacion en la acetona es algo mds complicada. Estd descrita
en [16-17]. No se hace directamente, como en los casos anteriores,

sino recurriendo al operador de proyeccion:

I, N .
@.:L : x,(RR (41)
i N R NI

donde N es el orden del grupo, 1]. la dimension de la representacién
irreducible j sobre la cual proyecta el operador, x]. el fara'cter co:res-
pondiente a dicha representacion para la operacion R, siendo R su
operador. Se subraya que hay que sumar sobre todas las operaciones

del grupo.

Aplicando este ‘proyector (41) sbbre cada uno de los
términos de una funcién de interaccion de configuraciones rotacionales,
construida sobre la base del doble rotor libre, se obtien2n las funciones
propias de simetria. Estas estdn dadas en [ 16 ] . Reproducirlas aqui

resultaria muy laborioso. Damos, sin embargo, la forma de la funcion

potencial, construida con los vectores totalmente simétricos, Al' Esta
tiene la forma [ 16,18 ]:
(42)
Ve, 0.,)= £ % [ACC (cos 3K @ cos 3L 6, +cos 3L¢ cos‘3Kev +
e L RO, KL 1 2 1 - 2)
: KzL .
SS
+ AKL (sen 3Kel sen 3L 92 + sen 3L 91 sen 3Ke2) ]

como podia esperarse esta funcién tiene exactamente la misma forma
que la de la pirocatequina (38) exceptuando la periodicidad 3.



Tabla II. Tabla de caracteres de la acetona plana con interaccion entre los rotores.

- p 2 2% e 2we &, 6WC3C's 2wvge'3 6WVE,E's 8V@Ze'3
A, 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1
A, 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1
Ag 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1
A, 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1
E, 2 -1 2 -1 2 -1 0
E, 2 -1 2 -1 -2 1 0
Eq 2 -1 -1 2 -1 0 0 0
E, 2 -1 -1 2 -2 1 0 0 0
G 4 1 -2 ~2 0 0 0 0 0
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2. Acetona Piramidal

Finalmente consideremos de nuevo la molécula de acetona,
pero en una configuraciéon piramidal, con el dtomo de oxigeno del
grupo carbonilo fuera del plano C-C-C. La acetona tendria esta confi-
guracion nuclear en el estado triplete. Ademds, en este estado mostra-
ria el fenémeno de la inversién, con un aleteo del dtomo de Oxigeno
por encima y debajo del plano C-C-C .

El operador hamiltoniano correspondiente a la acetona
piramidal, seria una funcion de tres variables, los dngulos de torsion
;Y 92, y el dngulo de aleteo, como en el caso de la pirocatequina
no-plana. Este operador seria invariante a las operaciones del triple con-
mutador, '\)6’, el doble conmutador intercambio, V’l‘)\?, el conmutador
intercambio WU, definidos en (33), (34) y (35).

, / . . :
Ademas seria invariante con respecto a las rotaciones
de orden 3 de ambos rotores independientemente. Resulta que el Super-
grupo de Schrodinger de la acetona no plana se escribiria como

s, =1 AG=('€§ x e'é) A wvwxwullaE=cG (43)

36
que es otro grupo de orden 36, éon la misma estructura de grupo que
el de la acetona plana. ‘

Cabe indicar en el subgrupo

~ N A

[(wv)Ix(VU)I]=Ei§+WV+WU+§G] | (44)

A A A A

W Uy V U tienen exactamente las mismas propledades conmutatzvas,
A

con respecto a los demds elementos del grupo, que W y V ya que U
conmuta con todos los elementos. U solo actua sobre o .
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Por tanto, el grupo de la acetona piramidal posee la
misma tabla de caracteres que el >grupo de la acetona plana, como
ocurria cuando se generalizaba el caso del fenol al benzaldehido, si

bien aparecen algunas operaciones nuevas.

Aplicando el proyector (41), a unos triples productos
de funciones trigonométricas, se pueden determinar las funciones pro-
pias de simetria del grupo no-rigido de la acetona piramidal. Se encuentra,
en particular, las funciones mds simétricas que pueden servir de base
para construir la funcion potencial del operador hamiltoniano.

V(el, 92) = (45)

= 55 5(a€CC

KLm €0 3K ; cos 3L 92 + oS 3L91 cos 3K92] cos M Q@+
K?L) M

SSC
ILZ MKLM sen 3K 6, sen 3L 6, + sen 3L91 sen 3K 6, ] cos M a +
K>L, M

£ % L[RCSS cos SKGI sen 3L 92 - sen 3L ©

cos 3K9,] sen M @
K’L/M KLM 2

1

La funcion potencial de la acetona plana no es sino
un caso particular de esta expresion general cuando o = 0. Asimismo,
cuando o= Ct, se vuelve a encontrar la funcién potencial de la dimetila-
mina rigida (sin posibilidad de inversién) dada en [18-19].

V. GRUPOS NO-RIGIDOS "LOCALES". EL HAMILTONIANO LOCAL

Hasta ahora hemos considerado operadores hamiltonianos
parciales pero rigurosos, es decir, que tenian en cuenta todas las interac-
ciones intramoleculares por pequenias que fueran. A continuacion vamos
a despreciar algunas de estas interacciones, y vamos a manejar opera-
dores hamiltonianos aproximados o '"locales”". Vamos a ver que con
estos operadores aproximados = deduciremos nuevos grupos mayores
que permitirdn, por tanto, introducir mds simplificaciones en los cadl-
culos. Llamaremos estos nuevos grupos "grupos locales".
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1. Benzaldehido

Como ejemplo mds sencillo de grupo local, consideremos
él del benzaldehido, en el cual suponemos la total independencia de
los movimientos de torsion y aleteo. En otras palabras suponemos

que no existe una correlacion entre los dos modos vibracionales.

El operador hamiltoniano correspondiente a este nuevo
sistema tiene la forma simplificada:
9 3 3

2 B - =2 B

)
56 8139 ~ 5a B2oa 1t Ve ® (46)

H=1[-
donde V(8 , o ) tiene también una forma mds sencilla, que veremos

mas tarde.

Ahora, como los movimientos son independientes, se

Tal N
definen dos comutadores UI y U, independientes. El subgrupo de la

2
conmutacion tiene la forma particular:

v I

N A
=[E+U1+U + U,U (47)

A A A
con V= U1 U P
El Supergrupo de Schrodinger de la molécula de Benzal-
dehido "sin interaccion" toma entonces la forma siguiente:
S

=1AG=((512A vh AE ~ C (48)

B 2v ¥ Cy

que es un grupo de dimension 8, isomorfo con el grupo puntual C2 v X C2.'

La Tabla de caracteres de este ultimo grupo se obtiene
por simple multiplicaciéon de la tabla de caracteres del grupo CZV
por la del grupo C2, dado que SB es un grupo Abeliano.
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A partir de esta tabla de caracteres se deducen fa’cilmen-
te las funciones propias de simetria en la base del doble rotor libre.
Concretamente se obtienen muy fdcilmente a partir de las funciones

propias de simetria del benzaldehido con interaccién, encontrando:

XA = cos 2K cos Lo X g = cos (2K+1) Bcos L,
1 1
Xq1-= Sen 2K9 sen Lo X B!~ sen (2K+1)g sen Lo,
1 1 , (49)
XA = cos 2Kgsen Lo, XB2 = cos (2K+1)8 sen La
2
X = sen 2KS cos L0 XB' = sen (2K+1)8 cos La
2 2

Se verifica que las funciones propias de simetria del
benzaldehido sin correlacion son exactamente las mismas que las (30),
pero con propiedades grupales diferentes. La funcion potencial tendrd
la forma simplificada:

V(6,0) = Z I [ACC cos 2KO cos Lo ] (50)
KL
K,L
Compardandola con la anterior (31) vemos que ésta no
contiene productos de senos. Este hecho corrobora la afirmacion de que
las funciones senos describen esencialmente, en la funciéon potencial,
los efectos de engranaje entre los rotores, ya que dependen individual-
mente del sentido de la rotacién [16-20 ]

2. Pirocatequina sin efecto de engranaje entre los rotores

Se puede imaginar también en el caso de la pirocatequi-
na un hamiltoniaino local. Se trata evidentemente de un modelo matema-
tico, dado que las interacciones entre dos grupos hidroxilos‘ tienen
que ser forzosamente fuertes debido a la formacion de un puente de

. hidrogeno intramolecular.
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El operador hamiltoniano local seria:

]+V(e
2

- 3 .2
H=0-% B3 -2 B 5 » 8, (51)
1 1 2
Siguiendo el ejemplo del benzaldehido, escribiremos el supergrupo

de Schrédinger como:
Sy =InG =L WaVIAE ~c (52)

que es un grupo de dimension 8 isomorfo con el grupo puntual C
VI viene dado por (47) y WI por (30). Ambos subgrupos no conmutan,
ya que:

A A A A

WU 1° U2 w (53)

A AN

Se verzflca facilmente que U }’U forman una clase; Wy WYV, otra,y
WUI y WUZ otra. Finalmente V,que conmuta con todas las operaciones
del grupo,forma por si sola una clase. Resulta la tabla de caracteres:

A partir de esta tabla de

E vV 2U W,WV 2WU caracteres y las funciones

propias de simetria de la

A ] 1 1 1 1 1 pirocatequina con interac-
A 2 1 1 -1 1 -1 ciones, se sacan ftfcilmente
Bl 1 1 1 -1 -1 las funciones propias
B, 1 1 -1 -1 1 de simetria de la misma
E 2 -2 0 0 0 molécula sin correlacion.

Se encuentra:
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XA1 =cosK01 cos L, + cos Lo ; cos K@ ,
XA2:senKel sen Lo, +sen Le, cos Kez
XBl=cosK91 cosL92-cosL91cosK92 (54)
XB2=senK 8 senL62—sen L61 sen K92
Xg( =cos K& sen L8, +sen L8, cos K62

= cosKelsenLez-senLGI cosK62

que son las mismas funciones propias que las (31) pero con otras propieda-

des grupales diferentes.

La funcion potencial de (52) tiene ahora la forma simpli-

ficada:

V(8 0, = I;Z)E [cos K6, cos L®, + cos L®, cos K&, ] (55)
. / :

sin contribuciones de las funciones senos.

3. Acetona sin efecto de engranaje entre los rotores

El operador hamiltoniano local de la acetona, sin efectos
de engrenaje entre los rotores es muy parecido al de la pirocatequina
(51), si se except&a la periodicidad de orden 3 de los rotores su super-

grupo de Schrodinger se deduce facilmente:

— - I =
Sy = IAG —[C'ngé,]A[WIAV TAE= G, (56)

que es un grupo de orden 72. Su tabla de caracteres se deduce a partir

de la acetona [21 ]. La damos en la Tabla III .



Tabla III. Tabla de caracteres de la acetona plana sin interaccidn entre los rotores.

Gy E Le, 1163 G§ 6W 12w€3eé 9V 6U, 12U1t’ 18wu1
A 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A, 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1
Ag 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1
A, 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
E 2 2 2 0 0 -2 0 0 0
G, 4 1 -2 0 0 2 -1 0
G, 4 1 -2 0 0 -2 1 0
Gy 4 -2 1 2 -1 0 0 0 0
Gy, 4 -2 1 -2 -1 0 0 0 0
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En esta tabla, se puede ver que existen 4 representa-
ciones irreducibles no degeneradas, una doblemente degenerada y 4
cuadruplemente degeneradas. La deduccion de las funcibnes propias
de simetria es un poco laboriosa. A continuacion damos Unicamente
la forma de la funcién potencial, completamente simétrica:

V(8, 6,)=L% (cos 3KB

19 i cos 3L 9, + cos 3L 91 cos 3K 62) (57)

1 2

Una vez mds encontramos una funcién potencial que no contiene fun-
ciones senos que dependen del sentido de las rotaciones.

4. Acetona piramidal sin efecto de engranaje entre los rotores

Finalmente consideremos de nuevo la molécula de acetona
en su configuracion piramidal. Si despreciamos los efectos de engra-
. s . .’
naje entre las partes moviles, tendremos un subgrupo de la conmutacion

triple:
3

vi-1n

i=1 i

=1 %
+
>
bud

(58)

de dimension 8, con lo que el Supergrupo de Schrodinger adquiere
la dimension 144.

S w= [egx 5'13,:] A[WIA VI] ~ G

a (59)

144
La generalizacion de los resultados anteriores permiten poner para

el potencial, la forma completamente simétrica, invariante con respec-

to a la simple conmutacion:
(60)

ccce

KLM (cos 3K 8

V(61,62,0()= IrzlA

cos 3Le, +cos 3L, cos 3K ©
KoL 2 I ?

1
. x cos Ma ]
Se verifica una vez mds que la funcién potencial de un sistema, sin
correlacion entre los diferentes modos de vibracién, no presenta fun-
ciones senos, que son las que dependen individualmente del sentido

de la rotacién.
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VL. APLICACIONES

A continuacién vamos a pasar rdpidamente revista
a las mﬁltiples aplicaciones de la Teoria de Grupos para Moléculas
No -rigidas. Estas no son solamente aplicaciones encaminadas a sim-
plificar el cdlculo, sino también aplicaciones que permiten clasificar
fenomenos, es decir, interpretar y entenderlos mejor. La comparacién
entre grupos "exactos" y '"locales" proporciona un claro ejemplo de
la informacion que puede ofrecer la Teoria de Grupos para Moléculas
No-rigidas: una interpretacion de dos tipos de términos de la funcion

potencial.

1, Determinacion de Funciones de Energia Potencial. La Expansion

Minima

Para poder resolver la ecuacion de Schridinger de
un sistema no-rigido hace falta conocer su funcién potencial. Esta
puede desarrollarse en serie de Fourier multidimensional [ 9] . La
Teoria de Grupos para moléculas no-rigidas permite simplificar estos
desarrollos, proporcionando formas analiticas abiertas [ 14,17,18,19,207 .
Habitualmente, estos desarrollos convergen bien de forma que solo

hace falta retener unos pocos términos.

En este trabajo, hemos deducido las formas analiticas
de las funciones potenciales del fenol (20), del benzaldehido (26),
de la pirocatequina (32), de la acetona (42), de la acetona piramidal
con movimiento de inversion (45), y de algunas de estas moléculas
dentro de la aproximacion del operador hamiltoniano local (50), (55),
(57) y (60).

Recientemente, se ha propuesto el uso de una "expansion
€ . i . .’ . . .
minima” para la determinacion aproximada de funciones potenciales

para moléculas con dos rotores [ 20 1. Esta expansion retendria, entre
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otras cosas, todos los términos necesarios para describir las propieda-
des de "simetria'de la funcion potencial. Puede generalizarse a cual-
quier sistema de uno o mas grado de libertad. '

En dicha eprnsién minima se observa:

1) que los términos en senos describen el efecto de engra-
naje entre los rotores, 2) que, con las formas analiticas propuestas
(32) o (12), los términos en senos se anulan en los limites donde K6 =0
y K 6= + 180, en cambio son mdximas para Ko= + 90. En consecuencia,
para describir el efecto de engranaje, hay que reteneral menos una
funcion seno, por otra parte para poder describir correctamente el
potencial con funciones cosenos en el dominio de las variables donde
el efecto de engranaje se manifiesta, K6 = + 90, hay que retener,

en la expansién en coseno, un armonico superior.

Resulta que en el caso de la pirocatequina la expansion

‘. ,
minima tendra la forma:

2 2
ve,6,)= I T Acc(cosKe cos L@, + cos L8, cos KO.) +
Yy 4 f Agp 1 2 1 2
K>L=0
SS
+ A11 sen 61 sen 62 : (61)

Esta expansiéon consta de solo 7 términos, lo que significa que habrd
que determinar solamente la energia total (electrénica + repulsion
nuclear) de 7 configuraciones, convenientemente elegidas. Por otra
parte retiene todas las propiedades de simetria del sistema no rigido
considerado.

Se demuestra de la misma forma, que en el caso -de
la pirocatequina en una configuracion no plana o la acetona en una
configuraciéon piramidal, la expansion minima constaria de sélo 10
términos. En la referencia [ 20 ], se consideran todos los casos de
especie de sistemas de dos rotores.
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Estos dos ejemplos dan una clara ilustracion de como
la teoria de grupos para moléculas no-rigidas puede emplearse con
ventaja para interpretar y simplificar el cdlculo de la funcién de
energia potencial, sin merma importante de su calidad. Si la expansion
no converge lo suficientemente bien se puede retener unos armonicos

superiores.

2. Resolucion de la Ecuacion de Schridinger para el -movimiento

nuclear

Para resolver la ecuacion de Schrodinger correspondiente
a los movimientos de interconversion de una molécula no rigida,
es conveniente desarrollar las soluciones en la base del simple, doble,
triple, etc... rotor libre, es decir, sobre la base de unos" productos
de funciones trigonométricas. Se determinan entonces los coeficientes
de expansion variacionalmente diagonalizando una matriz hamiltoniana
construida con las interacciones entre las diferentes configuraciones

rotacionales.

Para tener alguna fiabilidad en los resultados hace
falta normalmente considerar grandes expansiones. Estas baumentan
con la potencia del numero de grados de libertad, de forma que el
calculo resulta a veces imposible a pesar de la disponibilidad de grandes

ordenadores.

Ahora bien, si se desarrollan las soluciones sobre la
base de las funciones propias de simetria, la matriz hamiltoniana
se factoriza, como se sabe, en cajas. La diagonalizacion de cada
una de estas cajas resulta entonces un problema mucho mds abordable

desde el punto de vista numérico.

En este trabajo, damos las funciones propias de simetrias
para las moléculas de fenol (19), de benzaldehido (25), de pirocatequina
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(31), de pirocatequina con movimiento de aleteo (37) y de algunas
de estas moléculas dentro de la aproximacion del operador hamiltoniano
local (49) y (54). Asimismo, se dan estas funciones propias de simetria,
en el caso de la acetona, en [ 16 ], y para todos los casos de especie
de moléculas con dos rotores en[ 17 ].

Para ilustrar la potencia del procedimiento,consideremos
el caso de la molécula de acetona resuelto en [16] . Como puede

verse en la Tabla II, el grupo G3 contiene 9 representaciones irredu-

cibles, 4 no degeneradas, 4 doble6mente degeneradas y una cuadruple-
mente degenerada. Si desarrolldsemos las soluciones en una base
de productos de funciones trigonométricas (16 cosenos + 15 senos),
es decir, de 31 x 31 = 961 funciones de base, endriamos que diagonali-
zar una matriz de orden 961, lo que resulta imposible sobre los
ordenadores habituales. Utilizando, en cambio, como base el conjunto
de las funciones propias de simetria de la acetona, se verifica que
la matriz de orden 961 se factoriza en 16 cajas: cuatro de dimension
36, 30, 30 y 25 respectivamente, correspondientes a las representa-
ciones irreducibles An, ocho de dimension 55,45,55 y 45 respectiva-
mente, correspondientes a las representaciones En’ y cuatro de dimen-
sion 110 correspondientes a la representacion G. Estas cajas ya son
diagonalizables sin demasiada dificultad en los ordenadores normalmente

asequibles. Se ilustra esta factorizacion en cajas en la figura 9.

Conviene anadir aqui, que el uso de los grupos "locales",
mds simétricos que los grupos exactos, permiten oun una mayor sim-
plificacion. Por ejemplo, en el caso anterior de la acetona, la matriz
hamiltoniana se factoriza en 20 cajas, la mayor de las cuales tiene

dimension 60.

Finalmente la degeneracion de las representaciones
puede tambien aprovecharse, para no repetir las diagonalizaciones

de cajas que proporcionarian unos resultados numéricos idénticos.
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Fig. 9 - Factorizacion en cajas de la matriz Hamiltoniana de la acetona.
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3. Estudio de la Dinamica Interna Molecular. Distribucion de Probabili-

dades Conformacionales

La resolucion de la ecuacion de Schriédinger para el
movimiento nuclear nos proporciona niveles "roto-vibracionales',
que se situan mds o menos dentro de la hipersuperficie de energia
potencial. Esta superficie presenta habitualmente, pozos de potencial,
valles y picos, que permiten definir unos puntos criticos como para
poder clasificar los estados "roto -vibracionales". Si el estado estd
situado por encima de los mdximos no habra relaciones entre las
fases de los diferentes rotores, y la rotacién podrd considerarse como
libre. Si el estado estd situado, en cambio, entre los mdximos y los
puntos de silla mds altos, algunos caminos estaran prohibidos sobre
la hipersuperficie de energia potencial. Resulta que alguna "corre-
lacion" aparecerd entre las coordenadas de los rotores. A medida
‘que los estados rotacionales se situan mds profundamente dentro
de los valles de potencial, mds caminos estaran prohibidos y mayor
sera la correlacion entre las coordenadas de los rotores. Finalmente,
cuando los estados rotacionales estan situados por debajo del punto
de silla mds bajo, es decir, dentro de los pozos de potencial, la rotacion
_ya no serd posible y el conjunto de coordenadas define una estructura
geométrica, si bien existiran siempre movimientos de vibraciones
alrededor de las posiciones de equilibrio.

En la referencia [ 16 ]se clasifican los estados vibracio-
nales, rotovibracionales y de rotacion pura correspondientes a la
doble rotacion interna en la acetona. Ponderando dichos estados
con una distribucion de Boltzmann,se encuentra que, a 25°C, 20%
de las moléculas de acetona estdn en unos estados vibracionales,
65% en unos estados roto-vibracionales, en los cuales los rotores

giran de forma acoplada, y 25% en unos estados de rotacion pura.

Se ilustra esta clasificacion en estudus vipracionales,

rotovibracionales y de rotacion pura en la figura 10.
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Se encuentra pues que la molécula de acetona es
un sistema relativamente deformable, con una estructura poco defini-
da. Este resultado sugiere la determinacion de un mapa de densidades

de probabilidad conformacional.

Se suele asociar erréneamente el concepto de mapa
| conformacional al mapa de energia potencial, dado que este mapa
proporciona una imagen cualitativa bastante fiel del mapa de densida-
des de probabilidad de encontrar una molécula en una conformacion
dada. Para la determinacion de propiedades quimico-fisicas, en cambio,
que dependen de la conformacién, hace falta recurrir a métodos

estadisticos que consideran de forma explicita la temperatura.

Para este fin, el arsenal del quimico teérico dispone
esencialmente de dos procedimientos: i) la aproximacion semi-clasica

e ii) la aproximacién cudntica [ 22 1.

La aproximacién semi-cldsica consiste en asociar un
"estado" a cada punto del mapa de energia potencial considerado,
y en ponderarlo con una distribucién de Boltzmann. La densidad de

probabilidad toma entonces la forma sencilla:

exp (-V (61, 62,...)/ RT]

2 ) =33 exp [-V @, 6pw-)/RT]
Kl

P(Gl, o (62)

La aproximacion cudntica, en cambio, considera la
suma de los cuadrados de las funciones rotacionales, soluciones de
la ecuacién de Schrodinger, ponderadas por una distribucion de Boltzmann:

) [ ;ci]. fj (91’ 92,...)]2 exp (Ei /RT) .
PO, 8y,...) = ] > (63)
;: iz [ ];cij f]. (60 el)] exp (Ei /RT)

z
k
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donde 2 C.. ij f (6 2,...) son las soluciones rotacionales desarrolla-
das en &1 con]unto de las funciones de base f(e 2,...).

El cdlculo de la aproximacion semi-clasica es evidente-
mente mucho mds sencillo que el de la aproximacion cudntica. La
primera no depende del momento reducido de los rotores, mientras
que la segunda s{ depende, a través del operador hamiltoniano que
contempla la energia cinética.

En la aproximacion cldsica, la teoria de grupos para
moléculas no rigidas permite la seleccion de las conformaciones
isoenergéticas, y evitar asi cdlculos repetitivos, que proporcionaria
un mismo valor numérico.

En la aproximacién cudntica, la teoria de grupos para
moléculas no-rigidas permite un tratamiento por especie de simetria,
desarrollando las soluciones rotacionales en la base de las funciones
propias de simetria. Este tratamiento acortaria notablemente los
sumatorios en i y j de (63).

En[ 23] se puede encontrar un ejemplo de la aplicacion
sistemdtica de la teoria de grupos para moléculas no-rigidas a la
determinacion de la distribucion de densidades de probabilidad conforma-
cional, de la acetona normal y deuterada, a varias temperaturas,
llevado a cabo con la aproximaciéon cudntica. La principal conclusion
de dicho trabajo, que no habria podido llevarse a cabo sin la teoria
de grupos, es que la deuteracion no influye sensiblemente en la confor-
macion| 22,23 1. En las figuras 11 y 12, se dan los mapas de distribu-
ciones de densidades de probabilidad conformacional, por (30")2,

para la doble rotacion interna en la acetona y acetona deuterada,
respectivamente » calculados a - 75°.
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4. Determinacion Teorica del Espectro de Rotacién Interna. Reglas

de Seleccion

La resolucion de la ecuacién de Schrodinger para los
movimientos nucleares nos proporciona los niveles energéticos. La
Teoria de Grupos permite clasificar las soluciones por especies de
simetria. Las intensidades de las transiciones entre los distintos nive-
les rotacionales vendran dadas, en primera aproximacion, por el cuadra-

do de la variacion del dipolo eléctrico con la transicion.
I~ < |ue,, 8, > (64)
il WO 8)1b, |

donde \pi y lpf son las funciones rotacionales de los estados inicial
y final.

Ahora bien para que este producto escalar no se anule,
hace falta, como se sabe, que el producto directo de las representa-
ciones irreducibles a las cuales pertenecen \pi y wf contenga al .menos
una de las representaciones irreducibles a las cuales pertenecen las
distintas componentes del vector variacion de momento dipolar eléc-

trico. Desarrollando dicho vector en la base de las funciones propias

de simetric se puede, pués,establecer unas Reglas de Seleccion que
nos predecirdn sila transicion estd o no permitida.

Cuando el movimiento es sencillo, como en la molécula
de fenol, la deduccion de estas reglas de seleccion es inmediata
[ 11,12 1. No es asi, cuando la molécula posee un grupo de operaciones
isodindmicas algo complicado. Tal es el caso de la acetona. A partir
de la tabla de caracteres dada en Tabla II, se puede deducir las
representacionesa las cuales pertenecen las componentes del momento
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dipolar de la acetona. Estas son la A 7 A3 y A 4 Operando se pueden
establecer entonces las reglas de seleccion para las distintas especies

de simetria de los estados inicial y final. Estas se dan en Tabla IV.

Tabla IV. Reglas de Seleccion para la Acetona

uz(A 1) uy(A 4) ux(A 3)

A1 A1 A, & A_3 A1 «— A3
A2 — A2 A1 > A.4 A2 > A4
A3 e 43

A4 &) A4

E1 &« E1 E3 > E, El <« E1
E2 PR E2 E1 > E?
E3 — E3 EZ — EZ
E; & E4 E3 «— E,
G &« G G &~ G G <« G

En dicha tabla, se puede apreciar que muchas transi-
ciones estan en principio permitidas. Conviene subrayar, sin embargo, -
que la variacion del molmento dipolar con la rotacion, a lo largo
del eje de las z (eje C2 de la molécula), es despreciable. Asimismo,
la variacion del momento dipolar a lo largo del eje de la x (perpen-
dicular al plano C-C-C) es muy pequerio. Solo es apreciable la va-
riacion, en el plano de la molécula, a lo largo del eje de las y. En
estas condiciones, s6lo se observaran las transiciones de la segunda

columna de la tabla IV.

El espectro de infrarrojo lejano de la acetona, en gas,

es conocido con relativamente poca resolucion. Se aprecia un pico
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a 109 em’!

resolver la ecuacion de Schrodinger para el doble rotor impedido,

[ 24 ] . Utilizando una funcion potencial CNDO/2 para
encontramos para la transicion mas baja, Al — A 4 (Qque tiene lugar

en el plano CCC),un valor de 115 cm_l, en relativo buen acuerdo
con el valor experimental [ 16 1.

5. Determinacion de Estructuras torsionales en Espectros Electronicos

La resolucién de la ecuacién de Schrodinger correspon-
diente al movimiento nuclear nos da los niveles rotacionales corres-
pondientes a un estado electrénico, normalmente el fundamental.
Ahora bien, -podemos considerar estados. excitados. Para ello, basta
determinar su funcion potencial. Como se sabe, el cuadrado de los
recubrimientos entre las funciones rotacionales de diferentes estados
electronicos nos proporciona los llamados factores deuFraan-Condon"
que son una medida de la intensidad de las transiciones entre niveles
rotacionadles de los distintos estados.

La determinacion de factores de Franck-Condon tiene
especial interés cuando los dos estados electronicos involucrados
en la transicion tienen diferentes conformaciones. Se espera entonces,
en efecto, unas bandas torsionales muy anchas. Es especialmente
el caso de las transiciones electronicas en la capa de valencia, n » 7*,
que conllevan ademds de un cambio de conjugacion, un cambio de
conformacion. Este fendmeno ha sido estudiado en los espectros
de fluorescencia del acetaldehido y de la acetona, y de fosforescencia
de la thioacroleina [ 25-27 1.

En la actualidad estamos determinando tedricamente
la estructura torsional de los espectros ‘de fosforescencia del tioacetal-
dehido y de la tioacetona. Los espectros de ambas moléculas son
conocidos [28-29]El tioacetaldehido presenta una conformacion preferida

plana "trans" en el estado fundamental, mientras que, en el estado
triplete, presenta una conformacion preferida no plana "cis". La tioace-
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tona presenta una conformacion preferida plana, doblemente "estrella-
da", en el estado fundamental, mientras que, en el estado triplete,
e&sta molécula presenta una conformacion preferida piramidal, menos
simétrica, " eclipsada-estrellada" [ 30 ] .

Aunque puede parecer dificil, se pueden clasificar
los niveles rotacionales de ambos estados, fundamental y excitado,
dentro de un mismo conjunto de representaciones irreducibles pertene-
cientes a un mismo grupo. Asi,por ejemplo, los niveles rotacionales
de ambos estados, en el tioacetaldehido, pueden clasificarse segun
las representaciones de un grupo, andlogo al grupo del benzaldehido
(25), pero de periodicidad tres, isomorfo con el grupo puntual C3V.
De la misma forma, los niveles rotacionales de ambos estados, en
la tioacetona, pueden clasificarse segun la representacion del grupo
de la acetona piramidal (43) que se da por vez primera en este trabajo.
Es evidente que el empleo de funciones propias de simetria va a simpli-
ficar notablemente el cdlculo de los factores de Franck-Condon, ya
que las soluciones pertenecientes a diferentes especies de simetria

son ortogonales.
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VII. CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos querido dar una panoramica
general sobre la Teoria de Grupos para Moléculas No-rigidas. En
particular hemos revisado las Teorias de Longuet-Higgins y Altmann,
comparandolas. Asimismo hemos desarrollado, de una forma gradual
y sencilla, el aparato matemdtico empleado dentro del formalismo
de Altmann. Finalmente, hemos propuesto el concepto deﬂ "grupos
locales", que no pueden contemplarse dentro del formalismo de Longuet-
Higgins.

A lo largo de este trabajo damos, como ejemplos,
las funciones potenciales y las funciones propias de simetria de una
serie de moléculas con uno, dos y tres grados de libertad interna,
tahto dentro del formalismo del hamiltoniano exacto como del local.
La generalizacion de estas ideas puede encontrarse en la literatura
cientifica (Smeyers y col. [16-17] ).

Finalmente pasamos revista a las principales aplicaciones
de la Teoria de Grupos para Moléculas No-rigidas. Estas aplicaciones
estan encaminadas tanto para simplificar la resoluciéon como para
clasificar e interpretar las soluciones de determinados problemas
matematicos. Asi se considera la determinacion de la funcion potencial,
proponiendo la llamada "expansién minima". Se contempla la resolucion
de la ecuacion de Schrodinger correspondiente al movimiento nuclear,
proponiendo el uso de las funciones propias de simetria. Se estudia
la dindmica interna molecular de sistemas no-rigidos, en el caso
de la acetona, y se esboza el cdlculo de mapas de densidades de
probabilidad conformacional utilizando las funciones propias de simetria.
A continuacién, se deducen, como ejemplo, las reglas de seleccion
para las transiciones rotacionales de la acetona en el infrarrojo. Final-
mente, se contempla la determinacion:de estructuras torsionales de
los espectros de fosforescencia clasificando los niveles de ambos

estados/ fundamental y excitado, dentro de un mismo grupo.
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